UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI
PRIRODOVEDECKA FAKULTA

KATEDRA ALGEBRY A GEOMETRIE

PROJEKTIVNI GEOMETRIE V ULOHACH

DIPLOMOVA PRACE

Vedouci prace: Vypracovala:
RNDr. Marek Jukl, Ph.D. Be. Barbora Bartosova
Rok odevzdani: 2012 M-DG, 2. ro¢nik



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou praci vypracovala samostatné pod ve-
denim RNDr. Marka Jukla, Ph.D., a Ze jsem uvedla veskerou pouzitou lite-
raturu.

V Olomoouci dne ..........coo e



Rada bych podékovala RNDr. Marku Juklovi, Ph.D., za spolupréci, cenné
rady a pomoc pii zpracovavani prace.



Obsah

Uvod
Motivace

Projektivni prostor
3.1 Projektivni prostor a podprostor. . . . . . ... ... ... ..
3.2 Aritmetickéd a geometrickd baze projektivniho prostoru, homo-
genni soustava soufadnic . . . . . .. ...
3.3 Vyjadreni podprostoru rovnicemi . . . . . ... ... ... ..
3.4 Dvojpomér ¢ty bodt . . . . . ... ..o
3.5 Princip duality v projektivnich prostorech . . . ... ... ..
3.6 Projektivni rozsifeni afinntho prostoru . . . . . .. .. .. ..

Kolinearni zobrazeni projektivnich prostori

4.1 Kolinearni zobrazeni . . . . ... . .. ... ... ... ....
4.2 Kolineace . . . . . . . . ..
4.3 Zobrazeni podprostoru . . . . . . ... ... L.
4.4 Incidence samodruznych bodt a samodruznych nadrovin

4.5 Klasifikace kolineaci . . . . . . .. ... ...

Priiklady
Zavér

Pouzita literatura

22
22
23
24
25
26

40

65

66



Kapitola 1

Uvod

Tato diplomova préace se zabyva feSenim piikladd z projektivni geometrie.
Zaméruje se na zavedeni projektivniho prostoru a kolineace projektivnich
prostorti. Kromé piikladi prace obsahuje také nezbytné teoretické poznatky.
U ¢tenafe se predpokladaji zakladni znalosti lineari algebry a analytické geo-
metrie. Obrazky jsou nakresleny v programu QCad, text byl vysazen pomoci
typografického systému KTEX.

Prace je rozdélena do dvou ¢asti. Prvni je teoretickda (kapitoly ¢. 2, 3
a 4). Zavadi se zde pojmy jako projektivni prostor, jeho baze a homogenni
soustavy soufadnic, podprostory a jejich vyjadieni rovnicemi. Déle se vénuje
kolinedrnim zobrazenim, kolineacim a na zéavér klasifikaci kolineaci na pro-
jektivni pfimce, v projektivni roviné a v projektivim prostoru. Vzhledem k
rozsahu prace jsou véty uvadény bez dikazu ¢i odvozeni.

Kapitola ¢. 5 obsahuje rtzné resené piriklady. Diraz je kladen hlavné na
kolineace, ale je zde i dostatek piikladi ke kapitolam ¢. 3. a 4.



Kapitola 2

Motivace

Pojem projektivni prostor, resp. projektivni rovina historicky vznikl jako
vysledek tsili o odstranéni nejednotnosti v popisu téch vlastnosti objekt
eukleidovské roviny, resp. eukleidovského prostoru, které se tykaly vzajemné
polohy utvart. Podstatny rozdil mezi rovnobéznosti a riznobéznosti primek a
rovin jednak komplikuje klasifikaci vzajemné polohy konec¢ného poctu téchto
atvari, jednak v jistych situacich zpisobuje rozdilné postaveni nékterych
objekti, které jsou jinak rovnocennymi prvky urcitych mnozin.

Obrézek 2.1: Primky v eukleidovské roviné

Naptiklad kdyz v eukleidovské roviné promitame z bodu S mnozinu vSech
bodu piimky p na piimku p/, praméty bodu A, B, ... piimky p jsou body
A = SAnyp,B" = SBNyp,... aobracené k bodim X', Y’ ... pfimky
P existuji body X = SX' ' Np,Y = SY' ' Np,... pfimky p, jejichz praméty
jsou body X’ Y’ ... (viz. obrazek 2.1). Toto vzajemné jednozna¢né piirazeni



bodu primky p jako vzori a bodu piimky p’ jako priuméti je naruseno ve dvou
pripadech:

1. Bod M, ktery je prisecikem primky p s pfimkou m jdouci bodem S
rovnobézné s piimkou p’, nema pramét, nebot rovnobézky m = SM a
p’ nemaji prisedcik.

2. Bod N’, ktery je prusecikem piimky p’ s primkou n’ jdouci bodem S
rovnobézné s piimkou p, neni primétem zadného bodu ptrimky p, pro-
toze piimka n’ = SN’ nemd s rovnobéznou piimkou p zZadny spole¢ny

bod.

Bod M, resp. N’ neni nijak vyzna¢nym bodem piimky p, resp. p’.Vyjimecnost
téchto bodu vhledem k promiténi je zptsobena pouze vztahy polohy mezi
prvky trojice S, p, p’. Postaveni bodu M, N’ by zaniklo, pokud bychom mno-
zinu viech bodu p¥imky p, resp. p’ doplnili jedinym bodem N, resp. M’ tak,
7e bychom bod N pokladali za spoleény bod viech riiznych rovnobéznych
pifmek p a n/, bod M’ za spoleény bod viech rtznych rovnobé&znych pii-
mek p’ a m. Takovym doplnénim se ziskava jeden z modelu tzv. projektivni
piimky.

Analogické uvahy o polohovych vztazich mezi vSemi primkami v euklei-
dovské roviné a o rozmanitych moznostech polohovych vztahtt mezi vSemi
piimkami a vSemi rovinami v trojrozmérném eukleidovském prostoru vedou
k pfesvédceni o potiebé a uzitecnosti doplnéni kazdé piimky jednim bodem,
kazdé roviny jednou piimkou a prostoru jednou rovinou. Takto doplnéné
utvary se nazyvaji rozsitenymi (doplnénymi) eukleidovskymi utvary - piim-
kou, rovinou a prostorem. Vznikly historicky jako prvni modely projektivni
primky, projektivni roviny a projektivniho prostoru a projektivni geometrie
se po cela desetileti rozvijela pri studiu jejich vlastnosti. Hlubsi prozkou-
maéani logické stavby projektivni geometrie odhalilo omezenost téchto modelt
a dalo podnét k rozpracovani exaktnich a uc¢innych syntetickych i analy-
tickych metod, jejichz pomoci se vytvorila vSseobecna teorie projektivnich
prostori libovolného konecného rozmeéru.

Prednostmi analytické metody jsou jeji presvédcivost zalozené na exakt-
nosti pouzivanych algebraickych prostredki, pfehlednost odvozené z jasnosti
struktury algebry a tplnost opirajici se o klasifikace v algebie. Jejim ne-
dostatkem, narozdil od metody syntetické, je zpravidla mala nézornost a v
nékterych pripadech komplikovanost vyjadreni.

Cilem této prace je podat stru¢ny piehled zékladnich teoretickych po-
znatku a ukézat jejich praktické pouziti na piikladech.



Kapitola 3

Projektivni prostor

3.1 Projektivni prostor a podprostor

V této sekci zadefinujeme zakladni pojmy, se kterymi budeme nadale praco-
vat, a uvedeme nékteré jejich dulezité vlastnosti.

Definice 3.1.1 Necht P je mnozina, V.1 je vektorovy prostor nad téle-
sem T (dimenze n+ 1) a bijekce ¢ : {[u] C V,11,u # o} — P. Pak trojici
P = (P, V,i1,9) nazgvdme n-rozmeérny projektioni prostor nad T.

V.11 se nazyva aritmeticky zaklad prostoru P,,.

P se nazgvd nosi¢ nebo mnozina bodi prostoru P,.

Pro projektivni prostory urc¢ité dimenze uzivame obvyklé pojmenovéni - pro-
jektivni prostor dimenze 0, resp. 1, resp. 2 nazyvame bod, resp. piimka,
resp. rovina

Aritmetickym zastupcem bodu X rozumime vektor z, ktery splhuje pod-
minku: X e P& dz e Vz #o0: X = ¢([z])

Existuje vice aritmetickych zastupci bodu X. Predpokladejme, ze bod X
mé aritmetické zastupce x,y.
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Véta 3.1.1 Dva vektory jsou aritmetickymi zdstupci téhoZ bodu prdve tehdy,
kdyZ jsou imeérné.

Poznamka 1 o nenit aritmetickym zdstupcem Zadného bodu.



Priklad
1.V 52 :

nosicem P je vyznacené pulkruznice
aritmetickym zakladem je Vo

:{lz] € Vo, z#0} > P 2] > {5z} NP
Py = (P, Vs, @) se nazyva projektivni piimka

P

Obrézek 3.1: Projektivni piimka

2.V 53 .
P:{{X,.Xo} C K.S € (X1, X,)}
aritmetickym zakladem je V3
p:{lz] S Vs, z#0} =P [z] > {Sz}NK
Py = (P, V3, ) se nazyva projektivni rovina

7
/3

Obrazek 3.2: Projektivni rovina



3. VA, :
aritmetickym zakladem je Vo
¢:{lz] € Vo, z#0} =P

e 2 ¢ V(p):[z] = {Sz}Np,S¢p
e z€V(p):[z] = [b]

p = (P, Vg, ) je projektivni piimka, tzv. projektivni rozsifeni afinni
primky

4. Necht T je libovolné komutativni téleso:
P = {[z] C T,z # o}
V = Tn+1
w =id.
Pak TP, = {P,T""! id.} je tzv. n-rozmérny soufadnicovy projektivni
prostor nad télesem T.

(=)

Obrézek 3.3: Soutadnicovy projektivni prostor

Definice 3.1.2 Necht P = (P, V, ) je projektivni prostor. Mnozina R C P
se nazyvd projektivni podprostor v P, jestlize existuje W CC 'V :

X eR e JzeW,z#0: X =p(z]).

W e aritmeticky zaklad podprostoru R.

Pro dimenzi projektivniho podprostoru klademe: dim R=dimW — 1

10



Véta 3.1.2 KazZdy projektivni podporstor R je sam o sobé projektivnim pro-
storem (R, W, 0[{irjcw a0} )-

Definice 3.1.3 Necht P, je projektivni prostor. Nadrovinou v P,, rozumime
libovolny (n — 1) rozmérny podprostor v P,,.

Umluva: Nadale budeme projektivnim prostorem o aritmetickém zakladu V
rozumét projektivni prostor P(V) = ({[z], z # o}, V,id).

Definice 3.1.4 Necht R,U CC P.

1. Spojenim (souctem) podprostoric R,U rozumime podprostor R +U =
SCCP:

e RCCSUCCS
VT, TCCP - RCTANUCT=8SCT

2. Spojent podprostori se nazjvd pFimé, prdveé kdyz R NU = 0; znacime
RoUu

3. Rekneme, e R je doplnkem podporstoru U, jestlize

e R+U=7P
e RNU=10

Véta 3.1.3 Necht R,U CC P; R =P(R),U =P(U). Potom plati:
I U+R=P(U+R)
2.UNR=PUNR)
3 UCRSUCR
J. dim (R +U) = dim R + dim ¢ — dim (R NU)
Drisledek

1. Podprostor Ry, k # 0 nelezici v nadroving N ji protina v podprostoru
dim(k — 1).

2. Primka nelezici v nadroviné ji protind v jednom bodé.

3. Kazdé dveé riizné primky projektivni roviny se protinaji v jednom bodé.

11



Definice 3.1.5 Necht'Vy,. .., V) € Pjsou body projektivniho prostoru, ng, ..., n
jejich aritmeticti zdstupci. Rekneme, Ze body Vi, ..., Vi jsou linedrné nezd-
vislé, jestlize ng, . ..,ny jsou linedrné nezdvislé.

Véta 3.1.4 Ke kazdé linedrné nezdvislé (k+1)-tici bodi Uy, ..., Uy existuje
pravé jeden podprostor R dimenze k, ktery je obsahuje. Bod X je bodem
podprostoru R prdvé tehdy, kdyz body X, Uy, ..., Uy jsou linedrné zdvislé.

Lze jednoduse vyvodit, ze body Uy, ..., Uy projektivniho prostoru jsou line-
arné nezavislé, jestlize pro kazdy bod dané k-tice plati, zZe nelezi v podpro-
storu ur¢eném zbylymi body.

3.2 Aritmetickd a geometrickd baze projektiv-
niho prostoru, homogenni soustava sourad-
nic

Definice 3.2.1 Necht P, je projektivni prostor.

1. Aritmetickou bdzi P, rozumime libovolnou bdzi jeho aritmetického zd-

kladu.

2. Geometrickou bazi P, rozumime libovolnou (n+2)-tici bodi P, takovou,
Ze Zdadnych (n+1) bodi neleZi v jedné nadroviné.

Poznamka 2 Prvky geometrické baze jsou vidy linedrné zduvislé.

Definice 3.2.2 Necht A = (ag, . ..,an) je aritmetickd bdaze P,.

1. Necht X € P,. Libovolnd uspordidand (n + 1)-tice (xg,21,...,2,) €
T ! se nazjvd homogenni souiadnice X, jestlize X = [(:zsga_o> + xla_f +
o zaa)].

2. Relace Hy C P x T definovand vztahem (X, (zo,1,...,7,)) €
Hy < X = [(zvoao+mia1+...+xm0a,)] se jmenuje homogenni soustava
soutadnic v P,, urcend aritmetickou bdazi A.

Poznamka 3 Souradnice bodu jsou v H 4 urceny jednoznacné az na nenulovy
ndsobek.

Definice 3.2.3 Necht A, A’ jsou bdze v P,. A, A’ se nazyjvaji umeérné, jestlize
JeeT,c#0: A= ag,...an), A = (cag,...,ca,). Znacime A ~ A’

12



Véta 3.2.1 Relace byjti umerny je relace ekvivalence na mnoziné bazi P,.

Véta 3.2.2 KaZdd homogenni soustava soutadnic je urcena jedinou tridou
umérnych aritmetickych bdzi. Hy = Hpy < A ~ A’

Véta 3.2.3 Bud A = (ag, ay, . . . a,) libovolnd aritmetickd bdze P,,. Pak mno-
Zina R = {Ao, A17 N 7An+l}-.

Ay = lag]
A = ai
A, = g
Apyr = Jag+ ...+ ay

je geometrickou bdzi P,.

Definice 3.2.4 Geometrickd bdze z véety 3.2.3 se nazgvd geometrickd bdze
urcend aritmetickou bdzi A.

Véta 3.2.4 KaZdd geometrickd bdaze je urcena pravé jednou tridou umeérngch
aritmetickiyjch bazi.

Véta 3.2.5 KazZdda homogenni soustava soutadnic je wurcena prdvé jednou
geometrickou bazi.

Transformace homogenni soustavy souradnic

Lemma 3.2.6 Dvé geometrické bdze urcuji matici prechodu mezi prislus-
nymi aritmetickymi bazemi jednoznacné az na nenulovy ndsobek.

Véta 3.2.7 Ry, Ry jsou geometrické bdze; Ay, As jsou libovolné aritmetické
bize urcujici Ry, Ry; Hyi, Hy homogenni soustavy soutadnic urcené A, As;
A= (A1, As).

Necht X € P, pak plati, Ze (xg,x1,...,T,) jsou jeho homogenni souradnice
v Hy, (Yo, Y1, - -, Yn) jS0ou jeho homogenni souradnice v Hy pravé tehdy, kdyz
JeeT,c#0:c(xo,x1,. .., Tn) = (Yo, Y1, - Yn)A

13



3.3 Vyjadreni podprostoru rovnicemi

Necht je dan podprostor Ry, svymi body Uy, ..., U. Bod X = [z] = [(x, ..., T

nalezi podprostoru Ry, pravé tehdy, kdyz x = (2o, ..., 2r) € Wiyt = [uo, . . ., ug]

takovy, ze

I8
I
=
&

To = g tiuio
T = E tiuin

T = E it

Véta 3.3.1 Necht Ry CC P, je urceny linedrné nezdvislymi body Uy, . . . , Uy,

Uy = (Uoo,---,uon)
U = (Wko,- -, Ukn).

Pak pro libovolny bod X = (xy,...,x,) plati:

XGR@Hto,...,tkGT:Ij:Ztiuij

Definice 3.3.1 Soustavu rovnosti z piedchozi véty nazveme parametrickym
vyjadrenim R.

Definice 3.3.2 Soustavou obecnyjch rovnic podprostoru R CC P\ ve zvo-
lené homogenni soustave souradnic rozumime libovolnou soustavu linedrnich
homogennich rovnic takovou, Ze R je tvoren pravé téemsi body z Py, jejichZ sou-
radnice tuto soustavu tesi. PoZadujeme, aby soustava obecnijch rovnic byla
linedrné nezdvisld.

Véta 3.3.2 Ke kaZdému R CC P, existuje v libovolné homogenni soustavé
soutadnic alespon jedna soustava obecngch rovnic. Pritom dim R = n — h,
kde h je pocet rovnic soustavy obecniyjch rovnic.

14



3.4 Dvojpomér ¢tyr bodi

Definice 3.4.1 Necht A, B,C, D jsou ¢tyri navzdjem rizné kolinedrni body
(lezici v piimcee). Necht A=|a], B=[b],C=]c|], D=]d]. Jestlize

ura + Ugé,

[ISTTeY

= via+ U?Qa

ak ¢islo 6 = ¥2 .Y nazveme dvojpomeér usporddané ctverice bodi A, B, C, D
u v s 9

a znaci se (ABIC’Dz)

Véta 3.4.1 Ke kazdym trem riznym kolinedrnim bodum A, B,C a libovol-
nému § € T\ {0;1} existuje pravé jeden bod D takovy, Ze (ABCD) = .

Dvojpomeér ¢tvetice bodl zalezi na poradi. Nasledujici vzorce ukazuji, jak
se zméni dvojpomér ¢tverice, jestlize zménime jejich poradi.

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) — § 1
(ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) —= 16 2
(ABDC) = (BACD) = (CDBA) = (DCAB) = % (3.3)
(ACDB) = (BDCA) = (CABD) = (DBAC) — ﬁ (3.4)
(ADBC) = (BCAD) = (CBDA) = (DACB) = % (3.5)
(ADCB) = (BCDA) = (CBAD) = (DABC) = % (3.6)

Definice 3.4.2 Rekneme, Ze body tvori harmonickou ctverici tehdy, kdyz je
jejich dvojpomer roven —1.

Poznamka 4 Je zreymé, Ze je-li ctverice bodi harmonickd pri nékterém po-
radi, je harmonickd praveé pri osmi ze vSech 24 moznych poradi bodi ve ctve-
7ict.

3.5 Princip duality v projektivnich prostorech
Necht P, = (P, Voi1,) je projektivni prostor nad télesem T. Oznacme P

mnozinu v8ech nadrovin prostoru P,,. Kazdou nadrovinu prostrou P, mi-
zeme urcit rovnici

g(z) =0, (3.7)

15



kde g je linearni forma ve vektorovém prostrou V,, ;. Mnozina vSech linear-
nich forem na vektorovém prostoru V,, 1 tvori s obvyklymi operacemi s¢itani
line4drnich forem a nasobeni linedrni formy skaldrem z T vektorovy prostor
nad télesem T dimenze n+1. Tento vektorovy prostor se nazyva dudlni vekto-
rovy prostor k V,, 11 a znaci se Vn+1- Mame tedy ke kazdé nenulové linearni
formé §j € V,4; piifazenu nadrovinu prostoru P,, kterd ma rovnici (3.7).
Ztejmé dvéma linearnim formém je prifazena stejna nadrovina pravé tehdy,
jsou-li tyto formy linearné zavislé. Zobrazeni, které kazdé nenulové linearni
formeé g € VnH ptiradi nadrovinu prostoru P,, danou rovnici (3.7), ozna¢ime
. Zfejmé potom trojice P, = (f’, Vn+1, @) je projektivni prostor dimenze n
nad télesem T.

Definice 3.5.1 Projektivni prostor P, = (f’, Vi, Q) se nazyvd dudlni pro-
jektioni prostor k prostoru P,,.

Zjistime jesté, jakd je situace s podprostory dudlniho prostoru P,.

Mame-li dan podprostor Ry, CC P, ktery urcuji linearni formy [fo, ..., fxl:
R = o([fo,- -, fu]) = N =P(Kerf); f = cofot+ ... +afi} = {{X €
P, X =[z];(cofo+ ...+ crfr)(x) =0}, ¢o,...,cx # 0}. Potom plati, ze

X e ﬂ./\/'@ X = [z], (cofot. . Acufr)(x) =0 Voo, ..., € T, {co,...cx} # {0}

Vé&ta 3.5.1 Necht Ry, CC Py, Ry = 75([fo, o fx]). Pak Ry je mnoZina prdvé
vsech nadrovin prostoru P takovich, Ze jejich obecné rovnice jsou ve tvaru
(cofot...+efe)(x) =0, kdecg, . ..c,, € T,{co,...cx} # {0}. Tyto nadroviny
se protinaji v podprostoru R* CC P dimenze n—k—1, ktery je ddn soustavou
obecnijch rovnic

fo@) =0
filz) = 0
frlz) = 0.

Definice 3.5.2 Necht R, CC P,. Prinik viech nadrovin tvoficich R se
nazyvd jadro podprostoru R a znaci se R*.

Plati, 7e R CC P, R* CC P.

Véta 3.5.2 Kazdy podprostor v P je jadrem prave jednoho podprostoru P.

16



Priklad
1. Prostor duélni k projektivnimu prostoru P :

e body...primky v Ps
e primky. . .svazky pfimek v P,

2. Prostor dualni k projektivnimu prostoru Ps :

e body...roviny v Ps
e piimky. . .svazky rovin v Py

e roviny...trsy rovin v Ps

rovina svazek rovin Irs

rovin

[/

Obrézek 3.4: Py

3. Obecné v prostoru P, :

e primky. ..svazek nadrovin prostoru P,

e nadrovina. .. mnozina vSech nadrovin prostoru P, prochézejicich

danym bodem prostoru P,

Véta 3.5.3 Pro libovolné IC, L CC P plati:
1. KC L& K DL
2. (K+ L) =K"NL*
3. (KNLy =K+ L*

17



Princip duality v projektivnich prostorech. Jestlize v projektivnim
prostoru plati véta V, v niz vystupuji jen podprostory projektivniho prostoru,
jejich dimenze, operace N, + a relace C, D, plati v projektivnim prostoru také
véta V, kterou z véty V dostaneme tak, ze kazdy prostor dimenze k ve vété
V nahradime podprostorem dimenze n — k — 1, opera¢ni znaménka N a +
zaménime a rela¢ni znaménka C a D zaménime.

3.6 Projektivni rozsifeni afinniho prostoru

Zavedeni projektivniho rozsiteni provedeme pro nézornost nejprve pro ro-
vinu v trojrozmérném prostoru. Predpokladejme nyni, Ze v trojrozmérném
prostoru mame zvolenou rovinu p a bod S ¢ p. Kazda pfimka x prochazejici
bodem S, ktera neni rovnobézna s rovinou p, protina rovinu p v bodé X
(viz. obrazek 3.5). Pfimka u || p rovinu p neprotini. ProtoZe potiebujeme,

Obréazek 3.5: Trojrozmérny fyzikalni prostor

aby na kazdé pifimce prochazejici bodem S lezel pravé jeden bod roviny p,
zavedeme tzv. nevlastni body. Jednorozmérny podprostor zaméreni Vy ro-
viny p nazveme nevlastnim bodem a mnozinu v vSech nevlastnich bodii, které
takto ziskdme, priddme k bodim roviny p. Mnozinu p U v nazveme projek-
tivnid rozsirent roviny p a oznac¢ime p. Bud U nevlastni bod uréeny nenulovym
vektorem u € Vo, tj. U je jednorozmérny prostor generovany vektorem u. Bu-
deme predpokladat, ze kazdou primku a se zaméfenim U doplnime o tento
nevlastni bod. Primku, kterou dostaneme, oznac¢ime @. Nyni jiz na kazdé
primce prochazejici bodem S bude lezet pravé jeden bod roviny p. Ozna¢me
Vi zaméfeni trojrozmérného prostoru. Protoze kazda piimka prochazejici
bodem S je jednozna¢né urcena libovolnym nenulovym vektorem ze svého
zaméfeni, muzeme sestrojit zobrazeni f prostoru Vj na rovinu p, které kaz-
dému vektoru z pritadi bod X = z N p, kde ¥ je primka prochézejici bodem
S a majici zaméfeni [{z}].
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Toto zobrazeni ndm umoziiuje prevést praci s body roviny p na praci s
vektory prostoru Vj a vyuzit tak algebraicky aparat vektorovych prostori.
Musime si vSak uvédomit, Ze toto zobrazeni neni prosté, nebot k bodu X € p
najdeme cely jednorozmérny podprostor vektoru z, pro néz f(z) = X. Bu-
deme tedy zkoumat jen ty vlastnosti vektorti z prostoru Vi, které se nemeént,
vezmeme-li misto vektoru jejich nenulové nésobky.

Stejny postup nyni pouzijeme i pro afinni prostor A,,. Narazime ovSem
na problém. V piipadé rozsifené projektivni roviny jsme vyuzivali vektorovy
prostor V4. Analogicky vektorovy prostor ovSem pro prostor A, neméame.
Tento vektorovy prostor proto budeme sestrojovat pouze pomoci prvkii (bodi
a vektori) z A,,. Vratime-li se do trojrozmérného prostoru, ziejmé existuje
¢islo k € R tak, ze z = k(X — 5). Kazdy vektor z prostoru V} je bud vektor
ze zaméfeni Vy roviny p, nebo vektor tvaru k(X — S), kde k # 0 a X € p.
Misto vektoru k(X —.5) tedy budeme psét (k, S) a definujeme operace takto:

Definice 3.6.1 Necht je ddn afinni prostor A, = (A, V,,—) nad télesem
T. Naddle budeme symbolem W rozumét W = ((T \ {o}) x A,,) UV, spolu
se zobrazenimi +: W X W — W q - : T x W — W definovangmi takto:

L (kX)+Y)=(k+1, 25X +5Y) prok+1#0
k,X)+(L,Y)=k(X=Y)prok+1=0

(k, X)+y=(k, X+ 1y),y € V,

z +y je definovdno stejné jako ve V,

t(k, X) = (tk, X)

pro x € V,, definujeme tx stejné jako ve V,

NS & e

0(k,X)=o0
Lze dokézat, ze plati nasledujici véta:

Véta 3.6.1 W, = ((T\ {o}) x A, UV,) je (n+1)rozmérny vektorovy
prostor nad T.

Definice 3.6.2 Bud A, = (A, V,,—) afinni prostor nad télesem T, mno-
Zina A = AUv. Pak projektivni prostor P = (A, W, 41) nazjvdme projektioni
rozsirent afinniho prostoru A, a znacime A,. Body z mnoZiny A se nazy-
vagi vlastni body prostoru A, body z mnoZiny v se nazyvaji nevlastni body
prostoru A,,. Vektorovyj prostor W, se nazijvd aritmeticky zdklad prostoru

A, bdze prostoru W, .1 se nazyjvd aritmetickd baze prostoru A,.
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Zvolme nyni v prostoru A, repér B = (P,e,...,e,). Vektory e;,..., e

’=n

jsou linearné nezavislé i v prostoru W,,,1,(1, P) ¢ V,,, a proto téz vektory
(1,P),eq,...,¢e, € W,.1 jsou linearné nezavislé. Protoze je jich n 4 1, tvoii
bézi prostoru W,,.;. Kazdy vektor z € W,,; mizeme vyjadfit v této bazi

x=1wo(1, P) + x16; + ...+ Tpe,. (3.8)

Definice 3.6.3 B = ((1,P),e,,...,¢e,) € Wy se nazjvd aritmetickd bdze
indukovand afinni bdzi B.

Bod X = [z] € A, je nevlastni pravé tehdy, je-li x € V,,, coz plati pravé
tehdy, je-lizg = 0. A tedy X = 0(1, P)+z16,+...+x,¢,. Je-li bod X vlastni,
je kg # 0. Dostaneme tedy X = [(1, X)], (1, X) = (1, P+xie;+...+xe,) =
(L, P)+x16y + ... + Tpe,-

Véta 3.6.2 Necht B je bdze prostoru Ay, bod X = [z],z = (v1...,7,)p, B
je aritmetickd bdze indukovand afinni bazi B. Pak pro X € A, plati:

X =1,21,...,2,)5 ... pro vlastni body
X =(0,z1,...,2,)5 ... pro nevlastni body

Také obracené plati:

Véta 3.6.3 Necht X = (xg,x1,...,2,)5. Potom

z=(r1,...,2,)B ... proxg=0,X=1[z] CV,
T X x
X:{—l,—z,...,—n] ... pro xg # 0.
Ty To Tolp
Ukazeme si jesté nazorny vyznam vektora (1, P),e;,...,¢,. Na obrazku 3.6
S

Obrazek 3.6: Homogenni soufadnice
je vyznacen repér (P, e, e,) v roviné p. Aritmeticky zéklad W3 roviny p
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jsme sestrojili tak, aby byl izomorfni se zaméfenim V7 trojrozmérného fy-
zikalniho prostoru. Pfi tomto izomorfismu odpovidaji vektoram (1, P), e;, e,
vektory P — S, ey, e,. Na obrazku 3.6 je znazornéno jesté umisténi vektoru
€1, €5 s pocatecnim bodem v bodé S.

Definice 3.6.4 éz’kdme, Ze podprostor M, prostoru A, je nevlastni, je-li
kaZdy bod X € M nevlastni bod prostoru A,. Rikdme, Ze podprostor Mj,
prostoru A, je vlastni, jestlize neni nevlastnd.

Véta 3.6.4 Necht M CC A,. Potom M je vlastni prdvé tehdy, existuje-li
S CC A, tak, Ze S = M.

Na zavér tohoto odstavce vyslovime dulezité tvrzeni.

Véta 3.6.5 Necht P je libovolny projektivni prostor, p libovolnd jeho nadro-
vina. Pak (P '\ p) je afinni prostor, jehoZ projektivnim rozsirenim je P.

Drisledek
Neexistuji jiné projektivni prostory, nez projektivni prostory vzniklé projek-
tivnim roz$ifenim afinnich prostor.
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Kapitola 4

Kolinearni zobrazeni
projektivnich prostori

V této kapitole se budeme vénovat teorii zobrazeni projektivnich prostor,
které jsou zobecnénim vétsiny zobrazeni znamych z elementérni geometrie.
Tomuto zobecnéni se sice nebudeme vénovat podrobné, nicméné urcité spo-
le¢né vlastnosti budou jasné.

4.1 Kolinearni zobrazeni

Definice 4.1.1 Budte P, = P(V,i1), Rin = P(W 1) projektioni prostory
nad steynym télesem T. Necht ddle & : V.1 — W1 je monomorfis-
mus (injektivni homomorfismus). Pak zobrazeni K : P, — R,, takové, Ze
VX € Pp, X = [z] : K(X) = [£(2)] nazveme kolinedrni zobrazeni P, do R,
vytvoiené monomorfismem & a znacime K = K(§).

Je ziejmé, ze kolinearni zobrazeni je nezavislé na volbé aritmetického zé-
stupce bodu. Méa-li bod X dva rizné aritmetické zéastupce z,y, pak ziejmé
existuje t # 0 : y = tz a tedy K(X) = [{(2)] = [£(y)], kdy &(y) = &(tz) =
t&(z). Také nasledujici véty lze snadno vyvodit pfimo z definice kolineédrniho
zobrazeni.

Véta 4.1.1 Necht &, p jsou dva monomorfismy prostoru V.— W. Pak plati
K& =Kp) < HteTt#0:u=tE

Predchozi vétu muzeme slovné preformulovat tak, ze kazdé kolinearni zobra-
zeni je az na nenulovy nasobek urc¢eno jednim monomorfismem.

Véta 4.1.2 Dvé kolinedrni zobrazeni se rovnaji, prdve kdyZ se rovnaji na
prvcich nékteré geometrické badze.
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Véta 4.1.3 Kolinedrni zobrazeni zachovdvd linedrni nezdvislost bodi a inci-
denci bodi s podprostorem.

Definice 4.1.2 Relmeme, Ze dva projektivni prostory P, R jsou izomorfni,
ezistuje-li bijektioni kolinedrni zobrazeni P — R. Znacime P ~'R.

Véta 4.1.4 (O urcenosti kolinearniho zobrazeni) Ke kazdé geometrické
bazi R = (Uy,...,Upns1) projektivniho prostoru P, a kazdé (n + 2)tici bodi
(Vo, ..., Vay1) projektivniho prostoru R, z nichZ kaZdych (n+1) je line-
darné nezavislych, existuje prdvé jedno kolinedrni zobrazeni K takové, Ze:
Uy — ‘/07”'7Un+1 — Vn+1'

Definice 4.1.3 Necht R je geometrickd baze prostoru P, S je geometrickd
bize prostoru Q. Necht ddle K : P — Q je kolinedrni zobrazeni. Oznacme
Ar = (ag,...,a,) aritmetickou bazi v P urcenou R. Ddle oznacme &(u;) =
(@0, - -, Gin)s, 0 < i < n. Pak matice (K, R, S) = (ai;) se nazyjvd matice koli-
nedrniho zobrazeni K vzhledem k homogennim soustavam soutadnic urcengch

R, S,

Véta 4.1.5 Matice koliedrniho zobrazeni ve zvolengjch homogennich sousta-
vdch soutadnic je urcéena jednoznacné az na nenulovy ndsobek.

Véta 4.1.6 Bud K : P — R kolinedrni zobrazend, (a;;) jeho matice ve zvo-
lengch homogennich soustavich souiadnic. Bud X = (xo,...,x,) € P. Pak
bod (Yo, - -, yn) dany ndsledujici relact je bodem K(X) :

Yo = QooTo + A1021 + ...+ AnoTp
Y1 = Qap1%o + a111 4+ ...+ Ap1Tn
Ym = QomTo T A1mT1+ ...+ Gy

Véta 4.1.7 Bud K = K(§) : P, — P, kolinedrni zobrazeni. Budte ddle
A,B,C,D € P, lezici na piimce, 6 = (ABCD). Pak také pro jejich obrazy
plati: 6 = (K(A),K(B),K(C),K(D)), neboli kolineace zachovdvd dvojpo-
mer.

4.2 Kolineace

Definice 4.2.1 Kolinedrni zobrazeni prostoru na sebe je kolineace.

Lemma 4.2.1 Kolineace je bijekce bodi prostoru na sebe.
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Véta 4.2.2 Kolineace prostoru P spolu se skladanim o tvori grupu.

Véta 4.2.3 Budte A,(V,), Al (V,) afinni prostory, f: A, — Al bijektivni
afinni zobrazent, ¢ asociovany homomorfismus f. Pak existuje prdave jedno
kolinedrni zobrazeni F : A, — A} tak, Ze F | A= f.

Definice 4.2.2 Kolinedrni zobrazent z véty 4.2.3 se nazyvd projektivni roz-
sirent afinniho zobrazeni f a znaci se f.

Véta 4.2.4 Bud f afinita A,,. Pak nadrovina nevlastnich bodi se v projek-
tivnim rozsireni f zobrazi na sebe.

vvvvvv

prvky, nebot tvori zéklad klasifikace kolineaci v rtiznych prostorech.

Definice 4.2.3 Necht K je kolineace P, — P,. Bod X € P, se nazyjvd
samodruzny, prave kdyz plati X = K(X). MnoZina M se nazjvd silné sa-
modruznd, plati-li M = K(M)AVX € M : X = K(X). MnozZina M se
nazyjvd slabé samodruznd, prave kdyz M = K(M)AN{3X e M : X # K(X).

Véta 4.2.5 Bod X € P,, je samodruzny bod kolineace K < I\ € T,A#£ 0 :

To 0
T 0
kde A je matice kolineace a (xy,. .., x,) homogenni soufadnice bodu X .

4.3 Zobrazeni podprostoru

Véta 4.3.1 Bud K kolineace, A jeji matice v libovolné bdzi. Necht je ddle
C CC P,, jeho matice C (matice soustavy obecnijch rovnic). Pak K(C) md
matici C' = C(AH)T.

Véta 4.3.2 Nadrovina corg+. . .+cpx, = 0 je samodruznd prave tehdy, kdyz
JA#0:
Co 0
(A=XE) [ @ | =

C, 0

Véta 4.3.3 Bud A matice kolienace K v libovolné bazi A, P matice pfechodu
od A do A'. Pak PAP™! je matice kolineace I v A'.
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Definice 4.3.1 Necht je K kolineace, A jeji matice. Potom determinant
A(N\) = |A — \E| nazveme charakteristickym determinantem kolineace, po-
lynom proménné A\ se nazyvd charakteristicky polynom kolineace. Rouvnice
A()) = 0 se nazyvd charakteristickd rovnice kolineace a jeji kofeny se nazy-
vaji vlastni éisla kolineace (nékdy charakteristické hodnoty kolineace).

Veéta 4.3.4 Pocet koreni charakteristické rovnice véetnée jejich ndsobnosti je
kolineact urcen jednoznacné.

Véta 4.3.5 Charakteristickd rovnice md véetné ndsobnosti n+1 korent, z
nichZ Zddny nent roven nule.

Véta 4.3.6 Kazdy koren charakteristické rovnice urcuje alespon jednu sa-
modruznou nadrovinu a alespon jeden samodruzny bod.

Lemma 4.3.7 1. X\ je k-nasobnym kotenem charakteristického polynomu
ch(X) < 0=ch(\) =ch’(\) =... =ch® Y Ach® 0.

2. ch(k)()\) = (=1)*K!S, i1, kde S,_ji1 je soucet viech hlavnich subde-
terminanti matice (A — \E) stupné n-k+1.

Véta 4.3.8 Mezi ndsobnosti r, korene o charakteristické rovnice kolineace o
matici A a hodnosti h, = h(A—aE) ezituje ndsledugici vztah: ho+r, > n+1.

Drisledek
1. Pro jednoduchy koten « je h(A — aF) = n.

2. Kazdému jednoduchému kofenu odpovida pravé jeden samodruzny bod
a pravé jedna samodruzné nadrovina.

4.4 Incidence samodruznych bodi a samodruz-
nych nadrovin

Pocet korent charakteristické rovnice kolineace, jejich nédsobnost a hodnost
matice A (M) pro kazdy kofen A podstatnym zpiusobem determinuje jak exis-
tenci samodruznych bodt a samodruznych nadrovin kolineace, tak vztahy
incidence mezi témito objekty. Tuto zavislost popisuji nasledujici véty.

Véta 4.4.1 Ruznym vlastnim cislim téZe kolineace odpovidaji rizné samod-
ruzné body a rizné samodruiné nadroviny.
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Véta 4.4.2 Samodruzny bod a samodruznd nadrovina odpovidajici riznym
vlastnim cislim téZe kolineace spolu inciduyi.

Véta 4.4.3 Samodruzny bod a samodruind nadrovina odpovidajici témuz
jednoduchému korenu charakteristické rovnice spolu neinciduji. Odpovidd-li
témuz nasobnému korenu jeding samodruznyg bod a jedind samodruznd nadro-
vina, pak spolu inciduyji.

4.5 Klasifikace kolineaci

Zjisténi vSech typi kolineaci projektivniho prostoru je zakladem, ze kterého
se odvozuji v8echny bézné znamé geometrické transformace rozmanitych pro-
stori. Nejprve vyslovime potiebné véty a vlastnosti a poté provedeme klasifi-
kaci kolineaci projektivni piimky, projektivni roviny a projektivniho prostoru
nad télesem komplexnich ¢isel.

Lemma 4.5.1 Necht K je kolineace, A jeji matice. Potom plati:

1. Bod O; = (0,0,...,1,0,...,0),i = 1,2,...,n je samodruznym bodem
kolineace K prdve tehdy, kdyz i-ty radek matice A md tvar

2. Nadrovina x; = 0,1 = 1,2,...,n je samodruznd nadrovina kolineace K
praveé tehdy, kdyz i-ty sloupec matice A mda tvar

Q5 y Qg 7’é 0.

Definice 4.5.1 Dvé matice A, B téhoZ 7dadu jsou podobné prdvé tehdy, kdyz
existuje matice Q stejného Fddu takovd, e B = QAQ ™. Znacime A ~ B.

Definice 4.5.2 Necht K, L jsou kolineace prostoru P. féekneme, Ze kolineace

K, L jsou ekvivalentni, jestliZe existuje soustava soutadnic tak, Ze prislusné
matice kolineact jsou podobné. Znacime K ~ L.
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Véta 4.5.2 Jsou-li K ~ L, pak jsou jejich matice podobné v libovolné sou-
stavé souradnic.

Véta 4.5.3 Relace ekvivalence kolineact je relaci ekvivalence na mnoZiné ko-
lineact daného projektivniho prostoru.

Véta 4.5.4 Pocet koreni charakteristické rovnice kolineace a jejich ndsob-
nost je tnvariantem relace ekvivalence kolineact.

Véta 4.5.5 Duvé kolineace jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyZ mnoZiny
jejich samodruznijch bodi a samodruznich nadrovin jsou izomorfni.

Definice 4.5.3 Trida rozkladu mnoZiny kolineaci daného projektivniho pro-
storu podle relace ekvivalence kolineact se nazyjvd typ kolineace.

Definice 4.5.4 Stanoveni vsech typu kolineaci v prostoru P, se nazyjvd kla-
sifikace kolineaci v P,.

Algebraickym zakladem klasifikace kolineaci je roztiidéni vSech matic koline-
aci

e podle poc¢tu kofent charakteristické rovnice a jejich nasobnosti a

e podle hodnosti matice A(\) pro kazdou regularni matici A a kazdy
kofen A charakteristické rovnice.

Uplné rozt¥idéni mnoziny vech regularnich matic daného stupné podle uve-
denych kritérii dava jako nejjednodussi reprezentanty trid tzv. Jordanovy
kanonické tvary matic. Kolineace uréené témito maticemi ve standardni sou-
stavé soutadnic se nazyvaji kanonické tvary kolineaci.

Pro hodnoty n = 1,2,3 rozméra prostoru se kanonické tvary kolineaci
zjisti pomoci prevazné geometrického pristupu, ktery se zakladé hlavné na
Lemmatu 4.5.1.

Klasifikaci kolineaci v projektivnim prostoru P, provedeme podle nésle-
dujiciho algoritmu:

1. Uréime vSechny moznosti pro pocet a nasobnost kotenti charakteristické
rovnice libovolné kolineace v P,,. (Charakteristicka rovnice ma stupen
n+1).

2. Pro kazdy koren A charakteristické rovnice libovolné kolineace stano-
vime vSechny mozné hodnosti matice A(\).
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3. Pro kazdou hodnost matice A(\) zjistime mnozinu v8ech samodruznych
bodt a samodruznych nadrovin ptinalezicich kofenu .

4. Zjistime vSechny vztahy incidence mezi samodruznymi body a samod-
ruznymi nadrovinami kolineace.

5. Pomoci vybéru vhodné soustavy souradnic vyjadiime kolineaci v nej-
jednodussim algebraickém tvaru, ktery je urceny kanonickym tvarem
matice kolineace.

Pritom pouzijeme poznatky uvedené v predchozich vétach. Vzhledem k roz-
sahu prace zde nebudeme dopodrobna uvadét cely postup klasifikace, uve-
deme pouze vysledky.

Klasifikace kolineaci projektivni primky nad télesem komplexnich
Cisel.

Véta 4.5.6 KazZdd kolineace projektivni primky nad télesem komplexnich ¢i-
sel patri prave k jednomu z ndsledugjicich typi:

1. Hyperbolicka projektivita < kolineace md dva rizné samodruzné body.
Kanonicka matice kolineace md tvar

X O
0 M\ /)
2. Parabolickd projektivita < kolineace md prdavé jeden samodruzny bod.
Kanonicka matice kolineace md tvar

X O
1 X /)
3. Identicka projektivita < vSechny body v kolineaci jsou samodruzné. Ka-
nonickd matice kolineace md tvar

A O
0 XN /°
Duisledek

Ma-li projektivita na pifimce tfi samodruzné body, z nichz kazdé dva jsou
rizné, je identickou projektivitou.

Definice 4.5.5 Neidentickd kolineace K : P, — P, se nazyvd involuce (in-
volutorni kolineace) pravé tehdy, kdy? K* = K o K = id.

28



Véta 4.5.7 KaZdd involuce projektivni primky nad télesem komplexnich cisel
ma dva rizné samodruiné body.

Véta 4.5.8 Kanonicky tvar involuce na primce je
, —_—
o= -

V nasledujicich odstavcich pii klasifikaci kolineaci v roviné a v prostoru pri-
dédme pro nézornost i obrazky znézornujici vztahy samodruznych prvkua. Pri-
tom se budeme drzet nésledujiciho oznacent:

e Samodruzny bod odpovidajici vlastnimu ¢islu A\, budeme znacit X,,.

e Nastane-li situace, zZe jednomu vlastnimu ¢islu A, odpovida primka ¢i
rovina samodruznych bodi, tento Gtvar budeme znacit x,,.

e Samodruznou nadrovinu odpovidajici vlastnimu ¢islu A,, oznac¢ime &,,.

e Svazek ¢i trs samodruznych nadrovin odpovidajici ¢islu A, oznac¢ime
Xn-

Klasifikace kolineaci v roviné nad télesem komplexnich cisel.

Véta 4.5.9 V projektivni rovine nad télesem komplexnich cisel existuje prave
Sest typti kolineaci:

1. emistugi praveé 3 samodruzné body a 3 samodruzné primky. Kanonicky
tvar matice je

M 0 0
0 A 0 ], X0 # M # A,
0 0 X

2. existugi prdve 2 samodruzné body a 2 samodruiné primky. Kanonicky
tvar matice je

o 0 0
1 X 0 |,
0 0 M
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G

Obrézek 4.2: Véta &. 4.5.9-2.

3. existuje pravé jeden samodruiny bod (stied svazku samodruinych pri-
mek) nelezici na samodruzné primce. Tato kolineace se nazyvd homo-
logie (nebo perspektivni kolineace). Kanonicky tvar matice je

X 0 0
0 X 0 |,
0 0 N

4. existuje praveé jeden samodruzny bod leZici na samodruzné primce. Ka-
nonicky tvar matice je

o 0 0
1 XA 0 |,
0 1 X
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Obrazek 4.3: Véta &. 4.5.9-3.

¢

0

Obrazek 4.4: Véta &. 4.5.9-4.

5. emistuje primka samodruzngch bodi p a svazek samodruznijch primek se
stredem na primce p. Tento typ kolineace se nazyvd elace. Kanonicky
tvar matice je

Xo 0 O
0 X 0 |,
0 1 X

6. identita s matici v kanonickém tvaru

X 0 0
0 X O
0 0 Xo
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Obrazek 4.5: Véta ¢. 4.5.9-5.

& @

éO i

Obrazek 4.6: Véta ¢. 4.5.10-1.

Klasifikace kolineaci v prostoru nad télesem komplexnich cisel.

Véta 4.5.10 V projektivnim prostoru nad télesem komplexnich cisel existuje
praveé 14 typi kolineact:

1. existugi prave 4 samodruiné body a 4 samodruzné roviny. Matice koli-
neace ma kanonicky tvar

A 0 0 0
0 A 0 O
0 0 X 0 ]”
0 0 0 A3
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Obrézek 4.7: Véta ¢. 4.5.10-2.

. existugi praveé 3 samodruzné body a 3 samodruzné roviny. Kanonicky
tvar matice je

X 0 0 0

1 X 0 0

0 0 X 0 ]”
0 0 0 X

. existuje primka samodruzngch bodi a svazek samodruznijch rovin. Ma-
tice md kanonicky tvar

XM 0 0 0
0 X 0 O
0 0 X 0 )7
0 0 0 A

. existugi dvé samodruzné roviny a dva samodruzné body leZici na pri-
secnict samodruznyjch rovin. Kanonicky tvar matice kolineace je

X 0 0 0
1 X 0 0
0 0 X 0 |’
0 0 1 N\
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rovina svazek rovin frs rovin

[/

Obrazek 4.8: Véta ¢. 4.5.10-3.

Jun

<

Obrézek 4.9: Véta ¢. 4.5.10-4.

5. existuje primka samodruznijch bodi a svazek samodruznijch rovin, jehoZ
osa inciduje s dalsim samodruzngm bodem, neleZicim na jiZ zminéné
primce. Matice kolineace md kanonicky tvar

X 0 0 0
0 X 0 O
0 0 X 0 )7
0 0 1 N\

6. existuji dve mimobézné primky samodruznijch bodi. Tato kolineace se
nazyvd dvojosd kolineace a jeji matice md kanonicky tvar

X 0 0 0
0 X 0 O
0 0 X 0 )7
0 0 0 N
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Obrazek 4.10: Véta ¢. 4.5.10-5.

Xo X

mimobezne

Obréazek 4.11: Véta ¢. 4.5.10-6.

7. existuji dve samodruzné roviny a dva samodruzné body, z nichZ jeden

leZi na prisecnici samodruznijch rovin a druhy v jedné ze samodruznijch
rovin. Kanonicky tvar matice kolineace je

X 0 0 0

1 X 0 0

0 1 X 0 |’
0 0 0 N

8. emistuje primka samodruzniyjch bodi a svazek samodruznich rovin, pri-

cem?z existuje samodruind rovina incidujici s osou svazku a primkou
samodruznijch bodi. Matice této kolineace ma kanonicky tvar

M 0 0 0
0 N 0 0
0 1 X 0 |-
0 0 0 N\



60 .><1 // ><O

Obrazek 4.12: Véta ¢. 4.5.10-7.

2/

Obréazek 4.13: Véta ¢. 4.5.10-8.

9. existuje rovina samodruznijch bodi a trs samodruznich rovin se stie-
dem, ktery neleZi v roviné samodruznijch bodi. Tato kolineace se nazyvd
prostorovd homologie nebo také perspektivni kolineace. Jeji matice md
kanonicky tvar

X 0 0 0
0 X 0 O
0 0 X 0 ]’
0 0 0 N

10. emistuje jeding samodruzny bod a jedind samodruznd rovina, které spolu
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11.

12.

Obrazek 4.14: Véta ¢. 4.5.10-9.

%

%

Obrazek 4.15: Véta ¢. 4.5.10-10.

incidugi. Matice kolineace md kanonicky tvar

Ao 0 0 0

1 X 0 0

0 1 X 0 ]’
0 0 1 XN

existuje primka samodruznijch bodi a svazek samodruznych rovin, pri-
cem?z osa svazku je riznd od primky samodruznijch bodi. Tato kolineace
md matict

X 0 0 0
0 X 0 O
0 1 X 0 ]’
0 0 1 XN

exituje primka samodruznijch bodi a svazek samodruzniych rovin, pri-
cemz osa tohoto svazku je pravé primka samodruznijch bodi. Kanonickij
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Obrézek 4.16: Véta ¢. 4.5.10-11.

Obrézek 4.17: Véta ¢. 4.5.10-12.

tvar matice kolineace je

X 0 0 0

1 X 0 0

0 0 X O |’
0 0 1 X

13. emistuje rovina samodruznijch bodi a trs samodruznijch rovin se stredem
v rovine samodruznych bodi. Tato kolineace se nazyjvd prostorovd elace
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Obrazek 4.18: Véta ¢. 4.5.10-13.

a jeji matice ma kanonicky tvar

XM 0 0 0

1 X 0 0

0 0 X 0 ]’
0 0 0 X

14. kaZdy bod je samodruzny, jednd se tedy o identitu. Matice kolineace md

tvar
1 0 00
01 00
0010
0 001
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Kapitola 5

Priklady

Piiklad 1 K dané geometrické bizi R = (Uy, Uy, Uy, Us) naleznéte bazi arit-
metickou. Uy = [(2;0;0)], Uy = [(3;3;0)], Uz = [(0;0; —1)], Us = [(2; 1;1)].

Resent
Libovolny bod dané geometrické baze, napt. Us, vyjadiime jako linearni kom-
binaci zbylych tii bodi:

23 0| 2 20 0|1
03 o] 1|~l03 o] 1],
00 -1 | 1 00 —1 | 1

tedy (2;1;1) = 3(2;0;0) + 3(3;3;0) — (0;0; —1). Za vektory aritmetické baze
vezmeme soufadnice bodiu Uy, Uy, Us vynasobené piislusnym koeficientem,

tedy A = ((1;0;0), (1;1;0), (0; 0; 1)).

Priklad 2 Najdéte transformacni rovnice pro prechod od soustavy souradnic
dané gometrickou bazi S = (Uy, Uy, Us, Us) k soustavé dané geometrickou bdzi
S = (Vo, Vi, V2, Va) v Pa. Up = [(1;0;2)], Uy = [(0;1; 1)], Uz = [(2;0; 0)], Us =
[(3;=1;3)], Vo = [(1; 10)], Vi = [(=1; 1; 1)], V2 = [(2;,0; 1)], V3 = [(8;2; —1)].
Resent

Ovétime, ze se skutecné jedna o geometrické baze. Snadno zjistime, ze kazdé

tii body z bodi Uy, ... Us, resp. Vg, ... V3 jsou linedrné nezavislé. Stejné jako
v Prikladu 1 najdeme pfislusné aritmetické baze:

1
(3;1;-3) =2(1;0;2) — (0;1;1) + 5(2;0; 0),
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aritmetickd baze A; = ((2;0;4), (0; —1;—1),(1;0;0)). A dale
(8;2;-1) = 4(1,1;0) = 2(=1;1; 1) + (2;,0; 1),

aritmetickd baze Ay = ((4;4;0), (2; —2; —2),(2;0;1)). Nyni podle Véty 3.2.7
jiz mizeme urcit matici prechodu.

2 01 4 2 2 2 0 1 4 2 2

0 -1 0 4 -2 0 |~ O 1 O -4 2 0|~
4 -1 0 0 -2 1 0 -1 -2 -8 —6 —3
20 1 4 2 2 4 00 -4 0 1
~1 01 O -4 2 0]l~1010 -4 20
0 0 -2 —-12 -4 -3 0 0 2 12 4 3

Matice pfechodu vypada nasledovné:

-1 —4 6
A= 0o 2 2
1 3
i 03
Rovnice prechodu tedy maji tvar
kro = —yo — 4y + 6y2
k’(l]l = 2y1 + 2y2
i 1 N 3
Ty = — —
2 4yo 292
nebo ekvivalentné
crg = —4dyo — 16y1 + 24y,
cry = 8y1 + 8ya
CTy = Yo + 6ys.

Piiklad 3 Geometrickou bdzi soustavy souiadic S’ tvofi body O = [(2;1; —1)], 0] =
[(0;3;1)], Oy = [(1;=1;0)], 05 = [(=3; 1;2)].

a) Najdéte soutadice bodu X[4;1;-2] v této soustavé soufadnic.
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b) Najdéte rovnice piechodu mezi danou sousatavou S’ a soustavou
S = ([(1;0;0)], [(0; 1; 0)], [(0; 0; )], [(1; 1; 1)]).
Resent
a) Snadno ovéfime, ze kazdé tii body z baze S’ jsou linearné nezavislé. Jedna
se tedy o geometrickou béazi. Pro zvolené reprezentanty bodi plati:

(=3, N, 20) = (2p, p, —p) + (0,30,0) + (1, —7,0).

To pro souradnice znamena

-3\ = 2p + 7
A= p+3c—1
2\ = —p+o.

Vgechny kofeny téchto rovnic spliuji podminky p = —%)\, o= %)\, T = —%)\.
Pro A = 3 méa bod [(—3A, A,2)\)] reprezentanta (—9;3;6) a zadané body
maji reprezentanty Oy = (—8;—4;4),0] = (0;6;2),0; = (—1;1;0). Pro
soutfadnice (g, z}, x}) bodu [(4;1;-2)] vzhledem k soustaveé (Of, O}, Of, Of)
plati:

4N = —8ux —
A = —dagy+62] + )
=2\ = Adxy+ 242
VyfeSenim této soustavy rovnic dostaneme podminky xf, = —%)\, x) = —%)\, xh =

—2X. Pro A = —24 ma bod [(4;1;-2)] vzhledem k soustavé souradnic S nej-
jednodussiho reprezentanta (11;2;8).
b) Prechod mezi soustavami S a &’ je vyjadien rovnicemi

crg = —8ux —
cry = —dxgy+ 62 + 1
cry = dxg+ 21,
nebo ekvivalentné

kxl = 1 x 1 x, + 1£L’
0 7 gq"0 gyt T g™

k) Lo+ =+

¥ =  —rg+ —11+ -2
! 1270 T2t T g
2 1
]i]l'l2 = —gl'() + 533'1 — Xa.
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Priklad 4 Ukazte, Ze body s reprezentanty A = (2;3;—-2), B = (1;2; —4),
C = (0;1; —6) inciduji s jednou piimkou. Urcete A\, u tak, aby A = AB + uC.
Urcete xo v trojici (4;—1;x5) tak, aby bod s timto reprezentantem incidoval
s primkou z@ a najdéte o, 7 tak, aby (4;—1;29) = c A+ 7B.

Resent
Pro libovolny bod X primky 1@ plati:

To T1 X2
ag ar az | =0,
bo b1 bo

pro body A, B, C plati
01 -6
2 3 =2 |=0,
1 2 —4

tedy bod C' inciduje s pfimkou j@ .

Déle chceme ur¢it A, p tak, aby (2;3; —2) = \(1;2; —4) + u(0; 1; —6). Ze
zadaného je zfejmé, ze A =2 a yu = —1.
K dour¢eni tfeti soutfadice bodu (4; —1; z5) opét vyuZijeme determinant:

4 —1 )
2 3 —2|=0,2,=238.
1 2 -4

_ Nakonec nalezeme o, 7 tak, aby (4;—-1;38) = 0(2;3;—2) + 7(1;2; —4).
Resime tedy soustavu rovnic

4 = 20+ T
-1 = 30 + 27
38 = —20—A4r.
Ta ma jediné feSeni 0 = 9,7 = —14.

Piiklad 5 a) Ukaste, Ze body A = (3;—1;4;2), B = (2;4; —1;-3),
C = (8;2;7;1),D = (1; —5;5;5) projektivniho prosoru Ps nad télesem
R jsou linedrné zdvislé.

b) Najdéte vyjadient linedrni zdvislosti bodi A, B, C, D.

c) Urcete bod K tak, aby s body A, B, C' tvoril harmonickou ctverici.
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Resent

a) Zkoumame hodnost matice

3 -1 4 2 3 -1 4 2
2 4 -1 -3 0 14 —11 —13
8 2 7 1|7l o —14 11 13|
1 -5 5 5 0 14 —11 -13

ta je 2, body A, B,C, D jsou tedy linearné zavislé.

b) Hledame koeficienty uy, uz, v1, v2 tak, aby platilo C = wyA+usB, D =
v A + v, B. ReSime dvé soustavy rovnic:

8 = 3Juy+ 2uy
2 = —up +4uy
7T = 4du; — us
1 = 2u; — 3us,

jejimz FeSenim je (up,us) = (2,1) a

1 = 3v;+ 20,
-5 = —wv; +4vy
= 4uv; — vy

5 = 2vu; — 3o,

jejimz FeSenim je (vy,vq9) = (1, —1).

c) Plati C' = w1 A + usB, kde u; = 2,uy = 1 a dale musi existovat ko-
eficienty wy,ws € R takové, ze k = w;A + weB. Necht na pfimce
AB maji body nasledujici souradnice: A = (1;0),B = (0;1), pak
C = (2;1),K = (wy;ws). Body A, B,C, K maji tvofit harmonickou
¢tvefici, tedy jejich dvojpomér (ABCK) = —1. Dvojpomér je defino-
van jako 6 = “2 . wr- V nasem pripadé tedy

u1

Loy
Wa

To spliwji napiiklad (wy, wy) = (—2;1) a zastupce bodu K = (—4;6; —9; —7).
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Piiklad 6 V roviné & je ddna primka 2x + 5y +7 = 0. Urcete homogennni
souradnice jejitho nevlastniho bodu.

Resent
Nevlastni bod urc¢uje smér piimky. Smérovy vektor zadané piimky je u =
(5; —2) a proto nevlastni bod pfimky ma soufadnice x = (0;5; —2).

Priklad 7 V roviné & jsou ddny body A = (0;3;2), B = (2;8;2). Napiste
obecnou rovnici primky AB a urcete jeji nevlastni bod.

Resent
Obecna rovnice piimky je ur¢ena determinantem

To T1 T2
0 3 2 |=0,
2 8 2

tedy p : 5z — 0 — 221 + 329 = 0. Nevlastni bod pfimky je pfimo zadany bod
A =(0;3;2).

Piiklad 8 V prostoru & je piimka popsdna v homogennich souiadicich rov-
nicems

21’0 + 31’1 — 41’2 + 5$3 = 0
Txg — 4x1 + 4xg — 43 = 0.

Urcete jeji nevlastni bod.

Resent

Pro homogenni souradnice nevlastnitho bodu plati, ze xqg = 0. Resime proto
pouze rovnice

31’1 - 4ZL’2 + 5ZE3 =0
—41}1 + 45[)2 — 4.’133 = 0.

Pro homogenni souradnice hledané¢ho nevlastniho bodu tedy musi platit zo =
0, o = 221 = 2x3. ReSenim je tedy bod X = [(0;1;2;1)].

Priklad 9 Napiste rovnici roviny p, kterd v prostoru Ps prochdzi body A =
(2,-1,1,2), B=(1;0;0;-1), C = (3;2;2; -3).
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Resent
Obecné rovnice nadroviny prochéazejici body A = (ag, a1, as, as), B = (bg, by, ba, b3),
C' = (co, ¢1, Ca, c3) je uréena determinantem

To T1 T2 I3
Gy a1 G2 as

bo b1 by by |
Ch C1 Cyg C3
V naSem pripadé tedy
i 1 T2 T3
2 -1 1 2
1 0 0 1|7 Y%
3 2 2 =3

p:xo+ 2x1 — 229+ 23 =0.

Priklad 10 V prostoru P, najdéte spolecny bod M nadrovin

Ty — xr1 + 2272 + T3 — 3LU4 =0
200+ x4+ 4r9+32x3— 102, = 0
—61]1 + 2.172 + 3[E3 + Ty = 0
209 + 1021 — 229 — 423 — 614 = O.
Eeéem’
Resime homogenni soustavu rovnic.
1 -1 2 1 =3 1 -1 21 -3
2 1 4 3 —-10 0 3 01 —4
0o -6 2 3 1 o 0 2 5 -7
2 10 =2 —4 -6 0O 0 -2 0 2
Vidime, ze musi platit xg = 1 = x93 = x3 = x4, feSenim je tedy bod

M= (1;1;1;1;1).

Y b N

Piiklad 11 V prostoru As urcete prisecik P piimky j@ s rovinou CDE.
V dané aritmetické bazi je A = (1;0;1;0), B = (0;—1;1;2),C = (1;0;0;0),
D =(1;2;0;1), E = (1;0;2; =5).
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Reseni
Primku jﬁ vyjadiime parametricky:

xo = to

T, = —1
To = to+ 11
T3 = 2t4.

Nalezneme obecnou rovnici roviny CDE :

o T1 T2 T3

1 0 0 0 T2

L9 0 1 = (=DM .1.] 2 0 1 |=2x — 10z, — 4z
1 0 2 =5 0 2 =

Tedy rovnice dané roviny je CDFE : 2x1 — 1029 — 423 = 0. Nyni uz dosazenim
nalezneme prisecik P:

—2t1 - 10t0 - 10t1 - 8t1 - 0

to = —2ly,
feSenim je napt. to = 1,t; = —% a bod P ma v dané aritmetické bazi sourad-
nice P = (1,1,1,-1) = (2;1;1; -2).

Piiklad 12 V roviné A,y jsou ddny dvé trojice riznijch bodi A, B,C, A', B', C"
tak, Ze existuje bod S rizny od vSech téchto bodi a pro ktery plati A’ € SA,
B € ﬁ, C'e %

Dokazte, Ze existuje primka p C A, tak, Ze ﬁﬂmﬂp #0, R‘m?@mp #*
0, @mA’C’mp;é(Z).

Resent

Dikaz provedeme vypoctem. Vhodné zvolime aritmetickou bézi: necht tedy
bez Gjmy na obecnosti maji body nésledujici suradnice:

S =(1;0;0),A = (0;1;0), B =(0;0;1),C = (1;1;1). Pfimka 5A m4 rovnici
z9 = 0 a tedy bod A’ = (ap; a;;0), pfimka ma rovnici ;7 = 0 a tedy bod
B’' = (bo; 0; by), primka mé rovnici 3 —z2 = 0 a tedy bod C" = (¢, ¢1, ¢1).

[ )
Tog T1 T9
Bl 0 1 0l=0
0O 0 1



Obrazek 5.1: Desarguesova véta

g T1 X2
A,B, L ap ap 0|=0.
bp 0 by

Rovnice piimek

j@ : (L’QZO,

—

A/B/ albgl’o - (Iobgl‘l - Cllbol’g == 0,
{ § 125
ABNAB —aobg.fCl = (Ilboxz.

<
Tedy prusecik piimek AB a AB K — (0; arbg; —agbs).

To T1 X2

A 0 1 0|=0
1 1 1
o T1 T2

A/C/ Ll Ay ap 0]=0.
Ch C1

Rovnice piimek

/ﬁ : xg— 22 =0,

/ /

A'C a1C1Ty — ApC1T1 + (CL()Cl - alCo)SL’Q = 0,
<——

A(% NA'C'" : —agcrry + (arer + agey — arcy)ze = 0.

Tedy prusecik piimek AC a A'C" L = (agcy; arcq + ager — ai¢o; apcy).
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To T1 T2
BG:l 0o 0 1]=o0

1 1 1

To T1 T2
B'C’ bo 0 by | =0

Ch C1 C

Rovnice primek

% : x9—x1 =0,

<——
BIC/ —Clbgl'o + (Cobg — boCl)l’l + b()Clng = 0,
<——
% N B/C/ . (Cobg - boCl — Clbg>$1 + boCll’g =0.
<——
Tedy prusecik primek R a B'C" M = (bycy; bocr; —coba + bocy + c1b2).

e Body K, L, M jsou kolinearni, pravé kdyz plati:

K
L | =0,
M
tedy
0 albo —agbg
QapC1 QpC1 + a1c1 — a1Co apCy =
bocy bocy —coby + bocy — c1by

= aoalbgc%—agbonC%—i‘agbobgC%—FaoalbobgC%—aoalb0b26001+a0a1b0b26001—
agalbgcf — aoalbonC% = 0.

Véta, kterou jsme pravé dokazali, se nazyva Desarguesova véta.

Priklad 13 Napiste rovnice kolineace K : Py — Ps, kterd bodim priradi
jejich obrazy: A = (0;1;0) — A’ = (-2;,-1;1), B = (1;-1;0) — B’ =
(5;3;,-3), C = (1;0;—-1) —» C" = (1;-1;0), D = (0;0;—1) — D' =
(—2;-3;2).

Resent

Rovnice kolineace maji obecny tvar

Ty = QooTo + A10T1 + A20T2
/

Ty = ap1%o + a11x1 + a9129
/

Ty = QAp2%0 + a1271 + a99T9.

Dosazenim zadanych bodi ziskdme podmiky pro koeficienty.
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1. Dosazenim soufadnic bodu A, A :

—261 = Qajo
—C = d11
1 = Q12

2. Dosazenim soufadnic bodu B, B’ :

d9Ca = agy — A1
3ca = ag1 — ai
—3ca = ag2 — a2

3. Dosazenim soufadnic bodu C, C" :

C3 = Gpp — G20
—C3 = Qo1 — Q21
0 = ap —ax

4. Dosazenim souradnic bodu D, D’ :

—2c4 = —ay
=3¢y = —ag
2c, = —ag
7 bodu 1,2,3 dostavame
Agg = HCy — 2¢y aipg = —2¢ Qog = DHCy— 2¢1 — 3
agy = 3¢ — 1 an = —C as; = 3¢ — ¢ +c3
agg = €1 — 3¢ a2 = azp = €1 — 3¢
a dosazanim do 4 ziskdme
—204 = 201 — 502 +c3
—304 = C1 — 362 — C3
2cs = —c1+ 3co.

Odtud dostaneme, ze ¢4 = ¢; = ¢9 = c3, zvolime tedy napf. 1. Rovnice zadané
kolineace potom maji tvar

Ty = 3rg — 211 + 224
Ty = 200 — X1 + 314
vy = —2w9+ x1— 279.
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V nésledujicim prikladé ukazeme druhou metodu.

Priklad 14 Napiste rovnice kolineace K : Py — Ps, kterd bodim priradi
jejich obrazy: A = (0;1;0) — A" = (-2;-1;1), B = (1;-1;0) — B’ =
(5;3;,-3), C = (1;0;-1) —» C" = (1;-1;0), D = (0;0;,—1) — D' =
(—2;-3;2).

Reseni
Body A,B,C,D i A’B'C'D'jsou po tfech nezavislé, tvori tedy geometrické
baze. Stejné jako v Piikladu 1 nelezneme piislusné aritmetické béze:

0 1 0 1 100 | —1
1 0 0| -1]~]010 1|,
0 -1 -1 0 001 | -1

aritmeticka baze A = ((0; —1;0), (1;0; —1), (0;0; 1)). Déle plati

2 1 -2 5 100 | —1
1 -1 -3 3|~]l010 1|,
1 0 2| -3 001 | —1

proto aritmeticka baze A" = ((2;1; —1), (1; —1;0), (2; 3; —2)). Najdeme-li izo-
morfismus £ : A — A’, pak matice tohoto izomorfismu bude i matici kolineace
K(f) : PQ — 7)2.

0 -1 0 2 1 -1 1 00 3 2 =2
1 0 -1 1 -1 0|~ 010 -2 -1 1
0 0 1 2 3 -2 0 01 2 3 -2

Rovnice kolineace jsou tedy

Ty =  3wg— 271 + 219
ryo= 20— 11 + 19
I/Q = —2.17() + 1 — 2%2.
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Priklad 15 Kolineace K : A3 — As je ddna rovnicems

Ty = o+ 2z + x3
¥y = 2T, — Ty

Ty = —x9 + 323
Ty = 3x3.

a) Najdéte vSechny charakteristické hodnoty kolineace.
b) Urcete vSechny samodruzné body a samodruiné roviny kolineace.

c) Vysetiete vztahy incidence mezi vSemi samodruinymi body a véemi sa-
modruZnymi rovinami.
Resent
Matice kolineace ma tvar

1 0 00
2 2 00
A=l0o -1 10
1 0 3 3
a charakteristicky determinant je tedy
I-Xx 0 0 0
2 2-=A 0 0
0 -1 —-1-Xx 0
1 0 3 3—A
a) Charakteristicky polnom je (1 —A)-(2—X)-(=1—=X)- (3 = \), tato
kolinace ma tedy ¢tyfi jednonésobnéa vlastni ¢isla A\g = —1,A\; =1, Ay =

2,)\3 - 3

b) Samodruzné body a samodruzné roviny odpovidajici jednotlivym vlast-
nim ¢islim uréime podle Véty 4.2.5 a Véty 4.3.2. Souradnice samod-
ruzného bodu musi spliovat

To 0
(AT=XE) [ : | =
T 0

Koeficienty v rovnici samodruzné nadroviny musi spliiovat podminku

Co 0
(A=AE) [ @ | =

C, 0
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Pro samoduzny bod odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay to tedy znamené
feSit homogenni soustavu rovnic

2

o O O

2
3
0

0

1
0
3

4

o o o O

Samodruzny bod X, = (—1;1;3;0). Pro samodruznou rovinu odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu Ag feSime homogenni soustavu rovnic

2
2
0
1

-1

0

0
0
3

0

0
0
4

0

o O O

Samodruzné rovina mé rovnici pg : 4ze — 3x3 = 0.
Pro samodruzny bod a samodruznou rovinu odpovidajici vlastnimu

¢islu \; dostavame soustavy

0 2
01
0 0
0 0
o 0 O
2 1 0
0 -1 -2
1 0 3

0

-1

-2

N O O O

0

1

N w O

o o O O

o o o O

X1 =(1;0;0;0)

p1: Ty — 221 + 19 — 223 = 0.

Pro samodruzny bod a samodruznou rovinu odpovidajici vlastnimu

¢islu Ao dostavame soustavy

-1 2
0
0
0

o O O

_ W O =

o o o O

33
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-1 0 00 0

2 0 00 0
p223$1—$2+3l‘3:0.

0 -1 -3 0 0

1 0 31 0

Pro samodruzny bod a samodruZznou rovinu odpovidajici vlastnimu
¢islu A3 dostavame soustavy

-2 2 01 0
0 -1 -1 0 0
X3 = (—1;-3;3;4)

0 0 —4 3 0
0O 0 00 0

-2 0 00 0

2 —1 00 0

pP3 T3 = 0.
0 -1 -4 0 0
1 0 30 0

¢) Pokud budeme zkoumat incidenci samodruznych bodi a samodruznych
rovin, zjistime, Ze samodruzné body a samodruzné nadroviny odpovida-
jici témuz vlastnimu ¢islu spolu neinciduji, zatimco samodruzné body a
samodruzné roviny odpovidajici riznym vlastnim ¢isltim spolu inciduji.

Priklad 16 V matici A kolineace K : Py — Py dané vztahy

Ty = 2x
/

T, = To+ 1+ axs
/

Ty = —Xo + 32151 + 2$2

urcete c¢islo a tak, aby charakteristickd rovnice méla dvojndsobny koren. Na-
jdéte vsechny samodruzné body a samodruzné primky kolineace.

Resent
Matice kolineace
2 1 -1
A=] 01 31,
0 a 2
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charakteristicky determinant zadané kolineace je
2—X 1 -1
0O 1-Xx 3

0 a 2—A

a charakteristickda rovnice (2 — A) - (L1 — A) - (2 = X) — 3a(2 — A\) = 0. Je-li
a = 0, pak mé rovnice jeden dvojnasoby kofen \g = 2 a jeden jednoduchy
korfen A\; = 1.

Samodruzny bod a samodruznou piimku odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay zjis-
time vyfeSenim soustavy rovnic

0 00 0
1 -1 0 0 Xo = (0;0;1)
-1 30 0

0 1 -1 0
0 -1 3 0 Po - Top = 0.
0 0 O 0

Samodruzny bod a samodruznou piimku odpovidajici vlastnimu ¢islu Ay zjis-
time vyfeSenim soustavy rovnic

100 0

100 0 X; =(0;1;-3)
-1 3 1 0
11 -1 0
00 3 0 p1:xg—x1 =0.
0 0 1 0

Priiklad 17 MnozZina kolineaci K : Py — Po je ddna rovnicemi

S 21 -COSQ — Ty - SN«
Ty = 21 - sina + x9 - cos a,

kde o € R. Pro které hodnoty o je mnozinou vSech samodruznich bodi koli-
neace sjednocent primky a bodu, ktery s pFimkou neinciduje?
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Reseni
Charakteristicky determinant kolineace je

1—A 0 0
0 cosa — A sin «v
0 —sina  cosa — A

a charakteristicka rovnice tedy zni (1 — \) - (cosa — A)? 4+ sin? a(1 — \) = 0.

Pokud ma charakteristicka rovnice jeden dvojnasobny kofen Ay, pro ktery
mé matice A(Ag) hodnost 1, mnoZina v8ech samodruznych bodt uréenych
touto jednou rovici tvori primku. Zbyvajici kofen A; musi byt jednoduchy,
hodnost matice A (A1) je rovna 2, urc¢uje tedy jediny bod, ktery nelezi na
piimce samodruznych bodi.

Potiebujeme tedy urcit o tak aby charaktersticka rovnice méla jeden dvoj-
nésoby a jeden jednoduchy koten. To je splnéno, pokud o« = 7 + 2km, k € Z.
Potom \g = —1,A\; = 1.

Priklad 18 Kolineace K md vyjadreni:

Ty = 3w+ 4day

Ty = 2xy+ 31y,
a) Najdéte vyjadient inverzni kolineace K 1.
b) Najdéte obrazy bodi (1;0),(0;1),(1;1) v kolineaci K.
¢) Najgdéte vzory bodi (1;0),(0;1), (1;1) v kolinaci K.

Resent
a) Matice kolineace m4 tvar
3 2
A= ( 32 )
2 [ 3 =2
w32

Inverzni kolineace K ! m4 tedy vyjadieni

Matice inverzni je

rg = 3wy — 4]

Ty = —2x5+ 37).
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b) Zadané body se zobrazi:

(1,0) = (3;2)
0;1) — (4;3)
(1:1) = (7:5).

¢) Vzorem bodu (1;0) je bod (3;-2), vzorem bodu (0;1) je bod (-4;3) a
vzorem bodu (1;1) je bod (-1;1).

Priklad 19 Najdéte samodruzné body kolineace K : P1(C) — P1(C) :
a)

/
Ty = To+ 21
SL’/l = 4I0 — I,
b)
Ty = 20— 1
¥y = xo+4day.

Resent

a) Charakteristicky determinant dané kolineace je

1—A 4
2 —1-X
Charakteristicky polynom je A2 —9 = 0 a vlastni &fsla jsou tedy \g = 3,
A1 = —3. Pii hledani samodruznych bodi tedy resime rovnice
31’0 = To + 21‘1
3r1 = 4xg— 1.

Resenim je bod se zastupcem (1; 1). Druhy samodruzny bod je FeSenim
rovnic

—31‘0 = To + 2$1

—31’1 = 41’0— I

a tedy bod se zastupcem (1; —2). Dana kolineace mé dva samodruzné
body, jedna se o hyperbolickou projektivitu.
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b) Charakteristicky determinant dané kolineace je
2—X 1
-1 4-X]

Charakteristicky polynom je (A — 3)? = 0 a vlastni ¢islo je tedy jediné
A = 3. Pii hledani samodruzného bodu tedy fesime rovnice

3ZL‘0 = 21’0— T

3$1 = X +4I1.

ReSenim je jediny bod se zastupcem (1; —1). Dana kolineace je para-
bolickéa projektivita.

— Pl(C),

Priklad 20 Najdéte vyjadient parabolické projektivity K : Py(C)
(2;3) je bod

ve které je bod m = (2;1) samodruiny a obrazem bodu v =
' = (1;0).

Resent
Obecné vyjadieni projektivity na piimce je
/
Ty = Qoo + Ao1T1
/
Ty = a10%o + a1121.

Charakteristicka rovnice kolineace je

ago — A a .
00 10 =0, t5.A* = (ago + a11)A + agoarr — agrazo = 0.
agp1 app — A

Diskriminant této kvadratické rovnice je
D = (ago + a11)? — 4(agoa11 — ag1ao).

V zévislosti na tom, zda je tento diskriminant kladny, resp. nulovy, resp.
zaporny ma rovnice dvé, resp. jedno, resp. zZadné feSeni (odpovidajici poctu
samodruznych bodi) a jedna se tedy o hyperbolickou, resp. parabolickou,
resp. eliptickou projektivitu.

Ze zadanych bodt musi pro koeficinty ve vyjadfeni kolineace platit:

k = 2a00—|—3a01
0 = 2&104‘3&11
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20 = 2(100 + aop1
[ = 20,10 + aq1.
Resenfm téchto soustav zjistime, ze musi platit:

6l — k k— 2l 3l [
Qoo = 4 , Qo1 = =

y 10 = —, a11 = —5-

2 4 2

Jelikoz chceme vyjadieni parabolické projektivity, vySe zminény determinant
musi byt nulovy :

6l—k I\°_,(_L G-k 3l k-2 0
4 2 2 4 4 2 ) 7

To je splnéno pravé tehdy, kdyz k = —4l, zvolime tedy napt. k = 4,1 = —1.
Dané koklineace méa potom vyjadreni

Ty = —§I0+3(L‘1
¥y = —§x —|—1x
1 — 4 0 2 1-

Piiklad 21 Najdéte vyjddreni involuce ¢ : P1(C) — P1(C), ve které je ob-
razem bodu (c) = (1;2) bod () = (1;0) a obrazem bodu (d) = (2;3) bod
(d) = (81).
Regent
JelikoZ se jedna o involuci, plati nejenom (1;2) — (1;0) a (2;3) — (8;1), ale
také (1;0) — (1;2) a (8;1) — (2;3). Rovnice kolineace maji obecny tvar

SC6 = a00x0+a10x1

/
T = Q1%+ a1127.

Ze zadanych bodi musi platit:

c1 = ago + 2a19
O = CL01—|—26L11
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Co = Gqo
262 = ap1

8cs = 2ago + 3aig

C3 — 2(101 + 3&11
204 = 8&00 + aio
3cy = 8apr + ay

Resenim téchto soustav ziskame podminky ¢, = ¢3,¢1 = ¢4,5¢9 = ¢1. Necht
tedy napf. co = 1,c; = 5. Potom vyjadreni zadané involuce je

Ty = X9+ 21y

¥y = 2xy— 1.

Piiklad 22 Najdéte vyjadiend involuce ¢ : P1(C) — P1(C), kterd md samod-
ruzné body m = (—2;1),n = (4;1).
Resent
Pro koeficienty ve vyjadreni kolineace musi platit:
-2k = —2@00 + ao1
k —2ay0 + an

4] = 4a00+a01
[ = 4(1"‘10"‘@11.

7 vysSe uvedenych rovnic vypocteme, ze koeficienty musi splhovat:

4l + 2k 4] — 4k [ —k [+ 2k
agy = apy = aypg = ——, a1 = ———.
00 6 v o 3 v 410 6 ¢ 3
Jelikoz se jednéa o involuci, musi navic platit, Ze agg = —a11, v naSem piipadé
a+2k 1+ 2k
6 3
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To je splnéno pokud [ = —k. Zvolime tedy napt. £ = 1,/ = —1 a dané
involuce méa potom vyjadieni

rh = 136 83:

o — 370 g™

T = —195 —l—lx

1 — 3 0 3 1

Priiklad 23 Kolineace K : Py — Po je ddana vyjadrenim

Ty = 1 — T2
¥y o= mo+ Ty
h = 2xy— 2x1 + 30,

a) Najdéte vSechny kofeny charakteristické rovnice.
b) Najdéte vsechny samodruzné body a samodruzné primky.
c) Zjistéte typ kolineace.

Resent

a) Charakteristicky determinant této kolineace je

—A 1 2
1 =X -2
-1 1 3-A

a charaktersticky polynom A*> — 3\2 + 3\ — 1 = 0. Jedinym koienem
tohoto polynomu je trojnasobny kofen A = 1.

b) Pro trojnasoby kofen A = 1 ma matice AT — AE hodnost 1 a m4 tvar:
(1 -1 1).

Mnozina vSech samodruznych bodi je tedy pfimka p : g —x; + x5 = 0.
Pro trojnasoby korfen A = 1 ma matice A — AE hodnost 1 a méa tvar:

(-1 1 2).

Mnozina v8ech samodruznych primek je tedy svazek piimek se stfedem

v bodé P = [(—1;1;2)].
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¢) Z vyse zjisténého muzeme Fict, Ze se jednd o stfedovou kolineaci se

stfedem P na ose p, neboli elaci.

Piiklad 24 Kolineace K : P2(C) — Pa(C) zobrazuje bod Oy na bod O, bod
Op na bod Oy, bod O1 na bod J a bod J na bod O1. Oy = (1;0;0), O; = (0;1;0),

Oy =

(0;0;1), J = (1;1;1).

a) Najdéte vyjddreni kolineace.

b) Zjistéte viechny kofeny charakteristické rovnice.

c¢) Najdéte vSechny samodruzné body a samodruzné primky kolineace.

d) Zjistéte typ kolineace.

Resent

a)

Pri zjistovani vyjadreni kolineace budeme postupovat stejné jako v ob-
dobych prikladech diive. Dosazenim bodi a vyfeSenim rovnic zjistime,
ze vyjadreni této kolineace je

Ty = 1 — X2
¥y = Ty
Ty = —xo+ 1.
Charakteristicky determinant této kolineace je
-2 0 -1
1 1-Xx 1 |,
-1 0 —A

charakteristicky polynom (1 — A\)(A\? — 1) = 0 a tedy vlastni ¢isla jsou
dvojnasobné \g = 1, jednoduché A\; = —1.

Stejné jako v predchozim piikladé budeme hledat samodruzné body
a samodruzné primky. Zjistime, Ze pro dvojnésobny kofen charakte-
ristické rovnice A\ = 1 je mnozina vSech samodruznych bodi piimka
D x9g — 21 + 2 = 0 a mnozina vSech samodruzych piimek je sva-
zek primek se stfedem v bodé P = [(1;0; —1)]. Samodruzny bod pfi-
slusny jednoduchému kotfenu charakteristické rovnice \; = —1 je bod
X = [(1;0; —1)] a samodruzna piimka x : 29 — x1 + 22 = 0.
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d) Z vyse uvedeného vidime, Ze se jeda o tzv. perspektivni kolineaci, neboli
homologii.

Piiklad 25 Kolineace K : Ps(C) — P3(C) je ddna vyjadienim

Ty, = 2% — 18z,
$/1 = —6.1’0 + 14%1 — 9.1’2
T, = —6x + 529
Ig = —31'0 + 61’2 - 7[)33.

Urcete typ kolineace a jeji kanonicky tvar.

Reseni
Charakteristicky determinant kolineace ma tvar
2—-)X -6 —6 -3
0 4-Xx 0 0
—18 -9 5-A 6 ’
0 0 0 —-7-X

charakteristicky polynom je (=7 — \) - (14 — \) - (\> = 7A — 98) = 0. Ten m4
pravé dva koreny, oba dvojnasobné, vlastni ¢isla jsou tedy \g = —7, \; = 14.
Mnozina samodruznych bodu odpovidajicich vlastnimu ¢islu Ag je piimka py,
jejiz parametrické vyjadieni je

[L’ozto, Ty :O, [L’QZtl, 1'3:3t0—|—2t1.

Mnozina samodruznych bodi odpovidajicich vlastnimu ¢islu A; je pfimka py,
jejiz parametrické vyjadreni je

To = S0, r1 = S1, To = —250—81, [I§'3:0.
Primky pg a p; jsou mimobézné, tato kolineace tedy odpovida moznosti 6 z

Veéty 4.5.10.
Kanonicky tvar zadané kolineace je

Ty = 2T
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Piiklad 26 Necht ag = a + bi,as = ¢+ di, a,b,c,d, € R,bd # 0. UkaZte,
Ze kolineace Ky, Ky : P3(C) — Ps(C) s vyjddienim

Ky: x5y = apxo Ky: x5 = axg + bxy
ry, = Aoy ¥y = —bxy + any
xh = oo xh = cry + dxs
rh = T3 xh = —dry + cx3

maji v oboru komplexnich cisel stejnou mnoZinu vsech vlastnich cisel.

Resent
Charakteristicky determinant kolineace K je

ag— A 0 0 0
0 ag — A 0 0
0 0 g — A 0 ’
0 0 0 ay — A

charakteristicky polynom
(a+bi=A)-(a—bi—N)-(c+di—N)-(c—di—X) = [(a — X)* + b*]-[(c = A\)* + &?] .
Charakteristicky determinant kolineace K5 je

a—XA b 0

charakteristicky polynom
(a=A)-(a=A)-[(c = N)? + @] 40> [(c = A)* + d*] = [(a = A)* + V*]-[(c = A)* + d*] .

Zadané kolineace maji stejny charakteristicky polynom a tedy stejnéa vlastni
¢isla.
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Kapitola 6
Z.aver

Cilem této diplomové prace bylo vypracovat soubor feSenych piikladi z ana-
lytické projektivni geometrie zamérenych na projektivni prostor a jeho pod-
prostory a kolineace projektivnich prostoru. Soucasti prace je také veskeréa
potfebna teorie projektivni geometrie. Nékteré véty a piiklady jsou pro né-
zornost doplnény ilustra¢nimi obrazky.

Tuto praci mohou vyuzit studenti zabyvajici se analytickou projektivni geo-
metrii jako dopliujici material a inspiraci pro dalsi samostatnou praci.
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Kapitola 7
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