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Uvod

Snad kazdy z nas se nékdy setkal se sinem a kosinem. Netika se snad, Ze zivot
je jako na houpacce, jednou jsme nahotre a jednou dole? Kdyz se ¢lovék dostane
na dno, vzdy se muze odrazit a zacit novou etapu svého zivota, novou periodu.
Na nasi cilevédomosti a pili pak je, jak vysoko se ze dna odrazime, jakou ampli-
tudu bude nés zivot mit. A presné tak probih4 i sinus a kosinus, vini se s urc¢itou
amplitudou a periodou, az do nekonec¢na. Vite ale proc¢?

Nékteri z nas si nejspis vzpomenout na sinus a kosinus jako pomér dvou stran
v pravouhlém trojuhelniku. KdyZz zapatrame v mysli jesté dal, vzpomeneme si na
urceni hodnot sinu a kosinu pomoci jednotkové kruznice. V této praci budeme na
sinus a kosinus pohliZet z riznych Ghlia pohledu. Nejprve si tyto funkce priblizime
pomoci jednotkové kruznice, avSak netradi¢nim zptisobem. Nésledné vyuzijeme
mocninnych fad k urceni derivaci téchto funkci. V neposledni fadé se pokusime
sinus a kosinus charakterizovat pomoci diferencidlnich rovnic na zakladé cha-
rakteristik exponencialni funkce o zakladu e. Také si predstavime vztah sinu a
kosinu s exponencidlou pomoci Eulerova vzorce, a tim jejich realizaci rozsitfime i
do komplexni roviny. Na zavér se podivame na pouziti téchto funkci ve vzorcich
v goniometrii a rovinné trigonometrii a také uvedeme jejich vztah s dalsimi go-
niometrickymi funkcemi.

Hlavni inspiraci pro sepsani bakalarské prace byla kapitola o goniometrickych
funkei z knihy V. H. Molla [1]. Nékeré myslenky jsou prevzaty od K. Rektoryse

[2] a od Z. Doslé [1]. Déle jsem ¢erpala z [3] a internetové stranky [5].



1 Charakterizace sinu a kosinu pomoci ahli

Tato kapitola se bude zabyvat mérenim tuhli. Nejprve si pomoci jednotkové
kruznice pripomeneme vztahy pro thly, pomoci nichz nasledné sinus a kosinus

definujeme.

1.1 Goniometrické funkce

Goniometrickymi funkcemi se v matematice zabyva odvétvi zvané goniomet-
rie. Slovo ,,goniometrie” pochézi z fectiny a znamené méreni thlad, slovo ,trigon*
znamené trojuhelnik. Goniometrické funkce miizeme snadno definovat pomoci
jednotkové kruznice. Zékladni proménnou je zde thel a. Jeho velikost se vyja-
diuje délkou oblouku [, ktery je vytat rameny thlu a na jednotkové kruznici se

stfedem ve vrcholu thlu, viz obrazek 1.

Obrazek 1: Uhel jednotkové kruznice.

,2Radian® je thel, jehoz obloukova mira je 1. Plny tihel mé v obloukové mite

velikost 27rad, coZ odpovida 360°.!

'Pro radiany a stupné plati vztahy 1° = &5, Irad = 180 = 57°17/45".



Necht m € R*. V prvnim kvadrantu uvazujme prisecik piimky y = mx

s jednotkovou kruznici 22 + y? = 1 a ozna&ime jej (z(m),y(m)). Potom plati
y(m) = max(m)

a také
y*(m) 4+ 2*(m) = 1,

tedy dohromady

(z(m))* + (mx(m))* =1, 2*(m) +m*z*(m) = 1, z*(m)

Podobné z(m) = L)

y(m) = i (2)

Dale k m definujeme thel «, viz obrazek 2.

Obrézek 2: Uhel a.
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Definice 1.1 [I] Necht m € Ry Uhel piidruzeny ke smérnici m je definovan

vztahem

— arcsin

= [ A 1 ®
alm) = = ——————N
Gomnte V1 2 T+ m2

(viz obrazek 3). Pro m = 0 mame «(0) = 0, zatimco pro m < 0 volime

a(m) := —a(—m), tedy tak, aby funkce a byla licha na R, tedy a(—m) =
—a(m),m € R.
b
1
m
V1+m?
¢

Obrazek 3: Uhel pfidruzeny k smérnici m.

Priklad 1.1 Dokazte, ze pro funkci o plati

Nejprve dokazte, Ze a je spojité.

™

Resent: 5 a arcsinﬁ jsou spojité funkce, tedy jejich rozdil je také funkci
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spojitou. Platnost vyrazu dokaZeme derivaci vyrazu (3).

W

T . 1+m 2

2
1— \/1+m2 14+ m?2)3
1+m

m
m2(1 + m?)? 1—|—m2

Funkce « striktné roste z a(0) = 0 do limitni hodnoty

1
dt
a(oo) = / = arcsin 1 — arcsin0 =
0

| N
|
e}
I

NN
—
ot
SN—

coz odpovida velikosti ¢tvrtkruhu.

Definice 1.2 [1] Cislo 7 je definovéno jako

. /\/flf—t (6)

Priklad 1.2 Pouzitim jednoduchych geometrickych obrazci dokazte nerovnosti:

2\/§<7T<4.

Reseni: Prostiednf hodnotu m budeme geometricky reprezentovat pomoci obsahu
kruznice o poloméru 1 (S = nr? = 7 -1 = 7). Do kruZnice je vepsan pravidelny
osmithenik o obsahu S = 8% sin p = 8% sin45° = 4? — 2v/2. Kruznice je zase
vepsana do ¢tverce o obsahu S = a? = 22 = 4 (viz obrazek 4). Tim mame uvedené

nerovnosti dokazany.

12



Obréazek 4: Vymezeni kruznice.

1.2 Sinus a kosinus

Funkce sinus a kosinus jsou dvé zakladni goniometrické funkce.

Definice 1.3 [I| Necht = € (0; ). Sinus thlu 2 definujeme jako

sinx = L, (7>
1+m?2

Funkce kosinus thlu z je definovana jako

1
COST = —— | (8)
1+m?
kde m € R{ je kladné redlné &islo takové, Ze plati a(m) = x (vime, Ze

pro x € (0; %) je takové m > 0 pravé jedno).

Poznamka 1.1 Vsimnéme si, Ze rovnice m = o~ '(x) a pitklad 1.1 ndm ukazuj,

ze « je diferencovatelna funkce. Vlastnosti diferencovatelnosti goniometrickych

13



funkei ziskame z véty o inverzni funkci®.

Definice téchto funkei nam ukazuji, ze souradnice bodu (u,v) = (cos z,sin x)

leZi na jednotkové kruzmici u? + v? = 1:

s 1 m?  14m?

2 _ i _
1+m2 1+m2 1+m?

u? +v? = (cosx)? + (sinz) =1 9)

Specialni hodnoty funkei sinus a kosinus hraji diilezitou roli, a proto uvedeme
nékteré znamé piiklady. Hodnota sin 0 = 0 vychazi pifmo z a(0) = 0. a(o0) = 7
nam ukazuje, Ze sin; = 1. Potom cos0 = 1 a cos§ = 0. Tyto a dalsi zndmé

hodnoty uvedeme v tabulce 1.

x| 0°(0) | 30°(x/6) | 45°(m/4) | 60°(w/3) | 90°(7/2)

sinx 0

ot of
%) 1)
N |+ mlg
w
—_

no [\&)
& -

COS & 1

Tabulka 1: Znamé hodnoty sinu a kosinu.

T
)60

T T

Racionalni hodnoty pro sinus ziskame u 0, ¢, 7 a pro kosinus u 0, 3, 7. Zaji-

mavosti je, Ze toto je (samoziejmé az na periodické opakovéni) zcela ojedinélé.

Zbylé hodnoty téchto goniometrickych funkei jsou iracionalni.

Priklad 1.3 Dokazte platnost vzorce pro derivaci

—sinx = cosx

dx

a z rovnice sin x? + cos 2 = 1 vyvodte vztah

—cosz = —sinz.

dx

2 Véta o inverzni funkci. Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Dale necht je na
tomto intervalu diferencovatelna a predpokladejme, 7e f'(x) # 0 na (a,b). Necht (m, M) =
f({a,b)). Potom je f : {(a,b) — (m, M) invertovatelna a jeji inverze g je spojita na (m, M),

diferencovatelna na (m, M) a plati ¢’(y) # 0. Navic plati ¢'(y) = m, m<y< M.

14



Reseni: VyuZijeme vztah (7), do kterého za = dosadime a(m), tedy

sina(m) = S (10)

V1+m?

Nyni tuto rovnici derivujeme podle m.
Nejprve levou stranu:

d _ dsina(m) da(m) _ dsina(m) 1

L= i _ _ :
am " a(m) da(m) dm da(m) 14 m?’

kde jsme vyuzili rovnici (4).

Nyni budeme derivovat pravou stranu rovnice (10):

m2—m2
P 4 m V14 m2 - %2m2(1+m2)_% _ H—W
dm /1 + m? 1+ m? 1+ m?2

1
(1+m2)V1+m2

Derivace obou stran dame zpét do rovnice a soucasné vyvuzijeme vztahu a(m) =

T
dsinz 1 B 1
dx 1—|—m2_(14—7712)\/1—l—m27
dsin:c_ 1

= = COST.

dz V1+m?

Tim jsme dokazali, zZe derivaci funkce sinus je funkce kosinus.

Nyni mame s vyuzitim vzorce sin®x + cos?z = 1 ukazat, 7e % cosr = —sinx.

Budeme opét derivovat rovnici, ale tentokrat rovnou podle x:

d
—1
dx ™’

d
—(sin®  + cos® z) =

dx

d d
2sinz—sinx + 2cosx—cosx =0
dx dx

d
ZSlnxcosx—i-Qcosxd— cosz = 0,
T

15



d
2cos:r;<sin:v—|— —cosx) =0,
dx

Tedy

2cosz =0 a sinx+ —cosx =0.
dz

Odtud jiz % cosxr = —sinx.

16



2 Charakterizace sinu a kosinu pomoci Taylorova
polynomu

V této sekci vyuzijeme Taylorova polynomu a vlastnosti mocninné fady pro vy-

pocet derivaci sinu a kosinu. Nejprve vyslovime Taylorovu vétu.

Véta 2.1 (Taylorova véta, [2]) Necht f(x) md v (a,a+h) (resp. v {a+h,a)
je-li h zdporné) spojité derivace do n-tého Fddu véetné a v {a,a + h) (resp.

v (a + h,a)) spojitou derivaci (n+1)-ho Fddu. Pak

fla+h) = f(a)+ fll(fL) h+ f;(,a) W+ + f(TZ,(a) h" + R, (11)

(tzv. Tayloriv vzorec), kde vyraz pro zbytek R, i1 lze uvést jako jeden z téchto

tvari:
(n+1) 9h
Ry = / ( (f;_)‘ )h’”rl 0<¥<1) (Lagrangeiv tvar),
n !
(n+1) h
Ry = / (na'+ 7 )(1 —n) "R 0<n<1) (Cauchyiv tvar),

ath h—t)"
Ry = / f (”H)(t)udt (integralni tvar).

n!

Poznamka 2.1 Casto se vyuziva tvar, kdy za h dosadime x — a,

f"(a)
2!

f™(a)

n!

(z—a)’+...+ (x—a)"+ Ry, (12)

Poznamka 2.2 Pro a = 0 se véta nazyva Maclaurinova,

/ " (n)
LSO )L M0

flz) = F(0) + =, o .

17



Véta 2.2 (Taylorova Fada, [2]) Md-li f(x) v intervalu {(a,z) (resp. (x,a),
je-li x < a) derivace vSech Tddi, pak nutnd a postacugici podminka, aby Tada
(tzv. Taylorova)

f'(a) f"(a)

f(a)+T(a7—a)+T($—a)2+"' (14)

byla v uvaZovaném bodé = konvergentni a jeji soucet byl roven f(x), je, aby

lim R,41(x) = 0. (15)

n—oo

Poznamka 2.3 Pro a = 0 se fada nazyva Maclaurinova,

AU

2
T 5 L S (16)

f(z) = f(0)

Véta 2.3 ([5]) Necht funkce f md na otevieném intervalu I C R derivace
vsech rddi a mecht posloupnost (f(”));b“’:0 je stejnomerné ohranicend na I.

Pak Taylorova Tada funkce f v libovolném bodé xo € I konverguje na I k f.

Dikaz: Viz [5].

Véta 2.4 ([4]) Bud (f.(z)) posloupnost funkci magicich na mnoZiné R deri-
vaci. Necht > fn(x) konverguje na R a > f!(x) konverguje stejnomérné na
R. Pak funkce s(x) =" fu(x) md na R derivaci a plati

Y(a) = (fjf()) _ gjlfm. a7

18




Dikaz: Viz |1].

Priiklad 2.1 Spocitejte derivaci vSech radi funkce sinus a vytvoite pro ni Mac-
laurinovu fadu.

Resend: 7 prikladu 1.3 jiz vime, Ze
(sinz) =cosx a (cosz) = —sinx.
Toho vyuzijeme pii vypoctu derivaci vyssich radu:
(sinz)” = (cosz) = —sinuz,

(sinx)” = (—sinz) = —cosz,
sinz)® = (= cosz)’ = sinz.
(sin )

Vidime, ze derivace se periodicky opakuji s periodou 4. Pro k£ € Ny miizeme psat:

(sin z)*¥) = sin x,

(sin )+ = cos
(sin z)#**2) = —sin x,
(sin )3 = — cos z.

Toto se da zapsat tispornéji jako
(sinz)™ = sin (m + n%)

Podle (16) sestavime Maclaurinovu fadu funkce sinus:

0 in0 0 1
Sinx:sinO—l—COf! :E—Sl;l! xZ—C%S! ®+ .. _0+£L'+0—§$ +.
3 a2k % L2k
=r—op et 5L Ty 18

k=0
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Podle véty 2.3 tato fada konverguje k sinx v libovolném x € R, nebot na R
existuji derivace vSech radu a posloupnost téchto derivaci je na R stejnomérné

ohrani¢end, pro kazdé n € Ny a v € R totiz plati |(sinz)™| < 1.

Priiklad 2.2 Najdéte Maclaurinovu fadu funkce kosinus pomoci derivace Mac-
laurinovy fady funkce sinus.

Reseni: Primo vypocteme

_ N N R 2kHT o
cosz = (sinz)’ Z 2k—i— 2T —Z(—l) mx

k=0

(-

Zde jsme vyuzili vétu 2.4.

20



3 Charakterizace sinu a kosinu pomoci diferenci-
alnich rovnic

V této kapitole budeme charakterizovat goniometrické funkce pomoci diferen-
cialnich rovnic. Nejprve diferencidlnimi rovnicemi charakterizujeme exponenciélni
funkci o zédkladu e a nasledné podobné charakteristiky vyslovime pro funkce go-

niometrické.

Exponencialni funkce o zédkladu e se obvykle definuje pomoci mocninné fady

2

X xz
e—1+1|+§+—+ Zk' (19)

Véta 3.1 ([1]) Exzponencidlni funkce f(x) = €® je jedinnou funkci, pro kte-

rou plati:

f(x) = f(),
{ f(O) =1, (20)

pro vsechna x € R.

Dikaz: Diukaz pro derivaci ziskdme pouzitim véty 2.4.

ra=er= (%) - Zﬁ]_ DTV RO EYERNED

Déle dokazeme, Ze neexistuje jina funkce, pro kterou by platil vztah (20).
Necht h(x) je dalsi feSeni pocatecni ulohy (20), tj. A'(z) = h(z), h(0) = 1. Defi-

nujme na R pomocnou funkei hq(z) = h(z)e™™. Potom
Ri(z) = h'(x)e ™ — h(x)e™ = h(x)e™ — h(z)e ™ = 0.

To ukazuje, Ze hy(x) je konstantni funkce. Existuje tedy takové k € R, Ze hy(x) =

k pro x € R. Pro urceni konstanty k vyuzijeme toho, ze h(0) = 1. To ndm umozni

21



vypocist hodnotu h; v nule

¢imz mame urcenou hodnotu hy(z) = k = 1 pro x € R. Mame tedy hy(z) =

hz)e™™ = "2 =1 tudfz h(z) = e na R, tzn. jiné FeSeni neexistuje.

er

Nyni si predstavime podobné charakteristiky pro goniometrické funkce.

Véta 3.2 Funkce f(x) = acosxz+bsinx je na R jedinngm resenim pocdtecni
ulohy:
[ (@) = = f(z),

f(0) =a, (22)
J(0)=b.

a
b

Dikaz: Neprve ukazeme, ze f(x) = a cos z+bsin x je skutecné FeSenim pocatecni
ulohy (22):

f'(z) = —asinz + beosz,
f"(x) = —acosx — bsinz = —(acosz + bsinz) = —f(x),
f(0) =acos0+ bsin0 = a,
f'(0) = —asin0+ bcos0 = b.

Abychom ukéazali jednoznac¢nost tohoto feSeni, pro a,b € R definujeme na R

pomocnou funkci
E(z) = (f(x) —acosz — bsinz)?* + (f'(x) + asinz — beos x)?.
Pomoci jeji derivace ukdzeme, Ze je konstantni na R:
E'(z) = 2(f(z)—acosz—bsinx)(f'(z)+asinz—bcos z)+2(f'(z)+asinz—bcos x)

(f"(x) +acosx +bsinz) = 2(f'(z) + asinz — beosz)(f(x) — acosz — bsinz+
22



+f"(x) +acosx + bsinz) = 2(f'(z) + asinx — beosx)(f"(z) + f(x)) =

=2(—asinx +bcosz +asinz — beosz) (—f(z) + f(z)) = 0.

. - i
-~ -~

0 0

Je tedy E(x) = k,x € R. Na zakladé pocéate¢nich podminek z (22), zndme

hodnoty funkei f(z) a f/'(x) v 0. Dosazenim nuly zjistime, Ze
E(0) = (f(0) —acos0 — bsin 0)? 4 (f(0) + asin 0 — bcos 0)?

=(a—a—0P2+(b+0-b)>=0=k.

Nyni si uvédomme, ze E(z) je tvofena sou¢tem ¢tverci dvou vyrazi. Aby

E(z) =0 na R, musi byt oba tyto vyrazy na R nulové. Tedy dostavame
f(x)—acosz —bsinz =0 A f'(z)+asinz—becosz =0.
Odtud jiz dostavame na R jednoznac¢né

f(z) =acosx +bsinz, a,beR.
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4 Vztah sinu a kosinu s exponencialou, Eulertv
vzorec

V této kapitole popiSeme vyznamny vztah mezi exponencialni funkei a goni-
ometrickymi funkcemi. K tomu vyuzijeme predpis exponencialni funkce ve tvaru

mocninné fady
k

x - T
= - (23)
k=0

Véta 4.1 (Eulerav vzorec, [1]) Necht x € R a necht i je imagindrni jed-

notka. Potom

e = cosx +isin. (24)

Vztah (24) se nazyva Euleruv vzorec, ktery je znazornén na obrazku 5.

Imaginarni A ix )
osa [ ¢ "= COSX I SInx
1

sinx

X

|
0fcosx 1 Realna
0sa

Obréazek 5: Eulertuv vzorec.

Dikaz: Dikaz véty 4.1 ziskame ze vztaht, které plati pro imaginarni jednotku i:

4k 1’ i4k+1

i — '7 i4k+2 — _1 i4k+3 —

=1 s

—i, (25)
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ix_oo(ix)k_oo-kxk_.oﬁo .1$1 .2$2 .3:103 ,4374 _5x5
€ —Z Ll —ZlK—la+lﬁ+1§+1§+1z+lg+...
k=0 k=0
‘0x0+‘2x2+'4x4+ + + 3+ 5+
= |1 = 17— 1 — — 1 1—
0! 2! 4! 1| 3! 5!
_ (4 e PO B
= —E—FE—a—F... + IF—la—i— ERE
s 2kt
:Z< 2k;+ ) = cosx +1isinx.

P1i vypoctu jsme pouzili Maclaurinovy fady funkei sinus a kosinus z ptikladu 2.1

a 2.2.

Piiklad 4.1 Ovéite, Ze €™ +1 = 0 je pravdivy vztah mezi péti fundamentalnimi
konstantami 0, 1,i,e a 7.

Resent: Vyuzijeme Eulerova vzorece (24), kde za z dosadime

"+ 1=cosm+isint+1=—-14+i-0+1=0.

o

Priklad 4.2 Vyjadiete sinx a cosx z Eulerova vzorce jen pomoci exponencial-
nich funkei.
Reseni: Vyjadiime si

iz L

€e” = CcosST +1sInz,

e ¥ =cos(—z) +isin(—x).
Na zakladé lichosti funkce sinus, sin (—z) = —sinz, a sudosti funkce kosinus,
cos (—z) = cos z, plati
iz

e ¥ =cosx —isinx.

Pro ziskadni predpisu pro sin z rovnice odecteme:

. . 1 . .
e —e ™ =cosxr+isinx —cosx +isinx =2isinx = sinr = — o (e —e ).
i
Pro cosx je se¢teme:
iz —ix E E 1 iz —ix
e’ +e ™ =cosr+isinx +cosx —isinw =2cosr = COSIE:§(6 —e 7).
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5 Vybrané vzorce a priklady se sinem a kosinem

V této sekci uvedeme vybrané vzorce a skolské priklady se sinem a kosinem.

5.1 Vyuziti v goniometrii

Véta 5.1 ([3]) Pro kazZdé a € R plati

2

sin? a + cos® a = 1. (26)

Dikaz: Dokézeli jsme v kapitole 1.2 rovnici (9).

e ) 5 ; Ly
Priiklad 5.1 Zjednoduste vyraz S5;£=SmL
COS“ T—COsS™ T

Reseni:
4

sin?x —sin*r  sin®2(1 — cos? x)

= =1
cos?z —cos*z  cos?z(1 —sin® ) ’

cosx # 0,sinz # 0, # kg,k €.

Véta 5.2 ([3]) Pro kaZdé a, 3 € R plati
sin (o &+ ) = sina cos f £ cos asin 3, (27)

cos (o £ ) = cosacos 5 F sin asin f3. (28)
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s . « . cos f3 cos (a—fB)+sin (a—p3) sin 8
Priklad 5.2 Zjednoduste vyraz 5 —F) cos (a—f)—sin (a—F) cos (7B

Regent:
cos 3 cos (aw — B) + sin (a — () sin 8 ~cos(B+a—p)
s (7 — B) cos (o — B) —sin(a— B)cos (1= ) _ sin(7—f—a+ )
_ cosa
sin (y — )’

kde a—ﬁ;égk, 7—57Agk, v—atrk ke

Véta 5.3 ([3]) Pro kazdé o € R plati
sin 2ac = 2 sin a cos «, (29)

cos 2a = cos” o — sin® a. (30)

Dikaz: Dikaz provedeme s vyuzitim souc¢tovych vzorcu z véty 5.2.
sin 2« = sin (o + «) = sin acos & + cos asin a = 2 sin « cos av.

cos 2a = cos (a + @) = cosacos a — sin asin a = cos® a — sin® a.

Véta 5.4 ([2]) Pro kazdé a €e R, n € N a k € Z plati

cosna +isinna = (cosa +isina)" = Z (Z) cos® a(isina)"™*.  (31)
k=0

Ditikaz: Prvni rovnost plati podle Moivreovy véty®. Druhé rovnost vychazi z

véty binomické?.

3Moivreova véta. Pro kazdé n € N plati (cosa + isina)™ = cosna + isinna.
4Binomicka véta. Pro kazdé a,b € R an € N plati (a +b)" = > ;_ a" *bF.
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Véta 5.5 ([3]) Pro kazdé a € R plati
‘ .« 1 —cosa
sin -| =4/ ———,
2 2
’ a 1+ cosa
cos —| =1\ ——.
2 2

(32)

(33)

Dikaz: Vyuzijeme vzorce pro dvojnasobny argument z véty 5.3.

COS @@ = COS <2§> = cos? @ sin? @ cos? *_ <1 — cos? 9)7
2 2 2 2

« « «
cosazcosz——l%—cosza, 14 cosa = 2cos® —,

2
« N 1+ cosa
cos — = £/ ———.
2 2

Priklad 5.3 Vyieste rovnici v5sinZ — sinz = 0.

[1—
\/gsing—sinxzo, V5 %zsmx,

Analogicky pro sin 5.

Reseni:

5(1—0081’):1—00821’, 2cos’r —Hcosw +3 =0,
—5=+1
D=25-24=1, COST 9 = 1
3 .
CoST] = 3 = nema smysl,
cosro =1 = x9=0.
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Véta 5.6 ([3]) Pro kazdé o, € R plati
sina—ksinﬁzZsinOé;—BCOSa;ﬁ, (34)
sina—sinﬁchosa—gﬁsinagﬁ, (35)
COS@+COSﬁ=2COSa;—ﬁCOSa;5, (36)
cosa—cosﬁz2sin&_gﬁsina;6. (37)

Dikaz: Dokazeme pomoci souc¢tovych vzorci z véty 5.2.

) ()

sina + sin § = sin(

:Sin<a+ﬁ+a—ﬁ)+sin<a+ﬁ_a—ﬁ)

2 2 2 2
. a+fB  a-=f a+p . a—-p
= sin coS + cos sin
2 2 2 2
: a—p at+f . a—f
4+ sin COS — COS Sin
2 2 2 2
o+ a— 0

= 251
sin —— cos
Analogicky pro zbylé vzorce.

Priklad 5.4 Pomoci vzorct pro soucet a rozdil upravte vyraz sinz + sin 2z +
sin 3.

Reseni:
T+ 3z r — 3z

sinx + sin 2x + sin 3x = 2sin 5 CoS 5 + sin 2%

= 2sin2x cosx + sin 2x = sin 2x(2cosx + 1).
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Zobecnéni tohoto prikladu popisuje nasledujici véta:

Véta 5.7 ([2]) Pro libovolné o € R, libovolné x € R, pro které plati x # 2k,
kde k € Z, an € N, plati
) ) . sin %nm o1
sinz +sin2x 4 ... +sinnx = —F—sin-(n + 1)z, (38)
sin & 2
sin %nx 1
cosx + cos2x + ...+ cosnx = —=— cos - (n + 1)z, (39)
sin & 2
" ] sin %nx . 1
Zsm(a—l—jx) = ———sin (a+§(n+1)x), (40)
‘= sin 5@
u . sin 1na 1
Zcos (a+jr) = ——— cos (a + 5(” + 1):5) (41)
‘= sin 5

Priklad 5.5 Ukazte, ze vysledek v piikladu 5.4 je ve shodé se vzorcem (38).

Reseni: Pron =3 dostavame z (38) vyraz

i3
sSin 2ZE

‘T
Sin D)

sin 2.

Ten by se mél rovnat vysledku z piikladu 5.4. M4 tedy platit

.3
sin 2z

sin2x(2cosx + 1) = —2— sin 2z, (42)
SIIIE

pricemz podle predpokladu véty 5.7 je x # 2kmw, k € R. Postupnymi tpravami
ukazeme, ze
sin 22

2cosz +1 = — Zx ,
Sln§

respektive
3
sin —x = Sinz(Zcosx + 1) :
2 2
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) ) < +x) . :v+ . T
SIN —r = SIn | * — )] = SINn X COS — S111 — COS T
2 2 2 2

= (2 sin z COoS f) CoS z + sin g<cos.2 r_ sin? f)
N 2 72 2 2 2 2

.z 0T 0T Lo T
:sm—<2cos — 4+ cos® — — sin —)
2 2 2 2

T T T T T T
= sin 5 <2 cos? 5~ sin? 5 sin® 5 + sin? 5 + cos? 5)

:sing(2<COSQg—sin2 g) + 1) = sing(2cosx—|—1).

P1i upravéch jsme pouzili vzorce (26), (27), (29) a (30).

5.2 Vyuziti v rovinné trigonometrii

Trigonometrie se zabyva poc¢etnim feSenim trojthelniku.

Véta 5.8 (Kosinova véta, [3]) Pro kazZdy trojuhelnik ABC s wnitinimi

uhly o, B, a stranami a, b, c plati
a’? =b* + 2 — 2bccos a,
b = a® + ¢* — 2accos f3, (43)

= b* 4 a® — 2abcos .

Dikaz: Budeme vychazet z obrazku 6, tedy dikaz provedeme pro ostrotihly
trojaihelnik. Oznac¢ime si Cy patu vysky v.. S vyuzitim Pythagorovy véty plati

|AC)|

cos o = = |ACy| = bcosa = |BCy| = ¢ — beos a,
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Obrézek 6: Ostrouhly trojuhelnik.

[CCol
b

sina = = |CCy| = bsina,

a® = |CCy|* + |BCy|* = (bsina)* + (c — beos a)?
= b?sina? + ¢ — 2bccos a + b? cos®
= b*(sina® + cos® a) + ¢* — 2bccos a

= b2+ ¢® — 2bccos .

Tim jsme dokézali prvni z rovnic:
a® = b* + ¢ — 2bccos a.
Druhé a tfeti rovnice se dokazuji analogicky:.

Priklad 5.6 Urcete nejvétsi uhel 6 v trojuhelniku ABC, ktery mé strany a, %a
a2a (a > 0).
Resent: Nejveétsi thel je proti nejvétsi strané, tedy proti 2a.
4 \2 4
(2a)* = a* + <§a> — 2a§a cos 0,

16 8 11
4:1+§—§cos9 = cos@z—ﬁ,
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11
0 — — — ) =117°17".
arccos < 24)

Véta 5.9 (Sinova véta, [3]) Pomér strany a sinu protilehlého ihlu je v da-

ném trojuhelniku konstantni:

a b c

(44)

sina  sinf  siny’

kde a, b, c jsou strany trojuhenika a uhly «, B, jsou vnitini uhly trojihelnika

privrcholech A, B, C'.

Dikaz: Vétu opét dokdzeme pro ostrouhly trojuhelnik ABC' (viz obréazek 6).

Plati, ze

sima ¥ a sima *  a simff % b
- — Z _ — R - = E = — R - = E = —.
sin - b sin y n c sin y 7 c
Odtud postupné dostavame
a b a c b c

N - . bl . - . bl . — . ]
sina  sinf’ sina  siny  sinf  siny
coz dohromady dava tvrzeni véty 5.9:

a b c

sina  sinf siny’

Priklad 5.7 Urcete thly v trojuhelniku ABC, je-li dan pomér strana :b=4:7
a plati g = 2a.
Reseni: 'V ditkazu véty 5.9 jsme odvodili vztah

sin « a

sinf b’
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Po dosazeni dostavame

sin «v _4 sin «v _4
sin2oc 7’ 2cosasina T’
Odtud
7 ot
cosoz:§, a = 28757,

B =2a=2-2857 = 5754/,
v = 180° — (o + B) = 180° — (28°57' + 57°54') = 93°09’.

Uhly v daném trojuhelniku jsou tedy

a =28°57 B =57°54" ~=93°09.

Poznamka 5.1 Sinus a kosins se v rovinné trigonometrii vyuzivaji i pro dalsi
vypocty, napiiklad se objevuji ve vzorci pro obsah trojihelniku ¢ pro polomér

kruznice opsané, vice v [3].

Poznamka 5.2 Sinu a kosinu se taktéz vyuziva v dalsich matematickych od-
vétvich, napriklad ve sférické trigonometrii, ale také v jinych oborech, naptiklad
ve statistice pro modelovani periodické slozky c¢asové fady nebo ve fyzice pro

vyjadieni hodnoty harmonického stiidavého proudu.
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6 Vztah sinu a kosinu s dal$imi goniometrickymi
funkcemi

Na zavér si pripomeneme dalsi klasické goniometrické funkce a jejich vztahy

k sinu a kosinu.

6.1 Funkce tangens

Definice 6.1 ([1]) Tangens thlu « je definovan jako

sin «

tga = a%g%—lm, ke R. (45)

cosa’

Poznamka 6.1 Vsimnéme si, ze z rovnic (7) a (8) vyvodime vztah
tga(m) = m. (46)

Z toho vyvozujeme, Ze a(m) je inverzni funkei k funkei tga, kterou oznaéme

arkustangens x. Podle ptikladu 1.1 vime, Ze plati vztah

1

o arctgr = el (47)
Priiklad 6.1 Ovéite platnost rovnice
o0 L a2
tgxr = —1 .
arctg x §< ) 1

Reseni: Nejprve spoc¢itame nékolik prvnich derivaci pro arctg z.

1
1+ 22

—2x
(T +a2)

(arctgz)” = < )/ = —1(1+2%)2z =
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wo o —2x ' —21+a2?)?+22(1+2P)dr —2(1 + 2?) + 82?
e (e () T arep
C2(322 1)
(14 a2
n (2622 =1)\"  12z(1+2?)® — 3(62% — 2)2z(1 + 2?)?
(arctg z)® = <m> = (1 + 220
| —24x(2* - 1)
BENTETO

(arctg 2)® — (242 1) (=722 + 24)(1 + 2?) — (247 — 242%)6
I €T = —
: T+ (T + a7
_ 24(3a" —8a® +1)
A+a2i
24(3z* — 822 + 1)/
6) _
(arctg 1’)( = ( (1+ 22)*
(28822 — 3847)(1 + a*) — 8a(72x! — 19222 + 24)
(1+22)°
_ —288x(z* — 5% 4 2)
B (14 22)5 ’

S vyuzitim Maclaurinovy fady (13) rovnost dokazeme:

tan 0)’ tan 0)"” tan 0)”
(arctan0) +(arc an () 2+(arc an () 3

arctan z = arctan 0 + T T 5 T a0
T B U 3+x5
1! 3! 5! 3 5
00 2k-+1
B (_1)k2€g 1
k=0 -

Dosazenim x = 1 ziskame tzv. Leibnizovu fadu pro 7 :
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6.2 Funkce kotangens

Definice 6.2 ([1]) Kotangens tihlu « je definovan jako

COS v

cotga = ——, a#kr, kekR (48)
sin o
Poznamka 6.2 7 definice vyplyva, Ze cotg o = tg%.
6.3 Funkce sekans a kosekans
Definice 6.3 ([1]) Funkce sekans a kosekans jsou definovany jako
1 1
seca = : csca = ——. (49)
cos a sin «

Poznamka 6.3 Sekans a kosekans dopliuji tradiéni seznam Sesti goniometric-

kych funkei.

37




Z.Avér

Cilem prace bylo nahlédnout na sinus a kosinus z jinych nez obvyklych thla
pohledu a dokézat, ze vSeobecné znamé vlastnosti téchto funkei plati. Nejprve
jsme mérenim thli na jednotkové kruznici potvrdili platnost hodnot, kterych
sinus a kosinus nabyvaji. Déle jsme vzorce pro jejich derivaci potvrdili nejen
vyuzitim jednotkové kruznice, ale i pomoci vlastnosti mocninnych fad. Priblizili
jsme si jejich vztahy s exponencidlni funkci a rozsitili nase védomosti o nahled
na sinus a kosinus v komplexni roviné pomoci Eulerova vzorce. Préace taktéz
poskytuje prehled nejznaméjsich vzorci, které obsahuji sinus a kosinus, a okrajové
jsme zminili dalsi goniometrické funkce a jejich vztahy se sinem a kosinem.

Tato préace mi pfinesla 8irsi pohled na dvé velice zndmé goniometrické funkce.
Provedla mé nejriznéjsi matematikou, od zékladni skoly po vysokou. Po ,,opraseni*
matematickych teorii, jako je naptiklad méreni thli, derivovani ¢i poc¢itani s moc-
ninnymi fadami a komplexnimi ¢&isly, jsem do problematiky slozitéjsich nahledu
na sinus a kosinus pronikla a véfim, ze tato préice je pfinosem nejen pro mé, ale

i pro lidi, ktef{ se o téchto funkcich chtéji dozvedét vice.
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