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Uvod

Statisticka analyza kompozi¢nich dat (kompozice, angl. compositions), pozo-
rovani nesoucich pouze relativni informaci a se simplexem jako vybérovym pro-
storem, je mlada rozvijejici se oblast statistiky. Pocet statistickych metod primo
aplikovatelnych na kompozice proto neni moc velky ve srovnani se standardnimi
mnohorozmérnymi daty, které nesou pouze absolutni informaci.

Na konci 80. let minulého stoleti objevil John Aitchison zptisob, jak transfor-
movat kompozice na standardni data pomoci tzv. logratio transformaci a nasledné
tak umoznit pouziti znamych statistickych technik.

V této praci tohoto faktu vyuzijeme a budeme se zabyvat testovanim hypotéz
o ,stfedni hodnoté“ nahodné kompozice prostfednictvim standardniho pristupu,
aplikovaného na jeji logratio transformaci. Pfitom budeme pfedpokladat norma-
litu kompozice na simplexu.

Za ucelem vse dobie ¢tenafi nastinit jsem tuto praci rozdélila do tii kapitol.

V tvodni kapitole se hloubéji sezndmime se standardni teorii jednovybéro-
vych testl o stfedni hodnoté nahodného vybéru z mnohorozmérného normalniho
rozdéleni. Zvlastni pozornost pfitom budeme vénovat vlastnostem Wishartova
rozdéleni. Pritom predpokladame, ze ¢tenai ma zakladni znalosti z oblasti mno-
horozmeérné statistické analyzy.

Ve druhé kapitole se jiz budeme vénovat samotnym kompozicim, jejich spe-
cifickym vlastnostem a také vySe zminénym logratio transformacim (o kterych
budeme hovofit v souvislosti s vyjadfenim dat ve zvolené bazi na simplexu),
normalité kompozic a jejich ¢iselnym charakteristikdm.

Tyto teoretické poznatky, uvedené v obou kapitolach, budeme nakonec de-

monstrovat na praktickych prikladech.



1 Testovani hypotéz o stfedni hodnoté p
normalné rozdéleného nahodného vektoru

V této tvodni kapitole budeme uvazovat predevsim vybér, ktery pochéazi z vi-
cerozmérného normaélniho rozdéleni. Vybérovy primeér je nejlepsi linedrni ne-
stranny odhad, angl. best linear unbiased estimator (BLUE), stfedni hodnoty p,
o niz nasledné vyslovime tsudek.

Pii testovani hypotéz o stfedni hodnoté uvazujeme dvé situace, bud je vari-
ancni matice znama nebo neznama.

Nejprve popiseme pripad, kdy variancni matici zname, coz je ovSem v praxi
situace spise méné casta. Tato teorie nam vsSak poslouzi jako zaklad, ktery po-
stupné nadstavime.

Testujeme-li hypotézu o stiedni hodnoté pri neznamé varian¢ni matici, tak
ji musime nejprve odhadhout. Pro odhad neznamé variancéni matice pouzijeme
vybérovou varian¢éni matici, vyjadfenou jako nasobek Wishartovy matice. Tato
matice ma Wishartovo rozdéleni, kterému budeme také v této praci vénovat po-
zornost. Samotnou hypotézu o stfedni hodnoté pfi neznamé varian¢ni matici pak

budeme testovat pomoci Hotellingovy statistiky, kterou si téz odvodime.

1.1 Vektor vybérovych prumeért jako BLUE pu
V této kapitole jsem pievazné Cerpala z literatury [15].

Definice 1.1. Necht xi,Xo, ..., X, je ndhodny vybér z néjakého p-rozmérného roz-

déelent. Vyberovou funkci
_ 1¢
X = E Zzl X;

nazveme vyberovym priumeérem.



Véta 1.1. (Reprodukéni vlastnost mnohorozmeérného normdlniho rozdélent)
Necht jsou ddny ndhodné vektory xi,Xa, ..., X,, které maji p-rozmérné nor-
malni rozdéleni s libovolngmi hodnotami parametri, tedy x; ~ Ny(p;, 3;),
kde E(x;) = p;, var(x;) = X;, i = 1,...,n. Ddle necht jsou dany konstanty

ai, Gz, ..., a, € R. Potom
n n n n
E a;x; ~ N, E a;E(x;), E E a;ajcov(x;, X;) | ,
i=1 i=1 i=1 j=1

kde cov(x;,x;) oznacuje kovariancéni matici vektori x; a X;.

Disledek 1.1. Pokud x;, i = 1, ...,n, jsou navic nezdvisle, pak

i a;x; ~ N, (i a;E(x;), i a?var(xﬂ) .
i=1 i=1 i=1

Dukaz: viz [15], str. 568, véta (VI). O

Véta 1.2. (Rozdéleni vybérového primeru)
Necht jsou dany nezdvislé nahodné vektory xi, Xa, ..., X, takové, Ze x; ~ N, (p, 2),

1 =1,...,n. Pak vybérovy prumér X md p-rozmérné normdlni rozdéleni s parame-

1

Dukaz: Nejprve dokazeme, Ze X ma p-rozmérné normalni rozdéleni.

1
Vyuzijeme vétu 1.1 a zvolime za a; = —, 1 = 1, ..., n, tj.
n

1
try pu a —33, 1.
n

n n

Z 1 Z _
a;X; = — X; = X,

- n <

=1 =1

pak X je normaln€ rozdéleny a jeho parametry dle disledku 1.1 jsou

% 1
E(X) = ZaiE(xi) = =g,
i=1

6



- 1 1
var(X) = Zaivar(xi) = ﬁnﬁ = EE.
i=1

0

Ve zbytku této podkapitoly budeme predpokladat, ze ndhodny vybeér x;, X, ..., x,
je z p-rozmérného normalniho rozdéleni s parametry p a 3. Poznamenejme
ovsem, ze uvedené vlastnosti by bylo mozné dokazat i bez tohoto predpokladu.

To plati zejména pro nasledujici vétu.
Véta 1.3. Vybérovy prumeér X je nestrannym odhadem stredni hodnoty .

Dukaz: Nestrannost vybérové funkce X ovérime nasledovné

n

E(X)=E <%ZXZ> = %Z E(x;) = %nu = /.
0J

Definice 1.2. Fisherova informacni matice pro q-rozmeérny parametr 6@ spojitého

rozdéleni s hustotou f(x,8) je definovana vztahem

J(0)*) = E <8lnfa(;<, 9)) <8lnfa(;(’ 9))Tl

Definice 1.3. Nestranny odhad t se nazyvad eficientnsi, jestlize
(t)=37(6)
var(t) = — .
n
Véta 1.4. Vybérovy primeérX je nejlepsim linedrnim nestranngm odhadem (BLUE)
parametru .

Dtikaz: Ve vété 1.3 jsme dokazali nestrannost odhadu p. Pfitom linearita X
je ziejma, zbyva tedy jesté dokéazat, Ze X je nejlepsSim (eficientnim) odhadem.
Tedy nejprve vypocitame Fisherovu informac¢ni matici pro parametr g s hus-

totou
o) = (2m) F 2 exp {050 ) .
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Za timto ucelem nejprve hustotu f(x, p) zlogaritmujeme, tj.

D 1 _ 1 -
In f(x,p) = —iln(27r) + 5111‘2 - i(x—u)TZ "(x — ).

V dalsim kroku vypocitame parcialni derivaci hustoty f(x, p) dle vektoru p takto

Oln f(x, p)

__1 —1 o _ 31 o
on 525 (x—p)=-E" (x—p).

Fisherova informad¢ni matice pro p s hustotou f(x, ;) ma tvar

J(p) =EE " x-p)x-p)'=] =27E[(x-p)(x- )57 =
=y lyyt=x1

Nyni ovéfime, Ze X je eficientnim odhadem p, tj.

1 1
J— _1 [ — f— .
n.l (n) = nE = var(X)

1.2 Test hypotézy o vektoru p pfi znamé matici X

V praxi se nejcastéji setkavame s ptipadem, ze matice ¥ je nezndma. Navzdory
tomu budeme nejprve uvazovat situaci, kdy matici 3 zname, napt. z néjakych
hlubsich tivah o podstaté experimentu. To nam nasledné poslouzi jako zaklad
pro urceni vlastnosti testu hypotézy o stiedni hodnoté pii neznamé varianc¢ni
matici 3.

V nésledujicim jsem Cerpala prevazné z literatury [3], [9] a [16].

Véta 1.5. Necht x ~ N,(p, %), kde X je reqularni (pozitivné definitni) matice.
Pak x"27'x ~ \2(0), kde & je parametr necentrality a § = p" S . Pro yu =0
je rozdéleni x* centrdlni.
Dtikaz: Budeme uvazovat skeletni rozklad matice 3 = AAT, kde matice
A je ¢tvercova tadu p. Z regularity 3 vyplyva, ze matice A je také regularni.
Mizeme psat, ze

XIS 'x =xT(AAT) x = (A 'x)TA 'x =yTy,

8



kde y = A !'x. Vektor y ma taktéz p-rozmérné normalni rozdéleni. Nezndme

vsak jeho parametry, proto je vypocitame,

E(y) = E(A™'x) = ATE(x) = A™'p,

var(y) = var(A7'x) = A var(x)(A™H)T = (ATH)(AAT(AHT =
= (A'A)(AA)T = L.

Pokud je varianéni matice ndhodného vektoruy = (Y1, Vs, ..., Y,)T jednotkova,
pak nadhodné veli¢iny Y;, j = 1,...,p, ze kterych se sklada nahodny vektor y,
maji jednorozmérné normalni rozdéleni s jednotkovym rozptylem a jsou navic
nezavislé. Podle definice x? rozdéleni ma y’y = Z?Zl Yj2 ~ x%(8), kde parametr
necentrality ¢ vypada nasledovné,

n

0= [EWV) =[EW] E@)]=n"A") A n=p"S"p

j=1

O

Necht je dan nédhodny vybér xq, X, ..., X, z p-rozmérného normélniho rozdé-

leni se stfedni hodnotu p a pozitivné definitni matici 3.
I 1
Dale, necht je dan vybérovy primér X = — in ~ N, <u, —2) .
n <= n
Odtud /n(X — ) ~ N,(0,X). Pokud ve vété 1.5 budeme pfedpokladat,
ze /n(X — p) ~ N,(0,3) namisto x ~ N,(u, X), tak dospé&jeme k tvrzeni
n(X—p)' SN X - p) ~ X
Testujeme nulovou hypotézu Hy : p = p, naproti alternativé Hy : p # p,.
Slozky vektoru g, stanovime na zakladé minulych zkuSenosti nebo predstavuji

nase cilové hodnoty. Pokud oba vektory rozepiseme do slozek dostaneme nasle-

dujici vyraz,

H1 Ho1 H1 Ho1

H2 Ho2 H2 Ho2
Hy : . = . ) Hy . 75 .

Hop Hop Hop Hop



Za predpokladu platnosti nulové hypotézy Hy méa tedy vybérova funkce

n(x — N())Tz_l(f — pg) ~ X;Z;-
Nulovou hypotézu H, zamitame ve prospéch alternativy H 4, pokud hodnota
testového kriteria n(X — py) "X H(X — pg) je vétsi nebo rovna (1 — a)-kvantilu
centralniho x? rozdéleni o p stupnich volnosti, tj. zamitneme Hy, jestlize alespoii

pro jedno j, j = 1,..., p, neplati rovnost p; = p;.

Doslo-li k zamitnuti Hy, lze zjistit, které slozky vektoru p toto zamitnuti
zpusobily. Provadi se to pomoci simultannich test, kde testujeme Hg Dl = Moj,
7 =1, ..., p. Protoze ovSem toto testovani nema v pripadé kompozic¢nich dat smysl,

nebudeme se jim nyni déale zabyvat.

1.3 Vznik a definice Wishartova rozdéleni

P1i tvorbé této kapitoly byly pouzity predevsim zdroje [9], [10] a [15].

Vznik Wishartova rozdéleni je zalozeny na myslence maticového zobecnéni
x? rozdéleni. Vyjdeme z toho, co jiz zndme. Mame-li ddno n nezévisljch ndhod-
nych veli¢in X1, .., X,,, které maji normované normalni rozdéleni X; ~ N(0, 1),
i=1,2,...,n, pak soudet jejich druhych mocnin ma (centralni) x? rozdéleni

o n stupnich volnosti,
n
> OXP~ N
i=1

Budeme-li uvazovat misto nahodnych veli¢in ndhodné vektory x;, : = 1,...,n,

které maji p-rozmérné normované normalni rozdéleni, tedy
x; ~ Np(0,L,),x2 ~ N,(0,L,),...,x, ~ N,(0,1,),

miizeme vyse uvedeny soucet Ctvercti zobecnit vytvorenim pozitivné semidefi-
nitni matice SP*?) = " x;x7. Jak si dle uvedeme, takto vytvorend matice
S mé& Wishartovo rozdéleni a toto rozdéleni je pravé onim mnohorozmérnym zo-

becnénim x? rozdéleni.

10



Ukéazeme si také, ze definice Wishartova rozdéleni a jeho vlastnosti nejsou
odvozeny z hustoty tohoto rozdéleni.
Pfedpoklddejme nyni, Ze je dana datova matice X(*P) = (Xij)ii’_ys kde pr-

vek X;; pfestavuje hodnotu j-té proménné pozorované u i-tého objektu,

X11 le X?
X (nxp) — oo = :

T
an e an X,

Nechf nahodné vektory x; ~ N,(pq, X), ..., x,, ~ N,(p,,, ) a jsou nezavislé.
Déle, necht je ddna matice M™*P) tvofend stfednimi hodnotami nahodngch vek-
tori x;, 1 =1,...,n,
;.
= |
e,

a P*P) je varian¢ni matice.

Definice 1.4. Sdruzené rozdéleni proki matice SP?) = XTX =" xxI na-
zveme p-rozmernym Wishartovym rozdélenim o n stupnich volnosti a s parametry

3, M. Znacime S ~ W,(n, 3, M).

Vyse uvedena matice S mé nasledujici tvar,

xI'xy ... xIx,
S = (si5) =
xI'xy ..o xPx,

Poznamka 1.1. Wishartovo rozdélent je necentralni rozdéleni pro M # 0 (znacime

Wy,(n,3, M)) a centrdlni pro M = 0 (znacime W,(n,X)).

1.4 Vlastnosti Wishartova rozdéleni

V néasledujicim se budeme podrobné vénovat vlastnostem Wishartova roz-
déleni, které nasledné vyuzijeme pii odvozeni Hotellingovy testovaci statistiky.
P1i tvorbé této kapitoly jsem vyuzila zejména [4], [9], [10] a [15].

11



Véta 1.6. (O souvislosti x* a Wishartova rozdélent)
Necht' S ~ W,(n, 3, M) a ddle necht je ddn vektor konstant k1) £ 0. Pak

kTSk
kT¥k

~ X (9), (1)

kT MT Mk

kd t trality 0 =
e parametr necentrality Tk

Dutikaz: Uvazujeme matici S = X'X = Y7  x;x!, kde vektory x; ~ N,(p;, 2),

i=1,...,n, jsou nezavislé. Tuto matici S dosadime do (1), tj.
kK7Sk k'Y xxTk </ K'x \' &
Kk ZkZTgk =2 <1/7T ) =2 U
i=1 k! ¥k i=1
k'x;
kde Uy = —~_ =1, .n

Vime, ze ndhodné veli¢iny U; jsou nezavislé a normalné rozdélené (vyplyva to z ne-
zavislosti a rozdéleni ndhodnych vektort x;, i = 1,...,n).
Odvodime jejich stfedni hodnotu a rozptyl. Pro stfedni hodnotu nadhodné

veli¢iny U; dostaneme

kTx; ) _K'E(x)  k'p,

B(U) =E <\/kT2k " VKsk  VKTsk

a pro rozptyl

1(U3) = var k'x; \  k'var(x;))k  k'Zk 1
W EY Vesk) T Wisk Ksk

k' p,
MﬁiemetedypsétUi~N1< 1),i=1,...,n.
VkTYk

Jelikoz nahodné veli¢iny U; jsou nezavislé a normalné rozdélené, mizeme vy-
uzit znalosti o x? rozdéleni. Pak totiz sou¢et druhych mocnin ndhodnych velic¢in

U; m4 pravé x? rozdéleni, tj.

zn: U? ~x*(9),
=1

12



kde parametr necentrality ¢ se spocita nasledovneé,

T {00 gl N

i=1 i=1

]

k’Yk k7Y k - kTXk

_ zn: (k"p)? _ K'Y pipk _ k" M" Mk

1=

0

Lemma 1.1. Nechf je ddn ndhodny vektor x = (X1, ..., X,,)T, kde X; ~ Ni(u, 1),
i = 1,...,n, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Pak kvadratickd forma x' Ax md
X2 rozdéleni prdavé tehdy, kdyz matice A je symetrickd a idempotentni (tj. A = A?).
Pocet stupriti volnosti pro rozdéleni formy x" Ax je roven hodnosti matice A,

a tudiZ stope matice A.
Dukaz: viz [15], str. 219, véta (II). O

Véta 1.7. Necht jsou ddny nezdvislé nahodné vektory x; ~ N, (p;, 2),

it =1,...,n. Ddle necht matice A je ctvercovd rdadu p, symetrickd a idempotentni.
Pak ndhodnd matice XTAX ~ W,(r, X, M) prdvé tehdy, kdyZ pro p-rozmérny
diselny vektor k@Y = 0 md ndhodnd matice

kTXTAXk
Tome v

kTXTAXKk .

Symbol v oznacuje hodnost matice A a rozdéleni XTAX a Ty Jsou bud

centralni nebo necentralni.

Dtikaz:  Pripad, kdy z predpokladu véty vyplyva tvrzeni, jsme dokazali jiz
ve vété 1.6, volime-li S = X7 AX. Nyni dokéZeme obracenou implikaci, pfi¢emz
vyuzijeme vysSe uvedeného lemmatu 1.1.

Provedeme spektralni rozklad matice A" = VTAV, kde V je ortogonalni
matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A, a A je diagonalni matice,

pficemz diagondlni prvky A;, j = 1,...,n, této matice jsou vlastni ¢isla matice A.

13



Matice A je idempotentni, proto mizeme psat
A=VTAV = A= VAVIVAVT (2)
Matice V je ortogonalni, plati tedy, Ze VV? =T a vztah (2) vypada nasledovné,
A=VTAV = A>=VA*V".
Z idempotence matice A dale vyplyva, ze diagonalni matice A je také idempo-
tentni. Proto pro diagondlni prvky A musi platit A\; = )\? pro vsechna j =1,....n.

Pro splnéni této rovnosti je nutno volit A; bud 0 nebo 1. Potom miizeme matici

A prepsat do tvaru

r T
A= Z vivIA = Zvjv;fp = BB’ (3)
j=1 7=1
kde B™") = (vy,...,v,) a v, jsou ortonormalni vlastni vektory. Hodnost matice

A je r, coz znac¢i pocet jednicek na diagonale matice A.

Vyuzitim vztahu (3) piepiseme kvadratickou formu X7AX do tvaru

J J

T T
X'AX = X'vivIX =Y wul =UU",
j=1 j=1

kde UP*") = (uy,...,u,) au;=XTv;, j=1,...,7
Dale ukaZeme, Ze kdyZ vektory v; jsou ortonormalni, pak vektory u;,
7 =1,...,7r, maji p-rozmérné normalni rozdéleni a jsou nezavislé. Pozadavek

p-rozmérného norméalniho rozdéleni vektort u; je splnén, jelikoz pii linearni kom-

binaci vektort x;, i = 1,...,n, se zachovava normalita (véta 1.1). Abychom do-
kazali, ze vektory u;, j =1,...,r, jsou nezavislé, staci ukazat, ze cov(u;,u;) = 0.

Pro tento Ucel oznacime
n
_ 7T _ E
u]' =X Vj = XZ'U]'Z‘,
i=1

kde vj; je i-ty prvek vektoru v;. Kovarianéni matice cov(u;,uy) tedy vypada

nasledovné,

n n n
cov(u;, u;) = cov ( E XVji, E Xﬂ)m) = E var(X;) v Vg = Zvjvg =0.
i—1 i=1 i=1

14



Dokazali jsme, Ze u; jsou nezavislé nahodné vektory, které maji p-roz-
mérné normalni rozdéleni. Potom z definice 1.4 plyne, ze kvadraticka forma
XTAX =377 ujuj mi Wishartovo rozdéleni. Mizeme to psét ve tvaru

XTAX ~ Wy(n, X, N), kde N je parametr necentrality vyjadieny vztahem
N =E(U) =E(X"B) =E(X")B = M'B.

Aby bylo Wishartovo rozdéleni centralni, tedy IN = 0, museli bychom ukéazat,
kX" AXk

7e matice ————— ma centralni y? rozdéleni s parametrem necentrality 6 = 0.

k7¥k
Pozadujeme, aby

(kTXTAXk

—k"MTAMK = k .
oo ) 0, Yk #0

Rovnost nastane, jestlize polozime M*AM = 0. Vyuzitim vztahu (3) miiZzeme
psat
AM =0&BB"M =0B"M = N" =0.

OJ

Dusledek 1.2. Wishartovo rozdélent je centrdlni prave tehdy, kdyz N = 0, .
M"B = 0.

Véta 1.8. Necht je ddno n nezdvislych ndhodnyjch vektori x;, ¢ = 1,...,n,

takovych, Ze x1 ~ Np(py, 2),Xo ~ Ny(pe, 2), ..., X, ~ Ny, 2).

(i) Pak kvadratické formy XT A1 X a XT AyX jsou nezdvislé a maji Wishartovo
rozdélent tehdy a jen tehdy, kdyZ pro libovolny ciselny vektor k®* jsou
nahodné veliciny kT XT A1 Xk a kT XT Ay, Xk nezdvislé a maji x* rozdélent.

(ii) Ndhodnd matice XT AX s Wishartovym rozdélenim a ndhodnyj vektor X'b
s p-rozmérnym normdlnim rozdélenim jsou nezavislé tehdy a jen tehdy, kdyz
pro kazdy ciselny vektor k®*Y md ndhodnd velicina kT XT AXk y? rozdélent
a ndhodnd velicina kT X™b jednorozmérné normdlni rozdéleni a jsou navic
nezavislé.
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Dukaz:

(i) Dikaz prvni implikace se provadi obdobné jako ve vété 1.7. Pfi transfor-
maci kvadratickych forem XTA;X a X7”A,X pfenasobenim vektorem k

se neporusi nezavislost ndhodnych velicin kY X7 A; Xk a k" X7 A,Xk.

Nyni dokédZeme obracenou implikaci.

Podobneé jako ve vété 1.7 vyjdeme z lemmatu 1.1. Nyni ovSsem budeme pted-
pokladat, Ze postacujici podminkou pro to, aby kvadratické formy x” A x

ax’ Asx, kde x = Xk, mély y? rozdéleni, je idempotentnost matic A; a A,.

Provedeme skeletni rozklad matic A; a A, nasledovné,

A, =PP"=> pp],
j=1

A2 =QQ" =) q;q],
j=1

kde pj, 7=1,...,7,aq;, j=1,...,s, jsou ortonormalni vlastni vektory.
Matice A; a A, maji takto ziejmé hodnosti h(A;) = r a h(Ay) = s.

Déle vyuzijeme tvrzeni, podle kterého jsou kvadratické formy x” A;x a x” Ayx

nezavislé pravé tehdy, kdyz A; Ay = 0 ([15], str. 221, véta (V)).

V nagem piipadé A; A, = PPTQQ” = 0 pravé tehdy, kdyz PTQ = 0 a zna-
mend to, ze vektory p; a qi jsou ortonormélni pro Vj, k. Pak pro X7 A; X

a XTA,X dostaneme

XTA X = Z Xijp;pr = Z ujujT =U’U,
j=1

j=1
XTAQX — ZXquqJTX = Zvjva = VTV,
j=1 j=1

kde U?) = PTX = (uy,...,u,)" a V&P = QTX = (vy,...,v,)T.

16



Vime, Ze pfi linedrni kombinaci se zachovava normalita a ve vété 1.7 jsme
dokazali, Ze to plati i pro zachovani nezavislosti. Vektory u; a v; pak maji
p-rozmérné normalni rozdéleni a uy, ..., u,, resp. vy, ..., vy a jsou nezavislé.
7 definice 1.4 je zfejmé, Ze kvadratické formy X7A;X = UTU

a XTA,X = VTV maji Wishartovo rozdéleni, a to jsme chtéli dokazat.

Déle dokézeme, Ze kvadratické formy X7A; X = UTU a XTA,X = VIV

jsou nezavislé. Proto vypocitame

n n n

cov(uy, vy) = cov <Z XiDjis Z&‘%i) = Zvar(xi)pinki = ¥p;qi = 0.
i=1 i=1 i=1

Dokéazali jsme nekorelovanost a normalitu vektort u; a vy, tj. nezavislost

u; a vy, a tim i nezdvislost kvadratickych forem X7 A;X a X7 A,X.

(ii) Dukaz se provadi obdobné jako u (i).

Poznamka 1.2. Veétu 1.8 muzZeme zformulovat i ndsledovné.

Bez ohledu na to, zda kvadratické formy XTA1X a XTAyX maji nebo nemagi
Wishartovo rozdélent, jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyZ A1As = 0. Také funkce
XTAX a XTb bez ohledu na jejich rozdéleni jsou nezdvislé prave tehdy, kdyZ
b"A = 0.

Dusledek 1.3. Necht je dan ndhodny vybér x; ~ N,(p, %), i = 1,...,n. Pak vy-
1

bérovy pramér X ~ N, (u, —Z), Wishartova matice W ~ W,(n—1, %) a navic
n

X a W jsou nezavisle.

Diikaz: Ve vété 1.2 o rozdéleni vybérového primeéru jsme dokazali, ze

1 — 1 1
* n;X n p(” n )
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Wishartova matice W je definovana nasledovné,

W = Z(xi —X)(x;, - %) =

1 1
= X'X —nxx’ =nX'X —n-X"1,11X~ =
n n

1 1
= XX - =X71,17X = X* <In — —1n1§) X
n n
= XTHX,

kde H je symetrickd idempotentni matice s hodnosti h(H) = n — 1. Tim jsou
splnény predpoklady Wishartova rozdéleni, tj. W ~ W,(n — 1, ).

Musime jesté dokazat, ze se jedna o centralni Wishartovo rozdéleni, kde M = 0.
K dokéazani centrality vyuzijeme dusledek 1.2 a ukédzeme, ze HM = 0, kde

ul

M = = 1nﬂ'T7

ul

1 1 1
HM = (In — —1n1§) Lp' =1,p" —=1,171,0" =1, —n—-1,u" = 0.
n n n

Na zavér dokazeme, 7ze X a W jsou nezavislé. Pokud vybérovy primeér for-
1

mulujeme X = Xk, kde k™1 = Z1,, a Wishartovu matici W = X"HX, pak
n

podle poznamky 1.2 staci overit, ze Hk = 0, tj.

1 1 1 1 1 1
Hk=(I,--1,17)~-1,=-1,-—=1,171,=-1, — =nl, =0
n n n n? n 2
O
Véta 1.9. (Reprodukéni vlastnost)
Jestlize nahodné matice S;, © = 1,...,r, jsou nezavislé a magi p-rozmerné Wishar-

tovo rozdeélent, tj. S; ~ W,(n;, X), pak také

=1 =1

18



Dukaz: Na zakladé Wishartova rozdéleni matice S;, i = 1,...,r, muzeme S;

zapsat ve tvaru
ni+-+n;

§ : T
Sz’ = XX -

k=ni+--+n;_1+1

Z nezavislosti nahodnych matic S;, ¢ = 1,...,r, plyne nezavislost xy,
k=1,...,> . n;. Navic x; ~ N,(0,%), k=1,...,> " n,.
Protoze Y 7, Si=> i M xxt ma ) Si~ W, n, 2).

Véta 1.10. (Kvadratickd transformace)
Necht je ddna ndéhodnd matice S ~ W,(n, X) a matice A**P). Pak md kvadratickd

forma

ASA" ~ W, (n,AXAT).

Dukaz: Nahodna matice S = Y7 | x;x] sestava z nezavislych p-rozmérnych

i
normalné rozdélenych nahodnych vektort x;, ¢ = 1,...,n, s nulovou stredni
hodnotou a varian¢ni matici X, tj. x; ~ N,(0,X).

Kvadratickou formu ASA” vyjadiime pomoci jejich prvki,
ASAT = Axx[AT =) uu],
i=1 i=1

kde jsme dosadili za Ax; = u;, 1 = 1,...,n. Je zfejmé, Ze u; jsou nezavislé a maji

k-rozmérné normalni rozdeéleni, tj.
u; ~ Ny (0,AZAT)  i=1,...,n
Pak analogicky z definice 1.4 bude mit

ASA" ~ W, (n,AXAT).
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Véta 1.11. (O rezidudlnim souctu ctverci)
Necht y ~ N,(XB,0%1,), kde X"*P) je matice konstant (regresori) a B
je vektor regresnich parametri. Potom ndhodnd velicina predstavujici rezidudlni

soucet ctvercu, kterou znacime
Ry = ngn(y - XB)"(y = XB) ~ o*X,,

kde r je hodnost matice X.
Dukaz: viz [15], str. 223, véta (I). O

Poznamka 1.3. V ndsledujicich vétdch budeme wvazovat ndhodny vektor x®*1)
slozeny ze dvou podvektori 1x"V a oxV | kde p =1 + s.

Vektor strednich hodnot pP*V je pak tvoreny dvéma podvektory ; ™V a opu*1).

Bloky, které tvoii rozklad variancni matice S®*P), oznacime X\ 5% sloxr),

s
Ndhodnou matici S zapiseme ve tvaru S = (Srm)%jzl, kde S,,, r,m = 1,2, jsou
jeji bloky.

Lemma 1.2. (O podminéném rozdélent)

Necht je ddn ndhodny vektor x, ktery md p-rozmérné regquldrni normdlni rozdé-

lent, tj. x ~ N,(w,X). Pak podminéné rozdéleni 1x pii pevném oX je
1X)ox ~ N (10 + 12355 (ox —2 ), Bi1 — 12355 Boy).
Dukaz: viz [4], str. 62, véta 4.12. O

Véta 1.12. Necht je dana ndhodnd matice S ~ Wy,(n,X) a k ni inverzni matice

S~ = (8™ .. Ddle necht k dané pozitivné definitni variancéni matici
— p ; o g -1 _ ( rm\P
3 = (Orm)pm=1 emistuje inverze X" = (o™™); _, an>p—1.

pp

(i) Pak plati, Ze % ~ Xo_ 1 @ mezdvisi na (S )i

rm=1"

(i1) Pro libovolny pevny vektor a plati

al’¥'a
alS-1a ~ Xn—p+1- (4)
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Dukaz:

(i) Budeme predpokladat, Ze je ddna ndhodnd matice S =Y ' x;x! = X'X,

kde x; ~ N,(0,X), ¢ =1, ...,n, jsou nezavislé.

Vezmeme i-ty fadek datové matice X,
_ T
X; = (XilaXiQa "~7Xip)

a oznacme

X; = (Xit, Xig, ., Xip1)', i =1,...,n.

Podminéné rozdéleni nahodné veliciny X, pfi pevnych hodnotach nédhod-

nych veli¢in X, X9, ..., Xip—1 je podle lemmatu 1.2

p—1
1
Xip| X1, X ooy Xip-1 ~ N1 (Zﬁinja E) .
7j=1

Z véty 1.11 o rezidudlnim souctu ¢tvercli vime, ze ndhodna veli¢ina

n
2 : 2
R§ = min E (Xip — 1 Xin — - = Bp 1 Xip1)
B =
, L déleni, které j dminé kt 1 :
ma %Xn—p—i—l rozdeéleni, ktere je podminéno vektory x7j, ..., X7 .

Vime ovSem, Ze toto podminéné rozdéleni nezavisi na podmince, t;j.
. , R « . ’ 2 s 12 n p—1
jedné se o nepodminéné rozdéleni. Navic 15 je nezdvislé na (Xi;)il,,5—; .

’ v <. -1 ™~ v
Z podminky X7, ..., X} vytvoiime matici (S,,)h,,—, a dokdzeme, Ze

1
R2 S Datovou matici X "*P) rozdélime na bloky A (> ®~1) — (Xij)?zl,ﬁ?j

a bl = (X, ..., X,,,)7, tj.

X = (Alb).

Rezidudlni soucet ¢tvercil pfi regresi b na A, kde |[ATA| # 0, je mozné

zapsat jako podil

ATA A"b

b’A b’b
21
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Pritom

ATA ATb
Iy —
S_XX_< b” A bTb>’

S| = |[ATA||b"b — bTA(ATA) 'ATD|.

S 1
Pak dle [4], str. 319, véta A.19 obdrzime R2 = |A‘TL| = o coz jsme chtéli

dokézat. Poznamenejme pritom, Ze analogicky je mozno obdrzet obecnéji

ol
ﬁ? J= 17 cey P

(i) Budeme uvazovat kvadratickou formu ASAT.

Nami zvoleny vektor a # 0 je prvnim Fadkem ortogonélni matice A®*P).

Vyuzitim véty 1.10 o kvadratické transformaci mizeme psat
ASAT ~ W,(n, AZAT).
Prvni diagonalni prvek kvadratickych forem
(ASAT) ' = AS'AT jea’S a,
(ATAT) " = ASAT jea’S a,

's~la

Vychéazime z tvrzeni (i) a dostavame TSTa " Xn-pii-

Véta 1.13. (Margindlni rozdéleni)
Necht je ddana ndhodnd matice S ~ W,(n,X). Pak

Si1 ~ Wr(n, 211)-

Dukaz: Nejprve vezmeme ndhodné vektory, z nichz se sklada ndhodnéa matice
S=>" xx!, kdex; ~ N,(0,%), i = 1,...,n, jsou nezavislé. Rozlozime vektory

x; na slozky,



Pak 1x; ~ N,(0,311), i = 1,...,n, jsou také nezavislé a

n

Si1 = Z 1X 1XZT ~ Wr(n, 211)-

i=1

O

Poznamka 1.4. Nakonec se téZ zminime o hustoté a charakteristické funkci

Wishartova rozdélent.

(1) Hustota Wishartova rozdélent S ~ W,(n,X), X pozitivné definitni, je ddna

vztahem
1

S| o exp{ Lir(sTh)}
(

f(8) =

np pP !

227 |2\ L T

kde tr(SX™') znaci stopu matice SE .

(11) Charakteristickd funkce Wishartova rozdéleni (i pro singuldrni ¥) je ddna

vztahem

s(T) = Eexp {i, tr(ST)} = |I, — 2TE| "2,

kde T®W*P) je symetrickd matice.

1.5 Definice Hotellingovy statistiky

Hotellingova statistika predstavuje klicovy pojem pii testovani hypotézy o stred-
ni hodnoté pii vybérech z N, (p, ). Odvozenim jejiho rozdéleni téz vrcholi tvahy,
provedené v predchozi kapitole.

P1i tvorbé této kapitoly jsem pouzila [9], [10] a [15].

Definice 1.5. Necht je ddna ndhodnd matice S ~ W,(n,X) a na S nezdvisly

1
p-slozkovy vektor z s rozdélenim N, (V, —E) . Potom
c

rg-1,
_ nz' S~
T? = nez'S 'z = 7CZTZ Z
7'y 1z

se nazyjvd Hottelingova T? statistika.
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Véta 1.14. Necht n > p — 1. Potom

n—p+177?
F= TW ~ Fpnp11(9), (5)

kde 6 = cvTE v je parametr necentrality.

Diikaz: Vime, ze Fisherovo rozdéleni je definovano jako podil dvou nezavislych

nahodnych veli¢in, které maji x? rozdéleni. Vztah (5) piepiseme do tvaru

:n—p+1zTS_1z T

F cz' 2z,
P VAR

Ve vété 1.12 jsme dokazali, Ze podil dany vztahem (4) mé& x? rozdéleni
o n — p + 1 stupnich volnosti, které je nezavislé na z. Z toho vyplyva, zZe i tento
podil dany vztahem (4) je nezavisly na z.

Také cz' ¥ 'z ~ Xf,(c?), § = cvTS7'w; 7 toho je tedy ziejmé, ze F ~ F,,, 11
necentralni s parametrem necentrality § = cv” X lw.

O

1.6 Test hypotézy o vektoru p pii neznamé matici X

V této kapitole jsem cerpala zejména z [3], [9], [10] a [16].
Necht x; = (Xﬂ,...,Xip)T, i = 1,...,n, je ndhodny vybér z p-rozmérného
normalniho rozdéleni, kde nezname ani stfedni hodnotu g ani pozitivné definitni

varian¢ni matici 3.
1
Déle necht je dan vybérovy primér X ~ N, (u, —Z) a Wishartova matice
n

W ~ W,(n —1,3), které, jak jsme dokazali v disledku 1.3, jsou nezavislé.
Ovétujeme nulovou hypotézu Hy : pu = p, proti alternative Hy @ p # g
pomoci Hotellingovy statistiky

T% = (n = 1n(X — pe) WX — po), (6)

kde ﬁW predstavuje vybérovou varianéni matici.
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Podle véty 1.12 je nulova hypotéza H, spravna, kdyz testovaci statistika

n—p T2*
p n—1

~ Fpm—p- (7)

2%

n —
V neprospéch H, svédéi hodnoty statistiky nop ]
p n-

vétsi nez (1 — a)-kvantil

F, ,—p, rozdéleni pii testu na hladiné .
Nulovou hypotézu mutzeme také testovat ve tvaru H, : Cu = Cp, proti
Hy, : Cu # Cpuy, kde Cl@*P) je matice konstant s hodnosti h(C) = ¢, (¢ < p).

Hotellingova statistika po transformaci dostane tvar
T2 =n(n —1)(CX — Cpuy)" (CWCT)"HCx — Cpy).

n—gq TE
Plati-li nulova hypotéza, pak testovaci statistika ¢ ¢

~ F n—q. Nulovou
n o n-—
hypotézu zamitame, prekroci-li hodnota testovaci statistiky kvantil F},,_;.1_q.

Pokud bychom chtéli testovat jen prvnich ¢ slozek vektoru p, volime matici

C ve tvaru
1 0---0---0
c-| " bt
0O 0---1---0
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2 Kompozi¢ni data

V této kapitole se budeme vénovat kompozi¢nim datim jako specifickému
druhu mnohorozmeérnych pozorovani, s kvantifikované vyjadfenymi relativnimi
prispévky c¢asti na celku.

Popiseme vybérovy prostor, na kterém jsou tato data definovana, tj. simplex,
spolecné se specialni geometrii, ktera je kompozi¢nim datim prirozena.

Abychom mohli kompozice statisticky analyzovat jako standardni mnohoroz-
mérna data je zapotiebi tyto nejprve transformovat prostiednictvim tzv. logratio
transformaci (log-ratio = logaritmus podilu). Budeme uvazovat predevsim izome-
trickou logratio (ilr) transformaci, ktera umozni kompozice vyjadiit v ortonormél-
nim souradnicovém systému. Diilezité pfitom je, ze uvedené logratio transformace
jsou bijekee, je tedy vzdy mozné aplikovat zpétnou (inverzni) transformaci, jejimz
vysledkem je ptivodni kompozice.

Néasledné se jiz budeme vénovat samotnym aspektim testovani hypotéz o cen-
tru distribuce ndhodné kompozice. V tomto ohledu se zminime o BLUE centra
distribuce, zavedeni normality na simplexu i invariantnosti testovacich statistik

na volbu ortonormalnich soufadnic na simplexu.

2.1 Definice a vybérovy prostor

Pfi psani této kapitoly jsem Cerpala z [1] a [13].

Prvni uceleny pohled na statistickou analyzu kompozi¢nich dat zvetejnil v 80.
letech minulého stoleti John Aitchison v knize [1]. Do té doby byly pokusy o jejich
statistické zpracovani charakterizovany predevsim paradoxnimi vysledky s disku-

tabilnl moznosti relativnich zavérn.

Definice 2.1. Sloupcovy vektor x = (x1,...,xp)T se nazjvd D-slozkovd kompo-
zice, jestlize vsechny jeho slozky jsou kladnd cisla nesouci pouze relativni infor-

macs.

Takzvana uzaviena forma kompozi¢nich dat, kde soucet slozek kompozice je

roven predepsané konstanté k, je charakteristickou reprezentaci kompozic¢nich dat.
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Konstantu & nejc¢astéji volime 1 (slozky kompozice vyjadiuji proporcionalni ¢asti
na celku) nebo 100 (procentudlni podily na celku). Z definice 2.1 je pfitom zfejmé,
ze konstantu je mozné zvolit bez ztraty informace, obsazené pouze v podilech mezi
slozkami kompozice.

Kompozi¢ni data jsou tudiz obvykle predstavovana tzv. uzavérem:

Definice 2.2. Uzdvér kompozice x = (x1,2s,...,xp)" € RY je vektor

T
k k k
C(x) = ( Dxl , sz - DxD ) .
Zi:l 1) Zi:1 Z; Zi:l Z;

Nésledné jiz mizeme pfikrocit k definici vybérového prostoru (reprezentaci)

kompozic¢nich dat:

Definice 2.3. Vyberovy prostor kompozicnich dat se nazyvd simplex a je defino-

van vztahem
D
SD = {X: (%1,I2,...,$D)T|I‘i > O,Z = 1,2,,D,ZSL’Z = ]{Z} .

Simplex tak vlastné predstavuje (D —1)-dimenzionédlni podprostor D-rozmérného
realného prostoru.

T miizeme vytvorit podkompozici

Z D-slozkové kompozice x = (x1,Z2,...,Zp)
Xs = (Tiy, Tiy, - - -, 13,) T, kde indexy iy, s, ..., 7 vyjadiuji, které slozky z ptivodni

kompozice jsou vybrany.

2.2 Aitchisonova geometrie na simplexu

V této kapitole bylo pouzito zdroju [1], [2], [6], [11], [13] a [14].
Nejprve budeme definovat operace vhodné pro praci s kompozi¢nimi daty
primo na simplexu. Euklidovska geometrie, ktera je zakladem vétsiny mnohoroz-

mérnych statistickych metod, se totiz pro kompozi¢ni data ukazala jako zcela

nevhodna [1], [2], [7] a [8].
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Operace perturbace kompozic na simplexu je analogickd operaci s¢itani vek-
torti v realném prostoru. Mocninné transformace kompozice redlnym ¢islem je pak

obdobou operace nasobeni vektoru skalarem.

Definice 2.4. Perturbace kompozice x € SP kompoziciy € SP je kompozice

x @y =C(x1y1, T2y2, ..., nyD)T

Definice 2.5. Mocninnd transformace kompozice x € SP redlnym cislem o € R
je kompozice
a®Ox=C (8,25, .. 29)".
Je patrné, ze tyto zakladni operace na simplexu jsou definovany pomoci uza-
véru kompozice. Ten je chapan jako projekce vektoru s kladnymi slozkami na sim-

plex.

Simplex spolu s operacemi na ném zavedenymi, perturbaci a mocninnou trans-
formaci, tvoti linearni prostor, ktery oznac¢ime (SP, @, ®). Znamend to, Ze libo-

volné kompozice x,y,z € S” vzhledem k perturbaci spliiuji tyto podminky:
(i) komutativita, tj. x Dy =y @ x;
(ii) asociativita, tj. (x Dy) Dz=x@ (y ® 2);
(ili) neutralnim prvkem perturbace je kompozice n = C(1,1,...1)T = (&, &, ..., %)T;

(iv) inverznim prvkem perturbace je neutralni prvek, tj. x @ x ! =n , kde
x 1 =C(zyt oyt . aph)T.

Pak zapisujeme x 0y =x® (1) 0y)=xdy

Dale uvedeme vlastnosti, kterym vyhovuje operace mocninna transformace

pro libovolné kompozice x,y € SP a konstanty o, 3 € R:

(i) asociativita, tj. « ® (8 © x) = (af) O x;
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(i) distributivita, tj.

a®xDY)=(ao0x)d(@0y),
(a+B)ox=(a0x)® (8O x);

(iii) neutralni prvek: 1 ® x = x; neutralni prvek je jediny.

Nyni se zminime o divodech, které vedou k nezahrnuti nulovych slozek do de-
finice kompozice.

Pokud se pritom jedna o tplnou absenci slozek v pozorovani, hovotime o tzv.
strukturnich nulach. Tyto se nejcastéji vyskytuji ptfi vybérovych Setienich; je
ziejmé, Ze napr. vybrané osoby - nekufaci budou mit pii zjistovani struktury
vydaji doméacnosti na jednotlivé komodity nulové vydaje za cigarety.

Na druhé strané, jestlize nulova hodnota ukazuje na pritomnost komponenty,
kterd je ovSem zastoupena jen v malém, nedetekovatelném mnozstvi (napf. urcity
chemicky prvek ve slouceniné), hovoti se o tzv. zaokruhlené nule.

Poznamenejme téz, Ze kdybychom zahrnuli nulovou slozku do kompozice,
pak nebude splnéna vlastnost existence inverzniho prvku pro kazdé x € SP,

a tim porusime vektorovou strukturu na simplexu.

V nésledujicim ukazeme, Ze lze na simplexu dokonce zavést readlny normovany
linedrni prostor se skalarnim souc¢inem. Tento prostor je navic aplny v metrice in-
dukované skalarnim soucinem, je tedy Hilbertovym prostorem, ktery se souhrnné
nazyva Aitchisonova geometrie.

Zacnéme definici skalarniho soucinu kompozic.

Definice 2.6. (Aitchisoniv skaldrni soucin)

Skaldrni soucin kompozic X,y € SP je definovany vztahem

D D D
1 Liy Y Z; Yi

(xX,¥), = == In—In==> In In ,
2D z; ; Ty z; 9(x)  g(y)

o=

, resp. g(y) = Hfil (y,)% je geometricky prumér sloZek

kde g(x) = [[; (2:)

kompozice X, respy.
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Definovanim skalarniho souc¢inu na linearnim prostoru ziskdme linearni pro-

stor se skalarnim soucinem.

Definice 2.7. (Aichisonova norma)

Normu kompozice x € 8P zavddime jako

1 D D 2 2
Il =\ 55 3 (%) = /o,

i=1 j=1
Definici normy kompozice obdrzime normovany linearni prostor se skalarnim
soucinem; povsimnéme si piitom jeji souvislosti se skalarnim soucinem.

Definice 2.8. Rekneme, Ze linedrni prostor se skaldrnim soucinem je Hilbertuv

prostor, je-li uplny normovany prostor v normé ||x|| = \/(x, X).

Definice 2.9. (Aitchisonova vzddlenost, Aitchisonova metrika)

Vzddlenost mezi kompozicemi x,y € S definujeme jako

1 K& 2 u\?
bixy) =[xyl =55 3 (w2 - 2.

Aitchisonova metrika ma tyto vlastnosti:

(i) je invariantni na zménu $kdly: d,(a © x,a Oy) = |a|d.(x,y), x,y € SP,

a € R;
(ii) je invariantni funkei vzhledem k permutaci slozek kompozice;
(ili) je invariantni vzhledem k permutaci, tj. do(x,y) = do(z® X, 2D y).

Dikaz vyse uvedenych vlastnosti nalezeme v literatute [14].

Aitchisonova geometrie na simplexu tedy zahrnuje Aitchisontv skalarni sou-
¢in, normu a metriku, které jsou definované na (SP, @, ®), m4 tak stejné vlast-

nosti jako euklidovska geometrie v redlnému prostoru.
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Nasledujici definice souvisi s dimenzi zavedeného Hilbertova prostoru:

Definice 2.10. Rekneme, Ze kompozice X1,Xs,...,Xp_1 € SP jsou linedrné ne-

zavisle, jestlize
(051 @Xl) s> (042 @XQ) D---D (Oél),l ®XD71) =n
tehdy a jen tehdy, kdyzZ oy = ay =---=ap_1 = 0.

Na simplexu tedy mame D —1 linedrné nezavislych kompozic, které tvori bazi,

dimenze Hilbertova prostoru je proto rovna D — 1.

Dalsim argumentem proti zahrnuti nulovych slozek do kompozice je tedy sku-
tecnost, ze logaritmus nuly neexistuje, nemohli bychom takto definovat Aitchiso-

novu metriku, normu a skalarni soucin.

Obecné vlastnosti invariantnosti na permutaci slozek a na zménu skaly kom-
pozic, které jsme si uvedli u Aitchisonovy metriky, tvori zaroven dveé ze tii vy-
zadovanych vlastnosti, které musi spliiovat kazda statistickd metoda, aby byla
aplikovatelna na kompozicni data.

Tteti vlastnosti je pak podkompozi¢ni soudrznost, coz znamena, ze informace
ziskanad z kompozice o D slozkidch by neméla byt ve sporu s informaci ziskanou
z podkompozice o d slozkach, d < D.

Bohuzel, ani jeden z uvedenych pozadavkit neni dodrzen, pouzijeme-li pro kom-
pozi¢ni data standardni statistické metody. Tato je totiz nejprve potieba trans-

formovat do realného prostoru, jak si ukazeme v dalsi kapitole.

2.3 Ortonormalni souradnice pro kompozi¢ni data

V této kapitole jsem prevazné cerpala z [5], [8] a [13].

Hlavni motivaci Johna Aitchisona bylo najit vhodny zptsob, jak pracovat
s kompozi¢nimi daty, aby bylo mozné pouzit znamé statistické metody, a aby
pritom kompozice zachovavaly relativni informaci, kterou v sobé nesou.

Vysledkem jeho prace bylo zavedeni tzv. logratio transformaci, aditivni lo-

gratio (alr) a centrované logratio (clr) transformace. Nicméné tyto transformace
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maji velkou nevyhodou, nemaji totiz jednotnou moznost pouziti. Pro statistické
modelovani vyuzivame alr transformaci, ktera ale neni izometricka, tedy napt. ne-
zachovava vzdalenost kompozic. Pracujeme-li se statistickymi metodami, které
jsou zalozeny na metrice, pouzivame clr transformaci. Ta oproti alr transformaci
sice zachovava metrické vlastnosti, ale nevyhodou je, ze ve vysledku dostaneme
singularni varian¢ni matici.

Hlavnim divodem, ktery ale vedl k definici nové transformace, nazvané izo-
metricka logratio (ilr) transformace, byl nemoznost pracovat s clr a alr transfor-

macemi v ortogonalnim soufadnicovém systému, na néhoz jsme v praxi zvykli.

Pro definovani zadouci ortonormalni baze na simplexu je zapottebi na poc¢atku
nalézt vhodnou generujici mnozinu.

Jako mnozinu generatoru zvolime W = {wy, ws, ..., wp}, kde
w; = C(exp(€;))! =C(1,1,...,e,...., )T,

ae€, i=1..D je kanonickd baze v R”. MiZeme si povS§imnout, Ze na i—té

pozici kompozice w; se nachazi Eulerovo ¢islo e.

Diky zakladnim operacim na simplexu a znamym vlastnostem Hilbertova pro-
storu mtizeme kazdou kompozici x € SP vyjadiit ve tvaru linedrni kombinace

kompozic z mnoziny generatori,

D
x:@lnxiQWizlnxl@Wl@lnx2®w2@~-~€alnxp®wl) (8)

i=1

nebo také
D T; T T T
X = In — @Wi:ln—l@Wl@ln—QQWQ@"'@IH—DQWD. (9)
16? 9(x) 9(x) 9(x) 9(x)

Vsimnéme si, Ze geometricky prumér slozek kompozic g(x) ze vztahu (9) je na-
hrazen konstantou 1 ve vztahu (8). Ukazuje to na nejednoznacnost koeficientt

vzhledem ke generujici mnoziné.
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9(x)’

vektoru y € RP, tj.

Koeficienty In i = 1,...,D, ze vztahu (9) predstavuji slozky reélného

T

T X9 D T

y = ln—,ln—,...,ln—) = (Y1, Y2, -, YD) -
( g0 a0 gy ) T )

Takto je zaroven definovana clr transformace kompozice x z S” do R”, jinak
feCeno y = clr(x).

Chceme-li poté opét ziskat kompozici x € SP, musime provést zpétnou trans-
formaci,

clr='(y) = C (exp (1), exp (42), .-, exp (yp))" = x.

Vektor y € R” oviem nevyjadiuje soufadnice v bazi, nybrz pouze v generujicim

systému. To plyne i z dimenze D — 1 Aitchisonovy geometrie.

Jedna z dtlezitych vlastnosti clr transformace je symetrie ve slozkach, ktera
usnadnuje interpretaci novych soutradnic. Problémem je vsSak singularita dat,
. D
tj. > ., vi = 0.
Naopak, prednosti clr transformace jsou vztahy mezi operacemi definovanymi

na simplexu a na vektorovém prostoru, obecné pro x,y € S” a a, 3 € R plati

(i 10
(i

(iii

dAr(acOox®pfoy)=a-cdr(x)+0-cdr(y);
(clr(x),clr(y)) = (x,¥),; 11

letr G| = lIxlla 5 12

(
(
(
d(clr(x), clr(y)) = da(x,y), (

) )
) )
) )
(iv) 13)

kde se ve vyrazech na levé strané rovnosti postupné objevi standardni euklidovsky
skalarni soucin, norma a vzdalenost.

Vyjmutim wp z mnoziny generatortt W dostaneme bézi na S”. Diivodem
je fakt, ze na simplexu mame maximalné D — 1 linearné nezavislych kompozic,

které tvori bazi.
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Potom mtizeme x € S” zapsat ve tvaru

D-1,_ T
x =@Bis 1ng®wi—

Tp-—1

zlnﬂQ(e,l,...,l)T@---@ln

® (1, 1,..., e, 1)T.
TD TD

Alr transformace je tak definovana pravé koeficienty In—, i =1,..., D — 1, tj.
D

T
alr(x) = (ln ﬂ, In ﬂ, ..., In xDl)
D D D

Euklidovska vzdalenost vypoctena z alr transformovanych kompozic a Aitchi-
sonova vzdalenost urcené z ptivodnich dat nejsou stejné. Pri¢inou je, ze souradnice
vektoru alr transformace jsou vyjadreny vzhledem k bazi na simplexu, ktera neni
ortonormalni. Toto mizeme ovérit, spocitame-li skalarni soucin jakychkoliv dvou
kompozic baze {wy, wa,...,Wp_1}.

Ozna¢me {vq, Vs, ...,vp_1} ortonormélni bazi na simplexu, kde

L 1 1 D—i+1
v, = C |exp < (D_Z_H)(D_i)),...,exp ( (D_Z_H)(D_i)),exp( o >, 1,....1

D—i

proi = 1,..., D — 1. Tuto bazi dostaneme z {wy, Wy, ..., wp_1} vyuZitim Gram-
Schmidtovy ortonormaliza¢ni metody, modifikované pro kompozi¢ni data.
Néami zvolena ortonormalni baze je jednou z nekonec¢né mnoha ortonormaélnich

bazi, které miizeme definovat na SP. Pro ortonormaln{ baze s vyuzitim (11) plati

NI C R R P
(varws), = Gtrtvi vy =5, = { | 2017

Pro vyjadfeni kompozice x € SP v soufadnicich vzhledem k vybrané bézi
{vi,vs,...,vp_1} budeme pottebovat funkci, kterd zobrazi SP do RP~!. Oba

prostory jsou stejné dimenze, proto miizeme hovorit o izometrii téchto prostorti.
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Vyse uvedena funkce pak predstavuje ilr transformaci, definovanou jako

ilr(x) = ((x,v1),, (%, Vo), oo (X, V1)) =

T
1.z, [2. oz D—1. "VIIG

= —In— 4/=In+—=, ..., In , =
2 i) 3 T3 D D

* % * T * * D—-1
= (a],25,...,xp_4) =x", x* e R" .

Ilr transformovanou kompozici x € S zpétné vyjadiime pomoci inverzni ilr

transformace,
D—1
ilr(x*) = @:pf Ov; =x.
i=1
Nyni uvedeme vlastnosti ilr transformace. Uvazujme x,y € S” a o, 8 € R:

(i
(i

(i

ir(cOx@pey)=a-idr(x)+p-ir(y)=a-x"+ -y
(ilr(x),ilr(y)) = X", y") = (X, ¥),;

latr Gl = x| = lIxll,

)
)
)
) d(ilr(x),ilr(y)) = d(x",y") = da(X, y)-

(iv

Prostrednictvim zvolené ortonormalni baze pak mtizeme vyjadrit kazdou kom-
pozici ze simplexu v ortonormalnim souradnicovém systému. Nasledné pak lze
aplikovat bézné mnohorozmérné metody pro jejich statistickou analyzu. Jedinou
moznou ,nevyhodou® ilr transformace je nutnost komplexniho pohledu na inter-
pretaci nové vzniklych soufadnic. V pripadé testovani hypotéz, jak jsme uvedli
v prvni kapitole, ovsem tohoto neni potteba. V dalsim textu tedy bude ilr trans-

formace tvorit osu nasich uvah.

2.4 Elementy statistické analyzy na S”

V této kapitole jsem prevazné vychazela z [12], [13] a [14].
Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné kompozice x = (1, ...,2p)? je charak-

terizovano jejim centrem a metrickym rozptylem kolem centra kompozice. Tyto
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charakteristiky jsou definovany pomoci Aitchisonovy metriky jako analogie defi-

nice stfedni hodnoty a varian¢ni matice ndhodného vektoru.

Definice 2.11. Metricky rozptyl ndhodné kompozice x € SP kolem (nendhodné)
& ¢ SP je definovdn vztahem

Mvar(x, £) = E[d5(x, £)]
za predpokladu existence uvedené stredni hodnoty.

Pokud metricky rozptyl ndhodné kompozice x € S kolem € € SP existuje,

muzeme definovat centrum rozdéleni nasledovné:

Definice 2.12. Centrum rozdéleni ndhodné kompozice x € SP je kompozice

€ € 8P, kterd minimalizuje Mvar(x, €). Zkrdcené ji nazjvdme centrum x a zna-

N

me cen(x) nebo ~.

Definice 2.13. Metricky rozptyl kolem centra cen(x) = = je definovdan jako
Mvar(x, ) = E[d;(x,7)].
Zkrdcené jej nazgvdme metricky rozptyl a znacime Mvar(x).

Daéle uvedeme nékteré dilezité vlastnosti centra a metrického rozptylu na-

hodné kompozice.

Véta 2.1. Centrum cen(x) predstavuje inverzni ilr transformaci sttedni hodnoty

ilr transformované kompozice, tedy
cen(x) = ilr (E[ilr(x))]).
Dukaz: viz [14], str. 271, véta 5. O

Véta 2.2. Metricky rozptyl je roven souctu rozptyli logaritmai podili

(= log-ratios) slozek nahodné kompozice x, tj.

1 .
Mvar(x) = 5 E var (ln ﬁ)
L

1<j
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Dukaz: viz [14], str. 272, véta 6. O

Véta 2.3. Necht jsou ddny ndhodné kompozice X1,Xa, ..., X, € SP. Pak
cen(x; ®xy @ -+ Dx,) = cen(xy) @ cen(xz) @ - -+ @ cen(xy,).

Dukaz: Dikaz provedeme matematickou indukei.
Nejprve ukazeme, ze rovnost plati pro libovolné ndhodné kompozice x;,x, € SP.

Vyuzijeme pritom vétu 2.1 a vlastnosti ilr transformace.
cen(x; © xy) = ilr~* (Elilr(x; ® x3)]) =
= ilr ' (Efilr(x;) + ilr(xg)]) =
= ilr~ Y (E[ilr(x,)]) @ ilr—! (E[ilr(x3)]) =

= cen(x;) @ cen(xa).
Dale predpokladejme, ze rovnost plati i pro k-ndhodnych kompozic, tj.

cen(x; @ xa @ -+ O xy) = cen(xy) @ cen(xy) @ - - - O cen(xy)

a ukazeme, ze plati i pro k£ + 1 ndhodnych kompozic.

cen(Xy @ Xo @ - B Xy B Xpy1) = ilr ™ (E[ilr(x1 @ X @ -+ B Xp B Xpp1]) =
= ilr Y (Efilr (x1) + ilr(xs) + - - - +ilr(xg) +
+ il (xe11)]) =

= cen(xy) @ cen(xz) @ - - - @ cen(xy) ® cen(Xgi1).
U

Véta 2.4. Necht je ddina ndhodnd kompozice x € SP, nendhodnd kompozice
b € SP a ¢islo a € R.

Potom

cenl[(a ®x) ®b] = [a ® cen(x)] ® b.

Dtikaz: Na zakladé véty 2.3 mizeme psat

cen[(a ® x) ® b] = cen(a ® x) @ cen(b).
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Pokud podle nahradime nahodnou kompozici x vektorem b, dostaneme
cen(b) = b. Tudiz
cenl(a ®x) ®b] = cen(a ® x) ® b.

Déle pomoci véty 2.3 a vlastnosti ilr transformace obdrzime

cen(a ® x) = a ® cen(x).

OJ
Véta 2.5. Necht jsou ddny nezdvislé ndhodné kompozice X,y € SP. Potom
Mvar(x @ y) = Mvar(x) + Mvar(y).
Dukaz: viz [14], str. 273, véta 9. O
Véta 2.6. Necht jsou ddny stejné predpoklady jako ve vété 2.6. Pak
Mvar[(a ® x) @ b] = a*Mvar(x).
Dukaz: viz [14], str. 273, véta 10. O

Vzhledem k tomu, Ze metricky rozptyl je definovan jako stfedni hodnota
ze vzdalenosti centra a nahodné kompozice, miizeme zakladni ¢iselné charakteris-
tiky ndhodné kompozice na simplexu geometricky interpretovat. Metricky rozptyl
je invariantni vzhledem k perturbaci, coz je ekvivalentni s posunutim nahodného

vektoru, vzniklého ilr transformaci kompozice.

Existenci analogie mezi vlastnostmi stfedni hodnoty ndhodného vektoru a cen-
tra nadhodné kompozice na simplexu nelze prehlédnout. Stejné tak jako vztah mezi

vlastnostmi rozptylu nahodné veli¢iny a metrického rozptylu nadhodné kompozice.

Pro provadeéni testti, uvedenych v kapitolach 1.2 a 1.7, na souborech kompo-
zi¢nich dat je nutné, aby byl prislusny vybér kompozic z normalniho rozdéleni

na simplexu. Jeho definice je intuitivni:

Definice 2.14. (Normdlni rozdéleni na SP)
Rekneme, Ze ndhodnd kompozice x € SP md normdini rozdéleni na simplexu,
jestlize ilr transformace kompozice x (tj. ilr(x) = x* € RP~Y) md mnohoroz-

mérné normdlni rozdéleni na RP~1.
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Pro dalsi vlastnosti normality na simplexu lze odkazat na [12]. Je tedy ziejmé,
Ze normalita na simplexu je ekvivalentni standardnimu norméalnimu rozdéleni ilr

transformovanych soutadnic.

Dale uvazujme soubor n nezavislych nahodnych kompozic ze stejného rozdé-
leni jako ndhodné kompozice x. Tento soubor tvori ndhodny vybér x;, X, ..., X,,.
Ukazeme si, co je v tomto pripadé analogii vybérového priméru jako BLUE
stfedni hodnoty ndhodného vektoru.

Predesleme jiz nyni, ze timto je kompozice, slozena z geometrickych primeéria
slozek kompozic ve vybéru, ktera je nejlepsim linedrnim nestrannym odhadem
centra x ve smyslu Aitchisonovy geometrie. Proto na zac¢atek uvedeme definice
téchto vlastnosti odhadu, které jsou do urcité miry analogické vlastnostem od-
hadt parametri rozdéleni v redlném prostoru.

Abychom tyto vlastnosti odhadi parametru na simplexu specifikovali, budeme
pfed nimi pouzivat oznaceni ,c* (compositional = kompozi¢ni).

Dale uvazujeme kompozi¢ni odhad 0 € SP neznamého kompozi¢niho para-

metru 0 € S 7 rozdéleni ndhodné kompozice x [14].

Definice 2.15. 6 je c-nestranny kompozicni odhad parametru @ € SP prdvé
tehdy, kdyz Cen(a) = 0, nebo ekvivalentné, kdyz Cen(a@e) = n, kde n je neutrdlni

prvek na simplexu.

V nasledujici definici oznacuje © tiidu vSech c-nestrannych odhadt parametru

6 c SP.

Definice 2.16. Rekneme, e c-nestranng odhad 0cO je c-nejlepsi odhad vzhle-

dem k Aitchisonové metrice, jestlize navic
Mvar(a) < Mvar(é), 6co,
t7. 0 je c-nestranny odhad a md nejmensi metricky rozptyl v ©.

Je ziejmé, ze i dalsi vlastnosti kompozi¢niho odhadu mohou byt zformulované
analogicky nahrazenim euklidovské metriky Aitchisonovou a stfedni hodnoty cen-

trem.
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Ostatni vlastnosti kompozi¢niho odhadu nebudeme v této praci uvadét. Ukéa-
Zeme nyni, ze kompozice slozena z geometrickych primeéri slozek kompozic ve vy-
béru (tzv. vybérové centrum) je c-nejlepsi c-nestranny c-linearni odhad centra
nahodné kompozice.

Nejprve uvedeme definici linearity kompozi¢niho odhadu na simplexu.

Definice 2.17. Rekneme, Ze kompozicni odhad 0 parametru @ je c-linedrnim

odhadem, jestlize

n
0=(0x1)B(Ox2) D & (a, OXKy) = EB (i ©%;), o1,Q9,...,a, € R. (14)

i=1

1

Jestlize ve vztahu (14) zvolime za a; = —, @ = 1,...,n, pak obdrzime pravé

vybérové centrum. S vyuzitim prvni vlastnosti distributivity operace mocninné

transformace miizeme psat
Siom) =3 (&)

Véta 2.7. Vybérové centrum dané vztahem

je c-linedrni a c-nestranny odhad centra ndhodné kompozice x, tj. cen(x).

Dukaz: Z definice 2.17 je patrné, Ze v je c-linedrni odhad.
Vektorova struktura na simplexu (S?, @, ®) ndm umozni, abychom mohli s vyu-
zitim véty 2.3 a véty 2.4 dokézat, ze 4 je opravdu c-nestrannym odhadem centra

nahodné kompozice x,

©® [n ® cen(x)] = cen(x).

S

cen(y) = % © (@ Cen(xi)> =
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Véta 2.8. Vybérové centrum 7, které je c-linedrnim a c-nestranngm odhadem,

- 1
je také c-nejlepsim odhadem ~ = cen(x) a navic Mvar(5y) = —Mvar(x).
n

Dukaz: Uvazujme jiny libovolny odhad v = @}, (a; ® x;) centra -y, ktery
je také c-linearni a c-nestranny.
Pomoci vét 2.3 a 2.4 ovéfime c-nestrannost odhadu ~; vyuzitim druhé vlast-

nosti distributivity operace mocninna transformace na simplexu ziskame

cen() = € (s © cen(xi)) = €D (a5 ©7) = <Z ai> .

Pro nestrannost odhadu 7 je nutné, aby > "  a; = 1.
Nyni vypocitame metricky rozptyl odhadu 4 a uréime, kdy ma tento odhad
nejmensi metricky rozptyl. Na zékladé tohoto rozhodneme, zda je c-nejlepSim
odhadem ~.

Uzitim véty 2.5 a véty 2.6 spocitdme metricky rozptyl Mvar(5y). Nesmime

totiz zapomenout, ze pracujeme s ndhodnym vybérem. Obdrzime

n

Mvar(y) = Mvar [@ (i © %)

i=1

= Mvar(x) Z .
i=1

~ . I .
Mvar(4) nabyvd minima pro «; = —, @ = 1,...,n. Pro dosazeni minimalniho
n

- 1
metrického rozptylu je tedy zapotiebi, aby v = 4 a Mvar(5y) = —Mvar(x).
n

Ve vétach 2.7 a 2.8 jsme dokézali, zZe vybérové centrum je c-nejlepsSim
c-linearnim a c-nestrannym odhadem centra vzhledem k Aitchisonové geometrii

na simplexu, tj. je c-BLUE.

Jiz dfive jsme se zminili, Ze testy uvedené v kapitole 1.7 budeme aplikovat
na ilr transformované kompozice. Z nich nasledné spocitame vybérovy prumér,

ktery je nejlepsim linearnim nestrannym odhadem parametru pu.
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Jak vime, testy o stfedni hodnoté p byly postaveny na predpokladu normality.

Abychom tedy mohli uvedené testy aplikovat, musime po provedeni ilr trans-
formace kompozic ve vybéru ovéfit, zda maji normalni rozdéleni na RP~!. Toto
jiz pfesahuje cile a zaméfeni nasi prace.

Parametry norméalniho rozdéleni v RP~! jsou v praxi obvykle nezndmé. Pou-
zivame proto jejich odhady, tj. pro odhad stfedni hodnoty g vybérovy primeér x
a pro odhad varian¢ni matice 3 vybérovou variancéni matici S = ﬁW, kde W

je Wishartova matice.

2.5 Invariantnost testovacich statistik

Kdyz testujeme (za pfedpokladu normality) hypotézu Hy : cen(x) = =y, proti
Hy : cen(x) # =, prostfednictvim volby ortonormalni baze v ilr transformaci
zobrazime nahodné kompozice ve vybéru z S” na ndhodné vektory z RP~! a tes-
tujeme tak ekvivalentni hypotézu Hy : p = py proti Ha : po # pay.

Uvazujme ovsem ptipad, kdy soutradnice ilr transformované kompozice x vznik-
nou volbou rfiznych ortonormélnich bazi na SP. Necht tyto volby reprezentuji
vektory x* = ilr;(x) a y* = ilry(x). Vztah mezi x* a y* lze potom vyjadfit jako
linearni transformaci

y* = Px".

Matice prechodu PP-Dx(P-1) je ortogonalni a plati PP = PPT = I neboli
PT =P-![5].

Za predpokladu normality na simplexu ma ndhodny vektor x* (D—1)-rozmérné
normalni rozdéleni s parametry p a 3. Pro parametry v a W (D — 1)-rozmérného
normalniho rozdéleni ndhodného vektoru y* tedy dostaneme v = Pu a
¥ = PXPT.

Chceme dokazat, ze nulova hypotéza Hy : p = p, je ekvivalentni s nulovou

hypotézu Hy : v = vy, kde vy = Pp,,.
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Véta 2.9. Necht pro ndhodny vgbér xf ~ Np_1 (u, %), i = 1,...,n, se znamou

matici 3 testujeme nulovou hypotézu Hy : p = py pomoct statistiky
Vi =n(X" — o) "' ZTHE — pp),

a ddle necht pro ndhodny vybéryf ~ Np_1 (v, W), i = 1,...,n, se zndmou matict

W testujeme nulovou hypotézu Hy : v = vy pomoci statistiky
‘/2 = n(y* — l/o)T\I’_l(y#< — 1/0).
Pak Vi = V5.

Dikaz: Pro vztah mezi X* a y* zfejmeé plati y* = PX".
Samotny dikaz invariantnosti uvedené statistiky je jednoduchy a vypada na-

sledovné,

—* —1 /% * -1 <%
n(¥* —vo) T —vo) = n(PX" — Ppy)” (PEPT) (PX" —Pp,) =

7 pf)PTPE'PTP(X - py) =

I
3

Il
3

(

= n(X"P" — pugPT)(PT) 'SP (PXT — Puy) =
(x
(X —

1o)" () (X~ ho).
O

Véta 2.10. Necht pro nahodny vybér x; ~ Np_1 (n, X), i = 1,...,n, s nezndmou

matict 3 testujeme nulovou hypotézu Hy : p = py pomoct Hotellingovy statistiky
TP =n(n = 1)(X" — po) W (X" — ),

a ddle necht pro nahodny vgbér y: ~ Np_1 (v, ¥), i = 1,...,n, s nezndmou

matict W testujeme nulovou hypotézu Hy : v = vy pomoci Hotellingovy statistiky
¥ =nn—1)F" —vo) W3 '(F7" —vo).
Pak T = T2".

Dtikaz: Pri dikazu uplatnime vztah mezi Wishartovymi maticemi obou vybéri,

tedy W, = PW,P”. Déle budeme postupovat obdobné jako v predchézejici vété,
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PX* — Puy)” (PW,PT) ™ (PX* — Ppy) =
xTPT — pgPT)(PT) "W 'PTH(PX" — Pp,) =
X — pg)PTPW P P (X" — ) =

X — o) WX — py).
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3 Praktické priklady

Teoretické poznatky tykajici se testu stfedni hodnoty transformovanych kom-
pozic nyni budeme demonstrovat na praktickych ptikladech. Pro jejich vyfeSeni
pouzijeme statisticky software R (www.r-project.org). Préace s kompozicemi
v R-ku je umoznéna pomoci knihovny compositions. Popiseme také ve zkratce

uzivané prikazy.

Priklad 3.1. Podle udaji na obalu ma 350q balicek mraZené zeleniny obsaho-
vat 50% mrkve, 30% kukurice a 20% hrdsku. Tyto udaje tak vlastné predstavuji
hypotetické centrum ndhodné kompozice x, cen(x) = (50,30, 20)T; skutecné pro-
centualni podily ve vybéeru ovsem kolisaji a predpoklddame, Ze jde o vybér z nor-
malné rozdélené trisloZkove kompozice. Chceme ovérit udaje na obalu na zdkladé
vysledkil presného zjistovdni hmotnosti u 11 ndhodné vybranych balicki mrazené

zeleniny. Hmotnosti jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1

mrkev | kukurice | hrasek
11 164.62| 98.26 77.46
2 || 178.43 | 103.45 | 69.45
3 || 172.48 | 103.64 | 70.34
4 || 165.76 | 104.01 | 75.65
5 || 177.32 | 96.49 68.89
6 || 171.98 | 100.79 | 70.98
7 165.54 | 98.78 76.93
8 || 167.20 | 97.91 77.96
9 || 170.67| 102.11 | 68.35
10 || 164.08| 98.45 77.59
11| 163.87| 98.8/ 78.12

Reseni: V R-ku si nejprve nastavime pracovni adresai pomoci funkce setwd
a nasledné ,zavolame® knihovnu, ve které pracujeme s kompozicemi, prikazem

> library(compositions)
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V prvnim kroku nac¢teme kompozice z datového souboru
zeleninal.txt do matice A,
> A=matrix(scan("zeleninal.txt"),ncol=3,byrow=T)

Read 33 items

Sloupce matice A jeSté pojmenujeme pomoci colnames.
> colnames(A)=c("mrkev","kuku¥ice","hrasek").

> A

mrkev kukufice hrasek

[1,) 164.62 9826  77.46
[2,] 173.43 103.45 69.45
[3,] 172.48 103.64 70.34
[4,] 165.76 104.01 73.65
[5,] 177.32 96.49  68.89
[6,] 171.98 100.79 70.98
[7,] 165.54 98.78  76.93
[8,] 167.20 97.91  77.96
[9,] 170.67 102.11 68.35
[10,] 164.08 98.45  77.59
[11,] 163.87 98.84  78.12

Déle kompozice uzavieme, tj. 3-slozkové kompozice vyjadiime jako procentu-
alni podily na celku (cely obsah sacku mrazené zeleniny). To ndm umozni piikaz
acomp.

> P=acomp(A,total=100)
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V
o

mrkev kukutrice hrasSek
48.36928 28.87113 22.75959

—

[1,]

[2,] 50.07652 29.87035 20.05313
[3,] 49.78352 29.91399 20.30249
[4,] 48.26743 30.28653 21.44604
[5,] 51.74205 28.15582 20.10213
[6,] 50.03055 29.32073 20.64873
[7,] 48.50989 28.94652 22.54359
[8,] 48.73641 28.53937 22.72423
[9,] 50.03078 29.93287 20.03635
[10,] 48.24180 28.94567 22.81254
[11,] 48.07969 28.99979 22.92052

Také vytvorime funkci, kterou nasledné provedeme ilr transformaci kompozic
dle kapitoly 2.3,

> ilril=function(wl,w2,w3)

+ dat=cbind((1/sqrt(2))*log(wl/w2),(2/sqrt(6))*log(sqrt (wixw2)/w3))

+ return(dat).

Nyni provedeme ilr transformaci kompozic z matice A prostiednictvim funkce
ilrl néasledovné,

> X=ilr1(P[,1],P[,2],P[,3])
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> X

1] 2]
1,] 0.3648832 0.4048735
2,| 0.3653519 0.5362947
3,| 0.3601704 0.5244045
4,] 0.3295499 0.4720900

)

[1,]
[2,]
3,]
[4,]
5,] 0.4302862 0.5235267
6,]
[7,]
8,]
[9,]

6, 0.3778348 0.5044402
7, 0.3650917 0.4149093
8, 0.3784025 0.4045119
9,| 0.3632275 0.5374586

[10,] 0.3611939 0.4029516
[11,] 0.3574927 0.3984845

Poznamenejme, Ze alternativné by bylo mozné vyuzit téz prednastavené funkce

ilr z knihovny compositions.

> X=-ilr(P)

Testujeme nulovou hypotézu Hy : p = po naproti alternativé Hy : g # po

V softwaru R, jako v mnoha jinych, se nemohou zadéavat urcité znaky jako

hodnotu p, oznacime mio0.

IIr transformaci hypotetického centra -, ndhodné kompozice (oznaceno jako

> y0=c(50, 30, 20)

pomoci testovaci statistiky dané vztahem (7) na hladiné testu o = 0.05, kde
n = 11 je pocet pozorovani, p = 2 je dimenze ilr transformovanych kompozic

a T?" je Hotellingova statistika, dana vztahem (6).

napf. X, p, po, 1'%, atd. Proto budeme pouzivat pro vybérovy primér X ozna-

¢eni v, pro Hotellingovu statistiku 7%* pouze T a hypotetickou (cilovou) stiedni

y0) dostaneme cilovou stfedni hodnotu .
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> yO0

[1] 50 30 20

> miO=c(ilr(miO[1] ,mi0[2] ,mi0[3])
> mi0

[1] 0.3612083 0.5396046

Pro ziskani hodnoty Hotellingovy statistiky potfebujeme vypocitat vybérovy
priamér a inverzi Wishartovy matice. Nejprve uré¢ime vybérovy primeér v ilr trans-
formovanych kompozic z matice X vyuzitim pfikazu colMeans.

> v=c(colMeans(X, na.rm = FALSE, dims = 1))

> v

[1] 0.3684986 0.4658132

Wishartovu matici W obdrzime takto:
> W=t (X) %x%hX-11xvY%x*x%t (v) .
> W

1] [, 2]
[1,] 182.51655 —17.69447
[2,] —17.69447 28.78388

Potfebnou inverzi Wishartovy matice (ozna¢enou jako Winv) dostaneme vyuZzitim
prikazu solve.
> Winv=solve (W)

> Winv

1] [, 2]
[1,] 182.51655 —17.69447
[2,] —17.69447 28.78388

Poté, co jsme provedli vSechny potiebné mezivypocty, obdrzime hodnotu Ho-
tellingovy statistiky dosazenim do vztahu (6).

> b=v-mi0

> T=10*%11%t (b) %*x%Winv)*%b
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> T

[, 1]

[1,] 20.40187

Hodnota testovaci statistiky, potfebné pro tisudek o stiedni hodnoté, je spo-
¢itana dosazenim do vztahu (7).
> (9/2)*(T/10)

[, 1]

[1,] 8.82272

Funkce gf poskytne hodnotu (1 — «)-kvantilu Fisherova rozdéleni o (2,9)
stupnich volnosti.

> kvantilF=qf(0.95, 2, 9, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

> kvantilF

[1] 4.256495

Na zékladé pouzitého jednovybérového testu na hladiné testu 0,05 zamitame
nulovou hypotézu ve prospéch alternativy, jelikoz se testovaci statistika realizuje
v kritickém oboru, ktery je tvofen hodnotami presahujicimi pravé (1 — «) kvantil

Fisherova rozdéleni o (2,9) stupnich volnosti, tj.
8.82272 > 4.256495.

Znamena to, ze nami zvoleny vyrobek mrazené zeleniny méa nevyhovujici dekla-

rovany obsah, tj. slozeni uvedené na obalu neni ze strany vyrobce dodrzovano.

Zjistime jesté prislusnou P-hodnotu, tj. nejnizsi hladinu na které bychom za-
mitly nulovou hypotézu. Pomoci funkce pf obdrzime

> 1-pf(8.82272, 2, 9, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

[1] 0.00756464.
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Priklad 3.2. (dle [2], str. 382) Tovdrna dostala 27 novijch pristroji stejné znacky.
Z predchozich zkusenosti zname udaje o chovani stavi pristroje pri uZivani v 0s-
mihodinové smeéné, tj. kaZdy pristroj by v ni mél ze 60% produkovat vysokou
kvalitu vgrobku (I.), z 20% nizkou kvalitu (II.), 10% je potreba na sefizovdni
(II1.) a stejné tolik casu je potieba pocitat s opravami (IV.). Tyto idaje se tykaji
centra, predpoklddame, Ze jde o normdalne rozdelenou ctyrsloZkovou kompozici.
Skutecné proporce chovdni stavu pristroje ve vybéru tak vykazugi urcité odchylky.

Chceme zjistit, zda tyto odchylky jsou pro tovdrnu akceptovatelné, nebo jinak
Yeceno, zda pristroje jsou produktivni tak, jak by mély byt. Udaje o proporcich

chovant stavi 27 pristroji jsou uvedeny v tabulce 2.

Reseni: Pro vyfeseni tohoto ptikladu budeme pouzivat stejné oznaceni a prikazy

ze statistického softwaru R jako v ptikladu 3.1.

Nejprve nacteme tdaje do matice A ze souboru pristroje.txt,
> A=matrix(scan("pristroje.txt"),ncol=4,byrow=T)

Read 108 items

Kompozice jsou jiz v uzaviené formé, proto je jen zapotiebi provést jejich ilr

transformaci. Vysledek nasledné zobrazime v matici X.
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Tabulka 2

Pristroj L II. I1I. IV.
01 0.667 | 0.180 | 0.053 | 0.100
02 0.578 | 0.180 | 0.112 | 0.123
03 0.560 | 0.271 | 0.086 | 0.076
04 0.490 | 0.316 | 0.091 | 0.103
05 0.598 | 0.119 | 0.117 | 0.116
06 0.617 | 0.180 | 0.079 | 0.124
o7 0.700 | 0.197 | 0.046 | 0.057
08 0.577 | 0.266 | 0.800 | 0.077
09 0.591 | 0.179 | 0.084 | 0.145
010 0.532 | 0.107 | 0.119 | 0.242
011 0.511 | 0.303 | 0.082 | 0.104
012 0.625 | 0.219 | 0.082 | 0.074
013 0.667 | 0.115 | 0.107 | 0.111
014 0.573 | 0.208 | 0.112 | 0.107
015 0.585 | 0.235 | 0.080 | 0.092
016 0.558 | 0.245 | 0.100 | 0.096
017 0.652 | 0.214 | 0.066 | 0.068
018 0.619 | 0.214 | 0.066 | 0.068
019 0.628 | 0.245 | 0.067 | 0.061
020 0.596 | 0.228 | 0.090 | 0.086
021 0.546 | 0.185 | 0.114 | 0.155
022 0.606 | 0.146 | 0.079 | 0.169
023 0.613 | 0.257 | 0.058 | 0.072
024 0.680 | 0.173 | 0.060 | 0.088
025 0.584 | 0.246 | 0.072 | 0.098
026 0.542 | 0.122 | 0.159 | 0.176
027 0.545 | 0.121 | 0.156 | 0.178
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> X=-ilr(A)
> X
1] 2] ,3]

1,] 0.9261919 1.5330389 0.5342015

2,| 0.8249228 0.8636627 0.5295678
3,] 0.5132308 1.2334655 0.9792446
4,] 0.3101817 1.1955260 0.7380904

)

[1,]
2,]
3,]
[4,]
[5,] 1.1416007 0.6729428 0.4832761
6,]
[7,]
8,]
[9,]

6,] 0.8710935 1.1753183 0.4406421
7,] 0.8965241 1.7052536 1.0201120
8,] 0.5475453 0.5829316 1.6150029
9,] 0.8445897 1.1053601 0.3088297
[10,] 1.1340682 0.5679654 0.2131050
[11,] 0.3695600 1.2805377 0.6996472
[12,] 0.7415287 1.2302092 0.9587904
[13,] 1.2429933 0.7765146 0.5172944
[14,] 0.7165450 0.9191408 0.6894821
[15,] 0.6449000 1.2521563 0.7643708
[16,] 0.5820201 1.0676823 0.7903183
[17,] 0.7877654 1.4152789 0.9748999
[18,] 0.7510388 1.3940748 0.9599063
[19,] 0.6655869 1.4429181 1.1015466
[20,] 0.6794554 1.1512467 0.8534259
[21,] 0.7652756 0.8371449 0.3258848
[22,] 1.0064062 1.0825075 0.1068786
[23,] 0.6146800 1.5703495 0.9231501
[24,] 0.9678886 1.4234374 0.6748412
[25,] 0.6113429 1.3561601 0.6919532
[26,] 1.0544694 0.3925220 0.1895843
[27,] 1.0641923 0.4069682 0.1735173

)
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Tak jako v predchozim ptikladu budeme testovat nulovou hypotézu proti al-
ternativé pomoci testovaci statistiky dané vztahem (7); nyni n = 27 predstavuje
pocet pristroji (rozsah souboru), p = 3 je dimenze ilr transformovanych kompo-

7ic.

Hypotetické centrum kompozice je predstaveno v uzaviené formé, kde k = 1.
> yO0
[1] 0.6 0.2 0.1 0.1

Provedeme ilr transformaci centra kompozice yO a dostaneme cilovou stredni
hodnotu mi0.

> mi0

[1] 0.7768362 1.0144589 0.7173308

Dopocitame vybérovy primeér v,
>V
[1] 0.7879851 1.0543871 0.6604205,

ktery potiebujeme pro vypocet Wishartovy matice W,
> W
1] 2] 3]
[1,] 1.4182963 —0.6252564 —1.3875357
[2,] —0.6252564 5.8427449 0.5108601
[3,] —1.3875357 0.5108601 3.6550039

Zajima nas také jeji inverze Winv,
> Winv
[, 1] [, 2] [, 3]
[1,] 1.16371547 0.086970115 0.429621198
[2,] 0.08697012 0.179769626 0.007889734
[3,] 0.42962120 0.007889734 0.435590282

o4



Mame potiebné mezivypocty, mizeme je tedy dosadit do vztahu (6) a ziskat tim
Hotellingovu statistiku T.
> T

[, 1]

1,] 0.9395733.

Pomoci této statistiky vyjadiime testovaci statistiku danou vztahem (7), tj.
> (24/3)*(T/26)

[, 1]

[1,] 0.2890995.

Déle zjistime (1 — «)-kvantil Fisherova rozdéleni o (3,24) stupnich volnosti, po-
moci kterého urcime kriticky obor,

> kvantilF=qf(0.95, 3, 24, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

> kvantilF

[1] 3.008787

Hodnota testovaci statistiky nespada do kritického oboru, jelikoz
0.2890995 < 3.008787,

tzn. Ze nulovou hypotézu na dané hladiné nelze zamitnout (pfislusnd P-hodnota

je rovna 0.832807). Produktivita stroji neodpozuje predpokladiim.
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Zavér

V této praci jsem se nejprve zabyvala jednovybérovymi testy o stfedni hod-
noté ndhodného vektoru z hlediska standardni mnohorozmérné statistické ana-
lyzy. Pritom jsem uvazovala dvé mozné situace. Prvni, kdy je varian¢ni matice
jsem chtéla predevsim vysvétlit nékteré aspekty prace s vicerozmérnymi daty. Ve
druhé kapitole jsem pak ukazala, ze kompozicni data lze logratio transformacemi
prevést na standardni pozorovani a na né nasledné aplikovat vyse uvedené testy.
Vse jsem, doufam, nazorné vyuzila v posledni kapitole. Ta se zabyvala konkrét-
nimi priklady z rtznych odvétvi, ukazujici na mozné aplikace uvedené teorie.

P1i psani této prace jsem ziskala nové znalosti o kompozi¢nich datech jako
specifickém druhu mnohorozmérnych pozorovani a také jsem si prohloubila své
znalosti z mnohorozmeérné statistické analyzy. Kupodivu nejvétsim problémem
a prekazkou byl pro mé cesky jazyk.

Doufam, ze tato prace bude pfinosem nejen pro mé, ale i pro dalsi zajemce
o statistickou analyzu kompozi¢nich dat a mnohorozmérnou statistickou analyzu

vubec.
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