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ABSTRAKT

Praca je zamerana na spektralne obmedzeni extrapolaciu signalov pomocou konecného
radu Specialnych funkcii — anglicky nazyvanych prolate spheroidal wave functions. Nasim
cielom je zistit, do akej miery je mozné extrapolovat signal na zaklade jeho vzoriek
z kone¢ného intervalu. Casto sa predpokladd, Ze tato metdéda je zavisla na vypolte
urCitych integralov. Ukazeme, Ze existuje alternativa spocivajica v metéde najmensich
Stvorcov, ktord porovndme s metédami numerickej integracie. Zameriame sa aj na vplyv
Sumu a moznosti pouzitia tychto algoritmov pre spracovanie dat v redlnom case. Nakoniec
st navrhnuté algoritmy overené na skutocnych datach z mikrofénového pola, aby ich bolo
mozné porovnat na zaklade vysledkov.

KLUCOVE SLOVA
Hilbertov priestor, Fourierova transformacia, frekvencne obmedzené signaly, extrapolacia,
prolate spheroidal wave functions, ortogonalita, spektrum, metéda najmensich Stvorcov

ABSTRACT

The work is concerned with the band-limited signal extrapolation using truncated series
of prolate spheroidal wave function. Our aim is to investigate the extent to which it
is possible to extrapolate signal from its samples taken in a finite interval. It is often
believed that this extrapolation method depends on computing definite integrals. We
show an alternative approach by using the least squares method and we compare it with
the methods of numerical integration. We also consider their performance in the presence
of noise and the possibility of using these algorithms for real-time data processing. Finally
all proposed algorithms are tested using real data from a microphone array, so that their
performance can be compared.

KEYWORDS

Hilbert space, Fourier transform, band-limited signals, extrapolation, prolate spheroidal
wave functions, orthogonality, spectrum, least squares
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Uvod

Signaly, ktoré maji konecné spektrum — po anglicky band-limited signals — maja
mnohé zaujimavé vlastnosti. Jednou z nich je moznost dokonale zrekonstruovat cely
casovy priebeh signalu len na zaklade jeho diskrétnych vzoriek. Vdaka tejto sku-
tocnosti kazdodenne prevadzame spojité signaly do ¢islicovej podoby, aby sme ich
mohli uchovavat, upravovat a reprodukovat.

Zaznamenany (navzorkovany) signal je ndm znamy len na konecnom ¢asovom
intervale — a to ¢i uz z fyzikalnych, ¢asovych, financénych alebo inych dévodov. Nech
uz su nase dévody akékolvek, v pripade, zZe je tento interval prilis kratky, iste by sme
ocenili matematicky aparat, ktory by bol schopny doplnit chybajici (nenamerany)
usek signalu.

Uz roku 1960 David Slepian a Henry Pollak navrhli extrapolovat signal mimo
interval pozorovania pomocou Specialnych funkcii — takzvanych Prolate spheroidal
wave functions, skratene PSWF. Myslienku do detailov rozvinuli v sérii ¢lankov
[1-5], a to vratane zovSeobecnenia na viacrozmerné signaly. Nanestastie, praktic-
kému pouzitiu branila nedostatocne vyvinuta vypoctova technika. Problém nebol
v samotnej extrapolacnej metdde, ale skor v komplikovanom vypocte PSWEF.

V 70. rokoch si oblubu zacala ziskavat nova — Gerchbergova metoda — iterativny
postup spocivajuci v striedavom filtrovani signdlu a v nahradzani casti vyfiltrova-
ného signalu zndmym casovym priebehom [6]. S cielom urychlit jeho konvergenciu
boli postupne odvodené rézne modifikacie tohto algoritmu, vratane jednokrokovych
metdd [7]. Ich hlavnym nedostatkom je nestabilita pri zvySovani poctu znamych
vzoriek signalu.

Nastastie, s dnesnou vypoctovou technikou st uz davno prekonané problémy
vy¢islenia funkénych hodnét PSWEF [8]. Tieto funkcie si opét ziskavaji pozornost —
Devasia demonstruje ich pouzitie pri extrapolacii prave tak, ako to navrhli Slepian
a Pollak. Vdaka velmi vysokej presnosti pouzitej aritmetiky boli na konkrétnych
signaloch dosiahnuté pozoruhodné vysledky. ISlo o navzorkované signaly, ale bez
vplyvu Sumu [9].

Dodnes teda nebola celkom zodpovedand otézka, ¢o sa stane, ak bude Slepia-
nova metoda aplikovana na skutocéné signély — také, ktoré vznikli redlnym meranim.
Cielom tejto prace bude preskiimat moznosti extrapolacie frekvenc¢ne obmedzenych
signalov. Pri tom vsak zohladnime obmedzenia, ktoré si spojené s kazdym praktic-
kym meranim — bude nas zaujimat vplyv dvoch predpokladov:

1. mame k dispozicii len obmedzeny pocet znamych vzoriek signalu;

2. presnost nameranych hodnot je obmedzena vplyvom Sumu.
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Nase dve hlavné otazky su:
1. Do akej miery sa frekvenéné spektrum extrapolovaného signalu blizi frekvenc-
nému spektru skutocéného signalu?
2. Do akej vzdialenosti od znameho tseku signalu je jeho extrapolacia vyhovu-
juca?

Prva otazka stuvisi s dobre zndmym problémom frekvencénej analyzy skuto¢ného sig-
nalu. Aby sme mohli ziskat jeho frekvencéné spektrum, musi byt signal definovany
na celom redlnom intervale. O chybajticej casti signalu sa zvycajne robi nejaky do-
dato¢ény predpoklad — pri vypocte Fourierovho radu predpokladdme, Ze sa signél
periodicky opakuje na celej realnej osi ¢asu, pri Fourierovej transformacii zasa pred-
pokladame, ze chybajtci tsek signdlu je nulovy. Vo vseobecnosti oba predpoklady
vedu ku vzniku skokov na okrajoch intervalu pozorovania a spektrum takto dodefi-
novaného signalu obsahuje zlozky, ktoré sa v skuto¢nom signali nenachadzaju.

Problém sa da do istej miery riesit pouzitim okien, ale ich aplikacia potlaca
amplitidu signalu na okrajoch intervalu pozorovania, ¢im prichadzame o cenné in-
formacie a zbytoéne dochadza ku zhorSeniu frekvencného rozlisenia. Ak by sa nam
podarilo signal aspon ¢iastoc¢ne extrapolovat, zmiernili by sme tym vyssie uvedené
problémy [10].

Druhou otézkou sa teoreticky zaoberal uz Henry Landau [11] a jednoznacne
dokézal, ze predpoklady 1. a 2. maju zasadny vplyv na kvalitu extrapolacie, preto
je skor prekvapujuce, ze mnohi autori na poli frekvenéne obmedzenej extrapolécie

tieto predpoklady dodnes ignoruju.
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1 Zakladné pojmy

V tejto Casti definujeme dolezité pojmy a znacenie, ktoré budeme vyuzivat v dalsich

castiach prace.

1.1 Priestor L,

Uvazujme, ze signal s ktorym pracujeme, je v ¢ase t € (a,b), b > a reprezentovany

matematickou funkciou, napriklad f(¢).

Definicia 1.1 O kompleznej funkcii f(t) redlnej premennej t hovorime, Ze je in-
tegrovatelnd s kvadratom (s druhou mocninou), ak ezistuje (a md konecni hodnotu)

integrdl
b
[P at (1.1)
Thito vlastnost funkcie znacime f € Lo(a,b), skratene f € Ly. [12]

L, je priestor tvoreny vsetkymi kvadraticky integrovatelnymi funkciami. Uvazujme
dalej funkcie f, g € Ls.

Definicia 1.2 Skaldrny sucin funkcii f(t) a g(t) oznacujeme (f,g) a je definovaniy
vztahom

b N
o9y = [ @9 at. (12
kde g(t) znact funkciu komplezne zdruzend k funkeii g(t).

Vsade tam, kde by takéto znacenie mohlo viest k nejasnostiam ohladom integra¢nych

hranic, budeme symetrické hranice znait dolnym indexom (f, g), = [ f(t)g(t) dt.

Definicia 1.3 Normu funkcie f(t) znacime ||f|| a je definovand vztahom

£ = /{5 F)- (1.3)
Veta 1.1 Pre vzdialenost dvoch funkcii f(t) a g(t) v Lo platia vztahy
1f =gl =0

If—gll=0 & f=g;
If =gl <IIf =Rl +[Ih = gll;
If=gll=1lg—fll-

(1.4)

Veta 1.2 Pre skalarny sucin funkcii f(t) a g(t) plati Schwarzova nerovnost

[(F )l < 1A Mlgll - (1.5)

Vyssie uvedené vety a definicie pochadzaji z [13].
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1.2 Ortogonalna baza

Definicia 1.4 Funkcie f(t), g(t) si v Ly kolmé (ortogondlne), ak plati

(f,9)=0. (1.6)
Definicia 1.5 O postupnosti funkcii ey, €1, €a, ... hovorime, Ze je ortogondlna v Lo,
ak
en,tm) #0 pre n=m,
< ) (1.7)
(en,em) =0 pre n#m,
kde n,m € N°.
Definicia 1.6 O postupnosti funkcii eq, €1, ea, ... hovorime, Ze je ortonormdlna, ak
je ortogondlna a navyse plati ||e,|| = 1, teda
1 pre n=m
(€n,Em) = (1.8)
0 pre n #m,
pricom n,m € N.
Definicia 1.7 Ortogondlna sistava ey, ey, s, ... je iplnd v Ly (tvori bazu), ak plati
aspon jedna z tychto podmienok:
1. Pre kazdy signal f(t) € Lo plati
[(f,en)|” !
I£1* = Z (1.9)

o lleall”
2. Pre kazdy signal f(t) € Ly plati

=3 Vet (1.10)

2 En

3. Ku kaZdému f(t) € Ly a § > 0 existuje konecnd linedrna kombindcia
N
= anen(t), (1.11)
n=0

pre ktord || f — fnl]] < &.
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Tab. 1.1: Prehlad niektorych vyznamnych ortogonalnych baz

Nazov ‘ Tvar postupnosti l Interval ortogonality ‘
Trigonometrické funkcie {cosnt} (0,7m)
Trigonometrické funkcie {sinnt} (0,7)
Trigonometrické funkcie {cosnt,sinnt} (—m,m)

Komplexné exponencidlne funkcie {e} (=7, )
Besselove funkcie {VtTm(nt)} (0,1)
Laguerrove funkcie {e_t/zta/ngla)(t)} (0,00)
Legendreove funkcie {L,(t)} (-1,1)
Cebysevove funkcie {(V1—=12T,(t)} (-1,1)
Hermiteove funkcie {e=t"/2H,, (1)} (—00,0)
Funkcie sinc {sinc (t —n)} (—00,0)
Prolate spheroidal wave functions {tn(c,t)} (=00, 00)
(=7/2,7/2)

1.3 Fourierov rad a Fourierova transformacia

Fourierov rozvoj signalu pomocou trigonometrickych funkcii je len Specidlnym pri-
padom Fourierovho radu. V skutocnosti existuje mnozstvo inych bazovych funkcii

pouzitelnych pre jeho vypocet. Vybrané z nich si zaradené do tabulky 1.1.

Definicia 1.8 Fourierovym radom signdalu f(t) vzhladom k ortogondlnemu systému

€0, €1, €2, ... Sa nazyva rad
> agen(t), (1.12)
n=0

pre ktorého koeficienty plati

g = Ln). (1.13)
lenll

Koeficienty {a,} nazgvame spektrom signdlu f(t).

Veta 1.3 V priestore Ly plati Parsevalova rovnost
) 2 2
L7 =D lanl” - lleall” (1.14)
n=0

kde a,, st zlozky spektra f(t). [13]

Definicia 1.9 Priama a spdtnd Fourierova transformdcia su pre signdl definované

vztahmi

Plw) =F{f0} = [ e a, (1.15)
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F(#) = F 1 {F(w)} = 2i |7 P, (1.16)

I 00
Signal v casovej doméne f(t) budeme od jeho Fourierovho obrazu F(w) odlisovat

velkostou pisma. Aby existoval Fourierov obraz F(w), signdl f(t) musi byt obmedzeny

a na konecnom intervale musi mat konecny pocet nespojitosti, maxim a minim.

Veta 1.4 Pre signaly f(t), g(t) a ich Fourierove obrazy F(w), G(w) plati Parseva-

lova formula

|7 rwg@ar ! | rE@ (1.17)

oo 21 —00

[14].

1.4 Signaly s konecnym spektrom a signaly s konec-

nym trvanim

Definicia 1.10 Signdl f(t), ktorého spektrum md tvar
Flw)=0 pre |w|>Q (1.18)

nazyvame signdlom s konecnym spektrom (bandlimited signal). Q oznacuje jeho frek-

vencéné obmedzenie (bandlimit).

Definicia 1.11 Symbolom B oznacme frekvencne obmedzujici operdtor

1 r@ :
Bf(t) = — / F(w)e dw. (1.19)
2n J-q
Podmnozinu Lo tvorent vsetkymi frekvencne obmedzenymi funkciami oznacme B.
Definicia 1.12 Signdl f(t), ktorého casovyj priebeh md tvar
F =0 pre |t]> g (1.20)

nazgvame signdlom s konecnou dobou trvania (timelimited signal). T oznacuje jeho

dobu trvania (timelimit). Interval (—7 /9, +T/2) nazgvame interval pozorovania.
Definicia 1.13 Symbolom D oznacme casovo obmedzujici operdtor

f@t) pre |t|<7/2

(1.21)
0 pre |t| > T1/2.

Df(t) =

Podmnozinu Lo tvorent vsetkymi frekvencne obmedzenymi funkciami oznacme D.
Jedinym spoloénym prvkom mnozin D a B je signal s nulovou energiou
DNB = {0}. (1.22)

Nasou snahou bolo dodrzat ¢o najvicsiu zhodu znacenia s ¢lankami [1-3]. Defi-

nicie 1.10 az 1.13 a vécsina symbolov st v zhode s tymito ¢lankami.
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1.5 Ortogonalna baza funkcii sinc

Od funkcie sincx v tvare

sin

re z#0
sincx =< T P 7 (1.23)

1 pre =0

je mozné translaciou a dilataciou odvodit doleziti bazu

{sinc(t/T —n)} > . (1.24)
Jej prvky su ortogonalne
T ) T pre n=m
/smc (t/T —n)sinc (t/T —m) dt = m,n € Z (1.25)
e 0 pre n#m

a je uplnd v B. kazdy signal f(¢) € B s bandlimitom Q = n/T mozeme vyjadrit
Fourierovym radom

ft)= > aysinc(t/T —n). (1.26)
Ak rovnicu vyndsobime vyrazom sinc(t/T — k), integrujme cez cely realny interval

a vyuzijeme ortogonalitu, dostaneme

o = %/Oof(t) sine (t/T — k) dt, ke Z. (1.27)
Vyuzitim
. Te % pre |w|<n/T
F{sinc(t/T —k)} = (1.28)
0 inak,

mozeme aplikovat Parsevalovu formulu 1.4 na vztah (1.27) a prepisat ho na

1=/ jwkT

ag = —/ F(w)e’™ dw = f(kT). (1.29)
21 —/T

Veta 1.5 Ak ma signdl f(t) € B frekvencné obmedzenie Q < n/T, dokdzeme ho

presne zrekonstruovat zo vzoriek f(kT') pri periode vzorkovania T podla vztahu

sinm (t/T — k)

)= 3 fm)

k=—0o0

(1.30)

kde k € Z je cislo vzorky [15]. Tdto veta sa nazjva Shannonov vzorkovact teorém.

Ide o dobre znamy princip vzorkovania a rekonstrukcie frekvencéne obmedzenych
signalov. Baza funkcii sinc je ddlezita preto, lebo umoznuje dokonali interpolaciu
frekvencne obmedzeného signalu. V nasledujicej kapitole sa zameriame na dalsiu

frekvencéne obmedzent bazu, ktord poniika este zaujimavejsie moznosti.
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2 Ortogonalna baza PSWF

Veta 2.1 Pre dany parameter ¢ je mozné ndjst nekonecni spocitatelni postupnost
redlnych funkcii o(c,t), ¥1(c,t), wa(c,t), ... a postupnost redlnych kladnijch cisel

1> A(c) > M(c) > Xa(c) > --->0 (2.1)

majucich nasledujice vlastnosti:

1. {4} su frekvencne obmedzené, ortogondlne a uplné v B.

<¢n>¢m>oo = 0 pre o 7& " m,n < NO. (22)
1/An(c) pre n=m

2. Na intervale —7/2 <t < 7/2 si {1} ortonormdine a uplné v Ly(—7/2,7/2).

0 pre n#m
<¢n> ¢m>7—/2 = m,n < NO. (23)
1 pre n=m

3. Pre vsetky redlne alebo komplexné t

An(C)thn(c,t) = /T/2 M

—r2 w(t— s) Un(c,s)ds = BDyn(c,t), n €N’ (2.4)

Funkcie {1} sa po anglicky nazyvaji prolate spheroidal wave functions (PSWF).
Pn(c,t) aj A(c) st spojitymi funkciami parametra ¢ = Qr/2 [1]. ! Jeho vplyv si
ukazeme neskor.
Najprv — aby sme predisli zbytoc¢nej komplikacii vztahov — zavedieme dohodu,
podla ktorej pevne zvolime
T=2 (2.5)

a budeme sa jej drzat odteraz az po koniec kapitoly 4. Dovtedy budt nase tvahy
¢isto matematické, preto nebudeme vztahy zneprehladnovat fyzikalnymi jednotkami.
Takato volba vobec nie je na tikor vSeobecnosti, pretoze kazdy casovo obmedzeny

signal, ktory je v tvare

g(t) = J(®) pre € ta,b) a,beR, a<b,
0 pre t ¢ (a,b)

je mozné vhodnym casovym posunutim a zmenou mierky na casovej osi transformo-

vat tak, aby bol jeho interval pozorovania (—1,1).

LV literattre nie je jednotny ndzor na to, ako tieto funkcie normalizovat. Zamerne pouzi-
vame opac¢ni definiciu, nez je uvedend v pévodnom c¢lanku. Clanok funkcie normalizuje tak, aby

ln]lo = 1. My budeme pouzival ||¢,]|; = 1.
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2.1 Niektoré vlastnosti PSWF

Mnoho zaujimavych vlastnosti ¢, mozeme najst v pévodnej sérii clankov [1-5], ale
hlavne v knihe [16] Specidlne venovanej tymto funkciam, preto tu uvedieme len tie

vlastnosti, ktoré st pre nas najdolezitejsie.

Veta 2.2 Pre kazdé ¢ > 0 existuje takd rastica postupnost kladngch cisel
xo(c) < x1(c) < xa(c) < ..., Ze pre vietky n € N md diferencidlna rovnica

(1= 2)y(0) = 20 y(0) + [xale) = 2] yalt) = 0 (2.6)

spojité riesenie na intervale (—1,1). Navyse, vsetky jej riesenia sa daji vyjadrit ako

sucin konstanty a funkcie ¥y, (c,t), ktord je riesenim integrdlnej rovnice (2.4).

Veta 2.3 Funkcia 1, (c,t) je pdrnou funkciou pre pdrne n a nepdrnou funkciou pre
nepdrne n,
Unlc,t) = (—=1)"Yn(c, —t), n €N (2.7)

Veta 2.4 Funkcia v, (c,t) md na intervale t € (—1,1) prdve n nil, n € N°.

Veta 2.5 Pre Fourierovu transformdciu 1, (c,t) platia vztahy

o 2n
) cAn(c)
0 pre |w]|> ¢,

/_11¢n(c, t) e tdt = AIRRY 2n>\cn(c) U (c, %) ) (2.9)

Hranice frekvenéného spektra funkcii ¢, (c, t) nastavujeme parametrom c. Volba

w
zwn(c,—) pre |w|<e
C

/ Yn(c,t) e dt = (2.8)

sirky spektra ma zasadny vplyv na vlastné ¢éisla A, (c) integralnej rovnice (2.4).

Udéavaju, aka cast z celkovej energie ¥,(c,t) sa nachadza v intervale (—1,1). Plati

el
An, = . 2.10
© = 10l (2.10)

19



9 10 11 12 13 14 15

Obr. 2.1: Zavislost vlastnych ¢isel integralnej rovnice (2.4) na parametri c.

Pre vlastné cisla A,(c) je zlomova hodnota n ~ 2¢/n. V pripade n < 2¢/n st
blizke 1. Priebeh funkcie ¢, (c,t) sa vtedy blizi Hermiteovej funkcii a jej energia sa
koncentruje v intervale (—1, 1), tak ako na Obr. 2.2 a Obr. 2.4.

1.5 T

1F

0.5

0

¥, (10, 1)

-0.5

-1r

_15 1 i | | 1 i |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Obr. 2.2: Casové priebehy PSWF podkritického radu.

Definicia 2.1 Hermiteova funkcia ¢,(t) je dand vztahom
(1) = ————H,(t)e s (211)
on(t) = ———H, (t) e 7, 2.11
2nnly/T

kde H,(t) je Hermiteov polynom radu n definovany Rodriguesovou formulou

H,(t) = (—1)"et2%e_t2. (2.12)
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Veta 2.6 Pre n € N° a ¢ — oo plati priblizng vztah

Un(e,t) = Ve pu(Vet). (2.13)

¥, (10, 1)

Obr. 2.3: Porovnanie PSWF podkritického radu (plnou ¢iarou) s Hermiteovymi fun-

kciami (prerusovanou ¢iernou Ciarou).

Ak n zvySujeme, pri hodnote n ~ 2¢/n zacni vlastné Cisla badatelne klesat a
energia mimo intervalu (—1,1) uz nie je zanedbatelnd. Podobnost s Hermiteovymi

funkciami sa straca a 1, (c,t) maji nasledujtce priebehy:

1,4(10, )
—— 5(10,t)
7/}6(1077:)

Obr. 2.4: Casové priebehy PSWF radu blizkeho kritickej hodnote.

Pre n > 2¢/n sa ¢isla A, (¢) velmi rychlo priblizuji k nule. Priebeh v,(c, t) sa na
intervale (—1, 1) blizi Legendreovmu polynému a energia rozlozena za jeho hranicami

sa so vzrastajucim radom prudko zvicsuje.
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%0 j j 0r(10.1)
7/}8(1077:)
20 B 7/}9(1077:)
o} |
= ;

0C 7@ =~ 7( -
20 .

_30 | ; | ; |
-3 -2 -1 0 1 2 3

t
Obr. 2.5: Casové priebehy PSWF nadkritického radu.

Veta 2.7 Pren € N° a ¢ — 0 plati priblizny vztah

Un(c,t) =\ [n?+ %Ln(t), (2.14)

kde L,(t) je Legendreov polynom rdadu n definovany Rodriguesovou formulou

Lo(t) = s—— (*=1)". (2.15)

¥, (10, 1)

-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Obr. 2.6: Porovnanie PSWF nadkritického radu s Legendreovymi polynémami.
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2.2 Casovo-frekvenény pohlad na PSWF

Pre ziskanie kratkodobej Fourierovej transformécie (STFT) sme pouzili Gdborovu
transformaciu, kedze pouziva Gaussovo okno, ktoré zabezpecuje optimalne rozlisenie

v Case 1 frekvencii zarovenl.

Definicia 2.2 Gaborov spektrogram signdlu f(t) je definovany vztahom

S(t,w):\/%

Volbou parametra a nastavujeme rozliSenie. Vacsie hodnoty a zvySuju rozliSenie

2

/Oof(s)e_a(s_t)Qe_j“’S ds| . (2.16)

o

v Case na tkor rozliSenia vo frekvencii a naopak.

Veta 2.8 Gaborov diagram Hermiteovej funkcie p,(t) md tvar

1 n 1(12,,2
Sult,w) = 3o (£ +7) ema (1) (2.17)

Veta 2.9 Pre siuradnice [tm,wm]| mazimdlnych hodnét Gdborovho diagramu Hermi-
teovej funkcie v, (t) plati
2+ w2 = 2n, (2.18)

Diagram md stred v pociatku sistavy suradnic [0;0] a jeho polomer je /2n.
Vety pochadzajicich z ¢lanku [17] a predpokladaji volbu a = 1/2. Ich vyuzitim

mozeme aproximovat Gaborov spektrogram funkcii v, (c,t) podkritického radu. Ak

zvolime a = ¢/2, tak mézeme odvodit, ze pri n < 2¢/n bude priblizne platit

1 2\ " _1fpp2pe?
Sn(t,w)%2—<ct2+w—> e 2<t+c). (2.19)

npl c

Maximéalne hodnoty spektrogramu budu priblizne lezat na elipse tvaru

2
ct? + %m = 2n, (2.20)

o ¢om sa mozeme presvedcift numerickym vypoctom Géaborovej transformacie.
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Obr. 2.7: Gaborov spektrogram funkcie 15(100, t).

Aby bola stvislost medzi Gdborovym spektrogramom S, (w,t) a ¢asovym prie-

behom v, (c,t) zretelnejsia, su tieto priebehy spolu vynesené v grafoch na pravej

tmavsia.

strane. Nule zodpoveda biela farba a ¢im st funkéné hodnoty vyssie, tym je farba

S50 (w, 1)

100 1

50

30
N

Il -

w

":""o‘o“‘l\“\‘\\\\\\}\\\\\N\\\m I

I o0

[S50(w, 1)

Obr. 2.8: Gaborov spektrogram funkcie 150(100, t).

-1 -05 O 0.5 1
t

Ak zvysujeme rad n, diagram sa deformuje tak, aby sa ¢o najvicsia cast jeho
energie nachadzala v oblasti tvaru obdiznika
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Pri nadkritickom rade je ¢aso-frekvencna analyza tazsia kvoli vysokym funkénym
hodnotam spektrogramu. Ak zo spektrogramu zobrazime len oblast v okoli pociatku

suradnicovej sustavy, mame moznost vidief jav, ktory moze byt na prvy pohlad

100 |

|Sso(w, )|

Obr. 2.9: Gaborov spektrogram funkcie 1g0(100, ¢).

prekvapujici. Funkcia 1100(100,¢) je frekvencéne obmedzena a jej Fourierov obraz

F(w) je nulovy pre |w| > 100. Napriek tomu veta 2.4 spdsobuje, ze na intervale

(—1,1) musi byt okamzita frekvencia funkcie 1, (c, t) vyssia nez ¢, ak n > 2¢/n.

0.06

0.04

0.02

|S101(w, )|

I
|

ll
llI||||llllll|l||||l|l|||lllll

i

it ||Il

I{lllllll|l|“||||||wuu'l%unlll“““|!‘,'.
e

[S101(w, )|

Obr. 2.10: Gaborov spektrogram funkcie 1101(100,t) v okoli pociatku.
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2.3 Fourierov rad PSWF

Vdaka tuplnosti v, moézeme signaly patriace do Ly(—1,1), vyjadrit Fourierovym

radom

ft) = ian@ﬁn(c, t). (2.22)

n=0
Ak tuto rovnicu vynéasobime ,,(c,t), integrujeme a vyuzijeme ortogonalitu, do-
staneme rozne vztahy pre spektrum {a,}. V zavislosti na integracnych hraniciach

dostavame nasledujice vety:

Veta 2.10 Signdl f(t) € Ly(—1,1) je pre vsetky t € (—1,1) mozné vyjadrit pomocou

radu (2.22), ktorého koeficienty su dané vztahom

an = (f, ¢n>1 . (2.23)

Veta 2.11 Signdl f(t) € B; B C Ly(R) je pre vsetky t € R mozné vyjadrit pomocou
radu (2.22), ktorého koeficienty si dané vztahmi
an = ([, Un) o - Anlc), (2.24)
an = (f,%n); - (2.25)

Téato veta je podstatou extrapolacnej metody. Vyuzitim znalosti casového priebehu
f(t) na intervale pozorovania (—1,1) mo6zeme urcit koeficienty Fourierovho radu.
Ziskany rad je definovany pre vSetky ¢ € R a tym padom definuje priebeh f(t) aj

mimo intervalu pozorovania.

Veta 2.12 Majme lubovolny signdl g(t) € Lo(R). Signdl f(t) = Bg(t) je pre vsetky

t € R mozné vyjadrit pomocou radu (2.22), ktorého koeficienty si dané vztahom

an = (g, Vn) o, - An(C). (2.26)

Veta vyplyva zo vztahu (2.24), ak nan aplikujeme vetu 1.4 vyuzitim Fourierovho ob-
razu ¥, (c,t) podla (2.8). Veta hovori, ze vypoctom Fourierovho radu integraciou cez
cely redlny interval dostavame z lubovolného signélu g(¢) € Lo(R) jeho frekvencne

obmedzent verziu f(t) = By(t).
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3 Vypocet koeficientov radu PSWF

Predpokladajme, ze meriame nejaky nenulovy signal f(t) € B a — nech uz st nase

dovody akékolvek — nezmeriame cely priebeh f(¢). Je ndm znamy len signdl

f(t) pre |t| <1,

Df(t) =
0 pre [t|>1.

(3.1)
Podla vety 2.11 je teoreticky mozné signal dokonale extrapolovat nekonecnym ra-

dom, no prakticky mozeme vypocitat len koneény rad

fa(t) = Zawn(c, t), N e N (3.2)

Hovorime, Ze fy(t) je aproximéciou signéalu f(¢) N-tého radu. Kedze klic¢om ku kva-
litnej extrapolacii signalu je ¢o najpresnejsie vycislenie koeficientov {a,}, tato kapi-
tola porovnava rozne metédy ich vypoctu.

Jednu skupinu tvoria interpola¢né metody. Aby sme mohli vyé¢islit (2.25), mu-
sime priebeh signalu medzi vzorkami nejako dodefinovat. V praxi si najbeznejsie
rovnomerne navzorkované signaly, preto aj my budeme predpokladat, ze su vzorky
v Case ekvidistantné. Potom sa nam pontkaji dve najbeznejsie metody — interpola-
cia funkciami sinc a interpolacia polynémami.

Kedze vysledky interpola¢nych metéd nemusia vzdy byt uspokojivé, uvadzame
aj aproximaciu koeficientov {a,} pouzitim metédy najmensich stvorcov, teda bez
interpolacie.

Budeme sa zaoberat zdrojmi chyb vznikajicich v zavislosti na pouzitej metdde,
periéde vzorkovania signalu, integracnych hraniciach a sume. Prave pochopenie

tychto stuvislosti umozni chybu minimalizovat spravnou volbou numerickej metédy.

3.1 Vypocet pomocou funkcii sinc

Urcity integral stcinu signalov f(t), g(t) € B s bandlimitmi Q; = /T a Q, = n/T,
mozeme vdaka (1.30) zapisat nasledovne:

[ [ e 2D 5

O k=—00

dt.

Kedze integral suctu je siuctom integralov

[t = 3 3 purgun, [T T D e

- k=—o00l=—0c0

Pre integral na pravej strane zavedme oznacenie
asinm (t/Ty —k)sinn(t/T, — 1)

Wik = [ T(/T,— %) =T, -1 (8:3)
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Potom hladany integral mozeme zapisat v tvare

[ rwga =3 S FRTGUT)W (k. 1), (3.4)
- k=—00 l=—00
kde W (k,1) st vahy nezavislé na funkénych hodnotach spractvanych signélov.
Je zrejmé, ze pri strojovom vypocte budeme musiet oba nekonecné rady nahradit
konecnymi. Dostavame aproximacny vztah, ktory ma v maticovom zapise jednodu-

cht formu

| gwd~ FT-w g, (3.5)

a
pricom f, § st stipcové vektory obsahujtice vzorky signélov f (t), g(t) a W je vahovd
matica. T4 nemusi byt nevyhnutne $tvorcovou maticou. Vo vSeobecnosti signély f(t)
a ¢(t) nemusia mat ani rovnaki periédu vzorkovania, ani rovnaky pocet vzoriek.
Ak ziskany aproximacny vztah urcitého integralu aplikujeme na vypocet skalar-

neho stacinu (2.25), dostaneme priblizny vztah pre koeficienty radu (2.22) v tvare

an~ fT-W-ih,, neN. (3.6)

Hoci nie sme schopni presne zrekonstruovat signal f(t), pretoze nemame k dispozicii
ziadne vzorky mimo intervalu pozorovania, signal ¢g(t) bude v nasom pripade v, (t).
Pocet vzoriek signdlu g(t) mdzeme zvolit takmer Tubovolne velky (sme obmedzeni len
vypoctovou kapacitou) a tym sme schopni zrekonstruovat ho s takmer Tubovolnou
presnostou.

3.1.1 Specialny pripad vahovej matice

V pripade, kedy maju signaly f(¢), g(t) zhodnt periédu vzorkovania T > 0 a integ-
racna hranica a je kladnym celo¢iselnym nasobkom tejto periédy

a=KT, KEN, (3.7)

dochédza k vyraznému zjednoduseniu vztahu (3.3). Ten potom dokdzeme v zavis-
losti na hodnotach k£ a [ vyjadrif pomocou Standardne implementovanych funkcii

programu MATLAB — cos, cosint a sinint. Tu uvedieme len vysledok

T (71 — cosz]>E=R) 2n(K—k) sin
- (=2 +/( ), k=1
— T x 2n(—K—k) 2n(—K-k) X
Wik D=1 7 (—1)k+ [ p2m(E=k) 1 — cosz (K= 1 — cosx
Tl e S BT R Ry
2n k—1 2n(— K —k) x 2n(—K—1) x
(3.8)

Jeho odvodenie sa nachadza v prilohe A.
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Obr. 3.1: Priklad $pecidlnej vahovej matice pre K = 6.

Specidlna vahova matica pripomina lichobeznikové integraéné pravidlo — tomuto
pravidlu zodpoveda diagonalna matica s hodnotami [0,5 11 ... 1 1 05|a
je specidlnym pripadom Newtonovho-Cotesovho pravidla, ktorému bude pozornost

venovana neskor.

3.1.2 Overenie ortogonality

Jednou z vhodnych metéd pre overenie kvality integracnej metédy je kontrola or-
tonormality bazovych funkcii — teda kontrola numerického vypoctu vztahu (2.3).

Zostavme maticu chyb ortonormality Q, ktorej prvky st dané vztahom

dmmn = ’<¢m7¢n>1 - 5m,n’ ; m,n € N07 (39)

kde 0y, je Kroneckerovo delta

1, pre m=n
S =1 T (3.10)
0, pre m #n.

Na zdklade (2.3) by sme mohli ocakavat, ze vetky prvky Q budi nulové, lenze — ako

sme spomenuli vyssie — matica W maé konec¢né rozmery a preto vypocet nemoze byt
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dokonale presny. Zvolime periédu vzorkovania T = 1073 a budeme predpokladat,
ze obe funkcie podliehajice skaldrnemu sicinu si navzorkované len pre |t| < 1.
Kvalita ortogonality je pri tejto integracnej metdde relativne nizka — odchylky su

prilis velké, zobrazené su vlavo na obrazku nizsie.

Chyba ortonormality Chyba ortogonality

0.04

q’” 1.7

Obr. 3.2: Chyba ortonormality podla (3.9) (vlavo) a chyba ortogonality podla (3.11)

(vpravo) pri integracii pomocou funkcii sinc. Bolo pouzité ¢ = 10.

Pri vypocte ortogonality na intervale ¢ € R st integra¢né hranice +oo, preto
vo vztahu (3.8) moézeme polozit K — oo. Tym sa z vdhovej matice stane matica
jednotkova. Vztah (3.5) vtedy mézeme nahradit skalarnym stic¢inom vektorov obsa-
hujuicich vzorky signdlov. Takze aby sme skontrolovali ortogonalitu 1, na intervale
t € R, staci funkcie generovat s velmi dlhou peridédou vzorkovania — priamo perié-
dou T' = n/Q). Funkcie boli vygenerované pre 7' = 0,2 a |t | < 30. Chyba definovana
vztahom

I = VAN (O Wi =, mmeN (311)

je zobrazena na vyssie uvedenom obrazku vpravo. Pre vyssie rady chyba rastie hlavne

kvoli tomu, Ze sme pri vypocte vynechali priebeh pre || > 30.
3.2 \Vypocet pomocou polynomickej integracie

Ako bolo ukézané vyssie, interpolacia funkciami sinc vedie k chybam, ak pri vy-

pocte vynechame vzorky signalu. Vzorky nam vsak budu chybat vzdy, pretoze to je
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podstatou extrapolac¢nej tlohy. Mali sme moznost vidiet, Ze presny vypocet skalar-
neho stéinu (2.25) nie je mozny, preto sa zameriame na dalsie sposoby priblizného
vypoctu urcitého integralu.

V ¢lanku [9] spociva podstata priblizného vycislenia {a, } v prelozeni r+1 vzoriek

integrovaného signalu polynémom radu r a naslednou integraciou tohto polynému.

3.2.1 Newtonova-Cotesova kvadraturna formula

V skutocnosti je mozné odvodit, Ze namiesto hladania koeficientov interpola¢ného
polynému a jeho naslednej integracie staci séitat vzorky signalu s vahou C}. Opa-

kovanym pouzitim vztahu

to+nT _ r
[ st "2 LS s (b + KT (3.12)

to k=0

postupne integrujeme signal s(t) na celom intervale (—1,1), pricom koeficienty Cj

su dané vztahom i
1 (=) rogrtl

Cr= T h (r—k)!/o = (313)

Uvedeny postup sa nazyva Newtonova-Cotesova metida [18].

V nasom pripade je integrandom s(t) = f(t)¢,(c,t). Ak bude splneny predpo-
klad, Ze je tento sucin dobre aproximovatelny interpolacnym polynémom, mdzeme
dosiahnut omnoho mensiu chybu nez pri pouziti interpoléacie jednotlivych signalov

funkciami sinc.

3.2.2 Overenie ortonormality

Newtonovou-Cotesovou metdédou roznych radov r sme urcili chybu ortogonality Q,
ktorej prvky st definované vztahom (3.9). Bolo pouzité ¢ = 10 a periéda vzorkovania
T = 1073. Vysledky st uvedené na nasledujicej strane. Upozoriiujeme, Ze jednotlivé
grafy maju réznu mierku na zvislej osi. Farba grafu sluzi len pre lepsiu orientéciu

na osi n.
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Obr. 3.3: Chyba ortonormality v zavislosti na rade r Newtonovho-Cotesovho pra-
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3.2.3 Otazka volby radu polynému

Analyzujme obrazok 3.3. Najprv sa zamerajme na n,m < 2¢/n. Na zéklade nasich
uvah o interpolacii signdlu funkciami sinc vieme, Ze pre integraciu frekvencne ob-
medzenych signalov postacuje prosta sumacia vsetkych ich vzoriek. Vsetky vzorky
sucinu f(t)Yn(c,t) samozrejme nebudeme mat k dispozicii, ale pre n < 2¢/n st
vzorky ,(c,t) mimo intervalu (—1,1) zanedbatelné. Vypocet a, staci realizovat
pravidlom radu r = 0. Tym sme objasnili, preco je na obrazku chyba zanedbatelna
ak st m a n mensie nez asi 7.

Teraz uvazujme vicsie n, pretoze pre tspesni extrapolaciu potrebujeme vycislit
aj dalsie Cleny spektra. Vtedy sa uz v, (t) blizia Legendreovym polynémom. Mali by
sme volit  podobné n alebo este vacsie. Stihlasi to s obrazkom — vidime, ze u vyssich
radov m, n dosiahneme zmensenie chyby prave zvysenim radu integracného pravidla.
Minimalna chyba ortonormality na diagonale je asi 107'°. Je mozné, Ze tato chyba
uz suvisi s nepresnostou vycislenia funkénych hodnét 1, (c,t). Generovali sme ich
s presnostou na 17 platnych ¢islic.

Treba vsak mysliet na to, ze rad r nemozeme zvysovat Tubovolne, pretoze vy-
sledky zacne zavazne ovplyviovat sum. Nizsie uvedena tabulka obsahuje hodnoty

Newtonovych-Cotesovych koeficientov pre niektoré rady.

Tab. 3.1: Newtonove-Cotesove koeficienty

| Hs | Hi | B | H | Hr | Hs |

(r| Ho | m | H
1 1 1
1 4 1
2 3 3 3
1 3 3 1
3 1 1 1 1
1|z 32 12 32 7
45 45 45 45 45
5 19 75 50 50 75 19
144 144 144 144 144 144
6| AL 216 27 212 27 216 AL
420 420 420 420 420 420 420
7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751
8640 8640 8640 8640 8640 8640 8640 8640
8 989 1472 —232 2624 —2270 2624 —232 1472 989
14 175 14 175 14 175 14 175 14 175 14 175 14 175 14 175 14 175

Vécsinou je chyba metody tym mensia, ¢im je r vacsie, ale v tabulke si mozeme
vsimnuft, ze pri vysokom r metéda niektorym vzorkam signélu priklada omnoho vys-
siu vahu, nez inym. To je jednym z dévodov, preco sa pri zvic¢Sovani r nad istt1 hod-
notu prestane chyba aproximacie zmensovat, ale zacne s r prudko narastat. Potom
uz aj velmi malé zaokruhlovacie chyby maji zasadny vplyv na tvar interpolacného

polynému a vedu k chybe ortonormality (na obrazku 3.3 pripad r = 20).

33



Obr. 3.4: Stredna kvadraticka chyba ortonormality v zavislosti na rade r Newtonov-

ho-Cotesovho pravidla, ak je ku v, pridany Gaussov sum. 7' = 1073, ¢ = 10.
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Aby sme sa lepsie priblizili realite, kontrolu ortonormality sme zopakovali s tym,
ze sme k jednej z funkcii vystupujucich v skalarnom stcine pricitali Gaussov Sum.
Ten mal energiu 10~° energie signalu, teda pomer signdl-Sum bol 60 dB. Experiment
sme zopakovali 1 000-krat a Obr. 3.4 zobrazuje strednt kvadratickd chybu tychto
1 000 realizacii.

Clénok [9] pri periéde vzorkovania T' = 1073 (¢o je rovnakd hodnota, ako sme
zvolili aj my) odportca integraciu pomocou polynému radu 250. Ale to je o rad vyssia
hodnota nez ta, pri ktorej nam pri Sume prestala platit ortonormalita. Dévodom je,
ze v ¢lanku popisany algoritmus pracuje s velmi vysokym poctom platnych ¢islic a
uvazuje nulovy sum.

Dochadzame k zaveru, ze ak budeme chcief spractvat nejaky redlne merany sig-
nal, ur¢ite nebudeme moct pouzit lubovolne vysoky rad polynému. Vysledky naz-
nacuju, ze v praxi nebudeme moct pouzit interpolacny polyném radu vyssieho nez
asi 10.

3.3 Vypocet metdédou najmensich Stvorcov

Nahliadnime teraz na problém urcovania koeficientov spektra z mierne iného uhla
pohladu. Kvoli vete 2.11 sme sa doteraz (podobne ako mnohi ini autori) az prilis
sustredili na rézne spésoby numerickej aproximéacie urcitého integralu. Je to pri-
rodzené, kedze vyhodou ortogonalnych baz je vlastnost, Ze koeficienty spektra si
nezavislé a kazdy z nich mdze byt vycisleny zvlast — vypoctom urcitého integralu.
Na druht stranu, pri bazach, ktoré nie st ortogonélne, sme odkazani na tplne
iné sposoby vypoctu spektra. Mdze ist napriklad o riesenie sistavy rovnic, iterativne
postupy hladania extrému funkcionalu a podobne. V skuto¢nosti nam ale ni¢ nebrani

v aplikacii tychto postupov aj na bazy ortogonalne.

3.3.1 Odvodenie metaddy

Predpokladajme, Ze merany signal nam je znamy len v diskrétnych ¢asovych okami-
hoch ty,ty, -+ ,tk, ktoré lezia v intervale (—1, 1), no vo vSeobecnosti nemusia byt
ekvidistantné. Na zaklade znamych vzoriek { f (tk)}le signdlu f(t) mo6zeme zaviest

funkcional
K 2

J(a) = Z f(tk) - Z(]an¢n(tk) ) (3'14)

k=1
ktorého vyznam je ten, ze vyjadruje sucet kvadratov odchylok signalu od jeho ap-
roximéacie radom (3.2) v bodoch vzorkovania. V minime funkciondlu J(a@) je jeho

gradient nulovy
VJ(@)=0. (3.15)
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Zrejme plati
ana(a) 2 z_: { [f(tk) - z_: angbn(tk)] ¢m(tk)} . (3.16)

Ak prejdeme k maticovému a vektorovému zapisu

f(t) Un(t1) ! 150 ao
F= " = | = | a2 | e
ftx) Un(tx) U ay
mozeme vztah (3.16) zapisat nasledovne
oJ(a - o
D 2 (- W) (3.18)

Tym padom podmienku pre minimum .J(@) mdzeme pisat v tvare
Uyi-(f—Ch-d)=0. (3.19)

Ak ziskant rovnicu zlava vynasobime maticou (¥ y k- \IIJTV )L, dostavame vysledny
vztah pre koeficienty spektra

-1 N
i=(nk k) ¥nk-f (3.20)

Vztahu moéZeme rozumiet tak, Ze sicin Wy g - f reprezentuje Newtonovu-Co-
tesovu metédu nultého rddu (obdiZnikové integracné pravidlo) a inverzia matice
zabezpecuje korekciu nou ziskanych koeficientov.

Azda jedinou nevyhodou uvedeného vztahu je potreba vypoctu inverzie matice.
Je rozumné zaoberat sa otazkou, za akych podmienok je matica invertovatelna. Na-
stastie mame predstavu o tom, ako vyzerd sacin Wy g - \IIJTV 5 V pripade ekvidistant-
ného vzorkovania. Staci si uvedomit, ze tento sicin je vlastne vypocet ortogonality
pouzitim Newtonovej-Cotesovej metody radu r = 0 (obdiénikového pravidla). Stcin
Wy k- \IIJTV i je blizky jednotkovej matici I delenej periddou vzorkovania 7' a od-
chylky st sposobené nepresnostou obdlznikovej metédy. Tato odchylku od skaldrnej

matice I/T" vidno na obrazku 3.5 vlavo.

3.3.2 Overenie ortonormality

Ak za f dosadime @En, mozeme tym zopakovat overenie ortogonality z casti 3.1.2.
Grafickym zndzornenim si médzeme utvorit predstavu o vysledkoch obdlZnikového
pravidla. Tiez vidno, ze vysledkom metédy najmensich Stvorcov je vynikajica orto-

normalita.
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Obdlznikové pravidlo Metéda najmensich §tvorcov

x10716
0.02

Am.n

Obr. 3.5: Chyba ortonormality bez sumu. 7' = 1073, ¢ = 10.

Ak za f dosadime 1), s Gaussovym Sumom o energii 10~% a experiment zopaku-

jeme 10 000-krat, dostaneme nasledujiicu stredni kvadraticka chybu:

Obdlznikové pravidlo Metéda najmensich §tvorcov

Gin,n

Obr. 3.6: Strednd kvadraticka chyba ortonormality za pritomnosti Sumu. 7' = 1073,
c = 10.

Velkou vyhodou metédy najmensich stvorcov je skutocnost, ze (oproti Newto-
novej-Cotesovej metode radu r > 1) priklada vsetkym vzorkdm stacinu f(t)i,(c,t)
rovnaki vahu. Vdaka tomu mé nizsiu citlivost na sum, nez Newtonova-Cotesova
metodda pri volbe vyssich radov r.
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3.3.3 Suvislost s Gerchbergovou metédou

Ozna¢me symbolom D doplnok k operdtoru D, takze pre lubovolny signal f(t) € L
platia vztahy

f(t) = Df(t) + Df (), (3.21)

f@t) pre |t]>1

Df(t) =
0 pre |t]| < 1.

(3.22)

Predpokladajme — tak ako na zaciatku tejto kapitoly — Ze meriame lubovolny
signdl f(t) € B, ale jeho priebeh zmeriame len na koneénom intervale a preto méame
k dispozicii len signal go(t) = Df(t). Gerchbergova extrapola¢na metoda [6] je ite-
ratfvny postup, pri ktorom na znamy signal go(t) aplikujeme operdtory D a B. Pre
m-t1 iteraciu plati

Gm(t) = DBgp_1(t) + go(t), m €N, (3.23)

Jej priebeh si naznac¢ime na ilustracnom obrazku.

go(0) Bgo(t) g1(t)
DI .

‘ t t t

Obr. 3.7: Prva iteracia Gerchbergovej metody.

Prva iterdcia zacina signalom go(t) € D. Je koneény v case, ale nema konecné
spektrum. Vysledkom operacie B je signl Bgy(t) s konetnym spektrom a teda ne-
moze byt koneény v éase !. Vdaka tomu doslo do istej miery k akémusi extrapolova-
niu signdlu mimo interval pozorovania. Lenze tato operacia zaroven zmenila ¢asovy
priebeh signalu na intervale pozorovania a preto tento usek signalu Bgg(t) v intervale
(—1,1) nahradime signdlom go(t). Tym dostavame vysledok prvej iteracie — signal
91(t).

Druhé iteracia zac¢ina signdlom g, (), ktory obsahuje skoky a preto jeho spektrum
nie je konecné. Opat sa zopakuju rovnaké kroky, ako v prvej iteracii a vysledkom
je zlepsenie aproximacie. Podla [19] pre chybu dvoch po sebe nasledujicich iteracii
plati

1f = gmll < 1f = gmall, meEN. (3.24)

1Je to dosledok (1.22). Signal Bg(t) by mohol byt koneény v ¢ase len vtedy, ak by bol nulovy
pre vsetky t € R.
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KedZe spojitu verziu algoritmu nemozno prakticky realizovat, nahradza sa dis-
krétnou. Predpokladajme, ze mame k dispozicii len K > 1 vzoriek signalu zazname-

nanych v ¢asovych okamihoch

kE—1

th=2—7—1 <K . 2
k K _1 , k< , keN (3 5)
Tieto vzorky tvoria vektor

~ T

g=[0 - 0 gt) - gltx) 0 -+ 0], (3.26)

ktorého K zndmych prvkov je doplnenych nulami tak, aby mal celkovi dizku L
prvkov. Signédl chceme extrapolovat pre vsetky k v rozsahu 1 < k < L pomocou

ortonormalnych komplexnych exponencial

e—iln2n/L T 5—1\/

~ e—i2n2n/L 51—1\/

G = L7 . , ®=1 (3.27)
e—iLn2n/L 5N

V m-tom kroku sa spocita diskrétna Fourierova transformécia, ktorej vysledkom st

frekvencné zlozky spektra
A, = P G, (3.28)

Pocet riadkov matice @ sa vizdy volf nizsi, nez pocet stipcov. Spektrum signalu @,
je konecné (vektor mé koneény pocet prvkov). Ak je diskrétne spektrum konecné,
anglicky sa nazyva index-limited. Pre m-tu iteraciu diskrétneho Gerchbergovho al-
goritmu plati

Gmia =D -®"-d, + G, (3.29)

kde ®" znadi Hermiteovsky zdruZent maticu k matici ®. Ak by algoritmus bezal
donekonecna, pri m — oo by sa vzorky signdlu ustalili na hodnotéch, ktoré su
rieSenim rovnice

j=D-®".® .7+ q,. (3.30)

-

Upravou tejto rovnice dostaneme vztah pre jednokrokovii modifikaciu Gerchber-

govho algoritmu
_ —1
j=(1-D-3"-3) g, (3.31)

podobne, ako v ¢lanku [7]. Komplexné exponencidly maju periédu L vzoriek, preto
je vysledkom speriodizovany extrapolovany priebeh. Aby sa signél z dvoch po sebe
nasledujicich periéd prilis neovplyviioval, treba volit dostatocne velké L. Velkou ne-
vyhodou rovnice (3.31) je potreba vypoctu inverzie velmi rozmernej matice velkosti
L x L.
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Odvodme znova vztah pre jednokrokovii Gerchbergovu metédu, ale tentokrat
pre ¢leny spektra. Ak rovnicu (3.30) zlava vyndsobime maticou ®, dostaneme vztah,

ktory popisuje ustalené hodnoty spektra
i=® (D-o"-d+g). (3.32)
S cielom najst jej rieseniu ju upravime na
i=(1-®.D-2") & g (3.33)
Kedze pouzita baza je ortonormaélna, plati
oo =1 (3.34)
a vdaka tomu mo6zeme vztah (3.33) zjednodusit na
i=(2-D-3") 2.4 (3.35)

V tejto rovnici postacuje pouzit matice ® obsahujice len vzorky na intervale pozo-
rovania, pretoze vzorky mimo neho budu aj tak vynulované kvéli nasobeniu operato-
rom D alebo signalom gy. Inverzia ma v tomto pripade rozmer rovny poctu pouzitych
ortonormalnych funkcii a preto je ovela mensia, nez v pripade (3.31). Tento vysledok
je v skutoc¢nosti vztahom pre aproximéciu vzoriek signalu gy ortonormélnou bazou
komplexnych exponencial podla metédy najmensich stvorcov. Jednokrokova Gerch-
bergova metdda ma zasadny problém v tom, Ze nie vzdy je mozné vypocitat hladani
inverziu.

Za povsimnutie ale stoji, ze funkcie gz;n v skutocnosti nemusia byt komplexné
exponencidly. MoZeme ich nahradit Iubovolnymi ortonorméalnymi funkciami spliiajt-
cimi (3.34). Spektrum @ potom bude indez-limited v zmysle zovseobecneného Fourie-
rovho spektra. Ak polozime L — oo, ¢o mdzeme, pretoze hodnota L nemd vplyv na
(3.35), zistime, e ortonormalitu v zmysle (3.34) spliiaji aj dalsie frekvenéne obme-
dzené funkcie — napriklad funkcie A\, (¢)1, (¢, t) alebo funkcie sinc. Z tychto funkeif st
najvhodnejsie prave ¥, (c,t) a to vdaka ich dvojitej ortogonalite, ktoré zabezpecuje,
ze ®-D - ®" je blizka skaldrnej matici. Dospeli sme k zdveru, Ze metéda najmensich
stvorcov je v skutocnosti zovseobecnenim jednokrokovej Gerchbergovej metody pre

Tubovolnu frekvenéne obmedzent bazu. Obe metdédy minimalizuja kritérium

2

J(@) = 3| flte) - Z Gntn(ti)] (3.36)
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4 Extrapolacia modelovanych signalov

V predchadzajicej kapitole sme si ukazali, ze kvalita extrapolacie bude zavisiet na
viacerych parametroch. Predpokladajme, Ze periéda vzorkovania T je dana spra-
cuvanym signalom a nemozeme ju menit. Stdle vsak mame tri parametre, ktoré
potrebujeme nastavit. Su to:

« met6da aproximécie koeficientov {a,},

o ¢ — frekvencné obmedzenie,

e N —rad ukoncenia rozvoja do Fourierovho radu.
V tejto cCasti predvedieme moznosti extrapolacie na dvoch konkrétnych signaloch,

pri ktorych budeme predpokladat znalost ich vzoriek len na intervale pozorovania. !

4.1 Kiritérium kvality extrapolacie

Definicia 4.1 Integrujme kvadrdt rozdielu spravneho signdalu f(t) a jeho aprorimd-
cie fn(t) mimo intervalu pozorovania aZ po také t, pre ktoré bude hodnota tohto
integralu rovnd q.
-1 €
= [ O—fOF dt+ [ 1O fnOF dt e>1 @D

kde q je nejakd pevne zvolend konstanta. O € budeme hovorit, Ze ide o mieru kvality

extrapoldcie.

Hodnota € nam v podstate vravi, do akej vzdialenosti od pociatku suradnicovej
sustavy je aproximdcia fy(t) blizka f(t). Vyssia hodnota e znaci vyssiu kvalitu
extrapolacie. V najhorsom pripade, ak € ~ 1, znamena to, Ze signal je extrapolovany

nespravne.

4.2 Harmonicky signal
Zvolme jednoduchy signal v tvare
f(t) = sinwpt, (4.2)

F(w)=jn[d(w+ wy) — §(w — wp)] . (4.3)

Zdoraznujeme, ze tieto dve rovnice vyjadruja ciel, ku ktorému by sme sa mali do-
pracovat. Na pociatku extrapolac¢nej ilohy nam nie si zndme — mame k dispozicii
len Df(t).

!Pripominame, Ze v kapitole 2 sme pevne zvolili 7 = 2. Z toho dévodu namiesto {2 piseme priamo

¢. Z rovnakého dovodu je v tejto kapitole intervalom pozorovania vzdy préave interval (—1,1).
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4.2.1 Analytické odvodenie spektra

Vdaka jednoduchému tvaru signalu bude jednoduché aj analytické vyjadrenie spek-
tra {a,}. Postupujme najprv tak, akoby sme naozaj mali k dispozicii len Df(t).

Pouzitim vztahu (2.25) dostavame

1
. :/ sinwot ¥, (c, t) dt, (4.4)
-1

¢o mdzeme vyuzitim Eulerovho vztahu zapisat nasledovne

21J [/ el (c, ) dt — /_lle_j“’otzbn(c, t) dt] : (4.5)

Pouzitim (2.9) mo6Zeme tento vztah upravit na

= e R I

Napokon vyuzitim vety 2.3 o parite a miernou tpravou ziskame

ap —sm(nn) C)\()@,bn( —), n € N, (4.7)

Toto odvodenie pochddza z prace [10].

an =

Za povsimnutie stoji to, Ze keby sme mali k dispozicii cely priebeh signalu f(t)

a pre vypocet spektra pouéili (2.24), dostali by sme mierne odlisny vztah

ap = sin (nn) cAn(c )¢n( _>’ pre [wo| < ¢ ne N (4.8)

0, pre |wg| > ¢

Pri porovnani vidno, ze tieto dva vztahy pre spektrum {a,} sa nezhoduji ak ma
signdl frekvenciu |wy| > c¢. Vztah (4.8) vzdy zabezpecuje dosiahnutie najmensej
moznej vzdialenosti || f — fn||,,. Samozrejme, pri |wo| > ¢ zabezpecuje iba to, Ze sa
vzdialenost nezvéacsuje. Vztah (4.7) minimalizuje len vzdialenost ||f — fyl|,, a pri
jeho pouziti moze vzdialenost ||f — fnl|,, rdst nado vSetky medze. Toto porovnanie

ukazuje, aka dolezita je spravna volba parametra c.

4.2.2 Numericky experiment

Pre signdl (4.2) sme zvolili konkrétnu hodnotu frekvencie a periédy vzorkovania

Wo = 0, 5,
(4.9)
T=10".
Aproximovali sme ho koneénym radom
N
fN = Z an¢n(1>t)> (410)
n=0

ktorého koeficienty boli vypocitané:
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o analyticky podla vtahu (4.7),

 na zaklade integracie funkcii sinc, teda vadhovou maticou v tvare (3.8),

o pouzitim Newtonovho-Cotesovho pravidla roznych radov a

o metddou najmensich Stvorcov.
Kvalita extrapolacie v zmysle definicie 4.1 bola spocitana pre rézne hodnoty N a
rozne integracné metody. Vzdy bolo pouzité kritérium s hodnotou ¢ = 0,2. Nizsie
uvedeny obrazok znazornuje pouzitie kritéria v pripade analyticky urcenej aproxi-

mécie f13(t). Bodkovanou ¢iarou je vyznaceny interval pozorovania.

1.5
1
0.5

=
= 0

20 | | | |

——e— analyticky vypocet
—-e-— MNS
— @ — sinc integracia
—e— NCM,r=1
15 NCM, r = 2
—e— NCM, r =14
—o— NCM, r=5
NCM, r=8
—e— NCM, r =10

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Obr. 4.2: Vplyv radu N na kvalitu extrapolacie signédlu (4.2) bez pritomnosti Sumu.
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Numericky experiment na Obr. 4.2 odhaluje dolezitt skutoc¢nost — so zvysSova-
nim radu Fourierovho radu fx(t) sa zvysuje aj kvalita extrapolacie €, ale len po istu
maximélnu hranicu, a potom zacne klesat. Problém nespociva v samotnom Fouriero-
vom rade. Mozeme sa presvedcit, ze analyticky vyjadrené koeficienty tento problém
nepostihuje a ich extrapolacia sa moéze navysovanim N zlepsovat donekonec¢na. Prob-
lém je v numerickych metodach, pretoze dokazu spravne urcif len niekolko prvych
¢lenov Fourierovho rozvoja. Aby sme dosiahli ¢o najlepSiu extrapolaciu, mali by
sme pouzit spravnu numericki metédu a zaroven musime vybrat vhodny rdad N, pri
ktorom zastavime rozvoj signalu do Fourierovho radu.

Dalej experiment bez $umu ukazuje, do akej miery si jednotlivé metédy poradia
s tym, ze priebeh signalu medzi okamihmi vzorkovania nemame k dispozicii. Tak,
ako by sme ocakavali, s tymto problémom si dokéaze najlepsie poradif Newtonova-
Cotesova metdda vyssich rddov (v legende NCM). Rovnako dobré vysledky posky-
tuje aj metéda najmensich stvorcov (v legende MNS).

Aby sme porovnali prakticki pouzitelnost metdd, zopakovali sme numericky
experiment, pricom k signalu sme pric¢itali Gaussov sum. Odstup signal-Sum bol
60 dB a pocet opakovani experimentu bol R = 1000. Priemerné hodnoty kvality

extrapolacie € su na obrazku nizsie.

7 l I —e— analyticky vypocet
—-e-— MNS
6 - . . s .
— e — sinc integracia
—e— NCM, r =1
ST NCM, 7 = 2
—e— NCM, r =14
var —o—NCM, r =5
NCM, r =8
3r —e— NCM, r =10

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Obr. 4.3: Vplyv integrac¢nej metédy na strednit hodnotu kvality extrapolacie signalu

(4.2) v zavislosti na rdde N za pritomnosti Gaussovho sumu, 7' = 1073,

Je zaujimavé, ako zasadne je kvalita extrapolacie ovplyvnena uz velmi malym
sumom (Obr. 4.3). Vysledky roznych metdéd st si navzajom velmi podobné. Pod
vplyvom Sumu integracné pravidla vysokych radov (8, 10) stracaju svoju vyhodu a
davaju horsie vysledky nez ostatné metédy. Vysledky integra¢nych pravidiel radov

1, 2, 4, 5 a metédy najmensich stvorcov v grafe splyvaju.
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Najvyssia kvalita extrapolacie bola dosiahnutd pri N = 3. Signal sa podarilo
viacerymi metédami extrapolovat na Sestnasobok dizky intervalu pozorovania. Ex-

trapoléacia je zobrazend na nasledujicom obrazku.

15 T T T T E T ; T T T f(t)

f3(1)

1

0.5

o
= 0

15 | '
10 -8 —€-6 -4 2 0 2 4 6e 8 10

Obr. 4.4: Najlepsia dosiahnuta extrapolacia signéalu (4.2) so Sumom.

Napriek Sumu bolo mozné spolahlivo doplnif priebeh signalu na interval asi Sest-
ndsobnej dizky. Vysledok je eSte zaujimavejsi, ak si zobrazime jeho Fourierov obraz.
Kym klasickd Fourierova transformécia signalu Df(t) ndm déva spektrum obsahu-
juce len velmi malo uzitoc¢nej informéacie, Fourierov obraz radu f53(¢) ndm dovoluje

spolahlivo odéitat maximum na frekvencii |w| ~ 0, 5.

8 —
|3 (w)]
|DF(w)]
1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

w

Obr. 4.5: Spektrum najlepsej dosiahnutej extrapoldcie signalu (4.2) so Sumom.

Okrem strednej hodnoty kvality extrapolacie je dolezitd aj jej smerodajna od-
chylka

1 & ?

o= RZ(Q—%éQ) . (4.11)

i=1
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Ak ma metdéda vysoku smerodajni odchylku kvality o, znaci to, Ze niekedy su jej
vysledky velmi dobré a inokedy zasa velmi zlé — v zavislosti na konkrétnej inStancii

sumu. Odchylka bola vypocitand zo vSetkych R = 1000 realizacii experimentu.

r —-e-— MNS
— ® — sinc integracia
08k —e— NCM, r =1
NCM, r =2
—e— NCM, r =4
0.6 ——o— NCM, r =5
. NCM, r =8
—e— NCM, r =10
0.4
0.2
= . e
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
N

Obr. 4.6: Smerodajna odchylka kvality extrapolacie o od jej strednej hodnoty.

Na zaklade uvedenych grafickych vysledkov by sa mohlo zdaf, ze metdda zalozena
na numerickej integracii pomocou funkcii sinc dava rovnako dobré vysledky, ako
ostatné metody a zaroven je z nich najstabilnejsia — méa najmensiu odchylku o. To
vsak plati len pri dostatocne velkej peridde vzorkovania. Ak pre signal (4.2) opét
zvolime frekvenciu wy = 0,5, ale tentokrat pouzijeme periédu vzorkovania T = /4,

dostaneme signal, s ktorym si tato metdéda neporadi.

7
61 : 1
——o— analyticky vypocet
Al —-e-— MNS
— & — sinc integracia
o al —e— NCM, r =1
NCM, r =2
3 —— NCM, r =4
S
1
1 3 5 ’ °
N

Obr. 4.7: Vplyv integrac¢nej metddy na strednit hodnotu kvality extrapolacie signalu

(4.2) v zéavislosti na rade N za pritomnosti Gaussovho sumu, 7" = /4.
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Tak, ako pri vysokom Sume zlyhdvaji Newtonove-Cotesove integracné pravidla
vysokych radov (r > 8), pri dlhej periéde vzorkovania zlyhavaja pravidla nizkych
radov (r < 2) a zlyhdva aj metéda pouzivajica funkcie sinc. Pri uvedenom signali
sa zdaju byt najvhodnejsimi pravidla radu » = 4, r = 8 a metdda najmensich Stvor-
cov. Ak porovname vsetky vysSie uvedené grafy, vidno, Ze tieto metddy zakazdym
dosiahli velmi dobré vysledky.

Dalej je vhodné porovnat najlepsiu dosiahnuti kvalitu extrapoldcie pri periéde
vzorkovania T = 1072 a T = 1/4. Je zaujimavé, Ze zvySenie frekvencie vzorkovania
250-ndsobne prinesie len velmi malé zvysSenie kvality € (z hodnoty 5,5 na asi 6,5).
Znamena to, ze pre zlepsenie extrapolacie je potrebné zlepsit odstup signal-Sum.
Vysledok je v zhode s ¢lankom [11], podla ktorého je vzdialenost, do ktorej mozeme
signal spolahlivo extrapolovat, obmedzena najmé sumom. Frekvencia vzorkovania je
skor dolezita pre zachovanie ortogonality bazy, ktort pouzivame, no ak vzorky sig-
nalu nepozname s dostatocnou presnostou, zvysovanie frekvencie vzorkovania nam

vyrazne nepomoze.
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4.3 Neharmonicky signal

Zvolme signal
2

e
)= — 4.12
£ =" (112

majuci spektrum
F(w) = nae™ okl (4.13)

kde @ > 0 konstanta ovplyviiujica mierku na casovej osi. Pri rieseni extrapolacnej
ulohy budeme opét predpokladat, ze mame k dispozicii len vzorky Df (¢).

4.3.1 Motivacia

Predstavme si devat mikrofénov umiestnenych na priamke tak, aby rozostupy medzi
nimi boli zhodné. Predpokladajme, Ze vo vzdialenosti o sa priamo nad stredom
takéhoto radu mikrofénov nachadza bodovy zdroj zvuku a ze vysiela zvukové viny

rovnomerne do vSetkych smerov priestoru.

zdroj

I( x)‘ zvuku

Obr. 4.8: Zjednoduseny model mikrofénového radu

Je zrejmé, ze vzdialenost jednotlivych mikrofénov od zdroja je
r(zr) = Va2 + a2, (4.14)

kde x je stiradnica konkrétneho mikrofénu. Podla zakona prevratenych stvorcov,
ktory popisuje sirenie zvuku, bude intenzita merana jednotlivymi mikrofénmi dana

vztahom ) )
« «

I(x)=1ly———=1———. 4.15
(z) 07’2(:5) Y02 + 22 ( )
Ak tento vztah porovname s definiciou ndsho druhého spracuvaného signalu (4.12),

vidime medzi nimi podobnost az na zmenu znacenia.
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Prakticky vyznam nasej uvahy je ten, Ze ak by sme boli schopni extrapolovat
takyto signal aj napriek pritomnosti Sumu, znamenalo by to, Ze sme schopni doplnit

informaciu o intenzite zvuku v miestach, kde mikrofény nie st pritomné.

4.3.2 Numericky experiment

Zvolili sme konkrétny tvar signalu (4.12) nastavenim parametrov

a =5,

- (4.16)

Chystéame sa extrapolovat signél, ktory nemé konecné spektrum, f(t) ¢ B, ale aspon
jeho amplitiida exponencialne klesa s w. Clanok [9] ukézal, Ze extrapolacia moze byt
dobra, aj vtedy, ked signal nie je dokonale frekvencne obmedzeny.

Takyto ,nevyhodny“ signal sme vybrali zdmerne, aby sme zbytoc¢ne nestracali
¢as analyzou prehnane idealizovaného priebehu. Pri vSetkych numerickych experi-
mentoch bude pritomny Gaussov sum o energii 107% energie povodného signalu.

Pokusili sme sa signal extrapolovat pri volbe ¢ € {1,2,3}, no najlepsie vysledky
sme dosiahli pri ¢ = 1 a N = 4 (tzn. pri piatich ¢lenoch Fourierovho radu) s pouzitim

metody najmensich Stvorcov.

1.2

f@), fa(1)

Obr. 4.9: Najlepsia dosiahnuta extrapolacia signalu (4.12).

Kedze signal obsahuje Sum, experiment sme opakovali 1 000-krat a stredné hod-
noty kvality extrapoldcie € v zmysle (4.1) s hodnotou ¢ = 0,1 st uvedené na dalsej

strane.
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—-e-— MNS

— e — sinc integracia

—e— NCM, r=1
NCM, r =2

—o— NCM, r =4

—eo— NCM, r =8

—-e-— MNS

— e — sinc integracia

—e— NCM, r =1
NCM, r =2

—e— NCM, r =14

—o— NCM, r =8

—-e-—MNS

— e — sinc integracia

—e— NCM, r =1
NCM, r =2

—— NCM, r =4

——o— NCM, r =8

Obr. 4.10: Vplyv numerickej metédy na kvalitu extrapolacie signalu (4.12) obsahu-

juceho Gaussov Sum.

Zhorsenie kvality extrapolacie s narastajicim c je dané tym, zZe pre vicsie c¢ si

funkcie v, vyzaduju aj vyssiu frekvenciu vzorkovania. Ak frekvenciu vzorkovania

nezvysime, maji zhorseni ortonormalitu a pri vypocte Fourierovho radu dochadza

k vacsim chybam. KedZze sposob vzorkovania je presne dany zadanim extrapolacnej

tlohy, musime znizovat c.

Lenze, ak nastavime ¢ = 1/2, kvalita extrapolacie sa zhorsi a pre mensie ¢ dalej

klesa. Extrapolacia je horsia, pretoze sa snazime tvrdit, ze spektrum signalu je nulové

pre |w| > /2, hoci to nie je pravda. Signal v skuto¢nosti obsahuje nezanedbatelné

frekvencné zlozky aj pre |w| > /2.
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Obr. 4.11: Spektrum signalu a jeho extrapolacie pri ¢ = 1.

Napriek tomu, ze sme hovorili o ¢asovom priebehu, stale ide o analégiu k obrazku
4.8. V pripade, zZe by islo o data z nasho modelu mikrofénového pola, mohli by sme
povedaft, Ze sme tspesne doplnili informéciu pre niekolko mikrofénov za hranicami

pola.

4.4 Extrapolacna matica

Na dvoch modelovanych signdloch sme si ukazali moznosti aplikacie PSWF pri ex-

trapolacii signdlov. Signal nam bol zndmy len v diskrétnych ¢asovych okamihoch

ti,ta, -+, tg, leziacich v intervale (—1,1). Vzorky signalu ziskané v tychto okami-
N T
hoch tvorili vektor f = [f(tl) flt2) ... f(tK)] , z neho sme po jednom urcovali
T
prvky vektoru a = [ao a, ... a N} a sledovali sme, ako sa postupne meni kvalita

extrapolacie. Cely postup mozeme zapisat maticovo
Q=Wynx -W-f, (4.17)

kde Wy x je matica vzoriek 9,,(c, t) podla (3.17) a W oznacuje vahovi maticu zavisla
na integracnej metode. V pripade metody najmensich Stvorcov by sme namiesto
tohto vztahu pouzili (3.20).

Aby sme na zaklade @ ziskali extrapolovany signél

v = [fnltesr) fultiea) - fN(tK+L))}T> LeN,

pouzijeme maticu ¥, ktora obsahuje vzorky v, (c,t) mimo intervalu pozorovania

fn=0%,-d (4.18)
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Uvedeny sposob vypoctu dobre demonstruje princip extrapolacie, ale pre prak-
ticki aplikaciu obsahuje zbytocne velky pocet operacii. VSimnime si, ze mozeme
vytvorit maticu

E=W), ¥y W, (4.19)

Nazvime ju extrapolacnd matica, pretoze jej pouzitim dostavame extrapolovany sig-
nal vykonanim jedinej maticovej operacie

fn=E-f (4.20)

Ak nepotrebujeme menit parametre extrapolacnej metédy, maticu E mozeme
maf ulozeni v paméti. To napriklad umoznuje v redlnom case spracuvat a extrapo-

lovat merany signal.

4.5 Matica P-transformacie

V predchadzajucich castiach sme si ukazali, ze extrapolaciou mozeme ti¢inne dodefi-
novat priebeh signalu za hranicami intervalu pozorovania. Fourierovou transforma-
ciou doplneného signalu vieme dosiahnut vyrazne lepsie frekvencéné rozliSenie, nez
prostou Fourierovou transformaciou signalu Df (t).

Ak by sme takito vylepsenu frekvencéni analyzu chceli implementovat na redl-
nom pocitaci, dodefinovanie signalu mimo intervalu pozorovania by znamenalo dalsie
naroky na pamat, pretoze novoziskané vzorky signalu by sme museli niekam ulozit.
Kvdli praktickej realizovatelnosti by dodefinovanie signalu nemohlo byt vykonané na
celej redlnej osi ¢asu, ale len v kone¢nom pocte bodov. Dalej by bolo nepraktické
uchovévat extrapolacni maticu velkej dizky a extrapoldcia nasledovand Fourierovou
transforméaciou by bola nadmerne vypoctovo narocna.

Vsetky uvedené problému je mozné obist zavedenim novej integralnej transfor-
mécie — takzvanej P-transformécie [10]. Kazdy signal f(t) € B je mozné vyjadrit
radom (2.22). Ak na tento rad aplikujeme Fourierovu transformaciu, tak vyuzitim

vety 2.5 dostaneme Fourierov obraz signalu vyjadreny radom Fourierovych obrazov
funkecii i,

N o«
nzzjoam] CA()%( —) pre |w|<e¢

0 pre |w|>c.

Fy(w) = (4.21)

Koeficienty tohto radu si dané vztahom (2.25). Po dosadeni a tiprave dostaneme

Fa(w) = ZJ_ ¢n — (c,t)dt pre |w]|<c (4.22)

0 pre |w]|>c,
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takze Fourierov rad Fy(w) moézeme vypocéitat integralnou transformaciou

Fulw) = P{F0} = [ F0)Py(est) de (4.23)
s jadrom
Py(c,t,w) = 2% z_%j_")\;l/2(c)¢n (c, %) (e, t). (4.24)

Aby sme tito transforméciu mohli realizovat numericky, zvolime si konecny po-
¢et konkrétnych frekvencii wy, ws, ws, ... ,wy, leziacich na intervale (—c, ¢), pre ktoré

chceme P-transformaciu vypocitat. Ak zavedieme komplexnii maticu

[vo(2)  vo(*3) Yo(£) T
%o FERY oY R L VO Y
vi() () i (2E)
A 21 | W 2N R VO
‘I’N,KZ\/— ,
c : : :
vn(2)  un(42) on (22)
|INVAY VA T VA

mozeme jej pouzitim vypocitat maticu P-transformécie zaloZzeni na numerickom
integracnom pravidle
- T
P=Wy, Yy W, (4.25)
alebo na metdde najmensich Stvorcov

- T -1
P=Wy,- (‘I’N,K ) ‘I’JTVK) Wy k. (4.26)

Podobne ako pri extrapolacii plati, ze ak nepotrebujeme menit parametre P-tran-
sformacie, mézeme mat maticu P uloZzent v paméti a pouzivat ju pre frekvencénu

analyzu v redlnom case podla rovnice

Fy=P-f (4.27)
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5 Extrapolacia meranych signalov

Jednou z moznych aplikacii extrapola¢nych schopnosti PSWF je akusticka holografia
[20]. Pri nej sa mikrofénovym polom ziskava zaznam akustického tlaku p(z,y,t),
kde z, y su priestorové sturadnice a t oznacuje ¢as. Ak ma harmonicky zdroj zvuku
znamu frekvenciu wy, mézeme Fourierovym radom z p(z, y,t) urcit amplitidu tlaku
v jednotlivych mikrofénoch

K-1

g(z,y) = % I;)p(%y, kT)e 1ok T, (5.1)

kde T je periéda vzorkovania. Pre dalsiu analyzu byva ziadtce urcit dvojrozmerni

Fourierovu transforméciu g(z,y), ale nardzame na problém, ze signal g(x,y) je ko-

necny v priestore — je len castou nejakého signdlu f(z,y). V tejto kapitole sa uz

nebudeme zaoberaf extrapolaciou signdlu v case t, ale vo dvoch priestorovych si-
radniciach x a y.

Pre zachovanie prehladnosti sa najprv zameriame len na jeden riadok mikrofo-

nového pola — ukazeme si zjednoduseny jednorozmerny pripad p(z,t) a g(x). Ulahci

nam to grafické zobrazenie vysledkov. Potom odvodime potrebné vztahy pre dvoj-

rozmernui extrapoldciu a zameriame sa na dvojrozmerny signal f(z,y).

5.1 Kiritérium kvality extrapolacie

KedZe merané signaly si ndm vzdy zname len na konecnom intervale, nebudeme
moct vzdy pouzif definiciu kvality 4.1. Lahko sa moze stat, Ze hodnotu € nemoézeme
vypocitat, pretoze chyba priebeh signalu potrebny na vy¢islenie integralu (4.1).

V tejto kapitole budeme mat k dispozicii niekolko vzoriek signalu f Oznacme
ich pocet K + L. Aby sme mohli testovat extrapolacné schopnosti PSWF, budeme
extrapolaciu pocitat len pouzitim K vzoriek vybranych z f Tychto K vzoriek ozna-
¢ime ¢. Zvysnych L vzoriek vyhradime pre overenie kvality extrapolacie, pricom
ako kritérium kvality budeme pouzivat stredni kvadraticki odchylku A vsetkych

znamych vzoriek f od extrapoléacie fy = \IIJTV K41 * . Plati pre nu

A= (=Wl @7 (F = ke @)/(K + D). (5.2)
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5.2 Signal z radu mikrofénov

Pre ziskanie dat bolo pouzité podobné usporiadanie, ako na obrazku 4.8. Harmonicky
zdroj zvuku o frekvencii 1 000 Hz umiestneny vo vzdialenosti 5 cm od mikroféno-
vého radu bol zaznamenany v 75 bodoch na osi # s rozostupmi 5 mm?!. Zo zidznamu
akustického tlaku p(z,t) sme Fourierovym radom urcili jeho amplitidy v jednot-
livych mikrofénoch. Tym sme dostali 75 vzoriek komplexného signdlu f(x). Tieto
vzorky tvoria komplexny vektor f dlhy 75 prvkov. Jeho redlna a imaginarna cast st

vykreslené modrou farbou na Obr. 5.1.
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Obr. 5.1: Signal f(z) a jeho extrapolacia fy(x) vypocitand na zéklade g,.

Predpokladajme, ze mame k dispozicii len signél Df (z) znamy na intervale dlhom
12 ecm. Na obrazku je tento interval ohranic¢eny prerusovanou ¢iarou. Lezi v nom 25
vzoriek, ale predpokladajme, ze sme zmerali len kazdud tretiu z nich, teda devét
vzoriek z rozostupmi 1,5 cm. Tieto vzorky tvoria vektor gi,.

Bolo zvolené ¢ = 2 (tito volbu si vysvetlime neskér) a na zdaklade vSetkych de-
viatich vzoriek g, bol vypocitany Fourierov rad fy(z). Priebeh najlepsej dosiahnute;

extrapolacie fy(z) je na Obr. 5.1 zobrazeny Cervenou farbou.

L T4to zvySend hustota vzoriek bola dosiahnut4 sériou merani. Medzi jednotlivymi meraniami
bolo pole postvané s krokom 5 mm na osi z. Zlic¢enim vysledkov jednotlivych merani vzniklo
75 roznych casovych zaznamov akustického tlaku na osi x. Ziskané zaznamy obsahuju vzorky
akustického tlaku p(x,t) v priestore a case.
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Zo vsetkych 75 vzoriek vektoru f bol P-transforméaciou odhadnuty Fourierov
obraz F (wz), ktory je modrou prerusovanou Ciarou zobrazeny na Obr. 5.2. Slzi pre

kontrolu obrazu Fj(w,) = F{fi(z)} ziskaného P-transformaciou vsetkych deviatich

vzoriek .

30 T T T T T T T T T T T
RITH
** *e

10 |

[F'(ws)] / Pa

-05 -04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Obr. 5.2: Fourierov obraz meraného signdlu a jeho extrapolacie na zaklade g,.

Pre lepsie objasnenie prinosu P-transforméacie bol vypocitany aj Fourierov obraz
G(w,) signéalu g, doplneného nulami s vyuzitim obdlznikového okna. Toto porov-
nanie ukazuje, Ze ak na konecny signal g, aplikujeme P-transformdciu namiesto
Fourierovej transformécie, vyrazne sa tym priblizime ku spravnemu tvaru Fourie-
rovho obrazu. Opéf sa ukazuje, ze P-transformacia zabezpecuje vyssie rozlisenie,
nez Fourierova transformacia.

Zéaroven vidno, preco sme zvolili ¢ = 2. Zodpoveda mu frekvenéné obmedzenie
Q, = 2¢/7, = Y3 rad - em™'. Ak by sme zvolili mensiu hodnotu ¢, extrapolacia
by bola nespravna, pretoze by doslo k vyraznému skresleniu Fourierovho obrazu.
Na druht stranu, so zvacsovanim ¢ sa pri zachovani periédy vzorkovania zhorsuje
ortonormalita funkcii ¢, (c,t). Vzorkovanie je dané vektorom g, a nemdzeme ho
menit, preto pri volbe ¢ treba hladat isty kompromis medzi tymito protichodnymi
poziadavkami.

Extrapolacia bola zopakovana pre dve dalsie umiestnenia intervalu pozorovania.
Dokopy sa teda pouzili tri rozne vektory vzoriek gy, g¢s, g, podla toho, ¢i sa na-
chadzaju vlavo (1), uprostred (s) alebo vpravo (p). Dva vektory teda zodpovedaju

pripadom, kedy sa zdroj zvuku nachiddza mimo mikrofénového pola.
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Obr. 5.3: Signal f(x) a jeho extrapolacia fy(z) vypocitana na zaklade vzoriek g;.
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Obr. 5.4: Fourierov obraz meraného signalu a jeho extrapolacie na zaklade g.

Pri druhom experimente (zodpovedaji mu obrazky na tejto strane) bola extra-
poléacia vykonana na zaklade vzoriek gs, ktoré a lezia na intervale —6 cm < z < 6 cm
s rozostupmi 1,5 cm (opét je ich devét). V tomto pripade sa zdroj zvuku sa nachadza
priamo nad mikrofénovym polom a preto st vysledky extrapolacie, P-transformacie
aj klasickej Fourierovej transformacie lepsie, nez v pripade g,. Extrapolacia precha-
dza mnohymi vzorkami leziacimi mimo intervalu pozorovania a obraz F(w, ) ziskany

P-transformdciou je velmi blizky obrazu F (w,) odhadnutému na zaklade vsetkych

75 vzoriek f
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Obr. 5.5: Signal f(z) a jeho extrapolacia fy(z) vypocitand na zaklade vzoriek gj.
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Obr. 5.6: Fourierov obraz meraného signédlu a jeho extrapolacie na zaklade g.

V trefom experimente bol interval pozorovania posunuty tplne dolava. Vypocet
prebiehal na zdklade deviatich vzoriek tvoriacich vektor gy. Tieto vzorky lezia v in-
tervale —18 ecm < z < —6 cm s rozostupmi 1,5 cm. V tomto pripade st vysledky
najhorsie zo vSetkych troch vykonanych experimentov. Na Obr 5.6 vidno, ze G(w)
ziskany Fourierovou transforméaciou g nenesie takmer ziadnu uzitoénd informéciu.
Fourierov obraz extrapolacie Fy(w) obsahuje dve ostré spicky, ktoré by sa v fiom ne-
mali nachadzat, no aj napriek tomu je svojim tvarom ovela blizsie spravnemu obrazu
F(w,), nez obraz G(w,).

o8



Tab. 5.1: Zavislost strednej kvadratickej chyby extrapolacie na integracnej metdde

MNS | sinc | NCMr.0 | NCMr.1 | NCMr.2 | NCMr.4 | NCMr. 8
A,/ Pa | 0499 | 8,76 28,6 7,33 0,402 0,606 0,384
As / Pa | 0,094 | 14,15 45,2 11,82 0,146 0,118 0,077
Ay /Pa | 0489 | 6,16 19,7 5,47 0,558 0,498 0,491

Tabulka porovnava vyslednu chybu extrapolacie pri ¢ = 2, N = 4, réznych
aproximac¢nych metoédach a roznych intervaloch pozorovania. Hodnoty ¢ a N sa
zhoduju s tymi, ktoré boli pouzité pre ziskanie grafickych vysledkov na obrazkoch 5.1
az 5.6. Prirodzene, horsia kvalita extrapolacie zodpoveda tym pripadom, v ktorych
vysledky dosiahnuté réznymi metédami vypocétu spektra a.

Opét sa potvrdilo, Ze integracia pomocou funkcii sinc, alebo integra¢nymi pra-
vidlami nizkych radov zlyhava, pretoze tieto metody si vyzaduji husto navzorkovany
signal. Najlepsie vysledky dosahuje integracné pravidlo radu 8 a metdéda najmensich

stvorcov.

5.2.1 Odhad optimalneho radu Fourierovho radu

Pri kazdom zo skiimanych signalov sme sa zatial stretli s podobnou zavislostou chyby
extrapolacie signalu na rade N. Spociatku so zvysovanim radu chyba klesa, no pri
istej hodnote dosiahne minimum a po jej prekroceni uz prudko rastie (Obr. 5.7). Je

jasné, ze bude potrebné hladat metody, ktoré umoznia odhadnitf optimalny rad N.

N / cm

Obr. 5.7: Zavislost chyby extrapolacie na rade Fourierovho radu pri pouziti integ-

racného pravidla radu 8.
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Zaujimavostou je efekt, ktory je najlepsie viditelny vo Fourierovom obraze extra-
polécie zo vzoriek vzoriek . Interval pozorovania je vyznaceny bodkovanou ¢iarou
na Obr. 5.5. Na okrajoch frekvenéného obmedzenia sa vo Fourierovom obraze extra-
polacie Fy(w,) objavili $picky (Obr. 5.6), ktoré svojim tvarom pripominaji Diracove
impulzy. Presne, ako by sme ocakavali, tieto spicky znamenaju, ze extrapolacia fy(z)

obsahuje harmonické kmity viditelné na Obr. 5.8.

f(x) / Pa

100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
zr / cm

Obr. 5.8: Signal f(z) a jeho extrapolacia fy(z) vypocitand na zaklade vzoriek gi.

Ak postupne zvysujeme rad N, tieto Spicky spociatku nie su viditelné, no po-
stupne sa zvacsuju. Velmi ostré Spicky (ako na Obr. 5.6) si uz varovnym signa-
lom, Ze sa Fourierov rad blizi k najlepsej dosiahnutelnej extrapolacii. Ak napriek
tomu rozsirime Fourierov rad ¢o i len o jediny ¢len, vzdialenost || f(z) — fn ()],
ohromne vzrastie a tym tplne znehodnoti cely priebeh mimo intervalu pozorovania.
Takto znehodnoteny priebeh vidno na Obr. 5.9. Prave ukazany efekt by mohol najst

uplatnenie pri odhadovani optiméalnej volby N.
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Obr. 5.9: Signal f(z) a jeho extrapolacia f5(z) vypocitand na zaklade vzoriek gi.

5.3 Rozsirenie na dvojrozmerné signaly

KedZze potrebujeme extrapolovat dvojrozmerny signal f(z,y), musime nase tvahy
zovseobecnit na dvojrozmerny pripad. Clanok [4] sice pojednéva o extrapolécii viac-
rozmernych signalov, ale uvazuje také PSWF, ktoré su ortogonalne na jednotkovom
kruhu

2’4yt =1 (5.3)
Kedze my budeme spracivat signaly zo stvorcového mikrofénového pola, potrebu-

jeme funkcie ortogonélne na Stvorci
—-1<z<1
-1<y<lL

To dosiahneme zavedenim dvojrozmernych funkcii

¢n,m(c7 z, y) = ¢n(c7 x) : ¢m(C, y) (5-5)

Mozeme lahko overit, 7e spliiaji dvojitd ortogonalitu
1

1
/ Y€, Y)Upq(c,z,y) dr dy = 6myp - On g, (5.6)
1

—1-—

0o 0o 5
/ /¢m,n(c7$,y)¢p,q(c,x,y) dx dy = )\—("2) . 5 (C) ]

—00 —0OQ
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St frekvencéne obmedzené na Stvorci

—c<uw, <g,
(5.8)
—c<wy <c
Iste by bolo vyhodnejsie, ak by sme mali takt verziu dvojrozmernych PSWF'| v ktorej
by tieto funkcie boli frekvencne obmedzené na kruhu s polomerom c. Nanestastie,
najdenie tychto funkcii je nad ramec tejto diplomovej prace a preto budeme pouzivat
vyssie uvedeny tvar dvojrozmernych PSWF.

Vypoctom Fourierovho radu pre signal f(x,y) € B dostavame jeho koeficienty

1 1 oo 00
1
tnn = [ [ F@pmalea ) dady = s [ [ f@ e ay) dedy,
—1-1 m " —00 —00
(5.9)
ktoré tvoria maticu
Qoo Apa1 - AQN
a a .« e . a
A— 1,0 1,1 1,N (5.10)
apmo ama1 cc AGMN

Samozrejme, opat nie je mozné vycislit ich s dokonalou presnostou, pretoze sig-
nal f(z,y) je navzorkovany v bodoch so stiradnicami xg, z1,...,ZTx & Yo, Y1, - - -, YL-

Mame k dispozicii maticu vzoriek signdlu

f(@o,y0)  flwo,yn) -+ fl@o,yL)

o f(x1:>yo) f(xl;’yl) f(xlz’yL) (5.11)

frr,y0) flrx,mn) - flok,yL)

Na nu musime aplikovat niektort z metdd aproximacie ¢lenov spektra. V pripade

metddy najmensich Stvorcov mozeme pre koeficienty spektra odvodif vztah
A= (Tyn-Uhy) Cunog N, (Tae-¥h,) . (512)
Pri pouziti numerickej integracnej metody
A=Tyx W-g- W ¥, (5.13)

kde W je vahova matica dand integracnou metodou a jej parametrami. Na dvojroz-
merny signdl je mozné aplikovat extrapola¢ni a P-transformacni maticu tak, ako to
bolo mozné pri jednorozmernom signali. Tvar matice zostava rovnaky. Extrapolacia

moze v realnom cCase prebiehat podla rovnice

fy=E.-g-E' (5.14)
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a P-transformacia podla
Fy=P.g-P'". (5.15)

KedZe je znamy signdl z oboch stran nédsobeny tou istou maticou, pri realnej imple-
mentacii by sa mala takato operédcia dalej optimalizovat.

5.4 Signal z dvojrozmerného mikrofénového pola

Harmonicky zdroj zvuku o frekvencii 2 000 Hz umiestneny vo vzdialenosti 35 cm
od mikrofénového pola bol zaznamenany maticou mikrofénov v konfiguracii 8 x 8
s rozostupmi 50 mm medzi mikrofénmi. Na zdklade zdznamu akustického tlaku
p(z,y,t) bola Fourierovym radom uréend matica vzoriek f, ktora reprezentuje signal
f(x,y). Tieto vzorky st graficky zobrazené na nasledujicej strane vlavo.
Predpokladajme, ze mame k dispozicii len signal Df(t) z 36 mikrofénov. Tieto
zname vzorky tvoria maticu g a na Obr. 5.10 st zobrazené farebne. Ostatné vzorky
(tie, ktoré povazujeme za nedostupné a predpokladdame o nich, ze st mimo intervalu
pozorovania) st zobrazené najtmavsou farbou. Experiment uskuto¢nime pre styri

rozne umiestnenia oblasti pozorovania, ktora ma tvar stvorca

Lmin S X S Lmax
(5.16)
Ymin S Yy S Ymax-

Jej hranice su dané tabulkou.

Tab. 5.2: Oblasti pozorovania

oblast Tmin | Tmax | Ymin | Ymax
cm cm cm cm

a 750 175 -75 | 17,5

b -17,5 75 -75 | 17,5

C -17,5 7,5 | -17.5 7,5

d 7,51 17,5 | -17,5 7,5

Graficky si zobrazené len vysledky pre oblast a. Ostatné pripady boli velmi
podobné a tak budeme hodnotif len ich kvadratickii chybu. VSimnime si, Ze pri
vykresleni absolutnej hodnoty f(z,y) dve vzorky (oznacené cervenou bodkou) vy-
raznejsie vystupuji nad ostatné. Pritomnost takychto anomalii — ak st spésobené

nepresnostou merania — robi extrapolaciu tazsou.

63



< o o
o O

od / (A°)5fou

+ o ©
(= -

wd / (1%2) fou

< N © o

o o

vd / [(A‘2)H|

o o

ed / |(A‘)/]

-20

y / cm

3

) a jeho extrapoldcia pri ¢

ho pola (vlavo

onové

fi

Obr. 5.10: Signal z mikro

(vpravo).

64



od / (A°)ifou

wd / (1%2) fou

-20

y / cm

-20

y/ cm

ed / |(A‘)/]

-20

y / cm

2

) a jeho extrapoldcia pri ¢

Obr. 5.11: Signal z mikrofénového pola (vlavo

).

(vpravo

65



Kedze v kazdom riadku sa nachadza len 6 vzoriek, neméa zmysel porovnavat vy-
sledky integracie pomocou funkcii sinc, ¢i lichobeznikového pravidla. Ich chyba bola
prilis velka. Tabulky ukazuja zavislost strednej kvadratickej chyby A a optimalne;j

volby radu N na parametri ¢ a na umiestneni oblasti pozorovania.

Tab. 5.3: Najlepsia extrapolacia pri pouziti metédy najmensich Stvorcov

c 2 2,5 3 3,5 4
A, / Pa 0,084 | 0,109 | 0,147 | 0,173 | 0,130
Ay / Pa 0,095 | 0,122 | 0,161 | 0,185 | 0,118
A, / Pa 0,080 | 0,107 | 0,140 | 0,168 | 0,135
Aq / Pa 0,077 | 0,103 | 0,122 | 0,154 | 0,128
optiméalne N | 2 2 3 3 4

Tab. 5.4: Najlepsia extrapolacia pri pouziti Newtonovho-Cotesovho pravidla radu 5

c 2 2,5 3 3,5 4
A, / Pa 0,104 | 0,123 | 0,119 | 0,157 | 0,200
Ay / Pa 0,115 | 0,137 | 0,137 | 0,174 | 0,211
A, / Pa 0,097 | 0,116 | 0,118 | 0,156 | 0,197
Ay / Pa 0,079 | 0,104 | 0,098 | 0,136 | 0,186
optiméalne N | 2 2 3 3 3

Na zéklade tabuliek nie mozné jednoznacne povedaft, ktora z aproximacénych me-
tod je lepsia. Pre ¢ = 3 a ¢ = 3,5 ma metdda najmensich stvorcov chybu o 10 az
25 % vyssiu chybu nez integracné pravidlo. Na druht stranu, pre imi volbu ¢ je lepsia
metoda najmensich stvorcov. Pri ¢ = 4 mé jednozna¢nu prevahu, pretoze integracné
pravidlo nedokazalo dostatocne presne aproximovat koeficient a4 a Fourierov rozvoj
signalu musel byt ukonc¢eny uz pri N = 3. Ak by sme ho neukondili, stredné kvadra-
ticka chyba by narastla az na 0,5 Pa a extrapolacia by bola tiplne nespravna. Celkovo
sa zda, ze metoda najmensich stvorcov si vie lepsie poradif s roznymi hodnotami ¢
a hoci neméa vzdy najmensiu chybu, tato chyba byva rozumne mala.

Vplyv ¢ na tvar extrapolovaného signalu mozeme lepsie pozorovat na nasledujticej
strane, kde je pre tri rozne ¢ zobrazené véicsie okolie mikrofénového pola, nez bolo
na predchadzajuicich stranach. Priebehy boli ziskané metédou najmensich stvorcov.
V pravej cCasti sa nachadzaju Fourierove obrazy extrapolovanych priebehov. Mierka
na osiach w, a w, nie je zvolend ndhodne. Pripominame, Ze pre tie priestorové
frekvencie, ktoré v grafoch nie st zobrazené, ma Fourierov obraz nulové funkéné

hodnoty.
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Obr. 5.12: Fourierov rad signalu pri ¢ = 2.
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Obr. 5.13: Fourierov rad signalu pri ¢ = 3.

Ui \\h\&\\%\
6
I'I’!IIII‘ \gg\\g&‘)"\\‘ "“
II' “‘ “\ DR \\ ’

l

40

i\l vll \‘ '\

20 ‘ '\( v "\\\;‘,‘a‘,‘. 20
0 ' 0

y / cm z / cm

“Q;;'o
:,zo

SR ..'.‘o:‘:.v

R K
\\\\“ RN 0‘

.»23‘ S5 N
':2::::'./: 20003839 /IIII '0. “ ‘

R
GRS X777 \\\‘}v\o N %%
0 SRIRIS .00,0,,” l, \\‘\\ 0
SRS Sl o‘ o,
0 NIRIIRRREKS / 0““ \\ BN 0001
222 0

0
0‘
oc.‘ SKX,

0.2 I' ’ ‘ S “ 3 = :"' :z:::::‘ 0.2
‘
. ||| |'l, ,‘ X ‘ "‘.,o" % “: .
l S
0 I 0
1 -0.2 -0.2

w, / rad-cm™

Obr. 5.14: Fourierov rad signalu pri ¢ = 4.
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Porovnajme jednotlivé Fourierove obrazy. Ak zvolime malé ¢, dochadza k oreza-
niu a tym aj skresleniu Fourierovho obrazu. Opat mame moznost pozorovat podobny
efekt, ako pri signali z jedného radu mikrofénov, kedy sa na okrajoch Fourierovho ob-
razu formovali ostré Spicky (obrazok 5.6). Pri ¢ = 2 je extrapolacia v blizkosti oblasti
pozorovania najlepsia — aspon podla vzoriek, ktoré vieme porovnat — no Fourierov
obraz je orezany a Spicky zasahuju do tej Casti obrazu, ktord je predmetom nasho
zadujmu.

Miernym zvécsenim ¢ dosiahneme rozumny tvar spektra aj extrapolovaného prie-
behu. Ak vSak zvolime privelki hodnotu (¢ > 5), k extrapoldcii nebude dochadzat
v dostatoc¢nej miere a vysledky P-transformacie nebudi omnoho zaujimavejsie, nez
vysledky klasickej Fourierovej transformacie.

Za povsimnutie stoji aj linedrna zavislost optimélneho radu N (pri ktorom treba
ukonc¢ovat Fourierov rozvoj) na parametri c. Tato zavislost sivisi s vlastnymi ¢islami
An(c). Vsimnime si zavislost polohy inflexného bodu kriviek A, (c) na rdde n v grafe
na Obr. 2.1. Vidno, ze kriticky rad n, po ktorého prekroceni vlastné ¢isla prudko
klesaju, je priblizne linedrne zavisly na c¢. Ak je hodnota vlastného ¢isla A, (c) mala,
priebeh 1, (¢, t) je podobny ako na Obr. 2.5. V takom pripade aj velmi mald nepres-
nost vo vycisleni koeficientu ay spdsobi velkui nepresnost v amplitide radu fy ()
mimo intervalu pozorovania. Uz pribliznym odéitanim hodnét z grafu na Obr. 2.1
si mozeme vSimnut, ze tie koeficienty, ktoré sa ndm uz nepodarilo spravne vy¢cislit a

museli sme ich z Fourierovho rozvoja vynechat, maji velmi malé vlastné ¢isla A\, (c).
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6 Zaver

Pri studiu frekvencne obmedzenych signalov sa stretavame so skupinami funkcii,
ktoré nam pontkaji velmi zaujimavé moznosti. Tak ako funkcie sinc umoznuju do-
konale interpolovat signal na zaklade jeho diskrétnych vzoriek, tak PSWF umoznuji
dokonale extrapolovat signdl na zéklade casti jeho priebehu.

PSWF st velmi Specialnym matematickym nastrojom. Kazdy frekvencéne ob-
medzeny signal dokazeme rozvinuf do Fourierovho radu PSWF. Na modelovanom
signali bez sumu sme ukézali, Ze postupnym pridavanim c¢lenov radu mozeme sig-
nal extrapolovat do Iubovolne velkej vzdialenosti od intervalu pozorovania. Tento
vysledok nie je ni¢im novym, pretoze takyto postup bol uz viackrat presktimany,
napriklad v [10] alebo [9].

Lenze, ak do nasich ivah zahrnieme rozne javy spojené s kazdym skutocnym me-
ranim — predovSetkym pritomnost Sumu a konecént frekvenciu vzorkovania — zistime
ze vzdialenost, do ktorej mozeme signal extrapolovat je obmedzena. Tato vzdialenost
je tym lepsia, ¢im mame o signéli viac informacii a ¢im lepsie ich vyuzijeme — kon-
krétne, ¢im viac vzoriek signalu mame k dispozicii, ¢im mensi Sum signal obsahuje a
napokon, ¢im lepsiu numericki metédu pozijeme pre aproximaciu koeficientov radu
PSWF.

Vdaka tomu, Ze sme pracovali s modelovanymi signalmi, mohli sme lahko nasta-
vit a menit ich parametre, ale zaroven aj analyticky urcif koeficienty spektra. To
nam umoznilo kontrolovat chybovost jednotlivych numerickych metéd. Zaroven sme
mohli pozorovat, ako kvalita aproximacie zavisi na volbe parametrov ¢ a V.

Volba ¢ je dana predovsetkym charakterom spracivaného signalu. KedZze pri
vzorkovani signdlov obycajne dokazeme odhadnit vhodnu frekvenciu vzorkovania,
iste nebude fazké vhodne odhadnit c¢. Tento odhad potom moézeme mierne doladit
podla toho, ¢i mame zaujem predovsetkym o extrapolaciu, alebo o ziskanie Fourie-
rovho obrazu signdlu. S cielom maximalizovat kvalitu extrapolacie signalu v bliz-
kosti intervalu pozorovania je vhodné mierne zmensit hodnotu c, ale tym sa zaroven
mierne oreze a deformuje spektrum signalu. Na druhi stranu, ak nés zaujima pre-
dovsetkym spektrum a chceme zabranit jeho nadmernému skresleniu, musime volit
vacsiu hodnotu c. Kvalita extrapolacie sa tym moéze mierne znizit, ale spektrum bude
citatelnejsie, pretoze Spicky na okrajoch frekvencného obmedzenia nebudt vyrazne
zasahovat do tej casti spektra, ktora je predmetom nasho zaujmu.

Zistili sme, ze pri signaloch s ktorymi sme pracovali je pre vypocet koeficientov
Fourierovho radu vhodné pouzivat Newtonove-Cotesove pravidla radov v rozmedzi 2
az 8, v zavislosti na tvare signalu, ktory spractivame a na dirovni sumu. Pravidla niz-
sich radov st nepresné, pretoze si vyzaduju vyssiu hustotu vzoriek. Pravidla vyssich

radov su zasa prilis citlivé na Sum.
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Ako vhodna alternativa k polynomickej integracii sa ukazala metdéda najmen-
Sich stvorcov. Ukazali sme, Ze tdto metéda mé priamu suvislost s Gerchbergovym
iterativnym extrapola¢nym algoritmom. Napriek tomu, ze nemusi vzdy prekonat
integracné pravidlo s optimélne zvolenym radom, jej vysledky nikdy nie si ovela
horsie. Kedze optimélny rad integracného pravidla nevieme dopredu urcit, jedno-
zna¢nou vyhodou metédy najmensich stvorcov je, ze si nevyzaduje nastavovanie
parametra. Okrem toho sa ukézalo, ze jej vysledky st spolahlivé pre rozne hodnoty
frekvencného obmedzenia ¢, kym integracné pravidla pracuju najlepsie len v istom
pasme hodnot ¢. Nakoniec je jej velkou vyhodou vysoka odolnost voc¢i Sumu, pretoze
vsetkym vzorkam signalu prikladd rovnakd vahu.

V préaci sme zaroven sme ukazali, akym sposobom je mozné zostavit extrapo-
la¢nt maticu umoznujicu pracovat s meranym signalom v redlnom case. Podobne
je mozné zostavit P-transformacéni maticu, ktora umoznuje vypocet harmonického
spektra signalu len na zéklade jeho konec¢ného priebehu. Vypoctovo narocné zosta-
venie a odladenie matice mozeme zrealizovat napriklad v prostredi MATLAB a pri
jej pouziti pre spracovanie meraného signalu v redlnom case ju stac¢i nacitat z pa-
maéte. Jej miernou nevyhodou oproti klasickému pristupu vyuzivajicemu okna je, ze
neposkytuje znizeni vypoctovii naroc¢nost ako algoritmus rychlej Fourierovej trans-
formacie.

Snad mozeme povedat, ze sme prispeli dalsim dielikom do skladacky, no stale nie
je uplna. Este je potrebné vyriesit niktoré problémy — predovsetkym hladat sposoby,
ktorymi by bolo mozné stanovit optimalny rad ukoncenia rozvoja signalu do radu
PSFW. Uz nase experimenty naznacuju, ze rad ukoncenia rozvoja je linearne zavisly
na volbe ¢ podla rovnice N = kc. Este stale je vSak potrebné urc¢it koeficient pro-
porcionality s, ktory je zavisly na tvare spracuvaného signdlu. Zda sa, ze vhodnou
metodou by mohlo byt pozorovanie vzniku spiciek na okrajoch spektra Fourierovho
obrazu, no tento efekt treba este omnoho lepsie presktimat. Zaroven by mohlo byt
vhodné pouzit taku verziu dvojrozmernych PSWEF, ktoré by boli v priestore or-
togonalne na Stvorci a zaroven by bol ich Fourierov obraz obmedzeny na kruhu.
Mozno by mohli priniest zlepsenie vysledkov extrapolacie pri spracovani signélov zo
stvorcového mikrofénového pola.

Hoci sme sa v tejto praci zamerali predovSetkym na spracovanie signalov z mik-
rofénovych poli, pripominame, Ze ide o ¢isto matematicki metodu a preto nie je
nijako viazana na akustické signaly. V skutoc¢nosti iste existuje velka skupina inych

oblasti, kde by tato metdda mohla najst este lepsie uplatnenie.

70



Literatara

1]

[10]

SLEPIAN, David; POLLAK, Henri O. Prolate spheroidal wawe functions, Fou-
rier analysis and uncertainity — I. Bell System Technical Journal. 1961, roc. 40,
¢. 1, s. 43-63. ISSN 0005-8580.

SLEPIAN, David; POLLAK, Henri O. Prolate spheroidal wawe functions, Fou-
rier analysis and uncertainity — II. Bell System Technical Journal. 1961, roc.
40, ¢. 1, s. 65-84. ISSN 0005-8580.

SLEPIAN, David; POLLAK, Henri O. Prolate spheroidal wawe functions, Fou-
rier analysis and uncertainity — III: The dimension of the space of essentially
time- and band-limited signals. Bell System Technical Journal. 1962, ro¢. 41,
¢. 4, s. 1295-1336. ISSN 0005-8580.

SLEPIAN, David. Prolate Spheroidal Wawe Functions, Fourier analysis and
Uncertainity — IV: Extensions to many dimensions; generalized prolate sphero-
idal functions. Bell System Technical Journal. 1964, roc¢. 43, ¢. 6, s. 3009-3057.
ISSN 0005-8580.

SLEPIAN, David. Prolate Spheroidal Wawe Functions, Fourier analysis and
Uncertainity — V: The Discrete Case. Bell System Technical Journal. 1964, roc.
43, ¢. 6, s. 3009-3057. ISSN 0005-8580.

GERCHBERG, R. W. Super-resolution through error energy reduction. Optica
Acta: International Journal of Optics. 1974, ro¢. 21, ¢. 9, s. 709—720. ISSN
0030-3909.

SABRI, M., STEENAART, W. An approach to band-limited signal extrapola-
tion: The extrapolation matrix. IEEFE Transactions on Circuits and Systems.
1978, roc. 25, ¢. 2, s. 74-78. ISSN 0098-4094.

ADELMAN, R. et al. Software for Computing the Spheroidal Wave Functions
Using Arbitrary Precision Arithmetic. 2014, arXiv. 1408.0074.

DEVASIA, Amal; CADA, Michael. Bandlimited signal extrapolation using Pro-
late spheroidal wave functions. JAENG International Journal of Computer
Science. 2013, roc. 40, ¢. 4, s. 291-300. ISSN 1819-9224.

JURA, Pavel. Prispévek k pouZiti zobecnené spektrdalni analyzy pro frekvencni
analjzu signdli. Brno, 1983. Kandidatska disertace. Vysoké uceni technické v
Brné. Fakulta elektrotechnické. Skolitel Zdenék MALEC.

71



[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

LANDAU, Henry. Extrapolating a band-limited function from its samples taken
in a finite interval. IEEE Transactions on Information Theory. 1986, ro¢ 32, ¢.
4, s. 464-470. ISSN 0018-9448.

REKTORYS, Karel. Prehled uzité matematiky. 2., opr. vyd. Praha: Naklada-
telstvi technické literatury, 1968. Ceskd matice technickd (SN'TL).

HARDY, Godfrey Harold a Werner ROGOSINSKI. Fourierovy rady. Prelozil
Alois KUFNER. Praha: SNTL-Nakladatelstvi technické literatury, 1971.

ANGOT, André. Uzita matematika pre elektrotechnické inZenyry. 2. nezm. vyd.
Prelozil Antonin TER-MANUELIANC. Praha: SNTL-Nakladatelstvi technické

literatury, 1971. Teoreticka kniznice inzZenyra.

PAPOULIS, Athanasios. Signal analysis. New York: McGraw-Hill, 1977. ISBN
0070484600.

OSIPOV, Andrei, Vladimir ROKHLIN a Hong XIAO. Prolate spheroidal wave
functions of order zero: mathematical tools for bandlimited approximation. New
York: Springer, 2013. ISBN 9781461482581.

FLANDRIN, Patrick. A note on reassigned Gabor spectrograms of Hermite
functions. Journal of Fourier Analysis and Applications. 2012, s. 15, ISSN 1531-
5851.

DEMIDOVIC, Boris Pavlovi¢ a Isaak Abramovi¢ MARON. Zdklady numerické
matematiky. Prelozil Jan KADLEC, ptelozil Jiti KROPACEK, prelozil Alois
KUFNER. Praha: Statni nakladatelstvi technické literatury, 1966. Teoreticka

kniznice inzenyra.

PAPOULIS, Athanasios. A New Algorithm in Spectral Analysis and Band-
Limited Extrapolation. IEEE Transactions in Circuits Systems. 1975, roc. 22,
¢. 9, s. 735-742. ISSN 0098-4094.

NAYBARD, D.; WILLIAMS, J; LEE, Y. Nearfield acoustic holography: I. The-
ory of generalized holography and the development of NAH. Journal of the
Acoustical Society of America. 1985, ro¢. 78, ¢. 4, str. 1395-1413. ISSN 0001-
4966.

72



Zoznam symbolov, velicin a skratiek

NCM

koeficienty Fourierovho radu

parameter signalu

frekvencne obmedzujuci operator

priestor frekven¢ne obmedzenych funkcii
parameter funkceii 1, (c, t)

vlastné ¢islo

Newtonov-Cotesov koeficient

¢asovo obmedzujtci operator

priestor ¢asovo obmedzenych funkcii
Diracova delta funkcia

Kroneckerovo delta

Eulerovo ¢islo

prvok ortogonalnej sustavy

Extrapolacnd matica

miera kvality extrapolacie

funkcia reprezentujica signal

vektor tvoreny diskrétnymi vzorkami signalu f(t)
matica tvorend diskrétnymi vzorkami signalu f(z,y)
aproximdcia funkcie f(¢) Furierovym radom radu N
Fourierov obraz signalu f(t)

operator priamej Fourierovej transformacie
operator spatnej Fourierovej transformacie
Hermiteova funkcia

funkcia reprezentujica signal

Fourierov obraz signalu g(t)

Hermiteov polyném

intenzita zvuku

jednotkova matica

imaginarna jednotka

priestor kvadraticky integrovatelnych funkcii
Legendreov polyném

vlastné ¢islo

metdda najmensich stvorcov

rad ukoncenia Fourierovho radu

mnozina prirodzenych ¢isel

mnozina prirodzenych ¢isel (s prvkom 0)

Newtonova-Cotesova metoda

73



w uhlova frekvencia

Wy priestorova uhlova frekvencia

Wy priestorova uhlova frekvencia

wo uhlova frekvencia harmonického signalu
Q maximalna uhlova frekvencia spektra

p(z,y,t) akusticky tlak
P,(c,t,w) jadro P-transformacie
P matica P-transformacie

PSWF  Prolate spheroidal wave function

q parameter vyhodnotenia kvality extrapolacie
Gn,m odchylka ortogonality

Q matica odchylok ortogonality

r rad Newtonovho-Cotesovho pravidla

R mnozina realnych cisel

s(t) funkcia reprezentujica signal

S(t,w)  Géborov spektrogram
STFT Short-time Fourier transform

t cas
Ty peridda vzorkovania signalu f
peridda vzorkovania (vSeobecne)
T doba pozorovania
T dizka oblasti pozorovania
On(t) prvok ortonormalnej bazy
P matica obsahujica vzorky ¢, (t) pre rézne n a t
Un(c,t)  PSWEF radu n
Wy matica obsahujica vzorky v, (c,t) pre rozne n a t
%% matica vah
Z mnozina celych c¢isel
Rex realna cast komplexného ¢isla x
Imx imaginarna cast komplexného ¢isla x
flt) komplexne zdruzena funkcia k funkeii f()
Il norma prvku f Hilbertovho priestoru

(f,9) skalarny sucin funkcii f(t), g(t) v Ly vSeobecne
(f.9), skalarny sucin funkeii f(t), g(t) v Lo(—b,b)
MT transpozicia matice M

MH Hermiteovsky zdruZend matica k matici M
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A Odvodenie Specialnej vahovej matice

Predpokladame Specidlny pripad, kedy signaly, ktorych sic¢in chceme integrovat,
majt zhodnu periédu vzorkovania T' > 0. Dalej predpokladajme, Ze integracné hra-
nice su celo¢iselnym néasobkom tejto periédy. Nasim cielom bude vyjadrif prvky

vahovej matice

7Tsin7r(t/T— k)sinr (/T — 1) kl€Z

W(k,l) = , (A.1)
WO= ] Zwr—n <@T-D " Ken
pomocou funkcii standardne implementovanych v MATLABe.
VyrieSme najprv pripad, kedy k& = [
n(t/T —k)=u
T
Bl sin2 n (t/T — k) dt = —du
Wk, k) = / g Yt = - -
=—-KTlesu=n(—K—-k)
~(K—k) sin? Uy ~(K=k) 1 — cos2u 2u T [2r(K—k) 1 — cosx
n(—K—k) n(—K—k) T Jor(-K—-k) T
Upravme neurcity integral
/1—Cosa: 1 COS{E u =cosx u = —sinz
2 - T U' — :B_2 v = —:B_l -
1
_ cosx  [sinx e
x x
Ziskavame vysledny tvar
T 1 2n(K—k) on(K—k) o
Wk, k) = = <[—— COS:”] _ s dx) . (A.2)
T x T lon(-K-k) Jom(—-K—k) T

V tejto rovnici je zlomok obsahujici kosinus nulovy az na pripady, kedy k£ = K.

Pomocou I’'Hopitalovho pravidla sa vsak lahko presvedcime, ze

-1
lim 5T _ (A.3)

z—0 €T

Zamerajme sa teraz na pripad k # [. Najprv upravime (A.1) pouzitim identity

sin(z +mn) = (=1)"sinx, meZ (A.4)
Wk, 1) = (—1)k+ / G /TSif ;;{tT/T_ - (A.5)
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Dalej rozkladom na parcidlne zlomky dostavame

B (—1)k+ mr sin? it /T K sin?nt/T
W (k1) = (Zﬂ(t/T"f) dt—_IZT—K(t/T_Z) dt). (A.6)

a pouzitim identit

1-— 2
sin?z = — ot (A.7)
2
a
cos(z + 2mn) = cosxz, MmEeEZ (A.8)
ziskame
KT KT
(=) 1 — cos2n(t/T — k) 1 — cos2n(t/T — 1)
Wik 1) =5 _;ZT /T — k) _;ZT sm@/T—1) O]

Nakoniec podobnou substitiiciou ako v pripade k = [ dostavame vysledny vztah

2n(K—k) 2n(K—1)
T (—1)kH 1 - 1 -
wiky = LD ( [z, T _d) -

2 k—1 x T
2n(—K—k) 2n(—K-1)

(A.9)
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B Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje:

1. Tento dokument.
2. Funkcie:

bar3c.m — rozsirenie funkcie bar3 na farebni zavislost stipcov
BLW.m — generuje vahovt maticu na zdklade funkecii sinc
HFunction.m — generuje Hermiteove funkcie

NewtonCotes.m — generuje vektor vah integra¢ného pravidla
prediction.m — s-funkcia pre predikciu extrapola¢nou maticou

quality.m — vypocet integralnej kvality extrapolacie €

3. Demonstracné skripty:

check order.m — kontrola radov vygenerovanych funkcii
create ex matrix.m — extrapolacna maticu pre real-time extrapolaciu
extrapolation_ 1D.m — extrapolacia jednorozmerného meraného signélu
extrapolation_ 2D.m — extrapolacia dvojrozmerného meraného signalu
extrapolation_ Gerchberg.m — extrapolacia Gerchbergovou metédou
extrapolation_ intensity.m — extrapolacia neharmonického signalu
extrapolation sin.m — extrapolacia harmonického signalu
orthogonality.m — kontrola ortogonality PSWF (na redlnom intervale)
orthonormality.m — kontrola ortonormality integra¢nymi pravidlami
orthonormality BLW.m — kontrola ortonormality vahovou maticou
orthonormality LS.m — kontrola ortonormality pomocou MNS
regulator.slx — model prediktivnej regulacie s extrapola¢nou maticou
show BLW.m — ukazka vahovej matice na zaklade funkcii sinc

show PSWF.m — grafické priebehy PSWF

time_ frequency.m — caso-frekvencna analyza PSWF

4. Data:

F.mat — spektrum odhadnuté z riadku tvoreného 75 mikrofénmi.
MicDatal000Hz5cm.mat — zaznam akustického tlaku z riadku mikrofénov
MicData2000Hz35cm.mat — zdznam akustického tlaku z matice mikrofé-
nov v usporiadani 8 x 8

psil.mat — set PSWF pre ¢ =1

psi2.mat — set PSWF pre ¢ = 2

psi3.mat — set PSWF pre ¢ = 3

psid.mat — set PSWF pre ¢ =4

psilO0.mat — set PSWF pre ¢ = 10

Subory boli vytvorené a otestované v prostredi MATLAB R2015b.
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