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Uvod

Cilem diplomové prace bylo ovéfit a nalézt zavislost mezi fraktalni dimenzi obrazce
a pomérem dynamickych viskozit kapalin vtlaCovanych mezi desky Hele-Shawovy buriky.
Meéfeni fraktalni dimenze vzniklého obrazce je néstrojem, ktery popisuje chovani kapalin
v Hele-Shawov¢ burice. Jeji vyuziti mizeme nalézt v geologii nebo pii zefektivnéni procesu
v ropném prumyslu.

Struktura prace je nasledujici. Prvni kapitola se zabyva popisem Hele-Shawovy
bunky a v ni probihajicich procest. Druha kapitola objasiiuje pojem viskozity kapalin.
Popisujejeji dusledky, jevy, které s ni souvisi a vysvétluje pricinu jejich vzniku. Déle podava
ptehled a porovnani pfistrojii k jejimu méteni. Treti kapitola se zabyva fraktaly. Pomoci
pojmu dimenze ukazuje, jak se fraktaly lisi od jednoduchych matematickych utvari. Uvadi
priklady nékolika znamych fraktalt, definici Hausdorff-Besicovitchovy dimenze a shrnuje
nékteré jejich vlastnosti. Dulezitou soucasti této kapitoly je prehled vybranych zptsobu
vypocti a méfeni fraktalni dimenze. A to zvlaste ,,Box counting method*, ktera byla pouzita
pii uréovani fraktalni dimenze obrazcl vzniklych v Hele-Shawové buiice. Ctvrta kapitola
pojednava o ne-newtonovskych kapalinach a jejich kategorizaci podle typu vlastnosti.
Predposledni kapitola popisuje zpuisob mefeni experimentu. Shrnuje pouzité metody
a pristroje a skript k urCeni fraktalni dimenze. V posledni kapitole jsou uvedena vlastni
namefena data, na nichz byla provedena statisticka analyza a po konzultaci vybrany
nejvhodnéj§i model, ktery je popisuje. Pro statistické zpracovani byla zvolena hladina
vyznamnosti 5 %.

V zavéru prace je shrnut vysledek méfeni experimentu a provedena diskuze

statistické analyzy.



1 Hele-Shawova bunka

Hele-Shawova burika je jednoducha pomucka, ktera je tvorena dvéma priahlednymi
deskami ze skla nebo plexiskla, které jsou polozeny na sebe. Uprostied horni desky je otvor
pro vtlaceni kapaliny. Tato pomucka je pojmenovana po inzenyrovi Henry Selby-Hele-
Shawovi, ktery studoval v Bristolu a pracoval jako inzenyr a pfednasSejici matematiky na
University College v Bristolu. V roce 1904 zalozil College of Engineering pii
Transvaalském technickém institutu. Je autorem mnoha patentli, napt. méfeni rychlosti
vétru, tfeci spojky apod. Hele-Shawova buika slouzi k vytvareni fraktalovych struktur
pomoci jednoduchych pomucek.[1]

Predmétem zkoumani je chovani dvou rizné viskoznich kapalin, vtlaCenych mezi
desky Hele-Shawovy burtiky. Vtla¢ime-li kapalinu o vys$i viskozité do kapaliny s viskozitou
mensi, vznikne hladké rozhrani mezi obéma kapalinami. Pokud vtla¢ime méné viskozni
kapalinu do kapaliny o vétsi viskozité, vznikaji viskozni kanaly. Kazdy kanal se dale rozviji
a vznika spletita sit kanalG. Struktura obrazce zavisi na viskozit€¢ pouzitych kapalin.

Vysledny obrazec je sobépodobny, jedna se o fraktal.

Kapalina s nizsi

Sklenéné desky viskozitou
p
~ : .
Kapalina s vyssi
viskozitou
I Mezera

Obrazek 1: Hele-Shawova burika [2]

Vznik viskéznich kanali muzeme ve velkém pozorovat napiiklad pfi terciarni tézbé
ropy. Ma dramaticky dopad na vyté€znost ropy a snizuje u¢innost vytéstiovani. Jelikoz jsou
viskozni kanaly hydrodynamicky nestabilni, je velice tézké je charakterizovat kvantitativné
pomoci tradi¢nich metod. Pouziti fraktalni geometrie pfi studiu viskoznich kanalt poskytuje
novou metodu studia tohoto fenoménu. Nekteré prace se zaméfuji na simulaci obrazcu
vzniklych v Hele-Shawové burice pomoci statistického modelu DLA. Tento model vytvari
obrazce pomoci zaznamenavani drahy shluku ¢astic pii Brownovée pohybu. Ackoliv vétsina
studii byla omezena pouze na vypocet fraktalni dimenze, pocet prsti obrazce nebo simulaci
pomoci statistického modelu DLA, zkoumani fraktald poskytuje novy pohled na

komplexnost viskoznich kanald. [3]



Jak vypada tok kapaliny mezi deskami? Uvazujeme ustalené proudéni mezi dvéma
stejné velkymi obdélnikovymi deskami o délce [ a Sitce b. Desky jsou nehybné a umistény
rovnobézné ve vzdalenosti 2a od sebe. Osa y prochazi kolmo k deskam, roviny desek jsou
dany rovnicemi x = ta a kapalina teCe ve sméru osy x. Aby kapalina tekla, musi pusobit
staly pfetlak p ve sméru toku. Podil tlaku v kapaliné p a délky desek [ se nazyva tlakovy
gradient Vp = % Rychlost kapaliny na sténach desek je nulova a nejvyssi je mezi deskami.
Snazime se zjistit, jak vypada rychlostni profil proudici kapaliny.

Na vrstvu kapaliny mezi deskami ptsobi tlakova sila o velikosti F = 2pby [4], kde
y je vzdalenost vrstvy od osy desek o, b je Sitka desek a p je tlak v kapalin€. Soucasné
opacnym smérem pusobi tfeci sily F; od obou krajnich vrstev kapaliny. Jelikoz maji tyto sily
stejnou velikost a jsou symetrické, mizeme je secist a vyjadrit

F,=—-2n j—; bl,
kde v je rychlost proudéni kapaliny, y je vzdalenost vrstvy od osy desek, 1 je dynamicka
viskozita kapaliny, b je Sitka desek a [ je délka desek. Znaménko minus vyjadiuje
skuteCnost, ze gradient rychlosti je zaporny, jelikoz rychlost od stfedu klesa. Tato sila je vice
popsana v dalsi kapitole o viskozité. Pti ustaleném proudéni jsou obé sily v rovnovaze, tedy

plati

2pb on 3V b
pby = —2n—bl.
dy

Integraci s okrajovymi podminkami v = 0 a y = £a dostaneme vzorec pro rychlost
2 2
y pa
v=1y|1—=| kde vg = —.
0 < a2> 7 2ni
Rychlost vy je maximalni rychlost, kterou ma kapalina tekouci uprostied mezi

deskami. Profil proudici kapaliny je dan parabolickym pribéhem viz obrazek 2. [4]
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Obrazek 2: Rychlosmi profil proudici kapaliny mezi dvéma deskami [4]
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2 Viskozita

Kapaliny se od téles pevného skupenstvi hlavné li§i znacnou pohyblivosti svych
castic. Proto jevi snadnou d¢litelnost a nemaji pevny tvar. Kohezni sily uvniti kapalin jsou
tedy mnohem mensi nez v pevnych télesech a kapaliny kladou relativné maly odpor vici
vnéj§im silam pusobicim ve sméru normaly plochy, ktera kapalinu omezuje. Z tohoto
divodu je u kapalin vhodné&jsi mluvit o tlaku namisto napéti.

Viskozita (vazkost) je odpor kapaliny proti zméné tvaru. Tato vlastnost se uplatiiuje,
pokud kapalina neni v rovnovaze a prizpisobuje se pusobicim vnéjsim silam. Sila viskozity
ma snahu zeslabit rozdil vzajemnych rychlosti v proudici kapalin€, ¢imz pfipomina sily
vznikajici pfi tfeni. Proto ukazy viskozity nékdy nazyvame vnitfnim tfenim. Vnitini tfeni
kapalin je dusledkem difizniho pfenosu hybnosti mezi molekulami sousednich vrstev
kapaliny pohybujicich se rliznou rychlosti. V pfipadé rovnovahy kapalin se sily vazkosti
neuplatriuji. V dynamice kapalin se ¢asto setkavame s pohybem kapalin, jejichz viskozita je
tak mala, ze ji mizeme zanedbat. Takovou neviskézni kapalinu nazyvame dokonalou nebo
idealni kapalinou. [5]

V dusledku viskozity je rychlost kapaliny spojitou a hladkou funkci soufadnic.
Prikladem dusledku viskozity kapalin muze byt to, ze na povrchu obtékanych téles nebo stén
potrubi musi byt rychlost kapaliny rovna nule, coz je zasadni rozdil oproti idealni kapaling,
u niz je nulova jen normalova slozka rychlosti kapaliny. Dalsim piikladem dasledku
viskozity kapalin je pokles tlaku proudici kapaliny v potrubi. Pfi¢inou zmény tlaku v potrubi
je pokles energie kapaliny v dusledku tfeni o stény potrubi. To 1ze demonstrovat soustavou

manometru, viz obrazek 3.

Obrazek 3: Pokles tlaku proudici kapaliny v diisledku teni o stény potrubi [4]
Bez viskozity by neexistovalo laminarni proudéni. Laminarni proudéni idealni

kapaliny je nestabilni, tj. odchylka od laminarniho proudéni se rychle zesiluje a vede ke



vzniku velkych vird. Typickou nestabilitu napf. v proudéni vzduchu je mozno pozorovat u
ve vétru se tiepetajici vlajky. Ztrata rychlosti kapaliny pobliz prekazky vlivem viskozity ma
za nasledek vznik pfi¢ného gradientu rychlosti, ktera je nejvétsi pravé u stén prekazky.
Laminarni proudéni viskézni kapaliny pobliz stény se tak stava vifivym proudénim a ztraci
charakter potencidlového proudéni. Proto je také popis proudéni viskozni kapaliny mnohem
slozitejsi nez popis proudéni idealni kapaliny. [4]

Dalsim prikladem dusledku viskozity kapaliny je tfeci sila, ktera ptsobi, pokud se
mezi dvéma rovnobéznymi navzajem pohybujicimi se deskami nachazi viskozni kapalina.
Proti pohybu pusobi kapalina treci silou o velikosti

Fe SAv
= n Ay'

kde Av je relativni rychlost, Ay je vzdalenost obou desek o ploSe S a n je dynamicka
viskozita. Treci sila vznika i mezi sousednimi vrstvami kapaliny, pokud se pohybuji
rozdilnymi rychlostmi.[4]

Dynamicka viskozita kapalin je zavisla na druhu kapaliny a na teploté. Se zvySujici
se teplotou se dynamicka viskozita kapalin zpravidla zmenSuje. [5] Zavislost dynamické
viskozity na teploté je exponencialni viz [6].

K méfeni viskozity kapalin slouzi takzvané viskozimetry. Existuje vice typu
viskozimetrti, uvedeme zde nékteré z nich.

Rotacni viskozimetry jsou zalozeny na meéteni torzniho momentu. Skladaji se ze
dvou soustfednych valcti, mezi nimiz je Gzka mezera, vyplnéna méfenou kapalinou. Vnéjsi
valec se otaci konstantni uhlovou rychlosti. Vnitinim tfenim kapaliny je otacivy moment
prenasen na vnitini valec, zavéseny na torznim vlakné. Po ustaveni rovnovahy se méfi thel
pootoceni vnitiniho valce od ptivodni polohy ¢, pro ktery plati

=K 1o
kde w je thlova rychlost, 7 je dynamicka viskozita kapaliny a K je konstanta pfistroje.

Kapilarni nebo také prutokové viskozimetry jsou zaloZzeny na méfeni objemového
prutoku zkoumané kapaliny trubici. Vychozim principem kapilarnich viskozimetrii je
Hagen-Poiseuilliv zakon pro svisle umisténou kapilaru kruhového prafezu zni o poloméru
r a délce [, kterou za dobu 7 protece kapalina o objemu V ve tvaru

mr*pt
n= 8Vl
kde p je hydrostaticky tlak, T je doba, za kterou proteCe kapalina o objemu V kapilarou

o poloméru r a délce . Tato metoda je spiSe vyuzivana pro méfeni porovnavaci metodou,
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kdy srovnavame doby priutoku referencni a zkoumané kapaliny. Pro vyslednou hodnotu
dynamickeé viskozity zkoumané kapaliny plati vztah
p
n =
TrefPref

Nrefs

kde p je hustota zkoumané kapaliny, 7..r je doba vytoku referen¢ni kapaliny, p.ef je hustota
referencni kapaliny a 7. je dynamicka viskozita referencni kapaliny. Kapilarni
viskozimetry nelze pouzit k méfeni viskozity ne-newtonovskych kapalin, jelikoz pro né
Hagen-Poiseuilliv zakon neplati v plném tvaru.

Poslednim typem viskozimetrt, ktery uvedeme, jsou téliskové viskozimetry. Ty jsou
zalozeny na dobé& padu nebo vystoupani zkuSebniho téliska ve zkoumané kapaling.
Odporovou silu, ktera pasobi na téleso obtékané kapalinou, popisuje Stokestv zakon, ktery
ma pro kulové télisko o poloméru r pohybujici se rychlosti v tvar

F =6mnrv.

Obecné se pro dany pristroj sestavi pohybova rovnice zkuSebniho téliska, ve které
vedle odporové sily figuruje i sila tthova a vztlakova. Pro zkuSebni kulicku o poloméru r,
hustoté p a po splnéni predpokladu, ze kulicka pada konstantni rychlosti, ma vysledny vztah
podobu:

_2 r2g(P — Prapaliny)
9 v '

Pfi méfeni je vyhodnéjsi méfit dobu, za kterou télisko urazi vzdalenost uvedenou na

daném viskozimetru. Po Upraveé a vytknuti parametra do jedné konstanty je vysledny vztah
pro dynamickou viskozitu
1 = K(p — Pxapaliny )t-
Piikladem téliskového viskozimetru je Hoppleruv viskozimetr, ktery byl pouzit

v této praci. [7]
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3 Fraktaly

V této kapitole se budeme zabyvat fraktaly, jejich vlastnostmi a popisem. Pojem
dimenze nam poskytuje vhled do problematiky fraktali a muzeme pomoci ng¢j

charakterizovat nékteré vlastnosti fraktala.

Dimenze

Podle definice vime, ze prazdna mnozina @ a pouze prazdna mnozina ma dimenzi
rovnu —1. Dimenze jakéhokoliv jiného prostoru potom definujeme jako Cislo o 1 vétsi nez
dimenzi objektu, pomoci kterého mizeme jakoukoliv Cast tohoto prostoru oddélit od jeho
zbytku. Jelikoz @ ma dimenzi —1, jakakoliv spoCetna mnozina ma potom dimenzi O
(=14 1 =0). Obdobné mizeme fict, ze pfimka ma dimenzi 1, protoZe ji mizeme rozdélit
bodem (0 + 1 = 1), rovina ma dimenzi 2 protoze muze byt rozdélena ptimkou (1 + 1 = 2).

Je pravdou, Ze spoCetna mnozina mize byt rozdélena prazdnou mnozinou, ale stejné
tak muze byt rozdélena jinou spoCetnou mnozinou nebo piimkou. Vezméme napiiklad
mnozinu racionalnich ¢isel. Ta tvofi spocetnou nekone¢nou mnozinu. Pokud ji zndzornime
na realné ose, mizeme tuto mnozinu rozdélit napfiklad jakymkoliv iracionalnim cislem,
které ma dimenzi 0. Coz by ale znamenalo, Ze racionalni ¢isla maji dimenzi 1 (0 + 1 = 1).
Pokud tuto mnozinu znazornime v souradnicové soustaveé, mohli bychom k rozdéleni pouzit
jakoukoliv pfimku, ktera ma praseCik s x-ovou osou. To by ale znamenalo, Ze racionalni
Cisla maji dimenzi 2 (1 + 1 = 2). K definici dimenze tedy pouzijeme nejnizsi hodnotu. [8]

Ukazeme si, jak bychom ur€ili dimenzi slozenych prostorti jako napftiklad dvou
raznobéznych pifimek nebo sjednoceni bodu a plného Ctverce. V prvnim piipadé dvou
raznobéznych piimek je bod mnoZzinou s nejmensi dimenzi, kterou miazeme piimky rozdélit.
V druhém piipadé sjednoceni bodu a plného ctverce musime rozliSovat mezi globalni
a lokélni dimenzi. Pokud bychom pouzili predchozi definici na celou mnozinu, potom by
jeji dimenze byla rovna 0. Pokud bychom vsak zkoumali jednotlivé Casti, zjistili bychom, ze
bod mé dimenzi rovnu 0, zatimco jakéakoliv ast ¢tvercové oblasti ma dimenzi rovnu 2. Toto
je priklad lokalni dimenze. Globalni dimenze by podle ocekavani méla byt rovna 2, musime
tedy nasi definici mirn€ upravit. Dimenze prostoru je rovna maximu jeho lokalnich dimenzi,
kde lokalni dimenzi definujeme jako Cislo o 1 vétsi nez je dimenze nejméné dimenzionalniho
objektu, kterym mizeme prostor rozdélit na Casti. [8]

Tuto miru, definovanou uvedenym zptusobem, nazyvame topologickou dimenzi
prostoru. Topologicka dimenze je veliina, ktera je invariantni va¢i homomorfismim

a bijektivnim zobrazenim. Homomorfismus mize byt nejlépe vysvétlen jako hladka
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deformace jednoho prostoru na druhy bez jakéhokoliv trhani nebo spojovani. Pii takovémto
procesu se topologicka dimenze objektu neméni. Mazeme tedy fict, ze krychle a koule jsou
topologicky ekvivalentni, jelikoz jedna mize byt deformovana na druhou timto zptisobem.
Obdobné muzeme usecku opakované natahovat a zkracovat, ale jeji topologicka dimenze
bude stale rovna 1. Uvazujme objekt vytvoreny nasledujicim zptisobem. Za¢neme s tiseCkou.
Rozdélime ji na tietiny a prostfedni tfetinu nahradime vrcholem rovnostranného
trojuhelniku. Rekurzivné tento krok opakujeme s kazdou vzniklou tiseckou. Takto vznikly

utvar nazyvame Kochovou kfivkou.

N A i S

Obrdazek 4: Kochova kiivka [8]

S kazdou iteraci se délka Kochovy kiivky zvySuje koeficientem % .[8] Pokud

bychom posledni krok vytvareni kfivky opakovali nekone¢né mnohokrat, délka kiivky by se

blizila k nekone¢nu. Plocha pod kiivkou je dana nasledujici posloupnosti
2 3

14 (‘_L) n (f) + (f) b
9 9 9
ktera konverguje k S, pokud predpokladame, ze plocha pod prvni kfivkou je rovna jedné. [8]
Tyto vysledky nejsou nijak zvlastni, opaCnym piipadem vSak muze byt nasledujici kiivka.
Vezméme jednotkovy Ctverec. Rozdélime jej na 4 identické Ctverce. Nakreslime
caru, ktera prochazi sttedem kazdého Ctverce a vrati se do pocatecni pozice. Vratime se
k druhému kroku a proces opakujeme. Obrazek 5 znazoriiuje tento proces od prvniho kroku

az po teoreticky vysledek po nekonecném poctu iteraci.

Al

[ 1 | e
T =14 N

I——| r—l e =
_I I_ A — 1]
N M| R
I I r—l inmi N ] I__|
N I I

Obrazek 5: Peanova kiivka (Hilbertova verze) [8]

Takto vytvorena kiivka ma nekonecnou délku. Zajimavé je, Ze pii nekonecném poctu
iteraci, prochazi kiivka kazdym bodem jednotkového ctverce. Existuje tedy spojité bijektivni
zobrazeni jednotkového intervalu na plochu jednotkového Ctverce. Jinymi slovy jsme
transformovali objekt o topologické dimenzi 1 na objekt o topologické dimenzi 2 pomoci

procedury, kterd by neméla dovolovat vyskyt takovéhoto jevu. Jednoduché prodluzovani
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a ohybani by meélo zachovat velikost topologické dimenze nezménénou. Existence Peanovy
kiivky pfinasi otazku ohledné vyznamu topologické dimenze. [8]
Pokusime se zakryt Kochovu kfivku pomoci ¢tverci. Potiebny pocet Ctverct bude

zaviset na délce jejich strany. K zakryti celé kiivky bude stacit jeden Ctverec o délce strany

. . 1 . o 4 1
1, Ctyfi Ctverce o délce strany 3 16 ctverct o délce strany 5 atd.

Obrazek 6: Pokryti Kochovy kiivky ctverci o délce strany §

AP
N X RV A

Obrazek 7: Pokryti Kochovy kiivky ctverci o délce strany %.

n
Obecné na pokryti Kochovy kfivky potiebujeme 4™ ¢tverci o délce strany (%) .

Pokud pouZijeme tuto metodu na jakykoliv objekt v metrickém prostoru, muzeme
nadefinovat veliinu ekvivalentni dimenzi. Tato dimenze se nazyva Hausdorft-
Besicovitchova dimenze a definujeme ji podle vztahu

__ 1. logN(h)
D= %11—{% log(%) ’

(8]

kde N(h) je pocet Ctverct o délce strany h, potiebny k pokryti daného objektu.
Podle definice je tedy dimenze Kochovy kiivky rovna
_log4™ n-log4 log4

= = = = 1,2619 ...
log3® n-log3 log3
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O tom, Ze se jedna o dimenzi, se mizeme presveédcit, pokud ji aplikujeme na Gsecky.
o v . - . - . 1
Na pokryti tisecky potiebujeme jeden ¢tverec o délce strany 1, dva Ctverce o délce strany i
W e W r 1 . . 4 w7 W O w w7 ~
Ctyti Ctverce o délce strany 2 atd. V limitnim pfipadé miizeme fict, ze

log 2™

log2n

coz souhlasi s topologickou dimenzi. [8]

Hausdorff-Besicovitchova dimenze v pfipadé Kochovy kfivky neni celym Ccislem,
coz nesouhlasi s topologickou dimenzi, kterd je rovna 1. Kochova kfivka je objekt, jehoz
dimenze se pohybuje mezi dimenzi pifimky a dimenzi roviny. Kochova kiivka je fraktal.

Fraktdl je mnozina, jejiz Hausdorff-Besicovitchova dimenze je vétSi nez jeji
topologicka dimenze. Kazda mnozina s neceloCiselnou dimenzi je fraktdlem. Hausdorff-

Besicovitchovu dimenzi nazyvame fraktalni dimenzi. [9]

Vlastnosti fraktala

Mnozina F je fraktal, potom vykazuje nékteré z nasledujicich vlastnosti:

e F majemnou strukturu, tim rozumime, ze je detailni na libovolné malych méfitcich.

e F je dost nepravidelny, lokalné i globalné€, na to, abychom byli schopni jej popsat
pomoci tradi¢ni geometrie.

o Casto ma F n&akou formu sob&podobnosti. Pokud zménime méfitko, vzhled télesa
se nezmeni.

e V mnoha pfipadech je F definovano jednoduchym zpisobem, napfiklad rekurzivné.

e Obvykle je fraktalni dimenze F vétsi nez topologicka dimenze. Jelikoz dimenze je
meéfitelna veliina, zaméfime se pfi zkoumani fraktall prevazné na méfeni jejich
fraktalni dimenze.
Uvedené vlastnosti jsou platné pro vétsinu fraktalt. Nicméné popis fraktala a jejich

vlastnosti se lisi Casto podle autort. [10]

Méreni fraktalni dimenze

v kapitole o dimenzi, viz obrazky 6 a 7.
Pokud je fraktal sobépodobny, mizeme jeho fraktalni dimenzi urcit pomoci

sobépodobnosti. Vezméme napiiklad Cantorovu mnozinu. Uvazujme tsecku o jednotkové

délce, tedy interval (0,1). V prvnim kroku odstranime prostfedni cast, tedy interval (%, % )
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“r , I s : 12
V dalSim kroku odstranime prostfedni Cast zbyvajicich €asti, tedy intervaly (;,;)

7 8 y .o , o
a (3,5 ) Takto budeme postupovat do nekoneCna. Cantorova mnozina je znazornéna na

obrazku 8.

Obrazek 8: Cantorova mnoZina [11]
Vztah mezi poctem Casti N, na které se téleso rozdéli a koeficientem s, kterym se

zmenSuji délky zbyvajicich ¢asti, je

N(s) = sP.
Vztah pak lze déale upravit, abychom z n¢j ziskali fraktalni dimenzi
logN(s
p — 108N(s)
logs
Dimenze Cantorovy mnoziny je podle tohoto vztahu rovna D = :Z:; = 0,631.

Obdobné mizeme pomoci této metody vypocitat dimenzi Kochovy kiivky. Ta je podle

vztahu rovna D 212%: = 1,2619, coz odpovida vypoctu podle definice Hausdorft-

Besicovitchovy dimenze.

Posledni metodou, kterou zminime, je takzvana ,, Box counting* metoda. Metoda je
zjednodusenou podobou metody pokryti. Tato metoda je jednou z nejpouzivanéj§ich metod
diky jeji relativni jednoduchosti a empirickému odhadu. Mé&me néjakou mnozinu F a Ng(F)
je nejmensi pocet Ctvercu o délce strany &, které pokryvaji F. Potom dimenzi vypocteme
podle vztahu

D=ty

Predpokladame, ze § > 0 je dostateCné malé na to, aby byl vyraz —log é kladny.

Abychom se vyhnuli vyrazim log0 nebo logoo, budeme uvazovat pouze neprazdné

ohrani¢ené mnoziny. Grafické znazornéni ,,box counting* metody je na obrazcich 9-11.
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Obrazek 9: Prvni pokryti obrazce mrizkou o dané velikosti ramecku. [12]
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Obrazek 10: Druhé pokryti obrazce mrizkou o dané velikosti ramecku. [12]
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Obrazek 11: Treti pokryti obrazce mrizkou o dané velikosti ramecku. [12]

Pomoci této metody muzeme urCit fraktalni dimenzi obrazci, které nejsou

sobépodobné. Ureni dimenze pomoci této metody lze zjednodusit pouzitim vypocetni

techniky. [10]
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4 Ne-newtonovské kapaliny

Reologie se zabyva studiem vnitini reakce latek na ptisobeni vnéjsich sil. Reologické
chovani kapalin je dalezité k charakterizovani produkti nebo k feSeni technologickych
a inzenyrskych vypocti pro zdokonalovani vyrobnich a dopravnich zafizeni. Matematickym
vyjadfenim tokovych vlastnosti jsou reologické stavové rovnice a jejich grafickou podobou
jsou tokové kiivky. [13]

K vysvétleni pojmu ne-newtonovskych kapalin je vhodné nejdiive definovat
newtonovské kapaliny. Pfi jednoduchém smyku kapaliny, viz obrazek 12, mezi dvéma
deskami je odezva newtonovské kapaliny charakterizovana linearnim vztahem mezi teCnym

napé€tim oyy a smykovou rychlosti yyy, kde konstantou umérnosti je dynamicka viskozita
7, tedy:

Oyx = TIny-

A Oy

Obrazek 12: Napéti mezi pohybujicimi se deskami [14]

Odchylky od newtonovského chovani se u kapaliny objevuji, pokud smykové
veli¢iny neprochazi poc¢atkem nebo vztah mezi teCnym napétim a smykovou rychlosti neni
linearni. Jinymi slovy, viskozita kapaliny neni dana vztahem o /y, neni konstantni, ale je
funkci 0 nebo y. Za urcitych podminek muze byt viskozita zavisla nejen na tokovych
podminkach (geometrie, smykova rychlost, tecné napéti, atd.), ale mize zaviset i na historii
pohybu kapaliny. Kapaliny mazeme délit do tii skupin:

e Newtonovské kapaliny maji hodnotu smykové rychlosti v kazdém bod¢ uvnitt
kapaliny urCenu pouze hodnotou tecného napéti v tomto bode. Tyto kapaliny jsou

Casto nazyvané jako viskodzni, neelastické, Casoveé nezavislé.

o Casové zavislé kapaliny. Vztah mezi teénym napétim a smykovym tfenim zavisi na

dobé trvani a na historii pohybu.
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e Viskoelastické kapaliny vykazuji chovani na pomezi viskézni kapaliny a elastické
pevné latky. Tyto kapaliny ¢asteCné vykazuji vlastnosti jako elasticka deformace

nebo zpétny raz.

Mnoho kapalin za ur¢itych podminek projevuje kombinaci vlastnosti ze dvou az
vSech tii skupin. Naptiklad neni neobvyklé, ze tavenina polymeru vykazuje casoveé zavislé
a viskoelastické chovani soucasné. Obecné vSak lze identifikovat hlavni ne-newtonovské
chovani a pouzit jej jako zaklad pro néasledné vypocty. Jednotlivé typy ne-newtonovského

chovani jsou jednotlivé popsany v nasledujicich podkapitolach. [14]

Casové nezavislé chovani
Jak jiz bylo feceno, tyto kapaliny jsou charakterizovany tim, Ze jejich hodnota
smykové rychlosti v kazdém bod¢ uvnitf kapaliny je uréena pouze hodnotou tecného napéti
v tomto bod€. Muzeme je tedy popsat vztahem v podobé
i = £(3). [14]
V zavislosti na tvaru této rovnice existuji tfi moznosti chovani kapaliny. Chovani téchto

kapalin zndzorfiuje graf 1.

nA

\

]

Y
Graf 1: Zavislost viskozity na smykové rychlosti (1 — newtonovska kapalina, 2 — dilatantni

kapalina, 3 — pseudoplasticka kapalina) [15]
A) Pseudoplastické kapaliny jsou charakteristické tim, ze jejich viskozita klesa se

zvySujici se smykovou rychlosti. Pfikladem takovych kapalin mohou byt roztoky polymert

nebo kecup. Priklad zavislosti viskozity na smykové rychlosti zobrazuje graf 2.
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Graf 2: Zavislost viskozity na smykové ry:hl[osﬂ' []Iro pseudoplastickou kapalinu [14]

Pro vyjadfeni zavislosti viskozity na smykové rychlosti pro pseudoplastickou

kapalinu existuje mnoho riznych vztah. Nékteré z nich jsou zalozeny na prokladani
experimentalnich dat kfivkou, zatimco jiné maji zaklad ve statistické mechanice. Jednim
znich je napiiklad Ostwald de Waelelv zakon, ktery popisuje tuto zavislost jako
logaritmicko-logaritmickou. Zavislost ma tedy obecné tvar 0 = m(y)™, kde 0 <n < 1je
index toku a m je koeficient konzistence, ktery popisuje teCeni kapaliny. [14]
B) Dilatantni kapaliny jsou charakteristické tim, ze jejich viskozita roste se zvysujici
smykovou rychlosti. Tato kategorie nevyvolavala velky zajem a proto je k dispozici velmi
malo spolehlivych udaja. Prikladem takovych kapalin je suspenze kaolinu, oxid titaniCity
nebo kukuficna mouka ve vodé. Obdobné jako pro pseudoelastické kapaliny pro né plati
Ostwald de Waeletuv zakon, kde na rozdil od pseudoelastickych kapalin plati pro index toku
n > 1.[14]

Kapaliny s ¢asové zavislou slozkou deformace

Mnoho latek, zejména z potravinaiského a farmaceutického odvétvi, maji tokové
charakteristiky, které neni snadné popsat jednoduchymi matematickymi vzorci. Hlavni
pfi¢inou je to, ze jejich viskozita neni pouze zéavisla na tecném napéti nebo smykové
rychlosti, ale i na dobé pusobeni napéti. Podle zavislosti viskozity na dobé ptisobeni napéti

délime Casové zavislé kapaliny na dvé skupiny:
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A) Tixotropni kapaliny jsou charakteristické tim, ze jejich viskozita klesa s dobou
pusobeni napéti. Divodem klesani viskozity je rozpad vnitinich vazeb v latce. Jak se snizuje
pocet vazeb v latce, snizuje se i rychlost zmény viskozity a blizi se nule. V nékterych
ptipadech je rozpad vnitinich vazeb vratny. Po odstranéni napéti a po dlouhé dobé odpocinku
se v kapaliné obnovi vnitini vazby a kapalina ziska pavodni hodnotu viskozity. Toto chovani
ilustruje obrazek 13. V Casové intervalu od 0 s do 200 s pasobi napéti a zpisobuje sniZeni

viskozity. Po odstranéni napéti se v latce zacinaji obnovovat vazby a viskozita roste.

BU .
Znovuobnovovant
vazebh
En =
)
[1+]
=3
= 401
Za pfitomnosti
napéti
- 3
Bez napéti
=
0

0 100 200 300 400 500 600
t[s]
Obrazek 13: Rozpad a obnoveni vnitinich vazeb v kapaliné [14]

Vlastnosti tixotropnich latek se Casto vyuziva pfi vyrobé natérovych hmot, protoze
zabranuji stékani ze svislych ploch. [14]
B) Reopektické kapaliny jsou charakteristické tim, Ze jejich viskozita roste s dobou
pusobeni napéti. Existuje relativné malo kapalin, které se projevuji timto chovanim. Oproti
tixotropnim kapalinam se pfi pusobeni napéti vytvareji vazby, coz je disledkem toho, Ze
viskozita kapaliny roste s dobou pusobeni napéti. Prikladem reopektickych kapalin je

suspenze bentonitu. [14]
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Viskoelastické kapaliny

Pro ideéalné pruznou pevnou latku je napéti ve smyku piimo umérné zkosu. Tuto

zavislost vyjadiuje Hooktv zakon

Oyx = GYyx,
kde konstantou ameérnosti je Youngtuv modul pruznosti ve smyku G. Pfi elastické deformaci
se po odstranéni pusobici sily téleso vrati do ptivodniho stavu.

Pro newtonovskou kapalinu je tecné napéti umérné smykové rychlosti. Mnoho
materiala technického vyznamu vykazuje za urcitych podminek jak elastické, tak viskozni
vlastnosti. Pokud nevykazuji tixotropni ani reopektické vlastnosti, mluvime o nich jako
o viskoelastickych. Odezva materialu vSak neni urena pouze jeho strukturou, ale také
pohybem, ktery kapalina vykonala. Proto neni zcela snadné rozli§it mezi pevnou latkou

a kapalinou. [14]
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5 Postup méreni

Zkoumame obrazce, které vzniknou v Hele-Shawové burtice po vtlaceni dvou razné
viskoznich kapalin. K analyzovani téchto opakujicich se vzort je vhodny popis pomoci
fraktalni dimenze. Aplikujeme poznatky z fraktalni geometrie k porovnani obrazcu riznych
kapalin v Hele-Shawové burice. K popisu zkoumanych kapalin budeme pouzivat jejich
viskozity a zkoumat zavislost fraktalni dimenze obrazce na poméru viskozit zkoumanych

kapalin.

Méreni viskozity

K méfeni dynamické viskozity byl pouzit Hopplerav viskozimetr Brookfield KF10,
jejz tvoil trubice se zkoumanou kapalinou a lazen okolo trubice. Hopplerovym
viskozimetrem mtZeme méfit viskozitu kapalin v rozmezi 0,5 — 7,0 - 10* mPa-s. Teplotu
lazné muzeme meénit pomoci obéhového termostatu Julabo ME-6, ktery je pfipojen
k viskozimetru. Hopplerav viskozimetr umoziuje meéfeni viskozity v rozsahu teplot

—60°C — +150°C.

Obrazek 14: Hoppleritv viskozimetr [16]
Viskozimetr musi byt umistén ve vodorovné poloze. K tomu slouzi dva vyrovnavaci
Srouby na spodni strané viskozimetru. Vodorovnou polohu mtizeme zkontrolovat pomoci
kruhové vodovéahy. Vodorovnou polohu viskozimetru bychom méli pravidelné kontrolovat
behem meéfeni.
Preferovany uhel sklonu viskozimetru je 80° vhledem k vodorovné roving. Jiné uhly
sklonu muZeme nastavit pomoci sefizovaciho Sroubu, ktery je umistén na strané

viskozimetru. Podle zvoleného thlu sklonu budeme muset pfi vypoctech pouzit piislusnou
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uhlovou konstantu. Prehled moznych thld sklonu a jejich prislusnych konstant danych

vyrobcem je uveden v tabulce 1.

Tabulka 1: Mozné uihly sklonu viskozimetru a jejich prislusné thlové konstanty [17]

Uhel sklonu Uhlova konstanta F
80° (DIN) 1,0
70° 0,952
60° 0,879
50° 0,778

Kulicky mohou v trubici viskozimetru padat v obou smérech. Smér padu kulicky

mufe byt zménén otoCenim viskozimetru, ktery je piipojen ke stojanu tak, aby se mohl

otacet. Dany smér padu je potom zaji§tén zamkovym mechanismem.

K méfeni dané kapaliny je nutné zvolit vhodnou kuli¢ku. Kulicka by meéla byt

vybrana tak, aby doba padu nebyla mensi nez 60 s pro kulicku €. 1 nebo 30 s pro ostatni

kulicky. Pokud by doba padu byla mensi nez minimalni hodnota, mohlo by v trubici

viskozimetru vznikat turbulentni proudéni. Maximalni doba padu je 300 s. Delsi doba je

povolena, ale z praktickych davodi bychom méli volit kulicku s krats$i dobou padu.

Parametry kulicek jsou uvedeny v tabulce 2. Tabulka obsahuje mozné rozsahy viskozity,

material kulicky, hustotu kulicky, primér kulicky, odchylku od kulatosti a kulickovou

konstantu K.

Tabulka 2: Parametry kulicek pro méveni viskozity pomoci Hopplerova viskozimetru [17]

Kuli¢ka Rozsah Material Hustota Primér | Odchylkaod | Kulickova konstanta
¢. méritelné kulicky kulicky kulatosti K [mPa-cm?-g1]
viskozity [g-cm™3] [mm] [mm]
[mPa - s]
1 0,5to 10 Borokfemi- 2,4 15,81 & + 0,0005 0,007
¢ité sklo 0,01
2 9 to 140 Borokiemi- 2,4 15,6 £ 0,05 + 0,0005 0,09
¢ité sklo
3 40 to 700 Ni/Fe 8,1 15,6 £ 0,05 + 0,001 0,09
4 150 az 5,000 Ni/Fe 8,1 152+0,1 + 0,001 0,7
5 1,500 az Ni/Fe 8,1 14,0+ 0,5 + 0,001 7
50,000
6 7,500+ Ni/Fe 8,1 11,0+ 1 + 0,002 35
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Trubice je utésnéna pomoci dvou Sroubti. M¢la by byt naplnéna pfiblizn€ 25 mm pod
horni hranou. Kapalinu je nutné zbavit veskerych necistot. Také kulicka by méla byt pred
vlozenim ocisténa a do trubice vkladana pomoci pinzety. V ptipadé, ze ma kulicka vétsi
hustotu nez kapalina, pada ke dnu. Pokud se pad kuli¢ky zastavil kvuli vzduchovym
bublinam nebo se vzduchové bubliny vyskytuji ve zkoumané kapaling€, potom je potieba je
odstranit pomoci vhodné tycky otacenim kulicky. Bubliny v kapalin€é mohou byt také
odstranény zahtatim vzorku. Pfi zahfivani vzorku je potfeba odstranit horni Sroub, aby se
v trubici nevytvoril pietlak. Po ohtati kapaliny pockame, nez se kapalina ochladi na
zkoumanou teplotu.

Meétime dobu padu kulicky mezi dvéma krouzky vyznafenymi na trubici. Méfeni
doby padu provadime pomoci stopek. Pifi pozorovani prichodu kulicky krouzkem, je
zapotiebi sledovat krouzek tak, aby se jevil pouze jako useCka. UrCeni prachodu kulicky
provedeme podle obrazku 15. Pro lepsi rozliSeni je mozné za viskozimetr umistit papir. Pfi

meéfeni tmavych kapalin je vhodné pozorovat pruchod kuli¢ky ze zadni strany viskozimetru.
Kulicka
Kuligka v
pohybu
Kulicka zacgina \
pad, kdy? spodni \
tast pfekrodi
krouiek O

Kulicka konéi
| pad, kdyé spodni
tast pirekrodi

krouiek
Obrazek 15: Urceni priichodu kulicky krouzkem. [17]

Krouiek

Odchylky méfeni mohou byt zpusobeny necistotami ve zkoumané kapaling,
vzduchovymi bublinami nebo tim, ze nebylo pfesné dosazeno pozadované teploty.
Dynamickou viskozitu vypocteme podle vztahu
n=tlpr—p)K-F,
kde t je doba padu kulicky p; je hustota pouzité kulicky, p, je hustota kapaliny, K je
kulickova konstanta, jejiz hodnoty nalezneme v tabulce 2 a F je uhlova konstanta, jejiz

hodnoty nalezneme v tabulce 1. [17]
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Méfeni fraktalni dimenze obrazcu Hele-Shawovy buiky

K méfeni fraktalni dimenze obrazct potiebujeme Hele-Shawovu buniku. Tu tvoii dvé
paralelni sklenéné desky s malym otvorem v horni desce. Desky na sebe polozime a vlozime
mezi né mala sklicka, aby mezi nimi vznikla uzka mezera. Vznikla mezera méla 0,6 mm.
Pokud se mezera zvétSuje, zvétsuje se Sifka kanalti obrazce. [18] Nakonec desky sepneme

pomoci svorek.

»

Obrazek 16: Obrazek pouzité Hele-Shawovy buriky.

Pomoci injekcni stiikacky budeme vtlaCovat zkoumané kapaliny mezi desky.
Obrazce v Hele-Shawové buiice vznikaji, pokud vtlacujeme méné viskozni kapalinu do vice
viskozni kapaliny. Desky musi byt Cisté a pii vtlaCovani kapalin se mezi né¢ nesmi dostat
necistoty. Pfi vtlaCovani kapalin je nutné davat pozor na to, aby se mezi desky nedostaly
vzduchové bubliny.

Kolmo nad Hele-Shawovou buiikou umistime fotoaparat na stativu. Data z tohoto
experimentu ziskavame ve formé obrazka. Kazdy pixel obrazku je tedy velmi dulezitou
soucasti dat méfeni. Abychom data zpracovali co nejpfesnéji, musi byt vSechny obrazky
ulozeny ve formatu, ktery zachovava informaci na urovni pixell a pouziva bezztratovou
kompresi. Obrazky tedy budeme ukladat ve formatu .tiff/.tif, ktery tyto pozadavky spliiuje.
Obrazek je ulozen v bitovém formatu, bez alfa kanalu, ktery poskytuje informaci
o pruhlednosti.

Dimenzi obrazct ur¢ime pomoci “Box counting™ metody, kterou provedeme pomoci

nize uvedeného skriptu.
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import numpy as np
from scipy.optimize import curve_fit
import skimage as ski

def

def

def

def

def

load_as_greyscale(filename):
img = ski.img_as_float(ski.io.imread(filename)[:,:,:3])
if len(img.shape) == 3:
img = ski.color.rgb2gray(img)
return img.transpose()

box_count(pixels, shape, start=1, end=8, iterations=20):

Lx, Ly = shape

end = min(end, np.log2(min(Lx, Ly)))

scales = np.logspace(start, end, num=iterations, endpoint=False, base=2)

Ns = []

for scale in scales:
H, = np.histogramdd(pixels,bins=(np.arange(0@,Lx,scale),np.arange(0,Ly,scale)))
Ns.append(np.sum(H > 9))

return scales, Ns

_power(x, a, b):
return b * x**3

calc_boxcount(image_file_name):
image_greyscale = load_as_greyscale(image_file_name)
img = image_greyscale>0.5

pixels = np.argwhere(img == @)
scales, Ns = box_count(pixels, img.shape)

coeffs, = curve fit(_power, scales, Ns, po=(1,1))
return coeffs, scales, Ns

main(image_file_name = 'image.tif'):
coeffs, scales, Ns = calc_boxcount(image_file_ name)
dimension = -coeffs[0]

print('Dimenze je ', dimension)

main()

Skript k urceni fraktalni dimenze obrazce [19]

Nejprve funkce load_as_greyscale nacte obrazek a prevede ho do odstini Sedé.
Funkce box_count pracuje v cyklech. V kazdém cyklu rozd€li obrazek na postupné se
zmens§ujici Ctverce a spocita pocet Ctverct, ve kterych je alespon ¢ast zkoumaného obrazce.
Nakonec funkce calc_boxcount pracuje s vyslednym poctem ¢tverct, ve kterych je alesponi
cast obrazce z funkce box_count a velikosti téchto ctverct. Zavislost poctu ¢tverci na jejich
velikosti prolozi pfimkou, kde jeji smérnice je vysledna fraktdlni dimenze zkoumaného

obrazce.
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6 Naméiené hodnoty

Vysledky méfeni viskozity zkoumanych kapalin jsou shrnuty v tabulce 3. Tabulka
obsahuje doby padu kulicky v Hopplerové viskozimetru, tthlovou konstantu, hustotu
kapaliny a kulicky, konstantu kulicky a vyslednou dynamickou viskozitu. Pottebné
konstanty jsme ziskali z manualu k Hopplerovu viskozimetru. [17]

Vsechna méfeni byla provedena pii teploté 25 °C. Teplota vzorku v Hele-Shawové
bunice nelze snadno ménit. Hodnota viskozity vody pfi teploté¢ 25 °C je podle tabulek
rovna 0,00089 Pa - s [20].

V dalSim kroku jsme ziskali obrazky pro rizné kombinace kapalin v Hele-Shawové
burnce. Na obrazku 17 je kombinace mydla a propylenglykolu. Obrazek byl upraven pro dalsi
zpracovani a vypocet fraktalni dimenze. Obrazky pro dalsi kombinace kapalin jsou uvedeny

v piiloze.

Obrazek 17: Obrazec z mydla a propylenglykolu, pripraven k vyhodnoceni.
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Tabulka 3: Naméfené hodnoty Hopplerovym viskozimetrem

kapalina tysl | tz0sl | t3lsl | F p2[kg-m~3] |p;[kg-m3] |K[mPa-cm®-g™'] | 7j[Pa-s]
Med kvétovy Medokomerc 3396 | 34,61 | 34,23 1 1514 8100 35 7,89881
Sprchovy gel Gentleman 62,2 61,3 60,1 | 0,778 1015 8100 7 2,3614
Tekuté mydlo Balea 47,5 48,3 49 | 0,778 1045 8100 7 1,85448
PU akrylatovy lak bily Hornbach 37,53 | 37,91 374 1 1323 8100 7 1,78434
Motorovy olej 10W40 88 89 86 1 870 8100 0,09 0,05704
Propylenglykol 61,4 60,3 60,9 1 1037 8100 0,09 0,03869
Repkovy olej olej Raciol 47,21 | 47,51 | 4824 1 895 8100 0,09 0,0309
20% rozt. propylenglykolu 191 195 192 1 1080 2400 0,007 0,00178




Obrazky byly zpracovany pomoci skriptu a byla vyhodnocena jejich fraktalni
dimenze. Jednotlivé hodnoty fraktalni dimenze a poméru viskozit Vi pouzitych kapalin jsou

uvedeny v tabulce 4.

Tabulka 4: Pomeér viskozit kapalin a fraktalni dimenze

Kapalina 1 Kapalina 2 Vg D
mydlo lak 1,04 1,975
sprchovy gel | lak 1,32 1,985
med sprchovy gel 3,34 1,924
med mydlo 4,26 1,931
med lak 4,43 1,973
olej roztok propylenglykolu 17,36 1,900
motorovy olej | roztok propylenglykolu 21,73 1,887
mydlo propylenglykol 32,51 1,885
sprchovy gel | propylenglykol 41,41 1,863
mydlo motorovy olegj 44,93 1,850
mydlo olej 60,01 1,794
sprchovy gel | motorovy olej 61,06 1,855
sprchovy gel | olej 76,45 1,849
med propylenglykol 138,47 1,842
med motorovy olej 204,15 1,800
med olej 255,62 1,747
mydlo roztok propylenglykolu | 1041,70 1,632
sprchovy gel | roztok propylenglykolu | 1326,95 1,614
mydlo voda 2083,68 1,607
sprchovy gel | voda 2654.,27 1,577
med roztok propylenglykolu | 4436,94 1,452
med voda 8875,07 1,320

Vysledna data namétené dimenze a poméru viskozit z tabulky 4 byla pro prehlednost

a dalsi analyzu vynesena do grafu 3.
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Graf 3: Zavislost dimenze D na poméru viskozit V.

Graf 3 znazoruje zavislost fraktalni dimenze D na poméru viskozit V. Pro lepsi
prehled a orientaci v grafu je x-ova osa v logaritmickém méfitku. Z grafu vidime, ze se
zvySujicim se pomérem viskozit kapalin se fraktdlni dimenze obrazce zmenSuje. Dale
muzeme vidét, ze pokud se hodnota poméru viskozit piiblizuje k 1, potom se fraktalni
dimenze obrazce blizi k hodnoté 2. To odpovida fraktalni dimenzi kruhu, ktery vznikne,

pokud vtlacime do aparatury stejnou kapalinu.
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Analyza dat

Jako prvni zkoumame, zda existuje zavislost mezi fraktalni dimenzi obrazce D
a pomérem viskozit V. Pokud mezi daty zavislost existuje, chceme zvolit vhodny model
této zavislosti. Abychom ovéfili, zda mezi daty existuje zavislost, provedeme regresni
analyzu dat. Pro analyzu dat budeme pouzivat program Statgraphics [21]. Volime
jednoduchou regresi a predpokladdme linearni zavislost, tedy piimku s pfedpisem
D = a — bVy. Nejprve provedeme F-test, kterym ovéfujeme, zda mezi daty existuje dana
zavislost. Vystupem je tabulka 5, ktera obsahuje soucty ¢tverct pro model, rezidualni soucet
Ctverct a celkovy soucet Ctverci. Dale obsahuje jednotlivé stupné volnosti, rezidualni
vybérovy rozptyl a vysledek F-testu.

Tabulka 5: Vysledek F-testu.

Soucet ¢tverci Df [Vybérovy rozptyl [F
Model 0,514122 1 0,514122 68,28
Rezidua 0,150601 20 10,00753006
Soucet 0,664723 21

H,: mezi daty neexistuje linearni zavislost
H,: mezi daty existuje linearni zavislost
Pro ovéfeni nebo zamitnuti nulové hypotézy porovnavame vysledek F-testu

s tabulkovou hodnotou kvantilu F;_q/, (Vy, VM), kde vy je poCet stupfii volnosti modelu

a vy rezidualni poCet stupriti volnosti. V této praci jsme se rozhodli pouzit hodnotu hladiny
statistické vyznamnosti & = 0,05, jako naptiklad v [22,23]. Z tabulky 5 vidime, Ze hodnoty
stuprit volnosti jsou vy = 20 a vy = 1. Tabulkova hodnota kvantilu je rovna 5,872. [24]
Jelikoz vysledna hodnota F-testu je vétsi nez hodnota tabulkova, nulovou hypotézu
zamitame. Mezi daty tedy existuje dana zavislost.

Nyni se zametime na zjisténi toho, zda nalezeny model nelze zjednodusit, tedy jestli
nekteré regresni koeficienty nelze povazovat za nulové a z modelu je vypustit. To ovéfime
pomoci dil¢ich studentovych t-testti. Vystupem je tabulka 6, ktera obsahuje bodové odhady
koeficientd regresni piimky, bodové odhady smérodatnych odchylek koeficientd regresni
ptimky a vysledky dil¢ich t-testa.

Tabulka 6: Vysledky t-testu.

Parametr [Bodové odhady Smérodatna odchylka [Statistické T |P-hodnota
a 1,85729 0,0204839 90,6708 0,0000
b -0,0000747383 0,00000904502 -8,26293 0,0000

Nyni se zaméfime na to, jestli dany model nelze zjednodusit. Otestujeme tedy, zda

neni mozné nekteré regresni koeficienty povazovat za nulové.
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Hy:a=0

Hpy:a # 0

Vysledna P-hodnota je mensi nez @ = 0,05. Hypotézu H, zamitame, tzn. koeficient
a nelze z modelu vypustit.

Hy:b=0

Hy:b # 0

Vysledna P-hodnota je mensi nez @ = 0,05. Hypotézu Hy zamitame, tzn. koeficient
b nelze z modelu vypustit. Vyrovnavaci pfimku pro tento model bychom tedy mohli
zapisovat ve tvaru D = 1,85729 — 0,0000747383 V.
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Graf 4: Linedarni zavislost dimenze D na poméru viskozit Vi
Kvalita regresniho modelu se hodnoti pomoci indexu determinace R?, ktery udava,
kolik procent rozptylu zavisle proménné je vysvétleno danym modelem. [24] Linearni model
ma koeficient determinace R? = 77,34 %. Pokusime se zjistit, zda existuje vhodn&j§i model,
ktery by meél vyssi koeficient determinace. V programu Statgraphics mame moznost

porovnat alternativni modely podle koeficientu determinace. Vystupem je tabulka 7.
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Tabulka 7: Porovndni alternativnich modelii podle koeficientu determinace R’,

Model R*[%]
Reciprocal-Y square root-X 97,69
Logarithmic-Y square root-X 96,54
Square root-X 94,69
Squared-Y square root-X 92,27
Squared-Y logarithmic-X 91,04
Logarithmic-X 88,28
Reciprocal-Y 86,25
Multiplicative 84,94
Exponential 81,95
Reciprocal-Y logarithmic-X 81,04
Square root-Y 79,67
Linear 77,34
Squared-Y 72,61
Reciprocal-Y squared-X 62,87
Logarithmic-Y squared-X 57,32
Square root-Y squared-X 54,61
Squared-X 51,96
Double squared 46,90
Squared-Y reciprocal-X 27,60
Reciprocal-X 24,67
Square root-Y reciprocal-X 23,25
S-curve model 21,85

Z tabulky 7 vidime, ze nejvy$§i koeficient determinace méa model recipro¢né

odmocninny, jehoz zavislost je dana predpisem D = [21] Koeficient determinace

pro tento model je roven R? = 97,69 %. Opét musime zjistit, zda tento model miizeme
pouzit. Nejprve provedeme F-test abychom zjistili, zda mezi daty existuje dana zavislost.
Vystupem F-testu je tabulka 8.

Tabulka 8: Vysledek F-testu

Soucet Ctverci Df |Vybérovy rozptyl |F
Model 0,0857294 1 [0,0857294 845,47
Rezidua 0,00202796 20 0,000101398
Soucet 0,0877573 21

H,: mezi daty neexistuje dana zavislost

H,: mezi daty existuje dana zavislost

Tabulkova hodnota kvantilu je rovna 5,872. [24] Vysledna hodnota F-testu je vétsi
nez tabulkova hodnota, coz znamena, ze nulovou hypotézu zamitame, mezi daty existuje
dana zavislost.

Dale provedeme dil¢i studentovy t-testy, abychom zjistili, jestli je mozné nekteré

koeficienty vypustit. Vystupem je tabulka 9.
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Tabulka 9: Vysledky t-testu.

Parametr Bodové odhady Smérodatna odchylka |Statistické T |P-hodnota
a 0,516437 0,00275083 187,738 0,0000
b 0,00256539 0,0000882275 29,077 0,0000
Hy:a=0

HA:a =0

Vysledna P-hodnota je mensi nez ¢ = 0,05. Hypotézu Hyzamitame, tzn. koeficient
a nelze z modelu vypustit.

Hy:b=0

Hy:b # 0

Vysledna P-hodnota je mensi nez ¢ = 0,05. Hypotézu Hyzamitame, tzn. koeficient

- ]

21
0,516437+0,00256539,/VRr [

b nelze z modelu vypustit. Dana zavislost by méla predpis D =

21
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Graf 5: Reciprocné odmocninna zavislost dimenze D na poméru viskozit Vi

Zbyva nam overit predpoklady pro pouziti daného regresniho modelu. Jako prvni
ovefime normalitu rezidui. Normalitu rezidui budeme ovéfovat pomoci Shapirova-Wilkova
testu. [24] Vystupem Shapiro-Wilkova testu je tabulka 10, ktera obsahuje vysledek testové
statistiky W a P-hodnotu.

Tabulka 10: Vysledek Shapirova-Wilkova testu.

Test W P-hodnosta
Shapiro-Wilk 0,969699 0,704089
H,: rezidua maji normalni rozdéleni

Hp: rezidua nemaji norméalni rozdéleni

V tomto pifipadé je vysledna P-hodnota vyssi nez hodnota @ = 0,05. Nulovou

hypotézu tedy nezamitame, rezidua maji normalni rozdéleni. Dal§im predpokladem pro
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pouziti daného regresniho modelu je nulova stiedni hodnota rezidui. Vysledkem testu je

obrazek 18.

Hypothesis Tests for RESIDUALS
Sample mean = 0,000768947

Sample median = -0,000994856
Sample standard deviation = 0,0321718

t-test
Null hypothesis: mean =0
Alternative: not equal

Computed t statistic = 0,112107
P-Value =0,91180
Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05

Obrazek 18: Ovéreni hypotézy nulové stiedni hodnoty. [21]
Hy: rezidua maji nulovou stfedni hodnotu
Hp: rezidua nemaji nulovou stfedni hodnotu
Vysledna P-hodnota je vyssi nez hodnota @ = 0,05. Hypotézu tedy nezamitame.
Posledni podminkou pouziti daného regresniho modelu, kterou musime ovéfit je nulova

kovariance rezidui. [24] Tu ovéfime pomoci explora¢niho grafu 6.
0,025
0,015

0,005

res

-0,005
-0,015

-0,025
13 1,5 1,7 1,9 21

D
Graf 6: Zavislost rezidui na predpovidanych hodnotdach dimenze D

Z grafu 6 vidime, ze rezidua jsou nahodné rozmisténa okolo nulové hodnoty a nemayji
zadny zfejmy vztah k pfedpovidanym hodnotam, ani se systematicky nezvySuji, ani se
systematicky nesnizuji spolu s rostoucimi pfedpovidanymi hodnotami a neni zde ani naznak
nelinearniho vztahu, 1ze tedy predpokladat, ze kovariance rezidui je nulova. Mazeme tedy

konstatovat, ze byly splnény pfedpoklady daného regresniho modelu. [24]
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Graf'7: Odmocninnd zavislost di:;enze D na poméru viskozit Vg

Obdobné i1 pro dal§i modely, které maji hodnotu koeficientu determinace vyssi
nez 90 %, jsme overili, ze byly splnény predpoklady pro pouziti regresniho modelu. Pti
volbé vhodného regresniho modelu se Casto soustiedime na jednoduchost vztahu. Po
konzultaci s vedoucim jsme se rozhodli zvolit model odmocninny, ktery ma koeficient
determinace roven R? = 94,69 %. A jehoZ piedpisje D = 1,92014 — 0,00695126\/VR.

Zaveér analyzy tvori priklad praktického vyuziti ziskanych vysledkii. Jedna se
o predikci o¢ekavanych hodnot zavislé promeénné pii zvolené hodnoté nezavisle promeénné.
V nasem pfipadé jde o odhad fraktalni dimenze obrazce Hele-Shawovy buiiky s danym
pomérem dynamickych viskozit kapalin. Praktické vyuziti pro dany typ vypoctu existuje
v oblasti terciarni t€zby ropy, ktera vyuziva vodu pro tézbu ropy.

Hloubka i teplota v ropnych vrtech se muze lisit. Pro vrt o hloubce 2 km je podle [25]
teplota priblizné€ 65 °C. Dynamické viskozity ropy a vody za téchto podminek jsou 40,09
mPa - s [26] a 0,433 mPa - s [20]. Pomoci programu Statgraphics jsme ziskali odhad i s jeho
intervalem predikce.

Tabulka 11: Odhad dimenze podle odmocninného modelu.

Vg D Dolni 95% limit | Horni 95% limit
92,59] 1,853 1,763 1,943

Odhadovana dimenze obrazce z ropy a vody je 1,853 a s 95%-ni spolehlivosti se bude

dimenze pohybovat v rozmezi intervalu (1,763; 1,943). V praxi se pro zvysSeni viskozity

Casto pridavaji rizné druhy polymerd, ¢imz se zvySuje efektivita tézby.

37



Zaveér

Tato diplomova prace poskytuje popis konstrukce Hele-Shawovy buiiky ajeji stru¢né
vyuziti. Popisuje vlastnosti fraktali spolu se zpusoby urceni jejich fraktalni dimenze,
viskozitu kapalin a zpUisoby jejiho méfeni a zakladni typy a vlastnosti ne-newtonovskych
kapalin. Zkoumani fraktalni dimenze obrazci nam muze pomoci pochopit procesy, které
mohou snizovat u¢innost pfi tézb¢ ropy.

Hlavni Casti této prace je vlastni méfeni, z néhoz vychazi zpracovani dat. Prace
obsahuje soubor naméfenych hodnot dvaadvaceti riznych obrazcii Hele-Shawovy burky,
které vznikly vtlacenim kombinaci deviti riznych kapalin. Byly zvoleny dostupné kapaliny,
které by mohli pouzit i zaci stfedni Skoly. Kapaliny jsou charakterizovany viskozitou, ktera
byla zméfena pomoci Hopplerova viskozimetru. Hodnoty viskozity kapalin jsou uvedeny
v tabulce 3. Jelikoz byly zvoleny kapaliny o riznych viskozitach, ziskana data pro poméry
viskozity kapalin v rozmezi od 1,04 az 8875,07. Vysledné obrazce byly zpracovany a byla
urcena jejich fraktalni dimenze. K jejimu urceni byl pouzit skript napsany v jazyce Python.
Zavislost dimenze na poméru viskozit danych kapalin znazorfiuje graf 3.

Provedli jsme analyzu zavislosti urené fraktalni dimenze na poméru nameéfenych
viskozit pouzitych kapalin. Pro statistické zpracovani byla zvolena hladina vyznamnosti
5 %. K analyze dat byl pouzit program Statgraphics. Vhodnost zvoleného modelu byla
urcena podle koeficientu determinace. Nejvyssi koeficient determinace ma model recipro¢né
odmocninny a to R? = 97,69 %. Reciproén& odmocninna zavislost je zobrazena v grafu 5.
Po konzultaci s vedoucim jsme se vSak rozhodli pro model odmocninny, jehoz koeficient
determinace je roven R? = 94,69 %. Zavislost tohoto modelu méa jednodusi predpis
D =1,92014 — 0,00695126\/V_R a spliiuje vSechny podminky pro pouziti linearni regrese.
Odmocninna zavislost je zobrazena v grafu 7.

Z grafu 3 je zieymé, ze se zvySujicim se pomérem viskozit zkoumanych kapalin se
fraktalni dimenze vysledného obrazce v Hele-Shawovové burice snizuje. Pokud by absolutni
¢len vysledného predpisu vypoctu fraktalni dimenze podle odmocninného modelu byl roven
dvéma, potom by se hodnota fraktalni dimenze pro malé poméry viskozity kapalin blizila
dvéma. To odpovida fraktalni dimenzi kruhu, ktery vznikne, pokud vtlacime do aparatury
stejnou kapalinu.

Vysledny model jsme pouzili k odhadu fraktalni dimenze obrazce vytvoreného

zropy a vody. Hodnoty viskozity kapalin jsme zvolili pomoci pfibliznych podminek
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v ropném vrtu o hloubce 2 km. Odhadovana dimenze je rovna 1,853 + 0,090. Dané hodnoty
se vSak mohou lisit podle typu zvolené kapaliny nebo podminek v daném vrtu.

Hele-Shawova burika muze byt pouzita na stfedni Skole jako pomucka pro
demonstraci proudéni kapalin pii vyuce hydromechaniky. K jeji vyrobé staci dvé stejné
velké sklenéné desky s dirkou uprostied jedné z nich. Kvuli bezpecnosti a jednodusi piiprave
je mozné vyuzit desky z plexiskla. Dale jsou potifeba svorky na sepnuti desek, injekéni
stiikacky a podlozni sklicka k vytvoreni mezery mezi deskami. Misto skli¢ek mizeme vyuZit
napt. kancelarské sponky. Je potfeba zvolit vhodnou Sitku mezery, aby v Hele-Shawové
bunce vznikaly obrazce.

Pfi vytvareni obrazci by mély byt desky Cisté. Je potieba aby si zaci davali pozor,
aby se pii vtlacovani kapalin mezi desky nedostavaly bublinky vzduchu. Obrazce budou
vznikat, pouze pokud bude vtlaCovana méné viskdzni kapalina do vice viskozni kapaliny.
K uréeni fraktalni dimenze mohou Zaci pouZit voln& dostupny software Fractalyse . [27] Zaci
mohou zkoumat zavislost fraktalni dimenze obrazci na poméru viskozit zvolenych kapalin.
Pfi zkoumani viskozity kapalin se mohou zaci zamyslet, kde se setkavame s viskozitou
kapalin. Napf. pro¢ keCup nevyteCe ze sklenice nebo pro¢ med stéka pomalu ze lzice.
Zaroven muzeme predvést, Ze viskozita zavisi na teploté, protoZze med te¢e mnohem rychleji,
pokud zvysime jeho teplotu.

Pro seznameni zakli s ne-newtonovskymi kapalinami muze byt pouZzita napf.
suspenze $krobu a vody. Zaci si mohou vyzkouset, 7e se viskozita ne-newtonovskych
kapalin neméni pouze s teplotou, ale miize se také zménit, pokud na ni ptisobime vné&jsi silou.
Pti zkoumani ne-newtonovskych kapalin mizeme zaky seznamit s tixotropnimi kapalinami,
jejichz viskozita klesa s dobou plsobeni vnéjsiho napéti a jejich praktickym vyuzitim pfi
vyrobé& natérovych hmot.

Pomoci pohybu kapaliny mezi deskami muzeme zakim ukazat analogii mezi
prenosem hybnosti a pfenosem tepla. Pfi proudéni kapaliny v disledku pohybu jedné z desek
ziskava vrstva kapaliny nejblize k desce urcitou hybnost ve sméru pohybu dané desky. Tato
vrstva preda Cast své hybnosti své sousedni vrstveé, ktera se v disledku pohybuje stejnym
smérem. Vidime, ze hybnost kapaliny se pfenasi smérem klesajici rychlosti kapaliny. To
muzeme prezentovat jako analogii pfenosu tepla z teplejSiho mista na studen¢jsi, kde misto
dynamické viskozity je koeficientem soucinitel tepelné vodivosti.

V matematice vidime uplatnéni Hele-Shawovy buiiky v seznameni zaku s fraktaly

ajejich praktickym wvyuzitim. Fraktaly sice nejsou zahrnuty v ramcovém vzdélavacim
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programu, ale mohou byt vhodnym prostfedkem pro rozvoj prostorové predstavivosti ve

vyuce geometrie.
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Priloha

Obrazek P1: Hele-Shawova bunika — Med a lak

Obrazek P2: Hele-Shawova burika — Med a propylenglykol
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Obrazek P3: Hele-Shawova burika — Med a roztok propylenglykolu

Obrazek P4: Hele-Shawova burika — Med a motorovy olej
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Obrazek P5: Hele-Shawova burika — Med a mydio

Obrazek P6: Hele-Shawova burika — Med a olej
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Obrazek P7: Hele-Shawova bunika — Med a sprchovy

Obrazek P8: Hele-Shawova bunika — Med a voda
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Obrazek P9: Hele-Shawova burika — Motorovy olej a roztok propylenglykolu

Obrazek P10: Hele-Shawova burika — Mydlo a lak
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Obrazek P11: Hele-Shawova bunika — Mydlo a propylenglykol

Obrazek P12: Hele-Shawova burika — Mydlo a roztok propylenglykolu
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Obrazek P13: Hele-Shawova bunika — Mydlo a motorovy olej

Obrazek P14: Hele-Shawova burnika — Mydlo a olej
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Obrazek P15: Hele-Shawova burnika — Mydlo a voda

Obrdazek P16: Hele-Shawova burika — Olej a roztok propylenglykolu
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Obrazek P17: Hele-Shawova burnika — Sprchovy gel a lak

Obrazek P18: Hele-Shawova bunika — Sprchovy gel a propylenglykol

51




Obrazek P19: Hele-Shawova burika — Sprchovy gel a roztok propylenglykolu

Obrazek P20: Hele-Shawova burika — Sprchovy gel a motorovy olej
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Obrazek P21: Hele-Shawova bunka — Sprchovy gel a olej

Obrazek P22: Hele-Shawova burika — Sprchovy gel a voda
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