UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
Katedra algebry a geometrie

RIGOROZNI PRACE

Olomouc 2017 Marie Chodorova



UNIVERZITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
Katedra algebry a geometrie

Mgr. Marie Chodorova, Ph.D.

Rozvijeni prostorové predstavivosti pomoci tloh ve stereometrii

Rigordzni prace

Konzultant prace: Prof. RNDr. Josef Molnar, CSc.

Olomouc 2017



Prohlasuji, Ze jsem rigordzni praci vypracovala samostatné a pouzila jen uvedené

bibliografické a elektronické zdroje.

Olomouc kvéten 2017




De¢kuji Prof. RNDr. Josefu Molnarovi, CSc. za odborné vedeni rigorézni prace. Dékuji
Prof. RNDr. Josefu MikeSovi, DrSc. za cenné rady a Prof. Mgr. Radomiru Halasovi, Dr. za
podporu pii psani. D&€kuji své kolegyni RNDr. Lence Juklové, Ph.D. za spolupraci pii
dotaznikovém Setieni, precteni prace a cenné piipominky. Dékuji Mgr. Marcelovi Vrbasovi za

grafické zpracovani sbirky a Mgr. Patrikovi PeSkovi za technickou pomoc.



Obsah

UIVOU 11ttt 6
1.1 Predstavivost @ TNEEIIZENCE ...ueivrieiiiieiiiee ittt e et e e e e e anes 7
1.2 Prostorova predstavivost a predpoklad v povolani .........cccccevvviiiiiiiiiiiii e 12
1.3 Geometricka piedstavivost V JEOMETITH......ccueiieieeiiiie i ecie et ee s 14
1.4 Vyvoj mysleni a predstavivosti U ditete ........occverieriiiiiiiiicecseee e 17
1.5 Rozvoj prostorové predstavivosti pomoci po¢itaového softwaru ..........cceecvevveiiieiennnne. 21
2 Dotaznikova Setfeni mezi zaky zakladnich SKOL............ccooiiiiiiiiiin 24
3 Sbirka (110h StEIEOMEIIIC. ... .eeiuvieiieiiietie st sneesnne s 31
4 Dotaznikova Setfeni mezi uditeli stfednich Skol ................ 33
< 40
SEZNAM POUZILE LIEETATUTY ..o .e ettt ettt e 42

Il ONY .o 43



UvoD

Prostorova predstavivost je mezi matematiky i psychology stale aktualni téma. I kdyz
je mu vénovana cela fada praci, neni toto téma zdaleka povazovano za uzaviené.

Predlozena prace se sklada ze dvou casti. Ke kazdé casti je také provedeno
dotaznikové Setfeni. Prvni ¢ast se zabyvad prostorovou piedstavivosti, inteligenci, jejich
vzajemnému propojeni a piehledem postupného vyvoje inteligence od nejutlejsiho véku az do
dospélosti. Druhou, stézejni cast prace, tvoii stfedoSkolska sbirka polohovych uloh ze
stereometrie. PfedloZzené polohové tlohy jsou soucasti sbirky, kterou jsem napsala s RNDr.
Dagem Hrubym. Sbirka je rozd€lena na dvé Casti. Jeji prvni ¢ast se zabyva polohovymi
vlastnostmi a druha pak metrickymi vlastnostmi geometrickych ttvart. Pivodnim zamérem
k sepsani sbirky uloh ze stereometrie spolu s RNDr. Dagem Hrubym, ktery je autorem
metrickych tloh, bylo zaplnit mezeru a ptedstavit tak troSku jiné pojeti vyuky uvedené latky,
nez je uvedeno v dostupnych ucebnicich a sbirkach pro stfedni skoly. B€éhem mé kratké praxe
na stfedni Skole mi takto koncipovana sbirka chybéla, protoze vétSina studentd pii vyuce
matematiky ma problém s prostorovou (geometrickou) pfedstavivosti a  feSenim
stereometrickych uloh a 74dnéd z dostupnych sbirek neobsahovala dostatecny pocet piiklad

zejména na fezy téles.

V prvni ¢asti predlozené prace shrnuji nékteré poznatky, které se tykaji dovednosti
pfedstavivosti, prostorové piedstavivosti a geometrické predstavivosti. Jednim
z prostiedki jak podporovat rozvijeni geometrické prostorové predstavivosti u zaku stiednich

Skol je feSeni stereometrickych uloh, které jsou obsaZeny ve druhé ¢asti prace.

Ptedstavivost je spiSe pojem, ktery patfi vice do oboru psychologie nez matematiky.
V odborné literatufe se piedstavivosti, jakozto urcitou schopnosti jedince, vice zabyvaji
psychologové nez pedagogoveé. Didaktici matematiky vétSinou priebiraji zjiSténé teoretické
poznatky od psychologt, které dopliiuji praktickymi ulohami a cvi€enimi zaméfenymi praveé

k rozvijeni, stimulovani a procviceni geometrické predstavivosti.



1.1 PREDSTAVIVOST A INTELIGENCE

Predstavivost je schopnost jedince si vytvaiet piedstavy a je predpokladem ke tvofivé
¢innosti, kterou jedinec uplatiuje zvlast€¢ v problémovych situacich. Piedstavy jsou obsahem
védomi a materidlem pro vytvafeni pojmi a zdrojem pro mySleni. Pomoci ptedstav Si
vybavujeme minuly zézitek a vjem. Vjemy délime podle druhu smyslu na zrakové, sluchové,
Cichové, hmatové aj. Vjem jako produkt vnimani je souhrn senzomotorickych dat
vytvaiejicich urCitou strukturu, kterda umoziiuje orientaci v zivotnim prostiedi a také
kontroluje chovani jedince. S predstavivosti souvisi rovnéz fantazie. Fantazii nazyvame nasi
obrazotvornost. Podle W. Wundta® [1] mizeme fantazii chapat jako ,,mysleni v obrazech.
Fantazie ndm davd moznost vytvaret nové predstavy na zaklad¢ diivéjsiho vnimani
a obménovani minulé zkusenosti. Hlavnim znakem fantazie je novost kombinaci, které dosud
Clovek neprozil, i kdyz zdrojem je dfive vnimand objektivni realita. Mira fantazie je
U kazdého znds jina, protoze je dédna naddnim. Fantazie zivot nejen obohacuje, svym
zpusobem poskytuje i Gnik z reality, ale hlavné je zakladem kazdé tvirci ¢innosti. Z tohoto
vymezeni pojmu je patrné, ze kazdy védec, tedy 1 matematik, by mél mit vrozenou schopnost
predstavivosti, jejiz nemalou soucasti je fantazie. Bez fantazie by také nemohla vznikat
umeélecka dila.

Inteligence je pojem, ktery se objevil ve 14. stoleti, ale nebyl pfesnéji definovan. Do
19. stoleti byla inteligence vztahovana pouze k mysleni a mysSlenkové ¢innosti ¢lovéka. Tuto
koncepci nabourala aZz Darwinova vyvojova teorie a ukézala, Ze mezi chovanim ¢lovéka
a zvifat je jistd podobnost. Zatimco W. Wundt (1886) [1]ve svém rozsahlém vyzkumu doSel
k nézoru, Ze inteligence znamena sou¢innost rozumu a predstavivosti, tak A. Binet? (1904) [1]
dospél k odlisnému nazoru. Tvrdi, Ze inteligence je schopnost chapat, usuzovat, byt vytrvaly
a prizpusobit se novym pozadavkiim. V témze roce Ch. E. Spearman3 [1] ve své teorii
0 inteligenci doSel k zavéru, Ze inteligence ma dva Cinitele a zacal hovofit o dvoufaktorové
inteligenci, jejiz faktory oznacil jako G a S. G-faktor je ta cast inteligence, ktera zahrnuje
feSeni obecnych problému a je brana jako stala a obecna schopnost. Podle Ch. E. Spearmana
je G-faktor oznaceni pro obecnou inteligenci, ktera ma byt souhrnem vétsiho poctu
individualné rozdilnych schopnosti, avsak ovliviiovanych ustfedni dusevni vlohou. G-faktor

roste od narozeni do 15 let, poté se ustali. Druhym faktorem je S-faktor, coz znamena

! Wilhelm Maximilian Wundt (1832 - 1920) byl ndmecky fyziolog, psycholog a filozof.
2 Alfred Binet (1857 - 1911) byl francouzsky psycholog a fyziolog a autor prvniho testu d&tské inteligence.
3 Charles Edward Spearman (1863 - 1945) byl britsky psycholog, statistik — zakladatel faktorové analyzy.
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specidlni inteligenci, ktera zahrnuje zvlastni schopnosti pro feSeni specialnich problémii.
Pojmem inteligence se v prubéhu 20. stoleti zabyvali dalsi psychologové a dopliovali své
teorie o dalsi tvrzeni. 60. 1éta piindSeji dikazy o tom, Ze inteligence je ovlivnéna i genetickou
vybavou jedince. V soucasné dob¢ psychologové tvrdi, Ze inteligence je podminéna geneticky
a zaroven prostiedim, jen nemohou s urcitosti fici, do jaké miry se ten ¢i onen vliv uplatituje
koncepce mnohafaktorové inteligence. Napi. R. Sternberg4 [1] rozeznava tii slozky
inteligence: a) prvni je zalozena na schopnosti planovat tkoly a fesit problémy, b) druha
vypovidd o schopnosti vyuzivat vlastni zkuSenosti tak, aby zndmé problémy ¢lovék rutinné
fesil a uvolnil tak kapacitu pro tvofivé feSeni novych problémd, c) tieti slozkou je podle néj
prakticka inteligence, coz znamena zdravy rozum, zalozeny na znalostech, které se ve Skole
nikdy neu¢i, ale jsou dillezité pro Zivot. Oproti R. Sternbergovi rozlisuje H. Gardner® [1]
sedm avice druhu inteligence: 1) jazykova, ktera se uplatiiuje pii vypravéni, diskusich,
debatach, vefejnych vystoupenich, psani eseji a c¢teni knih, 2) matematicko-logicka
inteligence se u jedince projevuje schopnosti fesit logické hadanky, hrat strategické hry,
pracovat s védeckymi stavebnicemi a pocitaovymi programy 3) prostorova inteligence se
projevuje schopnosti jednak vytvaret a snadno chapat grafy, diagramy, schémata, mapy,
a také vybavovat si prostorové piedstavy a operovat s nimi 4) pohybova inteligence, neboli
motorickd souvisi s manudlni zru€nosti, pfi obsluze pfistrojii, modelovani a je nedilnou
dispozici u sportovct 5) hudebni inteligence se projevuje schopnosti rozliSovat ptirodni
zvuky, citlivosti pro lidsky hlas, melodii, rytmy, zpévem a hranim na hudebni nastroje 6) pro
lidské vztahy a 7) pro vlastni rozvoj. Inteligenci pro lidské vztahy mtzeme chapat socialni
inteligenci, coZ je termin E. L. Thorndika® [1] z roku 1920. Jedinec, ktery ma vrozenou
schopnost socialni inteligence je schopny jednat s lidmi, fesit mezilidské konflikty, ma v sob¢
empatii, citlivost pro mezilidské vztahy, dovede nejen komunikovat s lidmi, ale i jim
mit zejména psychologové, psychiatii, personalisté a ucitelé, kdy zejména tento typ
inteligence je nezbytny pro vykonavani jejich povolani. Byly rovnéz provadény vyzkumy,
které ukézaly, ze uspéch manazeri a vedoucich pracovnikli ma jistou souvislost pravé se
stupném socidlni inteligence. Vysoky stupen socialni inteligence piedstavuje tzv. socidlni takt.

Vedle socialni inteligence existuje emocni inteligence, jejiz pojem vznikl v 70. letech 20.

* Robert Jeffrey Sternberg (1949) je americky psycholog, ktery je predstavitelem kognitivni psychologie.

® Howard Gardner (1943) je americky vyvojovy psycholog, profesor na Harvardové univerzits, znamy predeviim svou teorii
mnohocetné inteligence, kterou definoval roku 1983 v knize Frames of Mind.

® Edward Lee Thorndike (1874 - 1949) byl americky psycholog, zakladatel zoopsychologie.
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stoleti. Dalo by se fici, Ze emocni inteligence je jakousi mirou radostné¢ho prozivani zivota
amirou zvlddani kazdodennich problémut jedince. Tento pojem zatim neni definovan
jednotng, kromé psychologii se timto pojmem zabyvaji I odbornici z oboru sociologie,
fyziologie a mediciny. Podle nékterych psychologlii a fyzioterapeuti emocni inteligence
znamena osobni moudrost a citovou vyzralost. Ten, kdo se v zivot€¢ umi vcitit do pocith
jinych lidi, porozumi jejich mysleni, uplatiuje a rozpoznava spravné své city, pak sam
prochdzi snaze svym vlastnim zivotem. Samoziejmé, ze tato inteligence sama o sobé
nezaruCuje Stastny a bezstarostny zivot, ¢i uspéch v povoléni, ale lidé majici tuto inteligenci
ve vy$$i mife 1épe vychazeji s nadfizenymi a 1épe Fidi své podiizené a byvaji casto v kolektivu
oblibeni. Také némecky psycholog 1. Amthauer’” [1] definuje inteligenci jako strukturu
n¢kolika schopnosti (faktorti, komponent): 1) praktické usuzovani (tvorba usudku),
2) induktivni mysleni (zjisténi vyznamu) 3) chapani vztahti (kombinaéni schopnosti)
4) schopnost abstrakce 5) praktické pocetni mysleni 6) teoretické poéetni mysleni (induktivni
mySleni s Cisly) 7) konstruktivni piedstavivost (bohatstvi ptedstav), 8) prostorova
ptredstavivost 9) pamét, z nichz kazda mize byt u daného ¢loveéka rozvinuta riznou mérou
(napt. n¢kdo je silny v abstrakci, ale nema prostorovou predstavivost).

Pavel Rican je &esky psycholog specializujici se na oblasti psychologie osobnosti,
vyvojovou a klinickou psychologii. V roce 1973 vydava knihu Psychologie osobnosti [3], ve
které je podkapitola s nazvem Prostorova piedstavivost. Tato podkapitola je zafazena spolu
s dal§imi podkapitolami: Verbalni schopnosti, Numericka schopnost, Percepéni pohotovost,
Pamétové schopnosti, Psychomotorické schopnosti a umélecké schopnosti v kapitole nazvané
Inteligence a specialni schopnosti. Ri¢an pod prostorovou piedstavivosti uvadi tii dilezité
schopnosti. Prvni je prostorové orientace, coZ znamena orientaci v prostoru, ur¢ovani polohy
cloveéka v jeho okoli a miizeme fici, Ze je to dilezitd schopnost pro vlastni pohyb ¢lovéka.
Druhou slozkou je vizualizace, kterd ndm umozZnuje ptedstavit si, do jakych vzajemnych
vztahl se dostanou piedméty mimo nas, ocitnou-li se v ur€itych polohach. Tato schopnost se
uplatiiuje hlavné v deskriptivni geometrii, v praktickém Zivot€ v architektufe, stavitelstvi,
apod. Posledni sloZkou je kinesteticka ptedstavivost, ktera je potiebna hlavné v technice a pro
technické mysleni, napft. pii pfedstavé pohybu riznych soukoli.

Psychologové tadi mezi slozky inteligence celou Skalu schopnosti a dale povazuji
nékteré slozky inteligence za vrozené, jiné se vyviji jen do urcitého véku. Z toho vyplyva, Ze

kazdy jedinec ma riznorodé spektrum inteligenci, které jsou zastoupeny jinou vysi Grovng.

" Ingeborg Amthauer (1923) je ndmecky psycholog, ktery v roce 1953 vydal Test struktury inteligence 1-S-T.
9



Jednim z nejvyznamnéjSich psychologil, ktefi provadéli vyzkum mimoiadné nadanych
déti, byl americky psycholog L. N. Therman® [1]. Jeho vyzkumy byly povazovany za
nejzndméjsi a nejdlouhodobéjsi. Osoby, které zkoumal, vynikaly mySlenkovou urovni,
spolecenskymi uspéchy, mnozi méli tak vynikajici prospéch, ze preskocili n¢ktery z ro¢niki
a ve srovnani s vrstevniky byli silnéj$i, vyssi, zdravéjsi a mén€ nachylni k chorobam, nicméné
bylo nemozné vytvofit kategorie, do kterych by se dali zaSkatulkovat. Po Thermanovi v jeho
vyzkumu na tychz osobach pokracoval R. R. Sears® [1]. Tento détsky psycholog dospél
k dal$im zajimavym zavéram, které nejsou az tak piekvapivé a neocekavané. Vysledkem jeho
vyzkumu bylo, Ze dosazeni urcitého zivotniho uspéchu, nezavisi az tak na samotné vysi 1Q
daného jedince, ale spi§ na rodinné vychové a prostiedi, ze kterého pochdzi. Osoby, které
patfily do skupiny Gspé$nych jedincl, pochdzely z prostiedi, které¢ jim nabizelo laskyplnou
vychovu rodicu, ktefi je vedli od Utlého véku ke knihdm a vzdélani. VSeobecné vzato na
zékladé védeckych vyzkumt a jejich vysledki se psychologové dokazi shodnout, ze
inteligence je podminéna jak geneticky, tak prostfedim, ve kterém se dany jedinec nachazi.
Avsak jednoznaéné urcit do jaké miry ten ¢i onen vliv je uplatnén vice, je velmi obtizné fici.

Podle H. Gardnera jsou jadrem prostorové inteligence ty schopnosti, které zajist'uji pfesné
vnimani vizualniho svéta, umoznuji transformovat a modifikovat ptivodni vjemy a vytvareji
Z vlastni vizuélni zkuSenosti myslenkové predstavy, i kdyz uz zadné vnéjsi podnéty nepiisobi.
Diky témto schopnostem miZzeme konstruovat rizné tvary nebo s nimi manipulovat.
Schopnosti, které tvoii prostorovou inteligenci, nejsou zcela jisté identické: n€kdo mize mit
velmi presné zrakové vnimani a pfitom nedokdze nakreslit, vybavit si ani transformovat
imaginarni svét. [9]

Gardner také tvrdi, ze prostorova inteligence se sklada z vétsiho poctu volné souvisejicich
schopnosti. Za vSechny miZeme jmenovat schopnost rozpoznat stejnou formu, schopnost
transformovat jednu formu do formy druhé nebo rozpoznat, ze k takové transformaci doslo,
schopnost vytvaret mentalni pfedstavy a pak tyto piedstavy transformovat a schopnost
grafického zdznamu prostorovych informaci. Je docela pravdépodobné, Ze tyto operace jsou
vzajemné nezavislé a mohou se jednotlivé rozvijet nebo poskodit. Podobné jako v hudbé,
Vniz se setkdvame srytmem 1 melodii zaroven, 1 jmenované prostorové schopnosti se
vyskytuji spole¢né. Dalsi dva typy prostorovych schopnosti jsou abstraktnéjsi a je velmi t€zké

je néjak definovat. Prvni z nich zahrnuje rtizné typy silocar, se kterymi se setkavdme na

8 Lewis Madison Terman (1877 - 1956) byl americky psycholog a pedagog, ktery koumal osobnost nadanych a genidlnich
déti.
® Robert Richardson Sears (1908 - 1989) byl americky psycholog, ktery se zabyval détskou psychologii a pedagogikou.
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plosnych i1 prostorovych objektech. Gardner tim mini napéti, vyvazenost a kompozici, které
patii mezi charakteristické vlastnosti malifského ¢i sochatského dila. Posledni typ prostorové
inteligence je zalozen na podobnosti, se kterou se mizeme setkat u dvou zcela riiznorodych
forem. Autor ma za to, Ze schopnost nalézt metaforickou podobnost ve zcela riznych jevech

je v mnoha pfipadech odvozena pravé od prostorové inteligence. [9]
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1.2 PROSTOROVA PREDSTAVIVOST A PREDPOKLAD V POVOLANI

Pokud definujeme predstavivost jako schopnost jedince vytvaret v duchu obrazy, tak
muzeme fici, Ze predstavivost je predpokladem k tvofivé Cinnosti jedince, kterou vyuziva
hlavné pii problémovych situacich. Prostorové schopnosti potifebuje kazdy jedinec, nebot’
jsou uplatiovany v mnoha rtiznych typech prosttedi. Jsou dulezité pro orientaci na riznych
mistech, at’ uz se nachazime v pokoji, na ulici, ¢i pousti nebo oceanu. Soucasti predstavivosti
je 1 fantazie, ktera mnohdy dotvaii komplexnéjsi predstavy. VSechno, co kolem sebe vnimame
Vv nazorné podob¢, si nadadle uchovavame ve svych piredstavach. Schopnost prostorové
predstavivosti nepotfebuji pouze matematici, jSOu I ostatni profese a povolani, kde je
prostorova piedstavivost nutna. Obecné vzato, kazdy jedinec se potiebuje pohybovat
aorientovat ve svém okoli, tedy Vv trojrozmérném prostoru. Uved'me nékolik konkrétnich
povolani, ktera by se nedala vykonavat bez prostorové inteligence. Prostorové predstavivosti
vyuzivame hlavné pfi praci s jakymkoli grafickym znazornénim, hlavné pii zobrazovani
trojrozmérného prostoru do dvojrozmérného, tedy do roviny. Jsou obory, ve kterych by
jedinci bez prostorové inteligence pracovat nemohli, at’ uz se jednd o védce ¢i femeslniky,
potiebuji ji geometii, sochafi, malifi, aj. Architekt, nez za¢ne néco tvofit na papife, musi umét
vstiebat pozadavky klienta, vytvorit si pfedstavu, a teprve poté muze zacit kreslit na papir.
Plasticti chirurgoveé, ktefi rekonstruuji nebo noveé vytvari danou ¢ast lidského organismu, musi
mit pfedstavu, jak ma vypadat vysledek jejich prace. Museji umét pacientovi poradit, co je
vhodné a hodi se K jeho osobé a soucasné je i proveditelné, a co uz nikoliv. Od kvétinarky
v kvétinarstvi ocekavame krasné€ sladénou a vkusnou vazbu kvétin, kterou vaze na zakladé
své predstavy. Pilot letadla by bez prostorové predstavivosti byl velmi omezeny, protoze se
mohou vyskytnout situace, ve kterych musi rychle reagovat a improvizovat, coZ by bez
predstavivosti bylo velmi obtizné. Podle P. Ri¢ana [3] by piloti méli disponovat hlavné prvni
schopnosti prostorové predstavivosti, a to prostorovou orientaci.

Prostorova inteligence mize ve véde slouzit k riznym Ucelim: miZe byt uZitecnym
nastrojem, pomocnym zpusobem mysleni, cestou k ziskdvani informaci, zptisobem
formulace ukolt nebo piimo prostiedkem, kterym Ize urCity problém vytesit. [9]

Mezi normalnimi lidmi se obcas vyskytuji lidé, jejichZ prostorové a vizualni predstavy
jsou neobycejné. Mlizeme pripomenout vynalezce Nikolu Teslu, ktery si ,,v hlavé mohl

promitnout zcela pfesné zobrazeni stroje propracované do detailu®. Jeho predstavy byly

vvvvv
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stavbé svych slozitych vynaleza zadné kresby nepotieboval. Prohlasoval, ze dokdze ve své
predstavivosti sva zafizeni i testovat. [9]

S prostorovou predstavivosti se setkdvame i ve vSech zndmych lidskych kulturach.
V tradi¢nich kulturach se prostorové inteligence vyuziva k mnoha pragmatickym cilm.
Gardner se zminuje o vysoce rozvinutych prostorovych schopnostech Eskymaku, které
ziejm¢ vznikly na zéklad¢é nutnosti orientace v jednotvarném prostifedi. Gardnertiv zadmeér
neni vytvofit dojem, ze na prostorové schopnosti méa vliv klima, pfesto dale popisuje
bohaté rozvinuté prostorové schopnosti u obyvatel Karolinskych ostrovi — Puluwati, mezi
nimiz se nachazeji skute¢ni mistfi ndmotni navigace. Nekteti puluwatsti plavei dosahuji
takovych vykont, ze i zkuSeni namotnici nad nimi zasnou. Jejich uméni vychazi ze
schopnosti orientovat se podle postaveni hvézd na nebi. [9]

Dale také Gardner dochazi k zavéru, ze ti, kdo v této oblasti vynikaji, neztraceji své
schopnosti az do konce Zivota. On sdm zastava nazor, Ze kazda forma inteligence ma sviyj
ptirozeny pribéh: pro logicko-matematickou inteligenci plati, Ze se s pfibyvajicim vékem
u vsech lidi zhorSuje, a rovnéz télesné-pohybova inteligence. Vizudlné prostorova
inteligence je vSak alespon v urCitych aspektech odolnd, obzvlast u téch lidi, ktefi ji ve
svém zivoté pravidelné pouZivaji. Jednim z podstatnych rysli prostorové inteligence je
smysl pro celek. Na rozdil od vyvojové kiivky logicko-matematického mysleni, ktera
smétuje k abstrakci, zistava prostorova inteligence pevné spojena s konkrétnim svétem —
se svétem objektil a s tilohou, kterou v zivoté hraji. V tomto rozdilu snad mizeme najit

jedno z vysvétleni ,,trvalosti* prostorové inteligence. [9]
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1.3 GEOMETRICKA PREDSTAVIVOST V GEOMETRII

Prostorova predstavivost v matematice je spiSe chapana jako geometrickd predstavivost.

Kdybychom matematikiim polozili otdzku, co znamena prostorova predstavivost,

pravdépodobné co matematik to jind odpovéd’. Uvedeme nékolik matematikii a budeme

citovat jejich pojeti geometrické (prostorové) predstavivosti:

Perencaj a Repas (1985): ,,Mohli by sme povedat’, ze je to akési videnie priestoru. Ale
ten predsa musi vidiet’ kazdy, kto vidi. Problém je v tom, Ze nestaci priestor vidiet, ale
je nutné si ho i uvedomovat’.*

Sarounova (1982) prostorovou piedstavivosti rozumi soubor dil¢ich schopnosti,
tykajicich se naSich predstav o prostoru, o tvarech a vzdjemnych vztazich mezi télesy,
o vztazich mezi pfedméty a ndmi, a kone¢né také o prostorovych vztazich jednotlivych
&asti naseho téla navzajem. Sarounova pouzivé také oznadeni geometricka
predstavivost a zabyva se témito jejimi slozkami:

A — schopnosti rozeznavat rovinné utvary,

B — pfedstavami o n¢kterych vztazich mezi Gtvary v roving,

C — schopnosti rozeznéavat zakladni télesa v prostoru,

D — predstavami o vzajemné poloze t€les a rovin v prostoru.

Kufina (1987) geometrickou ptredstavivosti rozumi tu slozku nazorného mysleni, ktera
spoc¢iva v dovednosti vybavovat si geometrické Gtvary a jejich vlastnosti.

Jirotkova (1990) geometrickou piedstavivost specifikuje jako schopnost — dovednost:
a) poznavat geometrické Utvary a jejich vlastnosti,

b) abstrahovat z konkrétnich objektl jejich geometrické vlastnosti a vidét v nich
geometrické utvary v €isté podobg,

¢) na zakladé rovinnych obrazi si predstavit geometrické Utvary v nejriznéjSich
vzajemnych vztazich, a to 1 v takovych, v nichZ nemohou byt pfedvedeny pomoci
hmotnych modelt geometrickych utvart,

d) mit zasobu pfedstav geometrickych utvari a schopnost vybavovat si jejich
nejruznéjsi podoby,

e) predstavit si geometrické utvary a vztahy mezi nimi i na zaklad¢ jejich popisu.
Juscakova (2002) sestavila faktorovou analyzu prostorové piedstavivosti
a identifikovala sedm faktorti, které spadaji do prostorové piredstavivosti: prostorova

orientace pasivni, vizualni pamét’, vizualni identifikace, prostorova orientace aktivni,
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mentalni manipulace, manudlni manipulace a technicka tvofivost v prostorové
predstavivosti.

e Molnar (2004) prostorovou piedstavivosti nazyva soubor schopnosti tykajicich se
reprodukénich 1 anticipacnich, statickych i1 dynamickych pfedstav o tvarech,

vlastnostech a vzajemnych vztazich mezi geometrickymi utvary v prostoru. [8]

Obecné feceno V matematice prostorovou predstavivosti chapeme geometrickou
predstavivost, coz je schopnost zakl feSit stereometrické ulohy. Zatimco pii feSeni
planimetrickych uloh si miZzeme danou situaci v roviné néjak znazornit ¢i nacrtnout
a znaCrtku miizeme odvozovat a usuzovat o spravném feSeni Vroviné. Pii feSeni
stereometrické tlohy si uz situaci v prostoru miizeme pouze pomoci obrdzku naznacit, protoze
zobrazujeme trojrozmérny utvar do roviny, ktera je o dimenzi niz$i, a K tomu je zapotiebi
predstavivosti, znalosti vztahli mezi jednotlivymi objekty v prostoru. Avsak stereometrie
nestuduje pfimo prostor kolem nés, ale spiSe model prostoru a jeho vlastnosti, protoze pojmy
jako bod, pfimka a rovina existuji pouze v nasich ptedstavach.

FrantiSek Balada ve své knize Z déjin elementarni matematiky [4] v kapitole vénované
vzniku geometrie popisuje, ze prvni impulsy k vytvareni geometrickych predstav tehdejsi
obyvatelé nachazeli ve svém okoli. At uz to byla soumérnost lidského nebo zviteciho téla,
slunce, mésic na obloze nebo nejkratsi cesta k lovené kofisti. A je logické, Ze hlavnim
motivem K rozvoji geometrie a vzniku geometrickych predstav byla hlavné vynalézavost
a touha Clovéka po lepSim, pohodIn€jSim a rozmanitéjSim Zivoté. Poznatek, Ze Usecka je
nejkrat$i spojnici dvou bodut, a praktické ovéfeni tohoto axiomu se ¢loveéku naskytl hned
nékolikrat, aniz by znal axiomatickou vystavbu geometrie. Postupné poznatky z geometrie
byly rozsifovany a vyuzivany naptiklad ke stavbé obydli, ochran¢ pifed proménami pocasi,
které zaptiCiiovaly sucha nebo povodné. Znalosti geometrie také umoziovaly ptredvidani
jistych situaci v lidském zivoté, usnadnovaly existen¢ni boj a ¢inily tak Zivot snadnéjsi.
Nezbytné uziti prostorovych pifedstav bylo 1 pfi stavbé lodi, kdy se zlepSovala jednak
bezpecnost, ale také plavba a rychlost. Ale tyto predstavy nebyly jesté¢ formalni a v pravém
smyslu slova geometrické, spiSe uzivaly termin kamen, tram, tycka a dal$i. Pfesto uz
i S témito pojmy Cloveék fesil fadu prostorovych tuloh, i kdyz je feSil viceméné jednoduse
a empiricky. Dal§im zdrojem pro kreativni vznik geometrickych pfedstav byla snaha ¢loveka
orientovat se Vv prostoru a vytusit jisté jevy, které souvisely s pohybem Slunce po obloze. Asi
neni pfekvapivym zjiSténim, Ze na vzniku a rozvoji geometrickych pfedstav se podilely
hlavné narody, které se zabyvaly a mély pfiznivé podminky pro péstovani nejriiznéjSich
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plodin. Ktomu potiebovaly vymétit pozemky, které obhospodafovali, nasledné sklizet
a skladovat trodu, coz vyzadovalo jist¢ geometrické védomosti. A pravé tyto poznatky,
zkuSenosti a dovednosti, které zatim nemély zddnou konkrétni formu, vedly k tomu, ¢emu
dnes fikdme geometrie.

Co je v dnesni dobé hlavni Glohou vyucovani stereometrie? Aby si zaci osvojili pojmy,
které¢ budou potiebovat ke studiu prostorovych tutvart, déle aby je uméli rozeznavat podle
jejich tvaru, velikosti a vzajemné polohy a aby se naucili se stereometrickymi pojmy tvofivé
pracovat pii feSeni riznych uloh. Stereometrie ve striktné védeckém podani vychazi
Z uritého systému axiomu, které vyjadiuji vztahy mezi zédkladnimi geometrickymi pojmy:
bod, pfimka, rovina. Tyto axiomy se pokladaji za spravné a nedokazuji se. Dal$i poznatky
v geometrii se potom dale odvozuji deduktivné. Elementarni geometrie a stereometrie, pokud
o ni budeme mluvit stroze védecky, vychazi z urCitého systému axiomt, tj. tvrzeni, které
vyjadiuji vztahy mezi zdkladnimi geometrickymi pojmy — bodem, pifimkou a rovinou. Pfitom
kdyz se nad jednotlivymi axiomy a jejich vyznamem zamyslime, tak axiomatické vztahy
Vv ur¢itém smyslu slova definuji pravé bod, pfimku a rovinu, které v bézném zivoté mohou
pfedstavovat i jiné objekty. Tedy bod, pfimka a rovina, které definujeme pomoci systému
axiomdu, jsou mnohem obséhlejsi abstrakci, nez ten bod, pfimka a rovina, o kterych hovotime
ve vyucovani na stfednich Skolach. Ve skutecnosti mizeme fici, ze abstraktni pojmy, jako
bod, pfimka, rovina, obdélnik, kulova plocha, aj. redln¢ hmotn¢ neexistuji. Fakticky nemiize
existovat néco z hmoty, co nema zadny rozmér jako bod, nebo neexistuje néco, na ¢em lze
zmeéfit jen délku a nikoliv Sifku a tloustku, a pfitom je to dokonale ,,rovné* jako je pfimka,
zrovna tak neexistuje presné¢ takova idealni kulova plocha, jejiz kazdy bod ma stejnou
vzdalenost od dan¢ho pevného bodu. Ale existuji redlné predméty, kterymi miizeme tyto
abstraktni pojmy ,,nahradit* s takovou piesnosti, Ze rozdil mezi pfedpokladanou vlastnosti
abstraktniho pojmu a skute¢nou vlastnosti jeho ,,hmotného* obrazu je minimalni a tim padem
pfi feSeni praktickych uloh je zcela zanedbatelny. Pokud chceme, aby Zdky geometrie
piirozené a nenucené bavila, m¢li o ni zajem, v tom ptipad€ neni vhodné na zakladni a stiedni
Skole zacinat ucivo stereometrie pravé uvedenim axiomatické vystavby geometrie. Naopak
takto podana geometrie by byla pro zaky velmi abstraktni a nezazivna, a zaci by tak mohli
ziskat negativni pfistup ke geometrii, coz jisté¢ neni cilem vyuky. Také se snadno stane, Ze
vyucovani geometrie sklouzne k formalizmu, coZ rovné€z neni spravna cesta ke geometrii.
SpisSe se snazime zakim geometrii ptiblizit pomoci vhodnych modelt a zkoumat jejich vztahy
a spole¢né vlastnosti a ze ziskanych zkuSenosti pomalu piechazet k abstraktnimu vnimani

a mysleni.
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1.4 VYVOJ MYSLENI A PREDSTAVIVOSTI U DITETE

Psychologové se uz po staleti snazi zkoumat psychologicky vyvoj ditéte. V soucasné dob¢
je dostupna literatura, ve které je popsan vyvoj inteligence jiz od narozeni ditéte. AvSak obory
Vyvojova psychologie a Psychologie inteligence jsou tak rozsédhlé a zabyvalo se jimi a stale
se zabyva mnoho odbornikd, ktefi nejsou ve svych nézorech a poznatcich vzdy jednotni, takze
je velmi obtizné néjak heslovité a ucelen¢ shrnout jejich zavéry.

Avsak Gardner ve své publikaci [9] piSe, Ze existuje pomérné malo ovéfenych udaju
0 tom, jak se prostorova inteligence a soubor jejich schopnosti vyviji u ditéte. Jeden z divodi
pro¢ tomu tak je, muze byt fakt, ze testovani prostorovych schopnosti je obtizn&jsi nez
testovani jazykovych ¢i logickych schopnosti. Jako jeden z dal$ich moznych divoda uvadi, ze
védcim zabyvajicim se vyvojem prostorové predstavivosti ditéte chybi v této oblasti
zkuSenosti i intuice.

Jen strucné bych se zminila o nazorech J. Langmeiera a D. Krej¢ifové, které uvadi ve své
knize Vyvojova psychologie [2]. V uvedené knize se zminéni autofi mimo jiné &asto
odvolavaji na poznatky vyznamného Svycarského psychologa J. Piageta'®, ktery se cely Zivot
zabyval psychologii inteligence. Vyvoj prostorové piedstavivosti u ditéte souvisi do jisté miry
s kognitivnim vyvojem.

Podle Piageta [10] veSkerym zdrojem inteligence je skute¢na Cinnost ditéte, ktera
zprostiedkuje jeho styk s okolim, a to dvojim zplisobem: zaprvé organismus plisobi na okolni
prostiedi a pfedméty, zadruhé prosttedi plisobi na organismus.

Kratce mizeme shrnout, ze béhen prvniho roku Zzivota dité jedna pouze podle svych
potieb a okoli za¢ne vnimat tak, ze si uvédomi trvani pfedmétu v ¢ase. Sice udéla velky krok
k poznavani svéta, ale teprve stoji na prahu dlouhé cesty, kterou je vyvoj inteligence.
Myslenkové operace kojence v obdobi jednoho roku jsou té€sné propojeny se skutecné
provadénou c¢innosti, s pfimym vniménim a motorickymi akty, to znamend, Ze jeho

™. Kojenec si mezi 3-6 mésicem vytvafi nové formy chovani

inteligence je senzomotorick
a dochazi tak k prechodu mezi zvykem a inteligenci. Mezi §—10 mésicem mizZeme poukazat
na rozvoj této inteligence, kdy dit¢ pouziva znamych prostredkt k feSeni neptedvidatelnych
situaci. Podle Piageta [10] je teprve vroce a pul nebo ve dvou letech skute¢né dovrsen

aukoncen vyvoj senzomotorické inteligence, ktera tvoti zaklad mysleni. Mezi druhym

10 Jean Piaget (1896 - 1980) byl $vycarsky psycholog, ktery se proslavil studiem détského mysleni a teorii kognitivniho
vyvoje.

1 Senzomotorické inteligence je ptedpokladem mysleni, pracuje pouze se skutetnosti prostiednictvim vjemt a praktickych
¢innosti, umoznuje uspésnou ¢innost nikoli pravé poznani.
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a étvrtym rokem, tedy vtak zvaném batolecim véku zaCind nova etapa symbolického
a pfedpojmového mysleni. V tomto obdobi dité¢ rozviji fe¢ a soucasné€ si tvoii symboly, tj.
soustavu individualnich oznacujicich prostfedkti. Symbol sam zacina az s oddélenou
piedstavou, a teprve tehdy, kdyz se pii hrani u ditéte objevuje symbol, dochdzi také
Kk rozvijeni chapani znaki. Je pochopitelné, Ze fec, které se dité vlastné uci také napodobou,
a vytvareni symbolu, si dité osvojuje ve stejné dobé. Tedy jeho mysleni a chapani svéta se v té
dob¢ dostava na kvalitativné novou, vyssi uroven, ponévadz uzivani symbola se zakladd na
schopnosti predstavovat si néco prostfednictvim néceho jiného. Ve fazi, kterd se nazyva
symbolické mysleni, dit¢ uzivd nikoliv skute¢nych pojmii, jak bychom se mohli myln¢
domnivat, ale spiSe ,,pfedpojmi‘, které jsou pomijivé a jsou zalozené¢ na nepodstatnych
vlastnostech. Dité si sice vytvaii jakysi obrysovy pojem individualniho pfedmétu, ale pouze
V jistém poli blizké Cinnosti. Jako piiklad mizeme uvést, kdyz jsme s ditétem na prochazce
a jdeme kolem n&jakého kopce, tak dité si mysli, ze kopec nebo hora méni tvar. Usuzovani je
Vv tomto véku znacné zjednoduSené a primitivni, ovlivnéné fantazii, kterd ovSem vazne na
logickych problémech. Mezi 4-8 rokem Zzivota se vytvaii nazorové (intuitivni) mysleni.
Z Piagetovych pokust [10] vyplyva, Ze zpravidla asi az v 6 nebo 7 letech zivota se dité
dostane na prah skuteéného logického mysleni. Samo sebou pokrok v mysleni ditéte je
nesporny, ale je jisté, Ze dité zatim nezvlada myslet skute¢né logicky po krocich, které mohou
byt v mysli volné opakovany a souCasné¢ porovnavany. Mysleni ditéte zatim nepostupuje
podle logickych operaci, pouze prelogicky neboli predoperacné. Toto piredoperacni mysleni,
stejné jako symbolické, je stale svdzano s Cinnosti ditéte. V nazorném mysleni vSak dité¢ samo
o sobé neni schopné dojit k dedukei, ale je schopné rozlisit vlastni fantazii od reality. V tomto
véku se také vyviji smyslové vnimani, jakoZto slozity psychicky akt, ktery zahrnuje slozky
osobnosti ¢loveéka, mezi které patii jeho postoje, oekavani, soustfedénost, vytrvalost a také
diivéjSi  zkuSenosti. Pfirozené v tomto Skolnim véku dochazi k vyraznym pokrokiim
v oblastech zejména zrakového a sluchového vnimani. Vnimani je tak ucelnym aktem
pozorovani a svét Skolaka se tak vyznamné rozsifuje v prostoru a ¢ase. Diive se usuzovalo, ze
tedy vysokou miru ptedstavivosti. Novejsi studie vSak toto tvrzeni nepotvrdily, naopak
U dneSnich déti, odchovanych televizi, tablety a jinou technikou, jsou detailni vizualni
predstavy mén¢ presné a krats$i dobu uchované. Na rozdil od ptedskolniho ditéte je Skolak uz
uspésny v pokuse o fazeni predmét podle tvarti a kvantitativnich dimenzi (délek, hmotnosti,
apod.). Vykony déti jsou také Casto zavislé na motivaci, na tom, jaké méd doma rodinné

zdazemi a jakou vychovou dit¢ proSlo v mateiské Skolce. Bylo zjiSténo, Ze Zadné bézné
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inteligencni testy a ani Piagetovy pokusy nepodévaji zadné sdéleni o tvofivém mysleni, které
je dulezité v tvar¢i Cinnosti a piindsi nové arozmanité zpiisoby feSeni misto jediného
spravného, coz vyzaduji inteligencni testy. Mezi 8-12 rokem ditéte, tj. v mlad$Sim Skolnim
obdobi dochazi k pirechodu od nazorného mysleni do stadia konkrétnich operaci. Teprve na
pocatku Skolniho véku je dit€¢ schopno skuteénych logickych operaci, ale toto logické
usuzovani se stale tyka jen konkrétnich véci a jevi, které si umi nazorné predstavit. Az kolem
11 roku je dité¢ schopno vyvozovat soudy zcela formalné a to i ptresto, ze si nemuze predstavit
konkrétni obsah. Od 12 roku a béhem dospivani se vytvaii formalni mysleni. Do véku 11-12
let dit¢ sice dovede logicky myslet, usuzovat a vyhodnocovat, ale pouze pokud si dovede
aumi dané véci konkrétn¢ piedstavit. Problém nastane v momenté, kdy si nelze pifimo
predstavit, co je jen mozné, ¢i fiktivni. Od pocatku pubescence tak vétSina teenagerti dosahuje
vys$§iho stupné logického mysleni, ktery Piaget [10] nazyva systém formalnich operaci
amySleni tudiz dosahuje daleko vétsiho prostoru. Langmeier a Krej¢ifova [2] shrnuji tyto
hlavni pokroky mysleni v péti bodech:

1) Dospivajici je schopen pracovat s pojmy, které jsou vzdaleny od bezprostiedni
smyslové zkuSenosti, jsou obecnéjsi, abstraktné;si.

2) Ma-li dospivajici fesit néjaky problém, nespokoji se uz s jedinym fesenim, které¢ se mu
nabizi, ale uvazuje o moznych alternativach feseni.

3) Dospivajici je schopen vytvaret i domnénky, které nejsou opfeny o realnou skute¢nost,
jsou pouze mozné a srovnava je tak pouze s myslenkami ve své mysli.

4) Dospivajici dokaze aplikovat logické operace nezavisle na obsahu soudu, tedy umi
vyvodit spravny zaveér i bez konkrétni opory. Jedinec je teprve nyni schopen sledovat
formu myslenkového usudku a odhlédnout od jeho konkrétniho obsahu. A to je
predpoklad zakladu pochopeni algebry, apod.

5) Dospivajici dokaze myslet o mysleni, vytvafet soudy o soudech.

Novy formaln¢ abstraktni zpisob mysleni je nutnym piedpokladem k pochopeni latky
v n€kolika vyucovanych predmétech a stava se tak zakladem kazdé védecké Cinnosti. Tento
zpisob mysleni ndm dovoluje kriticky pfistup k vlastnimu mySleni 1 mySleni ostatnich lidi.
Diky tomuto zpiisobu mysleni dokazi védci v dospélém véku rozliSovat domnénky od
prokazanych fakti a posunout tak védecké badani v rlznych oborech smérem dopiedu.
Stadium formalnich operaci se za¢ina u déti vytvaret na pocatku pubescence a svého vrcholu
dosahuje zpravidla okolo 15. roku zivota. Je logické, ze toto mySleni se vyviji, nevznika

najednou a nahodné, je k tomu zapotiebi jisté pfipravy a neni ani ve vSech smérech stejné
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pravidelné. Nékdo umi jiz myslet v nékterych ptipadech formalné, ale zase v jinych ptipadech
je stale vazan na konkrétni obsahy. Z ¢ehoz vyplyva, ze mezi dosp€lymi jedinci tak dochazi
k veliké riznorodosti, ktera je dana né€kolika aspekty. Jednak je to jisté ¢astecné ovlivnéno
vrozenymi dispozicemi, ale také diivéjsi 1 souCasnou piilezitosti k feSeni rtiznych problémii.
Nastup formalnich operaci souvisi také s moralnim hodnocenim dvou skute¢nosti, a to jednak

okolniho svéta tak i sebe samého.
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1.5 ROZVOJ PROSTOROVE PREDSTAVIVOSTI POMOCi POCITACOVEHO
SOFTWARU

V poslednich letech se na mezinarodnich didaktickych konferencich matematikové
zabyvaji rozvojem prostorové predstavivosti pomoci vhodnych grafickych softward. Jednim
z mezinarodnich projekti, jehoz cilem bylo vytvoftit softwarovou aplikaci pro rozvoj a vyuku
prostorové piedstavivosti a mySleni v geometrii, je projekt DALEST (Developing an Active
Learning Enviroment for the Learning of Stereometry), ktery vznikl v roce 2005 ve spolupraci
péti universit (University of Cyprus, University of Southampton, University of Lisbon,
University of Sofia, University of Athens) za podpory Evropské Unie pod programem
Socrates, MINERVA a partnery tohoto projektu byli N.K.M Netmasters a Cyprus
Mathematics Teachers Association.

K propagaci a seznameni se s timto softwarem vyslo i n€kolik ¢lankt [11, 12], které
popisuji jeho moznosti. Projekt DALEST je tfada softwarovych aplikaci, které jsou zamérené
na zlepSeni vizudlnich prostorovych dovednosti u zaki zakladnich a stfednich skol.

Design toho projektu ma svou oporu v teoretickych tvahach né¢kolika niZe zminénych

12 a Petersen'® (1985) definuji prostorovou piedstavivost jako mentalni

matematikli. Linn
proces uréeny k vniméani, uchovavani, vybaveni, vytvofeni, uspotadani prostorovych predstav.
Lohman'* (1988) pfichazi se ti faktorovym modelem prostorové piedstavivosti, ktery
zahrnuje: ,,prostorovou vizualizaci®, ,prostorovou orientaci“ a ,prostorové vztahy*.
»Prostorova vizualizace* je schopnost pochopit pomysiné¢ pohyby trojrozmérném prostoru
nebo schopnost manipulovat objekty v piedstavach. ,,Prostorovou orientaci® definuje jako
miru své schopnosti neziistat dezorientovany pii zménach orientace vizualnich podnétl, které
probihaji pouze v mentalni rotaci uspotradani. ,,Prostorovymi vztahy* je ddna schopnost rychle
manipulovat s jednoduchymi vizualnimi vzory jakymi jsou mentalni rotace a popisuje
mentalni schopnost otacet s prostorovymi objekty rychle a spravne.

Gutierez (1996) povazuje za predstavivost v matematice druh uvazovani, které je zalozeno na
uzivani vizualnich nebo prostorovych elementt, at’ uZ mentalnich nebo hmotnych, vedoucich
k feseni problému nebo ke zlepSeni vlastnosti. Pfedstavivost je spojenim ¢tyt hlavnich slozek:

mentalni predstava, vnéjsi reprezentace, proces predstavivosti a schopnost predstavivosti. Ve

stereometrii by studenti méli ziskat a zlepSit si komplex schopnosti piedstavivosti pro

12 . . . o - . sy

Marcia C. Linn (1943) americka psycholoZka pusobici na univerzité v Berkeley.
18 Anne C. Petersen (1944) americk4 psycholoZka piisobici na univerzité ve Stanfordu.
¥ David F. Lohman (1949)americky psycholog piisobici na univerzité v Iows.
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provadéni nutnych krokt vedoucich k feSeni danych stereometrickych problému. Studenti by
méli byt schopni v zavislosti na charakteristice feSeného matematického problému vybrat
mezi nékolika vizualnimi schopnostmi, které mohou mit zcela odliSny zaklad. Jadrem
vizualnich schopnosti vedoucich k rozvoji 3D dynamického geometrického softwaru je: (a)
Percepcni neménnost, tj. schopnost rozeznat na daném predmeétu ty samé vlastnosti nezavisle
na velikosti, barvé, povrchové uprave, umisténi, nebo zméné orientace, (b) ,,Mentalni podil*
teda schopnost vytvofit si béhem okamziku dynamické rozumové piedstavy a v duchu si
vybavit uspofadani, (c) ,,Vnimani prostorové situace™ je schopnost spojovat dany predmét,
obraz nebo mentalni pfedstavu sam se sebou, (d) ,,Vniméni prostorovych vztaht‘ je schopnost
spojovat predstav navzajem nebo soucasn¢é k sobé samému a (e) ,,Vizudlni rozliSovani® je
schopnost porovnavat nékolik pfedmétii, obrazii nebo mentalnich ptedstav a identifikovat
jejich podobnosti a odliSnosti navzajem.

Na zdkladé téchto tivah by 3D dynamicky geometricky software mél poskytovat
zakim rozmanitost a velké mnozstvi prostorovych znazornéni. Dynamicka vizualizace muize
byt velmi silnym nastrojem k ziskani vétSiho porozuméni mnoha matematickych pojmi nebo
mize byt cestou vedouci kfeSeni matematickych problémi. Dynamické znadzornéni
matematickych procest nam umoziuje vnasi mysli snimi manipulovat mnohem
produktivnéj$im zptisobem, nez kterého bychom dosahli pouhym pozorovani statického textu
a obrazkl v knize. Pocitatovy software pro vyuku 3D geometrie umoznuje studentim vidét
na obrazovce dana télesa z nékolika moZznych hl pohledu a transformovat je, a pomoci nich
ziskavat a dal rozvijet svoje schopnosti a znalosti ze stereometrie.

DALEST projekt je soustava softwarovych aplikaci, kterd se u Zakt zakladnich
a sttednich Skol zaméfuje na rozvoj dovednosti prostorové predstavivosti a rozvijeni znalosti
ze stereometrie. Pro bliz§i pfedstavu uvedeme nékteré aplikace a struény popis jejich
moznosti: Cubix Editor, Potter’s Wheel a Origami Nets.

Cubix Editor
Tento editor umoznuje studentim pouhym klikanim stavét geometrické objekty z kostek
stejnych rozmérid, jakoby pracovali se stavebnici. Déle umoziiuje uloZeni vytvofenych
objektli, znovu si je nacist a pracovat s nimi déle, riizné€ je vybarvovat, pocitat jejich objem
a povrch, rizné s vytvofenym objektem otdcet a manipulovat a zobrazit jeho ptidorys, narys
a bokorys.

Potter’s Wheel
Ideou pro vznik této aplikace byl hrnc¢ifsky kruh, kdy tato aplikace dava uzivateli moZnost

pohybovat a rotovat s objekty. V ptipad¢, ze si vezmeme dvourozmérny objekt (¢tverec, kruh,
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trojihelnik, atd.) a nechame jej rotovat kolem vertikalni osy, dokdze vytvoftit velkou Skalu
rotacnich pfedmétli, ¢imz se tak stava uZzitecnym nastrojem pro designery, ktefi vyuZzivaji
pouze pét jednoduchych 2D objektt, ale zménou jejich polohy a orientace vzhledem k 0se, je
mozné vytvoftit 3D objekty rozmanitych tvart.

Origami Nets
S touto aplikaci lze sestavovat nejriznéjsi sité z jednoduchych obrazct, jako jsou
trojuhelniky, ¢tverce, obdélniky a pravidelné mnohouhelniky. Je to zptisob, kdy studenti
mohou experimentovat s odliSnymi sitémi rozmanitych téles. Dale také umoziuje sestavit
fetézec z trojuhelnikl, které lze vlozit do valce nebo kuzele. Velky vyznam této aplikace
spociva hlavné v tom, ze umi vytvofit dynamické a interaktivni prostfedi, ve kterém uzivatel
muze bez jakéhokoliv omezeni vytvaret nejriznéjsi sité téles. Sestavovani siti téles neni
staticky proces, naopak je pro uZzivatele pfinosné, pokud mulze se sestavovanou siti otacet
nebo ji nechat rotovat a pomdahd tak vizualizovat jak se vznikajici objekt méni. Dalsi
dynamickou soucasti této aplikace je to, ze uzivateli umoznuje jak 2D tak 3D pohled na danou
sit’ télesa a okamzitou zpétnou vazbu, kdy Ize sit’ slozit jesté pred tim nez je uplné dokoncena.

Slider
Studenti pracuji s ,,magickou krychli, ve které je umisténo neviditelné téleso, dale ovladaji
,»projizdéjici rovinu, kterou lze rizné pohybovat a otacet kolem libovolné osy. Misto, ve
kterém rovina protne téleso, se tak stava viditelnym, tzn., ze studenti mohou vidét fez télesa
laserovou rovinou. Krychli 1ze otacet vSemi sméry a je mozné si ji prohlédnout ze vSech
moznych thli pohledu. Ukolem studentii je potom typovat na zaklad& vzniklého viditelného
fezu o jaké skryté téleso se jedna. Samoziejme o spravnosti usudku se 1ze presvédcit tak, ze se
téleso stane viditelnym.

Jednim z cild tohoto projektu bylo vytvofit dynamicky trojrozmérny software pro
vyuku stereometrie a iniciovat tak aktivni pfistup ucitelt k vyuce stereometrie a nabidnout jim
sttedoskolské matematiky, protoze zakladnim problémem casto byva nedostatek prostoroveé

pfedstavivosti u studentd.
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2 DOTAZNIKOVA SETRENI MEZI ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Rozvijeni prostorové ptedstavivosti probihd jiz od nejatlejsiho véku ditéte.
Srozvijenim geometrické predstavivosti je dobré zacit uz béhem zakladniho vzdélavani.
Polozila jsem si otdzku, jakou prostorovou piedstavivost maji zaci prvniho stupné, jak rozumi
geometrickym pojmiim a jak s nimi dokdzou pracovat. Jelikoz jsem sama neméla moznost
zblizka prakticky se seznamit s vyukou geometrie na zakladni Skole a sledovat, jak Zaci
reaguji na jednotlivé geometrické pojmy a co si pod nimi predstavuji, tak jsem oslovila
kolegyni RNDr. Lenkou Juklovou, Ph.D., se kterou jsme dospély k zajimavému napadu.
Rozhodly jsme se, Ze provedeme dotaznikové Setfeni, abychom ziskaly alespon né&jaké
informace o porozuméni geometrie na zakladni Skole. Na jeho zaklad¢ jsme si udé€laly néjaky
zaveér o vyuce geometrie a geometrické predstavivosti zakil. Vysledky Setfeni jsme zpracovaly
do nékolika grafi.

Dotaznik byl urcen pro zéky 4. a 5. tiid zakladnich $kol. Na jafe ve Skolnim roce 2015
— 2016 jsme oslovily ¢tyfi zékladni skoly. Z rozeslanych dotaznikii se nam vratilo zpét 355
vyplnénych, z toho jsme musely 5 vyfadit. Dotaznik obsahoval celkem Sest otazek a z toho
pet uzavienych. To znamend, ze Zaci méli u kazdé otazky moznost vyberu spravné odpoveédi
ze tii, Ctyf nebo péti predlozenych odpovédi. Pritom otazky a moznosti odpoveédi byly voleny
tak, aby nebyla spravna pouze jedna odpovéd’, ale nabizelo se i vice spravnych moznosti.
Posledni Sestd otazka neméla hodnotit znalosti, nybrz nas zajimalo, zda maji Zaci zdjem
0 geometrii a jestli je bavi ¢i nikoliv.

Nasledn¢ jsme ziskané odpovédi zpracovaly do grafi. U kazdé otazky je graf, ze
kterého je vidét, kolik procent respondenti zakrouzkovalo danou odpoveéd’. Posledni sloupec
v grafu ukazuje, kolik procent respondentii mélo celou otazku spravné, tedy téch, co vyznacili
vSechny spravné odpovédi.

Hned prvni otazka byla zamétena na jeden ze zékladnich a nejstarSich geometrickych
pojmi, a to useCku. Zajimalo nds, zda zaci spravné chépou, ze usecka je omezena krajnimi
body, mezi kterymi leZi nekone¢né¢ mnoho vnitinich bodi. Zjisténi bylo trochu piekvapivé,
protoze jen necelych 10 procent respondentli odpovédélo zcela spravné, coz je u tohoto

stézejniho pojmu troSku zardzejici.
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Otazka ¢. 1
Dé&ti mély v provérce z geometrie nésledujici piiklad: Na obrazku jsou dany dva rtizné body
A, B. Vyznaclte vSechny body, které patii usecce AB.
A B

Odpovédi Martina, Anezky, Jirky a Elisky vidite na obrazku. Zakrouzkujte jména vS§ech déti,
které odpovedély spravné.

A £ 1N E B AL B A B A B
* . 4 *
ArsEhos s
A)-grinu‘,nmn,/ e
Martin Anezka Jirka Eliska
r 4
Otazka ¢. 1
60%
50%
40%
30%
20%
=
0%
Martin — | Anezka | Jirka— | Eliska — cela
chybna - spravnd | chybna | otazka ¢.
odpovéd’ | spravna | odpovéd’ | odpovéd | 1 dobie
odpoved
|lV§ichni respodenti (350 zakt)| 28,86% | 49,43% | 39,71% | 32,00% 9,71%

Ve druhé otazce jsme se ptaly na spolecné body dvou riznych polopfimek a jejich
polohu.

U otazky ¢. 2 jsme udélaly jesté jeden graf navic, protoze bylo zajimavé sledovat, ze
nektefi zaci zakrouzkovali zcela protichlidné odpovédi. Skoro 20 procent odpovédélo, ze
vSechny body poloptimky CD patii také polopiimce KL a soucasné, ze vSechny body

polopiimky KL patii také poloptimce CD.

Otazka ¢. 2
Na obrazku jsou znazornény polopiimky CD a KL. Zakrouzkujte v§echna tvrzeni, ktera jsou

pravdiva.
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a) Vsechny body poloptimky CD patii také polopiimce KL.

b) Vsechny body polopiimky KL patii také polopiimce CD.

€) Na poloptimce CD existuji body, které nelezi na poloptimce KL.
d) Poloptimky KL a CD lezi na riznych piimkach.

e) Poloptimky CD a KL jsou opacné.

Otazka ¢. 2
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00% - -
0,00%
a) — b) - c)— d) - e)— celd
chybna | spravn | spravn | chybna | chybna | otdzka
odpové a a odpové | odpove | ¢.2
d odpové | odpoveé d d dobie
d d
|lv§ichnirespodenti (350 zakn) | 40,57% | 64,86% | 36,29% | 8,57% | 11,71% | 22,86%

B Vsechny body CD patii KL a soucasné v§echny body KL patii CD

B Vsechny body polopfimky CD patii 1 KL a soucasné ma CD body
nelezici na KL.
B Soucasné prvni tfi tvrzeni

18,29%

Treti otazka uz byla ze stereometrie. Zjistovaly jsme Vv ni, zda Zaci spravné rozumi
pojmu rovnobézné, rtiznobézné a kolmé piimky. Je zde obrazek kvadru ve volném
rovnobézném promitani a bylo na Zacich, aby spravné rozpoznali a uplatnili geometrickou
predstavivost. Naptiklad méli rozhodnout, zda protinajici se pruméty hran v obrazku
znamenaji 1 jejich protinani ve skutecnosti.

Z odpovédi je také mozno vysledovat zajimavy fakt, Ze n€kteti Zaci u otazky ¢. 2 a €. 3
oznacili tvrzeni i jeho negaci soucasné nebo opravili spravné tvrzeni za chybné. Procenta

téchto zaki jsme zpracovaly rovnéz v samostatném grafu.
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Otazka ¢. 3
Na obrazku vidite kvadr ABCDEFGH. Zakrouzkujte v§echna tvrzeni, ktera jsou pravdiva.

a) Ptimka AB je kolma na pfimku DH.
b) Ptimky BF a DH jsou rovnob&zné.
c) Piimky CD a BF jsou riznobé&zné.

d) Piimky CD a BF nejsou riiznobézné.

e) Piimky BF a DH se protinaji.

Otazka ¢. 3

80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%

0,00%

a) — b) - c) - d) - e)— cela
spravnd | spravna | chybna | spravna | chybnd | otdzka ¢.
odpovéd’ | odpovéd | odpoveéd | odpovéd’ | odpovéd’ | 3 dobie
m4.a5. tiidy (350 zaka) | 27,14% | 73,14% | 48,29% | 38,86% | 5,71% 8,00%

10,00%
5,00%
0,00% [ e
Zaci, kteti oznadili tvrzeni i jeho
negaci nebo opravili spravné tvrzeni
na chybné
B Vsechny body poloptimky CD
patfi i nepatii polopfimce KL 7,43%
(otazka 2).
B Primka BF je a soucasné neni
rovnobézna s piimkou DH (otazka 4,00%
3)
@ Opraveno na "Piimky BF a DH
jsou mimobézné" (otazka 3, jedna 4,57%
ttida).

Ve ctvrté a paté otazce nas zajimalo, jak jsou zéaci schopni pouze v mysli pohybovat
a otacet s krychli. Ve ¢tvrté otdzce je ptimo hraci kostka, se kterou si dité hraje od nejutlejsiho
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veéku. Celou spravné ji méla skoro polovina, pfesné 42,57 % zakl. Zajimavé je, ze stejné
procento spravnych odpovédi je 1 u paté otazky, a pficemz jde o nejvyssi pocet spravnych

odpovédi ze vSech péti otazek.

Otazka ¢. 4

Lukas si postavil doprostred stolu krychli, kterd ma na kazdé sténé prave jedno z ¢isel 1 az 6,
soucet Cisel na protéjsich sténach je vzdy 7. Na krychli se dival z pravé strany stolu (jako na
obrazku). Potom pfeSel na levou stranu stolu. Zakrouzkujte ten obrazek, na kterém je
nakreslend krychle tak, jak ji vidél z levé strany.

Otazka ¢. 4

80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%

10,00% . -
-
e)—

0,00%
a)— b) - c)— d) - cela
chybnid | chybnd | spravnad | chybnd | chybna | otdzka ¢.
odpovéd’ | odpovéd’ | odpovéd’ | odpovéd’ | odpovéd’ | 4 dobie
B vsichni respodenti (350 zakt) | 15,14% 6,29% 74,00% 2,00% 8,57% 42,57%
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Otazka ¢. 5

Na stole je polozena krychle ABCDEFGH, jeji sténa ABCD na stole lezi (jako na obrazku).

H G

Krychli oto¢ime tak, aby na stole
lezela sténa DCGH. Zakrouzkujte
vSechny obrazky, které mohou
ukazovat takto otocenou krychli.

: F E F
o) i B A : B
| l
JRE— —_Ja gl L. G
C H D - C
r 4
Otazka ¢. S
80,00%
70,00%
60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%
0,00%
a) — b) - c) - cela otazka
spravna chybna spravna ¢. 5 dobie
odpovéd’ odpoveéd’ odpovéd
m viichni respodenti (350 zakt)|  75,43% 16,57% 62,57% 42,57%
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V posledni Sesté otazce skoro 40 % zakh odpovédélo, ze je geometrie bavi, 35 %
nebavi a 25 % nevi. Z toho vyplyva, Ze u zaki, ktefi nevedi, je jisty potencial, se kterym by se

dalo pracovat a probudit v nich spravnym pfistupem zajem o geometrii.

Otazka ¢. 6
Bavi t¢ geometrie? (zakrouzkuj odpovéd’)
a) Ano
b) Ne
c) Nevim
/4 04
Otazka ¢. 6
40,00%
30,00%
20,00%
10,00%
0,00%
bavi nebavi nevi
| mvsichni respodenti (350 zaki) 39,43% 35,71% 25,14%

Vyslovit struéné hodnoceni tohoto dotaznikového Setfeni v podstaté neni mozZné,
nebot’ nékteré vysledky byly necekané a jiné prekvapujici. Ukézalo se, Ze zaci maji problém
s pochopenim a porozuménim pojmu useCka. V nasledujici otdzce o polopiimkach pak
dochazelo k soucasnému oznaceni protichlidnych tvrzeni. RovnéZz néktefi zaci nemaji
ujasnéné pojmy rovnobé€zné, riznob&zné a kolmé piimky. Oproti tomu byli celkem uspéSni
(kolem 75 %) v oznaceni jednotlivych spravnych moznosti odpovédi v otazkach, sice v obou
ptipadech spravné celou otdzku mélo nakonec pouze 42,57 % zakd. Prizkum ukazal, ze je
nutné dbat uz na zakladni skole, aby geometrické pojmy byly spravné definovany a nasledné
pochopeny zaky. Vysledky vyhodnoceni otdzek ¢. 4 a €. 5 ukazuji, Ze Zaci maji urcitou

geometrickou predstavivost, ale je potieba s ni pracovat a dale ji rozvijet.

30



3 SBIRKA ULOH STEREOMETRIE

31



SBIRKA ULOH STEREOMETRIE

Polohové vlastnosti Gtvarl v prostoru




Sbirka tloh STEREOMETRIE - Polohové vlastnosti titvart v prostoru
Mgr. Marie Chodorova, Ph.D.
Grafickd uprava a sazba: Marcel Vrbas




OBSAH

SEZNAM POUZIVANYCH SYMBOLU 5
A. ZAKLADY STEREOMETRIE 7
A.1 Zékladni stereometrické pojmy.................. 7
A2 Zobrazovéni prostorovych GtvarG vroving ... 9
B. POLOHOVE VLASTNOSTI UTVARU V PROSTORU 13
B.1 Vzdjemnd poloha ¢tyiboda...................... 13
B.2 Vzdjemnd poloha dvou ptimek........................ 14
B.3 Pranikrovinyatélesa.................. 16
B.4 Vzdjemnd polohadvourovin. ... 26
B.S Vzdjemnd poloha tiirovin...................... 29
B.6 Vzéjemnd poloha pfimky aroviny ... 31
B.7 Prunik ptimky s hranicitélesa........................ 33

VYSLEDKY ULOH 37




SEZNAM POUZiVANYCH SYMBOLU

A, B
a b

<~ AB
— AB
AB

P

<~ ABC
<—>Ap
g

% AVB
all b
alfb
aNb=P
aNp=p
|AB|

|Ap|

|Aq|

|ab|

|aB|
|2£AVB|
| o ab|

| pa

| % ap|

body A, B

ptimky a, b

ptimka A, B

polopiimka AB

usecka AB

roviny p,o

rovina ABC

rovina Ap (rovina uréend bodem A a ptimkou p)
rovina pq (rovina uréena ptimkami pq)
stfed usecky AB

konvexni uhel AV B

ptimka a je rovnobézna s ptimkou b
ptimka a neni rovnobézna s ptimkou b
prusecik P piimek a, b

prusecnice p rovin a, ff

vzdélenost bodu A, B; délka tsecky AB
vzdélenost bodu A od ptimky p
vzdélenost bodu A od roviny a
vzdélenost rovnobéznych ptimek a, b
vzdalenost rovnobéznych rovin a, 8
velikost konvexniho thlu AV B
odchylka ptimek a, b

odchylka ptimky p a roviny a

odchylka rovin a,

objem télesa

povrch télesa




A. ZAKLADY STEREOMETRIE

A.1 Zakladni stereometrické pojmy

Stereometrie, neboli geometrie v prostoru se zabyva feSenim prostorovych geome-
trickych uloh. Aby student byl schopen fesit ulohy na dané téma musi se seznamit
s nékterymi stereometrickymi pojmy a vétami.

Za zakladni utvary ve stereometrii povazujeme body, pfimky a roviny. Déle uve-
deme jejich vlastnosti a vztahy.

URCENI PRIMKY

o dvéma ruznymi body A a B je urc¢ena jedind piimka.

URCENI ROVINY

« ptimkou a bodem, ktery nelezi na této ptimce,
« tfemi body, které nelezi na jedné piimce,
 dvéma ruznobézkami,

« dvéma riiznymi rovnobézkami.

VZAJEMNA POLOHA PRIMEK a, b

« rovnobézné: a, bleziv téZze roviné a soucasné a N b =@ - riizné,
« rovnobézné splyvajici:a=b

o riznobézné: a N b =R, R - prusecik,

« mimobéZné: a, b neleZi v téZe roviné a sou¢asné a N b = Q.

VZAJEMNA POLOHA DVOU ROVIN a, 8
« rovnobézné: a N = - rtizné,

« rovnobézné splyvajici: a = B,

o ruznobézné: a N B =r, r — prusecnice.

VZAJEMNA POLOHA TRi ROVIN

« V8echny tfi roviny jsou navzdjem rovnobézné.




« Dvé roviny jsou rovnobézné, tieti je protind ve dvou rovnobéznych piimkéch.
« Kazdé dvé roviny jsou riznobézné a vechny tii prisecnice jsou navzijem rov-
nobézné a rtzné.

\
~ | /7 \
\ | / \

|
|
| AN
|

N |
\ Iry \

« Kazdé dvé roviny jsou raznobézné a véechny prusecnice splyvaji vjedinou ptimku.

« Kazdé dvé roviny jsou ruznobézné, jejich prusecnice jsou navzajem riznobézné
a protinaji se v jednom spole¢ném bodé.

| N\
N\

| AN

| N\

|

N\
N\

A el

VZAJEMNA POLOHA PRIMKY a A ROVINY p
« rovnobézné: a N p = @ - rtizné,

« ptimka a lezi v roviné p: a € p,

o riznobézné: a N p = R, R - prusecik.

NEKTERE DALSI VLASTNOSTI BODU, PRIMEK A ROVIN:

« Bodem A Ize vést pravé jednu ptimku a rovnobéznou s ptimkou b.

o Lezi-li dvarazné body ptimky a v roviné p, pak kazdy bod ptimky a leziv roviné p.

« Maji-li dvé razné roviny a a B spole¢ny bod A, pak maji i spole¢nou piimku a,
ktera prochazi bodem A.

« Ptimka a je rovnobézna s rovinou p, pravé kdyz v roviné p existuje ptimka rov-
nobézna s piimkou a.

« Dvé roviny jsou rovnobézné, pravé kdyz jedna z nich obsahuje dvé raznobézky,
z nichz kazda je rovnobéznd s druhou rovinou.

« Danym bodem A Ize vést jedinou rovinu a rovnobéznou s danou rovinou p.




A.2 Zobrazovani prostorovych atvart v roviné

Rovinu, do niz geometrické utvary rovnobézné promitime, nazyvime pramétnou.
Tuto pramétnu ztotoziiujeme s ndkresnou, tj. s rovinou tabule nebo sesitu. K nazor-
nému zobrazovéni prostorovych geometrickych utvart a kilustraci feseni nékterych
stereometrickych uloh uzivime volné rovnobézného promitani.

Pti zobrazovani prostorovych geometrickych utvart ve VRP dodrzujeme jedno-

duchd pravidla:

1. Body zobrazujeme jako body.

2. Ptimky zobrazujeme jako ptimky nebo jako body.

3. Zachovavame incidenci bodii a ptimek.

4. Rovnobézné primky zobrazujeme jako rovnobézky nebo jako body.

5. Zachovavame pomér velikosti rovnobéznych tsecek.

6. Obrazce lezici v rovindch rovnobéznych s pramétnou zobrazujeme ve skute¢né
velikosti.

Pti volném rovnobézném promiténi se jednd o zobrazeni, ve kterém jsou bodam

prostoru prifazeny jisté body nakresny.

Pro ndzornost obraza ma prakticky vyznam ptipojit nésledujici tmluvy, které bu-

deme respektovat:

7. Obrazy ptimek kolmych k primétné (tyto ptimky budeme nazyvat hloubkové)
kreslime tak, aby sviraly s vodorovnou pfimkou zvoleny thel, tzv. thel zkoseni.
Vétsinou volime thel o velikosti 45°.

8. Obrazy usecek na hloubkovych primkich zkracujeme na polovinu jejich sku-
te¢né velikosti.

PRO NAZORNOST ZOBRAZIME NEKOLIK UTVARU A TELES:

o ¢tverec ABCD o krychle ABCDEFGH
H G
|
D C I
E : F
|
|
a |
D , a |
C Dy __ ),
a / a
45° 2 45° 5
A a B A a B




« rovnostranny trojuhelnik ABC « pravidelny $estiuhelnik ABCDEF

C E D
v F : c
C E' D
v S \
3 F \——M e
45° 45°
A B A B

F E
G D F__—~_F
H C AL B

A B

C
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o pravidelny ¢tytstén ABCD

(Ke konstrukei pravidelného ¢tyfsténu je nutné urcit jeho vysku, a to tak, ze sklo-

pime rovinu, ktera obsahuje vysku télesa a hranu CD, do roviny podstavy.)

C

D)
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12 ZAKLADY STEREOMETRIE




B. POLOHOVE VLASTNOSTI UTVARU V PROSTORU

B.1 Vzajemna poloha ctyr bodu

1.
Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDYV, zjistéte, zda uvedené body B,C,X,Y lezi
vjedné roviné. Bod X je stied hrany AV, bod Y'je stted hrany DV.

Reseni:

Body B,C,X,Y lezi v jedné roving, protoze hrana BC je rovnobéznd se stiednou XY
a rovnobézné piimky lezi v jedné roviné.

2.

Je dana krychle ABCDEFGH:

a) zjistéte, zda body E, G, B, X lezi v jedné roviné. Bod X je stied hrany BF;

b) zjistéte, zda body A, C, K, L lezi v jedné roviné. Body K, L jsou stiedy hran EF,
FG;

c) zjistéte, zda body K, L, B, X lezi v jedné roviné. Bod K je stted hrany AE, bod L
je stted hrany DH a bod X lezi na hrané EF a plati | XE| = 2| XF|;

d) zjistéte, zda v krychli ABCDEFGH lezi uvedené body K, L, M, S vjedné roviné.
Bod Kje stted hrany AE, bod L je stted hrany DH, bod M je stted hrany BF a bod
S je stied krychle.

3.
Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Zjistéte, zda uvedené body B, D, F, K lezi
vjedné roviné. Bod K lezi na thlopii¢ce EF a plati 3|EK| = |FK|.

13




B.2 Vzajemna poloha dvou primek

4.
Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze primek AH a S zF :

Resent:
H G
/
/'
E //|
[ F
[ |
[
/
/ |
/ DI
/ /1 __
/ /)_ ¢
I
|4
I
A Sas B

Body AFH je jednozna¢né uréena rovina, ale bod S, v této roviné ziejmé nelezi,
tedy ptimky AH a S ,3F jsou mimobézné.

5.

Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze piimek:
a) ASga SusD

b) AP a BS(, bod Pje stied stény CDGH

c) AP a S,;;Scp, bod Pje stied sttny CDGH

d) AS;,aEC

e) SapSipa FH

f) AH a S5,:G

g) BD a Sz:H

h) BHa S,;Scq

6.
V pravidelném ¢tyfbokém jehlanu ABCDYV rozhodnéte o vzdjemné poloze ptimek
BCaS$ AV S BV~

14




Reseni:

Ptimky BC a S 4ySpy jsou mimobézné, protoze nemaji zadny spole¢ny bod a nelezi
vjedné a téze roviné.

7.

V pravidelném ¢tyibokém jehlanu ABCDV rozhodnéte o vzdjemné poloze primek:
a) ASpya BS¢y

b) ABa ScySpy

c)BVaCD

d) CVa SasSav

e) DV a SppSyy

8.
V pravidelném osmisténu ABCDEF rozhodnéte o vzdjemné poloze piimek DF

Reseni:

Ptimky DF a Sgg Spg jsou ruznobézné, protoze body BEDF tvoti thlopii¢ny fez
daného osmisténu, tim padem lezi v jedné roviné, ve které lezi i body Sgg,Sp, tedy
ptimky DF a Sgpg Spg lezi v jedné a téze roviné a nejsou rovnobézné, protoze se
protinaji vbodé R.

15




9.

V pravidelném osmisténu ABCDEF rozhodnéte o vzajemné poloze piimek:
a) DS,zaBSc;

b) AScpaSarScr

C) ADa CSBF

B.3 Prunik roviny a télesa

Pti konstrukci fezt na télesech se fidime témito tiemi pravidly:

. pravidlo ¢&. 1: strany fezu tvoif body, které lezi v jedné sténé télesa, (Ize spojit
body lezici v téZe roviné stény télesa),

« pravidlo ¢. 2: strany fezu, které lezi v rovnobéznych rovinach jsou navzdjem rov-
nobézné,

« pravidlo ¢. 3: jestlize dvé prusecnice tif rovin prochdzeji jednim bodem, musi
jim prochézet také tieti prisecnice.

Poznamka: V zadani priklada nebude vyslovné uvadéno, kde body urcujici rovinu
fezu lezi, a tudiz ¢tendf se bude orientovat podle obrazku.

10.
Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

Resent:
H G
|
I L
E | K|
| F
|
|
I —
I M
Dy - F-—Jc
/
7/
/
A B

Rovina fezu je ur¢ena body KLM. Protoze bod K lezi na hrané EF, bod L lezi
na hrané FG a body EFG ur¢uji rovinu, ve které lezi horni podstava EFGH krychle
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ABCDEFGH, proto v této roviné musi lezet i ptimka KL, proto spojime body KL

a usec¢ka KL tak urcuje jednu stranu fezu.

Analogicky totéz provedeme s body LM a KM, tedy podle pravidla ¢. 1 spojime
body KL, LM a MK, ¢imz je fez sestrojeny.

11.
Sestrojte tez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

Resenti:

o J O\ \»n

G
/
/n
M

C

. Body KL lezi v téze roviné stény ABEF a podle pravidla ¢. 1 tvofi stranu fezu.
. Roviny ABF a DCG jsou rovnobézné, takze podle pravidla ¢. 2 vedeme bodem

M rovnobézkum s KL.

. Pranik pfimky m a hrany DC je bod X.
. Dalsi body fezu sestrojime uzitim pravidla ¢. 3. Roviny ADH, CDG a KLM se

protinaji vjednom bodé I € DH, kterym prochdzeji vSechny prusec¢nice téchto
rovin. ADH a CDG se protinaji v piimce HD a na ni bude lezet bod I, jimZ pro-
chézeji dalsi dvé prasecnice. Tento bod I ur¢ime jako prusecéik piimek HD a m.
Ptimka IK je prase¢nice rovin ADH a KLM.

. Bod fezu Yje prusec¢ikem ptimky KI s hranou AD.
. Bodem L vedeme rovnobézkul s XY.

. Pranik pfimky 1 a hrany FG je bod Z.

. Rez je ur¢en body LZMXYK.
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12.
Sestrojte ez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM.

Resent:
G
C
!
1. Nemuzeme vyuzit Zzddné pravidlo. Sestrojime pruasec¢ik pfimky LM s rovinou

2.
3.
4.

(&)

podstavy ABC, a to tak, Ze sestrojime pravouhly pramét této ptimky do roviny
stény ABC, coz je piimka L "M . Prusecik ptimky LM s L "M " je bod I, coz je
prasecik ptimky LM s rovinou podstavy ABC.

Sestrojime ptimku KI a jeji prusecik s hranou AB je dal$i bod fezu X.

Spojime LX.

Bodem M vedeme rovnobézku m s ptimkou KX a jeji prusecik s hranou FG je
bod tezu Y.

. Spojime LY.
. Dile bodem M vedeme rovnobézku I s pfimkou LX.
. Bod Z, ktery je pruse¢ikem ptimky [ a hrany HD, je bodem fezu a spojime ho

s bodem K.
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13.

Sestrojte fez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou body KLM:

a)

<)

b)
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H G H G . H G
| I M il
| | X |
b1 r E— FoL E— F
vl I X | X
X 1o I ! [ !
b | | | I
|/)__J_____ c D/_L____J.C D/___J____ c
o KT e KX /7
I 1
A B A B A K B
14.

Sestrojte tez krychle ABCDEFGH rovinou ur¢enou bodem P a ptimkou p, jestlize
ptimka p lezi v roviné:

a) ABC b) EFG
p
H G H G
|
EL
F
|
|
|
|
Dy ——_ ] - Jc
/
/
/
A B__i_

c) CDG
H G
|
|
E f F
|
|
|
Dl
b -—Jc
// Pl P
7/
A B
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15.
Sestrojte fez pravidelného ¢tyrbokého jehlanu ABCDV rovinou KLM:
b)

16.
Sestrojte fez pravidelného ctyibokého jehlanu ABCDV rovinou bodem P a piim-
kou p, jestlize ptimka p lezi v roviné ABC.

17.
Sestrojte fez pravidelného $estibokého hranolu ABCDEFA'B'C'D’E'F’ rovinou

E D’ E D’
F | Myy F | DY
| i |C M €
’ [ B’ | ’ [ B’ |
AT | AT |
| | K | |
K | | | |
| | | |
| | | I
L/EJ______[D /EJ______[D
1= \ 1 - \
F C d C
A B A B
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F M D’ E D’
| B F— | DY
’ N ¢ | €
ro | B | A B’ |
A K | | +M |
| | | |
| 1L | |
| | | |
| | pal ! |
B | PR .
L — \ 1 - \
FX c F c
A B A B

19.
Sestrojte fez pravidelného osmisténu ABCDEF rovinou KLM.

Resenti:
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1. Body M, L lezi v téze roviné stény DCE a podle pravidla ¢. 1 tvofi stranu fezu.

2. Roviny ABF a DCE jsou rovnobézné, takze podle pravidla ¢. 2 vedeme bodem K
rovnobézku ks ML.

3. Pranikem piimky k a hrany BF je bod X.

4. Déle uz nemuzeme vyuzit zaidné pravidlo, musime tedy sestrojit prasecik ptimky
LM srovinou podstavy ABC. V tomto piipadé prisecik I sestrojime jako prisecik
ptimky LM s hranou CD, protoze CD je pruse¢nice rovin ABC a DCE.

5. Sestrojime piimku KI a jeji prase¢ik s hranou BC je dals$i bod fezu Y.

6. Spojime LY a XY.

7. Podle pravidla ¢. 2 bodem M vedeme rovnobézku m s pfimkou XY, nebot roviny
BCF a ADE jsou rovnobézné a prusecik ptimky m s hranou AE je bod fezu Z.

8. Spojime ZK.

9. Rez je ur¢en body KXYLMZ.

20.
Sestrojte fez pravidelného osmisténu ABCDEF rovinou KLM:
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21.
Sestrojte ez pravidelného ¢tytsténu ABCD rovinou KLM:

a) b)

22,
Sestrojte ez krychle ABCDEFGH a soucasné fez pravidelného osmisténu PQRSTU
rovinou KLM.

B.4 Vzajemna poloha dvou rovin

23.
Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin CEF a BDG, je-li ddna krychle
ABCDEFGH, v ptipadé raznobéznych rovin sestrojte jejich prasecnici.
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Reseni:

H G
|
|
E : —F
\ Vi
\\ : y S P
V4
\ | // ///
N T
Dy—"_ _ _| L/
//)é\ c
N
/ ~
/s gy
A B

Roviny CEF a BDG jsou rizné a maji spole¢ny bod D, tedy priise¢nice téchto rovin
musi prochdzet bodem D. Dile plati pro raznobézné ptimky BG a CF, které lezi
v roviné stény krychle BCF, ze BG lezi v roviné BDG a CF lezi v roviné CEF, proto
bod S= BG N CFnalezi souc¢asné obéma rovindm a je dal$im bodem prusecnice p.
Protoze je D # S, je ptimka p = DS hledanou prase¢nici rovin CEF a BDG.

24.
Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin BCS,; a EHSgy, je-li ddna krychle
ABCDEFGH, v ptipadé raznobéznych rovin urcete jejich prasecnici.

Resenti: H c
SN
[ ~
E | s
| FO~
/I \\ /
V4 N
Sl o X
AE | ~
D S
______ r——>C
7/
/
7/
A B

Ukézeme, ze rovina EHSy; je rovnobézna s rovinou BCS ;5. V roviné EHSg; si vy-
bere napt. ptimky EH a ESgr a ukdZeme, Ze tyto primky jsou rovnobézné s rovinou
BCS,;. Ptimka EH je rovnobézna s piimkou S,;Spy; a pfimka ESgy je rovnobézna
s ptimkou S ,;B, tedy v roviné EHSy; existuji dvé raznobézné piimky rovnobéiné
s rovinou BCS , a proto jsou roviny BCS ,; a EHSpr rovnobézné.
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25.
Rozhodnéte o vzijemné poloze dvou rovin, je-li dina krychle ABCDEFGH, v pti-
padé rznobéznych rovin urcete jejich prasecnici:
a) BES ¢, HFSy
b) AFH, BDG
c) EFG, BCS ¢
d) ABSpp, SaSceScn
e) ACE, AFH
f) EGSye, BHF
g) ABG, HFS,,
h) ABC, FHS,;
i) ABC, AFH
j) ACF, CGS 45
k) ACH, S15S5cSer
l) ASprSen, CDSgq
m) BEG, S ,5SscScq
n) ASgrSery CSp6Shc
0) BCS 1z, BSprSig
p) ACSpy, BCSg;

26.

Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin, je-li dan jehlan ABCDV, v ptipadé ruz-
nobéznych rovin urcete jejich prasecnici:

a) BVS,p, DSpcScy

b) ACV, BDS¢y

¢) BCV, ADV

d) ACScy; VS4pSsc

¢) BDV, SycScyK, K € AD A |DK]| = 3|AK]|

f) ABC, ScySuK, K € BV A |VK]| = 3|BK]

g) BCV, $,,CK, K € AB A |AK| = 3| BK|

27.
Rozhodnéte o vzdjemné poloze dvou rovin BDS sz a S,£SprScy, je-li dan pravidelny
osmistén ABCDEF.
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B.5 Vzajemna poloha tfi rovin

28.

Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzajemné poloze tii rovin CDE,

S4eSprSrey ABSc.

Reseni:

P

SAE

H
/)
I I SFG
/ | F
| B |
N
1 LA
J__}{_J_ _____ _
N 5
/I \ BF
) )———— —F-
/s
vz
17
A B

Q

/

/

Roviny jsou navzajem ruznobézné, ale protinaji se v navzdjem rovnobéznych
ptimkdch. Prasec¢nici rovin CDE a ABS¢ je ptimka KL, kde K = BS.; N CF,
L = ASpy N DE. Prasecnici rovin CDE a S,:Sp:Sp¢ je pfimka MN, kde
M = SgrSpc N CF,N = S8z N DE. Prasecnici rovin S 4zSprSrc a ABS¢ je pfimka
PQ,kde P = ASpy N SapSer, Q = BSce N SprSre. Primky KL, MN, PQ jsou navza-

jem rovnobézné.

29.

Je ddna krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzdjemné poloze tif rovin:

a) ECG, BDF, ABH

b) BCE, ADE, S ,£SccSar
C) ADE, BCSgr, SarSceSsr
d) BDG, BDE, SgpSrgSen

e) BDH, S45S4pSag, SkeSeuSca
f) AGH, SprSceSery SarSasSco
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30.
Je déna pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Rozhodnéte o vzdjemné poloze tii
rovin AB C, BD‘/, SAVsBVscv.

Resenti:

Roviny ABC a S,SpScy jsou navzijem rovnobézné, protoze AB || S Sy
a BC || SpyScy, tedy treti rovina BDV protina tyto dvé rovnobézné roviny v navza-
jem rovnobéznych piimkach.

31.

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Rozhodnéte o vzdjemné poloze tiirovin:
a) ACV, BDV, S,uSpvScv

b) ACV, S45SscSsvsy SapScpSpv

C) DBV, S4SapV, SpcScpV

32.
Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Rozhodnéte o vzajemné poloze tfi rovin
BDE} SABSADSAE) SCBSCDSCE'

Resenti:

30




Roviny jsou navzdjem rovnobézné, protoze SpSyz || DE Il ScpSce @ Saz Sap Il BE |l
SCBSCE'

33.

Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Rozhodnéte o vzijemné poloze tii rovin:
a) ABC, BEF, ACE

b) ABScy, CDS g SapScpE

B.6 Vzajemna poloha pFimky a roviny

34.
Je dana krychle ABCDEFGH. Ur¢ete prusecik ptimky BH s rovinou ACE.

Reseni:

I\
|
E LN 1
N F
N
[ J?X
| I\
| I\
D \
ST sc
4 ~l_-x[
7/ _
///// :\\\
A | B

Piimkou BH prolozime vhodnou rovinu, v tomto ptipadé to bude rovina BDH.
Sestrojime prusec¢nici r téchto rovin. Hledany prusecik piimky BH a roviny ACE je
bod X, ktery je pruse¢ikem ptimek BH a r.

35.

Je ddnakrychle ABCDEFGH, rozhodnéte o vzdjemné poloze roviny a ptimky, v pii-
padé raznobéznosti urcete prusecik:

a) EC, ABH

b) BE, EGC

¢) FH, BDH

d) AG, BHS 43
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36.

V krychli ABCDEFGH jsou body P, Q, R, S po radé stiedy stén ADEH, ABEF,
BCFG, CDGH.

Urcete vzdjemnou polohu:

a) ptimky PQ a roviny EFG

b) ptimky RS a roviny ABC

c) ptimky QR a roviny DHC

d) ptimky PR a roviny ABF

37.

Je dédnakrychle ABCDEFGH, rozhodnéte o vzéjemné poloze ptimky a roviny, v pii-

padé raznobéznosti urcete prusecik:

a) ptimky PR a roviny S,5SpcSg, body P, R jsou po tadé sttedy stén ADEH, BCFG

b) ptimky KL a roviny BDF, bod K lezi na AE a plati |EK| = 2|AK|, bod L lezi na
CGaplati |GL| = 2|CL|

c) ptimky SgrSpy a roviny BSgpSpg

d) ptimky FSpy; a roviny S,5S5cSax

38.

Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda lezi:

a) ptimka KD v roviné ABC, bod K lezi na BC a plati |BK| = 2|CK|

b) ptimka BH v roviné ACG

c) ptimka AD v roviné AFH

d) ptimka PR v roviné ABG, body P, R jsou po adé stiedy stén ADEH, BCFG

39.
Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda body E, B a pfimka DH lezi v jedné

rovineé.

40.
Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Sestrojte prisecik ptimky KL s rovinou
SasDScy. Bod Klezi na AVaplati |AK| = 3|VK|, Llezina CVaplati |CL| = 3|VL|.
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Reseni:

1. P¥imkou KL prolozime vhodnou rovinu, v tomto piipadé to bude rovina Acy.

2. Sestrojime prusecnici prolozené roviny ACV's danou rovinou S ,zDScy. Prisec-
nici téchto rovin je ptimka USy, protoze piimky AC a S,3D lezi v roviné pod-
stavy a maji spole¢ny pravé jeden bod U. A dal$im bodem prusecnice je bod S¢y,
protoze lezi na hrané CV.

3. Prasec¢ikem ptimky KL s rovinou S,3DScy je bod R, coz je prasecik ptimky KL
s prasecnici UScy.

41.

Je dan pravidelny c¢tyiboky jehlan ABCDV. Sestrojte priise¢ik primky s rovinou:

a) ptimky CS,y s rovinou KLV, K lez{ na AB a plati |BK| = 3|AK|, L lezi na CD
aplati |[DL| = 3|CL|

b) ptimky VS ¢ s rovinou S,5ScyD

c) ptimky VS, s rovinou ASp-Scy

d) ptimky CS,y s rovinou KLM, K lezi na AB a plati |AK| = 3|BK|, L lezi na CV
aplati |CL| = 2|VL|, M lezi na DV a plati |MV| = 3|DM]|

e) ptimky BV s rovinou JKL, ] lezi na AB a plati [BJ| = 3|AJ|, K lezi na CV a plati
|VK| = 3|CK]|, L lezi na DV a plati |[DL| = 3|LV|

f) ptimky VSg s rovinou S5SayScp

B.7 Prunik pfimky s hranici télesa

Prusecik primky a roviny ziskame takto:

1. P¥imkou prolozime vhodnou rovinu, ktera je s danou rovinou riznobéznd.
2. Ur¢ime priise¢nici téchto rovin.

3. Prusecik dané ptimky s prase¢nici je hledany prusecik ptimky s rovinou.
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Pruanik p¥imky s hranici télesa fe$ime podobné jako prusecik piimky s rovinou:

1. P¥imkou prolozime libovolnou vhodnou rovinu, kterd protne téleso a je s danou
rovinou riznobéznd. U hranola prokladdme zpravidla rovinu, kterd je rovno-
béznd s bo¢nimi hranami hranolu, tzv. smérovou rovinu. U jehlant prokldddme
danou ptimkou zase zpravidla rovinu, ktera obsahuje vrchol télesa, tzv. vrcholo-
vou rovinu.

2. Sestrojime fez télesa touto rovinou.

3. Prusecik dané primky s fezem je hledany prasecik piimky s hranici télesa.

42.
Je dana krychle ABCDEFGH. Ur¢ete pruseciky piimky MN s hranici krychle. Bod
Mlezina AB, bod Nlezi na EH

Resent:
N
H/ | V 6
T
Y7
| | \
E L NX
| | Fl T
| | 1\
| | |
X P
L7 T~ |
Dy )¢
/ ~
v S
/
A B M

Ptimkou MN prolozime rovinu rovnobéznou se svislymi hranami krychle (tzv. smé-
rovou rovinu) a uréime jeji tez STUV s krychli. Ptimka MN protind hranici tohoto
tezu (tj. hranici krychle) v bodech XY.

43.

Je déna krychle ABCDEFGH. Ur¢ete pruseciky piimky PQ s hranici krychle. Pro
body P, Q plati:

a)B=S,,,H= Sqc

b) Plezina — DH a plati [DP| = 1,5|DH|, B = Sop

c) Plezina— CBaplati |CP| = 1,5|BC|, Qlezi na = EH a plati |[EQ| = 1,5|EH]|
d) Plezina — FBaplati |[FP| = 1,25|BF|, Qlezina — DH aplati [DQ| = 1,25|DH]|
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44,

Je dan pravidelny $estiboky hranol ABCDEFA'B'C'D’E'F’. Ur¢ete pruseciky piimky
MN s hranici hranolu. Pro body M, N plati:

a)F = Sy, Nlezina — B'C'aplati |B'N| = 1,25|B'C/|

b)B = S,,, N lezi na — EE'a plati |EN| = 1,25|EE/|

45.

Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Ur¢ete pruseciky ptimky MN s hranici
jehlanu. Pro body M, N plati: A = Sy, N = Sgy, bod S je stied podstavy ABCD.

Reseni:

Ptimkou MN prolozime rovinu, kter prochazi vrcholem jehlanu ( tzv. vrcholovou
rovinu) a uréime jeji fez UTV s jehlanem. P¥imka MN protind hranici tohoto fezu
(tj. hranici jehlanu) v bodech XY.

46.

Je dén pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Ur¢ete pruseéiky ptimky PQ s hranici
jehlanu. Pro body P, Q plati:

a) P=Sp,B=84

b) Plezi na — VB aplati |VP| = 1,5|VB|, Q = Spy

¢) P =S4, Qlezina = DCaplati |DQ| = 1,5|DC]

47.

Je dan pravidelny osmistén ABCDEF. Urcete pruseciky primky MN s hranici osmi-
sténu. Pro body M, N plati: Mlezina — ABaplati [AM| = 1,5|AB|, Nlezina — FD
aplati |[FN| = 1,25|FD|.
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c) protinaji se ve tfech navzéjem
rovnobéznych primkach
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49




7 7

c) riznobézné d) rovnobézné 37.a) riznobézné

H G H G H G
[ [
E | E ' E
I F I F
| R P R P
Q _t % s == — — = 7 - X * ==
/Ie . I
- 7e Dy - e D)-
/ 7/ /
/ / /
A B A B A
b) riznobézné c) rovnobézné d) riznobézné
H G H G H G
| Sre N
E R ELL 1\
~ \J& F / >L — ‘\°; = F N\
SDH' ~ [ ISDH \\\
| ~ / | \
| ol SBF SAE | \\\
Df——-r=7c ----F77c
/ o\
7/ ,\}’\ Sac
A B A Sis B
38. a) lez b) nelezi c) nelezi
H G H G H G
[ I /l
| Il
£ [ F £ N F ET F
[ I /]
I I \ I
'p Ip // [
Tols===zpogc S e e | D¢
/ 7/ —
s K s _ ="\ /
A B A B A B
d) lezi 39. nelezi
H G H G
il [
L1 E |
d ] F I F
Pl R |
— X B — I
// [ 'p
| BF——--H-Jc S jc
s 7|
I, s
A B A B




51




b)

46.2)
<)

44. a)

52




4 DOTAZNIKOVA SETRENI MEZI UCITELI STREDNICH SKOL

Soucasti prace je rovnéz malé dotaznikové Setfeni mezi uciteli stfednich skol, které se
uskutecnilo v bfeznu a dubnu letoSniho roku. Pozadala jsem ucitele matematiky na nékolika
stiednich Skolach v Olomouci o vyplnéni dotazniku. Dotaznik obsahoval deset otazek, osm
bylo uzavienych a dvé oteviené. Cilem vyzkumného Setfeni, spiSe malé sondy, bylo zjistit,
kolik hodin vénuji u€itelé na riznych stiednich skolach stereometrii, zda by byl zajem o tuto
sbirku pro vyuku stereometrie. V devaté otazce meéli vyjadiit, co si mysli o prostorové
piedstavivosti zakl. Posledni desata otdzka byla oteviena. Kdo chtél, mohl zde napsat sviij
nazor na to, co by se mélo zménit nebo zlepSit ve vyuce stereometrie. Z rozeslanych
dotaznikti na Skoly se vratilo nazpét 33.

Prvnich pét otdzek bylo spi§ vSeobecné informacnich. Zajimalo nds, jak jsou mezi
uciteli zastoupeny Zeny a muzi, jak dlouho u¢i na stfedni Skole, na jakém typu stiedni skoly,
kolik hodin vyuky vénuji stereometrii a jaky maji dal$i aprobovany predmét kromé
matematiky. Dotaznikového Setfeni se zucastnilo 23 Zzen a 17 muzd. Nejvice mezi
respondenty byla zastoupena doba 11 — 15 let, po kterou uc¢i na stiedni $kole, a to jedenacti
uciteli. Na dotaznik odpovédelo 17 ucitelt z gymnazii, 4 ucitelé ze stfedni primyslové skoly,
8 ucitelll ze stfedni zdravotni Skoly a 4 ucitelé ze stfedni ekonomické Skoly. VétSina ucitelt
napfi¢ vSemi typy Skol vénuje stereometrii vice jak 10 vyucovacich hodin. Z dotaznikového
Setfeni dale vyplynulo, Zze nejéastéjsi aprobace ucitelli je matematika s fyzikou, uvedlo ji 17

dotazanych.
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3. Typ skoly, na které ucite?
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4. Kolik hodin vyuky vénujete stereometrii béhem 1. aZ 4. ro¢niku?
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5. Jaky je dalSi predmét Vasi aprobace?
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Otazky cislo 6, 7 a 8 se tykaly piimo sbirky. Mym zamérem bylo zjistit tfi skute¢nosti,
jestli ucitelé na stfednich Skolach by sbirku povazovali za vhodnou pro vyuku, zda by jim
vyhovoval zvoleny styl zadani ptikladl, a v neposledni fad¢ zda pocet piikladi je dostatecny.

Z nize uvedenych grafii je patrné, Ze ve velké vétsiné prevladaji kladné odpovédi.
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6. Zvolili byste sbirku pro vyuku stereometrie na SS?
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8. Sbirka obsahuje pocet prikladi na jednotliva témata?

Otazka ¢. 8

25 -
20 -
15 -
10 - I m Celkem 33
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POUZE NA
NEKTERA
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Jelikoz rigordzni prace je o prostorové piedstavivosti, tak v otdzce ¢islo 9 jsem se
zajimala, co si mysli pfimo vyucujici na stfednich $kolach o prostorové predstavivosti svych
studentti. 23 dotdzanych si mysli, Ze vétSina studentl ma malou prostorovou piedstavivost,
oproti tomu 8 dotdzanych si mysli, Ze vétSina studentll ji ma dobrou, a pouze 2 dotdzani

nevedéli.
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9. Jakou maji Zaci predstavivost?
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10. Co by se mélo podle Vas zménit nebo zlepsit ve vyuce stereometrie?

Na otazku ¢islo 10 odpovédélo pouze 19 vyucujicich. Nejcastéjsi odpovédi bylo: vice
hodin stereometrie a vice casu. Objevily se také ndzory, Ze s rozvijenim prostorové
predstavivosti by se mélo zacit jiz na zakladni $kole nebo Ze vyuka stereometrie by se méla
propojit s vypocetni technikou, vyuzivat interaktivni pocitatové modelovani a pocitatové
programy. Konstruktivnim ndpadem je také doplnit sbirku o pracovni listy.

Jednim z prostiedk jak rozvijet prostorovou a geometrickou piredstavivost na
stiednich skolach je pracovat s vhodnymi studijnimi materialy. To byl také jeden z motivi pro
vytvofeni sbirky. Zajimalo mé, zda by sbirka naSla uplatnéni mezi stfedoSkolskymi
ucebnicemi, proto jsem provedla mensi dotaznikovou sondu. Pomoci ni se mi dostalo zpétné
vazby, ktera vypovida v podstaté o kladném hodnoceni a vyuziti sbirky pfi vyuce na stfednich

Skolach, nebot’ 29 respondentli z celkového poctu 33 povazuje sbirku za vhodnou pro vyuku

na stfednich Skolach a rovnéz 29 respondentim vyhovuje zpisob zadani zvolenych ptikladi.
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ZAVER

Ukazali jsme, ze neexistuje jednotnd a vSeobecné platna definice prostorové, resp.
geometrické predstavivosti, nebot” toto téma je stale aktudlni pro mnohé matematiky, ktefi se
jim zabyvaji at’ uz teoreticky ¢i prakticky ve smyslu sestavovani riznych testti pro zaky vSech
veékovych kategorii, nebo vymysli rizné tvarc¢i Glohy, modely ke slepeni, hlavolamy nebo
skladacky, pomoci kterych by se méla rozvijet prostorova predstavivost uz od nejutlejsiho
véku. Timto tématem se zabyvaji i matematikové na celosvétové trovni a k tomuto ucelu
vytvofili 1 softwarovou aplikaci, ktera je v dnesni dobé pro studenty atraktivni. Neexistuje
také jednotny nazor, zda prostorova piedstavivost je schopnost ¢i dovednost, neboli zda je
vrozena €i postupné ucenim a procvi¢ovanim ziskana. Podle mych zkuSenosti bych si zde
dovolila uvést svlij vlastni poznatek a prostorovou piedstavivost bych povazovala za
schopnost, kterou uz pfi narozeni dostava dit¢ do vinku, a proto n¢kdo je ji obdafen vice,
nékdo méné a nékdo skoro viibec. Prostorovou piedstavivost bych piirovnala k hudebnimu
sluchu. Jsou jedinci, kteti se narodi absolutné bez hudebniho sluchu, a u téchto jedinct se jen
velmi tézko rozviji néjaké hudebni vzdélani a velmi obtizné se uci he na hudebni néstroj na
zakladé poslechu. V praxi jsem méla moznost setkat se i s jedinci, ktefi maji velmi malou,
neboli skoro zadnou geometrickou predstavivost, a troufale bych si dovolila tvrdit, ze u téchto
jedinct je skoro nemozné hovofit o néjakém rozvoji této schopnosti. Pfirovnala bych to
k situaci, kdy bychom chtéli po nékom, kdo nema zadny hudebni sluch, aby rozpoznal, kdo

zpiva fale$né a kdo Ciste.

Hlavni c¢asti prace je sbirka polohovych uloh ze stereometrie, kterd obsahuje jen stru¢nou
teorii a nabizi fadu ptikladi k procviceni polohovych vlastnosti a hlavné ez téles. Sbirka se
skladd ze dvou kapitol: Zaklady stereometrie a Polohové vlastnosti utvari v prostoru.
Kapitola Polohové vlastnosti Gtvard v prostoru je rozdélena na sedm podkapitol: Vzajemna
poloha ¢tyt bodli, Vzajemna poloha dvou ptimek, Prinik roviny a télesa, Vzajemna poloha
dvou rovin, Vzdjemna poloha tii rovin, Vz4jemna poloha pfimky a roviny a posledni Priinik
pfimky s hranici télesa. V prvni kapitole Zaklady stereometrie je uvedena strucnd teorie
a princip volného rovnobézného promitani, v némz jsou soucasné zobrazena zakladni télesa,
0 kterych je fe¢ v dalSich pfikladech. Druha kapitola obsahuje 47 piikladd, z toho 17 je
feSenych. Nekteré piiklady jsou autorské, zejména piiklady na fezy téles a neautorské
ptiklady jsou posbirdny z dostupnych sbirek pro stfedni Skoly. Nejvice ptikladli obsahuje
kapitola B. 3, ve které zejména ptiklad €. 13 obsahuje 39 dil¢ich ptikladi na fezy krychle.
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Sbirka obsahuje také vysledky uloh, kdy ke kazdé uloze je vypracovano piehledné grafické
feSeni (i s pomocnymi konstrukcemi), coz je velmi praktické a umoziuje studentiim rychlou
kontrolu spravnosti vysledku jejich feSeni. Sbirku se zatim nepodaftilo vydat, ale od n¢kolika

malo kolegt, ktefi ji vyuzivaji, se mi dostalo zpétného ohlasu, ktery byl kladny.

Prace obsahuje krom¢ recenzniho posudku od RNDr. Lukase Miillera, ktery se sbirkou
pracuje, také dvé dotaznikova Setfeni. Prvni dotaznikové Setfeni probihalo na zakladnich
Skolach a bylo urceno zaktim Ctvrtych a patych Skol. Druhé dotaznikové Setieni se tykalo

piimo sbirky a provadélo se mezi uciteli stiednich Skol.
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Recenzni posudek na Sbirku uloh stereometrie, Poloh  ové vlastnosti
Gtvar G v prostoru

Autor: Marie Chodorova

Posuzovana sbhirka tykajici se polohovych uloh, jejiz autorkou je dr.
Chodorova, je sepsana na 52 stranach a obsahuje 47 uloh, z nichz nékteré
obsahuji nékolik poduloh. Prvni ¢ast se vénuje vzajemné poloze Ctyi bodu,
coz je pomérné vzacna kapitola, ktera nebyva v béznych ucebnicich, &i
sbirkdch obsaZena. Nasleduje kapitola, ktera se vénuje vzajemné poloze
dvou pfimek, obsahla kapitola tykajici se praniku roviny a télesa, kapitola
vénujici se vzajemné poloze dvou a tfi rovin, poloze pfimky a roviny a
kapitola je uzaviena kapitolou s tlohami o pruniku pfimky s hranici télesa.
V nejobsahlejSi subkapitole je na tfech pfipadech shrnut postup feSeni uloh
fezu krychle rovinou, coZz hodnotim velmi pozitivné napf. pro samostudium.
Podobné je v nasledujici subkapitole komentovano feSeni dvou uloh,
v nésledujicich subkapitolach jesté dalsi tfi alohy.
rovinou. ObtiZznost jednotlivych pfikladl graduje — prvnich devét pfikladu Ize
feSit pouze s vyuzitim prvnich dvou pravidel uvedenych v Gvodu subkapitoly,
k feSeni nasledujicich uloh je tfeba i pravidlo tfeti a Uloha je zavrSena
kroku uzit. Uvedena struktura je pro Skolskou praxi velmi vhodna, nebot Ize
pravidla procviCovat postupné. Pro Skolskou praxi rovnéz ocefiuji pfimé
zadani dloh k fezu krychli. Skoda, Ze rovnéZ ulohy tykajici se vzajemné
polohy dvou, €i tfi rovin, nejsou zadany v krychlich ve volném rovnobézném
promitani (jako v uloze 13). Nékteré ulohy jsou zcela puvodni a netradi¢ni —
napf. uloha 22, ve které se provadi fez v krychli a sou¢asné v osmisténu.

Uvedenou publikaci pouzivam jiz &tvrty rok ve Skolni praxi pfi vyuce na
gymnaziu. Dle mého nazoru se jedn& o nejlepsi sbirku ke stereometrii, ktera
je v soucasnosti dostupna. Dokonce jsem modifikoval vyuku stereometrie dle
predlozené knihy — a jsem presvéd&en, Ze to byl krok k systematizaci a
stratifikaci u€iva. Pro Zaky je publikace velmi pfehlednd, jednotlivé ulohy
postupné graduji obtiznost, lze ji pouZzit velmi pohotové ve vyuce i pfi



zadavani domacich ukold. Jako velmi pfinosné pro samostudium uvadim
kompletni a precizni feSeni jednotlivych Gloh v zavéru publikace. ObtiZznost je
pfiméfend bézné stfedni Skole. Navic se jedna o jednu z nejobsahlejSich

sbirek tloh ke stereometrii. Lze si jen pfat vice sbirek podobné kvality.

RNDr. Lukas Mdller, Ph.D., Gymnazium Jevicko &ﬁ%



Dotaznik pro zaky zakladnich skol

V otazkach s vybérem odpovédi mize byt spravnych odpovédi i vic neZ jedna.

1. Déti mély v provérce z geometrie nasledujici priklad:
Na obrazku jsou dany dva rGzné body A, B. Vyznacte vSechny body, které patfi Useéce AB.

A B
X bs
1 {.'- D € i A B A B A
t 4 * e
~ \-g . /ru '?‘,
A,?fxm“’m’,?;;w
Martin Aneika Jirka Eliska

Odpovédi Martina, Anezky, Jirky a Elisky vidite na obrazku. Kdo odpovédél spravné?

a) Martin
b) Anezka
c) lirka
d) Eliska

e) Zadny z nich

2. Na obrazku jsou zndzornény polopfimky CD a KL. ZakrouZkujte ta tvrzeni, kterd jsou pravdiva.

a) VsSechny body polopfimky CD patfi také polopfimce KL.

b) VsSechny body poloptimky KL patfi také poloptimce CD.

c) Na poloptimce CD existuji body, které nelezi na polopfimce KL.
d) Polopfimky KL a CD leZi na rliznych pfimkach.

e) Polopfimky CD a KL jsou opacné.

3. Na obrazku vidite kvadr ABCDEFGH. Zakrouzkujte ta tvrzeni, ktera jsou pravdiva.

a) Primka AB je kolma na ptimku DH.
b) Pfimky BF a DH jsou rovnobézné.

c) Pfimky CD a BF jsou rliznobézné. i :
d) Pfimky AB a DH nejsou rGznobézné. yan /

e) Primky BF a DH se protinaji.




Lukas si postavil doprostied stolu krychli, kterd ma na kazdé sténé Cislo od 1 do 6 (na kazdé sténé je
praveé jedno z téchto Cisel), soucet Cisel na protéjsich sténach je vzdy 7. Na krychli se dival z pravé
strany stolu (jako na obrazku).

/ -

1 2

Potom presel na levou stranu stolu. Zakrouzkujte ten obrazek, na kterém je nakreslena krychle tak, jak
ji vidél z levé strany.

~ = =~

Na stole je poloZzena krychle ABCDEFGH, jeji sténa ABCD na stole lezi (jako na obrazku).

Krychli oto¢ime tak, aby na stole leZela sténa DCGH . Zakrouzkujte obrazky, které mohou ukazovat
takto otocenou krychli.

Bavi té geometrie? (zakrouzkuj odpovéd)

Ano Ne Nevim



Dotaznik pro ucitele stiednich $kol

Univerzita Palackého
v Olomouci

1. Jste
e 7ENA e MUZ

2. Jak dlouho ucite na stiedni Skole:
3. Typ skoly, na které ucite?

e VSeobecné - gymnazium e ckonomické
e technické e humanitni
e zdravotni e jiné
4. Kolik hodin vyuky vénujete stereometrii béhem 1. az 4. ro¢niku?
e 0-3 e 7-9
e 4-6 e 10avice

5. Jaky je dalsi pfedmét Vasi aprobace?

o fyzika e zemepis
e Diologie o dgjepis
e chemie e anglitina
e vypocetni technika o télesnd vychova
e deskriptivni geometrie e jiny
6. Zvolili byste sbirku pro vyuku stereometrie na SS?
e ANO
e NELZE POSOUDIT
e NE

7. Zputsob zadani priklada?
e VYHOVUJEA
e NEVIM
e NEVYHOVUJE
8. Sbirka obsahuje pocet ptikladli na jednotliva témata?
e DOSTATECNY
e DOSTATECNY POUZE NA NEKTERA TEMATA
e NEVIM
e NEDOSTATECNY
9. Jakou maji Zaci predstavivost?
e VETSINA ZAKU DOBROU
e NELZE POSOUDIT
e VETSINA ZAKU MALOU
10. Co by se mélo podle Vas zménit nebo zlepsit ve vyuce stereometrie?
Dékujeme za spolupraci!



