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VEDOUĆI PRÁCE ING. PETR SADOVSKÝ PH.D.
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ABSTRAKT
Existuje celá řada metod, které se pož́ıvaj́ı k nalezeńı kǒrenů polynomů. Ve věťsině

p̌ŕıpadů jde o metody, které se použ́ıvaj́ı pouze na speciálńı p̌ŕıpady řešeńı. Tato práce se

zabývá vývojem metody, která by byla schopna efektivně pracovat i v p̌ŕıpadě, že polynom

má v́ıcenásobné kǒreny. Postup spoč́ıvá ve vyběru vhodné iteračńı metody v kombinaci

s metodou p̌ŕırustku argumentu. Doposud neńı znám algoritmus, který by řešil tuto úlohu

t́ımto způsobem. Proto by měl p̌redložený postup odstranit nedostatky již existuj́ıćıch

metod a doplnit je o nové poznatky.

KĹIČOVÁ SLOVA
Metoda p̌ŕırustku argumentu, Newtonova metoda tečen, násobné kǒreny polynomů, sta-

bilita systému, nuly a póly.

ABSTRACT
Several methods exist for searching multinominal roots. Methods in more cases are

used only for special solves. The goal of this thesis is to discover solution for searching

multinominal roots. The process is based on optimal iterative method in combination

with priciple of argument increment. There is no procedure solving it in this way up to

now. This method removes shortcomings already existing methods and she could also

complement them with a new knowledge.

KEYWORDS
Principle of argument increment, Newton method of secant, polynomial roots, multi-

nominal roots, system stability, zeros and poles.
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doućı bakalá̌rské práce Ing. Petr Sadovský, Ph.D.
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p̌ŕırustku argumentu jsem vypracoval samostatně pod vedeńım vedoućıho bakalá̌rské
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3.2 Hornerovo schéma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4 Principy iteračńıch metod 19
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6.6 Impulsńı charakteristika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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8.1 Návrh aplikace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Seznam př́ıloh 59
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6.6 Rozložeńı nul a pól̊u RLC obvodu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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7.4 Vývojový diagram metody Buble sort. . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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9.4 Detail křivky obrazu dané polynomem (2.1). . . . . . . . . . . . . . . 54

9.5 Křivka obrazu daná polynomem (2.1)pro skoro nedostačuj́ıćı poloměr. 54
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1 ÚVOD

Pro hledáńı kořen̊u matematických funkćı existuje řada známých metod. Jednotlivé

metody se lǐśı výpočetńı náročnost́ı, tedy časovou náročnost́ı, dále pak rychlost́ı

konvergence, nebo oborem konvergence. Mezi známé iteračńı metody patř́ı např́ıklad

metoda sečen, metoda p̊uleńı intervalu, metoda regula falsi a také metoda tečen.

Hlavńı vlastnost́ı těchto metod je, že s jejich pomoćı je hledán bod na dané křivce,

který má nulovou funkčńı hodnotu. Všechny tyto uvedené metody se použ́ıvaj́ı při

řešeńı nelineárńıch rovnic, které nelze řešit jednoduchým zp̊usobem.

Tato práce si klade za ćıl navrhnout novou metodu pro hledáńı kořen̊u poly-

nomů, která bude určena k hledáńı předevš́ım násobných kořen̊u polynomů, protože

ostatńı uvedené metody u násobných kořen̊u v́ıce či méně selhávaj́ı. Dosud neńı znám

algoritmus, který by řešil danou úlohu t́ımto zp̊usobem, proto je namı́stě metodu

př́ırustku argumentu vyzkoušet a porovnat jej́ı dosažené výsledky s výsledky již

existuj́ıćıch postup̊u.

Jako pracovńı prostřed́ı bylo vybráno prostřed́ı Matlab. Program Matlab je in-

tegrované prostřed́ı pro vědeckotechnické výpočty, modelováńı, návrhy algoritmů,

simulace, analýzu a prezentaci dat, měřeńı a zpracováńı signál̊u, návrhy ř́ıdićıch

nebo komunikačńıch systémů. Je to nástroj, jak pro pohodlnou interaktivńı práci,

tak pro vývoj širokého spektra aplikaćı. Výhoda spoč́ıvá ve velkých možnostech to-

hoto prostřed́ı, nebot’ je velmi rozš́ı̌reno v pr̊umyslu, vědě a v neposledńı řadě jeho

verze existuj́ı pro řadu operačńıch systémů.

Výsledky práce mohou přinést nové poznatky do obor̊u jako je např́ıklad mate-

matika a teoretická elektrotechnika. Souvislost s elektrotechnikou se odv́ıj́ı od vlast-

nost́ı spojitých dynamických systémů, které jsou popsány několika zp̊usoby. Mezi

něž patř́ı např́ıklad frekvenčńı, přechodová, impulsńı charakteristika nebo rozlo-

žeńı nul a pól̊u přenosových funkćı. Dı́ky vztah̊um je možné přecházet mezi jed-

notlivými popisy podle daných pravidel. Protože práce se zaměřuje na hledáńı

kořen̊u polynomů, a ty maj́ı své opodstatněńı ve spojitých dynamických systémech

(rozložeńı nul a pól̊u přenosu), mohou být dosažené výsledky dále využity pro daľśı

výpočty, nebo př́ıpadně použity k vyhodnocováńı stability spojitých dynamických

systémů. Daľśım d̊uvodem pro realizaci funkćı jsou nepřesvědčivé výsledky v oblasti

lokalizace násobných kořen̊u, které podává programové prostřed́ı Matlab. Využit́ım

nové metody by měly být takové nedostatky redukovány, nebo zcela odstraněny.

Součást́ı práce je také vytvořeńı uživatelského prostřed́ı v Matlabu s implemen-

tovanými nově navrženými funkcemi. Dosažené výsledky by pak měly být porovnány

s výsledky existuj́ıćıch algoritmů př́ımo v navržené aplikaci.
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2 ROZBOR PROBLEMATIKY

Mezi hlavńı d̊uvody aplikace metody př́ırustku argumentu patř́ı ověřeńı výpočetńıch

možnost́ı nové metody na r̊uzných reálných polynomech. Na vykreslených obrázćıch

je vidět, jakým zp̊usobem pracuje při výpočtech násobných kořen̊u polynomů funkce

implementovaná v programovém prostřed́ı Matlab.

0 2 4 6

−3

−2

−1

0

1

2

3

Re

Im

(x−1)100

Obrázek 2.1: Rozd́ılná lokalizace pro

100 násobný kořen.
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Obrázek 2.2: Rozd́ılná lokalizace pro 20-

ti násobný kořen.

Je zřejmé, že po vykresleńı kořen̊u polynomu (x− 1)100 = 0, nebyl nalezen jeden

jedinný stonásobný kořen, ale byl lokalizován shluk bĺızkých kořen̊u. Měl by však

být vykreslen pouze jeden kořen, jak naznačuj́ı obrázky 2.1, 2.2. Správné řešeńı

reprezentuje bod 1 + 0i. Shluk bĺızkých kořen̊u postupně narustá s zvyšuj́ıćı se

násobnost́ı kořene, a t́ım docháźı ke stále rostoućım nepřesnostem. Zvláštnost́ı takto

nalezených kořen̊u je ten fakt, že součet všech reálných a imaginárńıch část́ı kořen̊u

dělený celkovým počtem kořen̊u dává správný výsledek 2.2. Z takového výsledku

však nelze určit celkovou násobnost kořene. Podle obrázk̊u je také velice dobře pa-

trné, jak má každý komplexńı kořen sv̊uj komplexně sdružený protěǰsek.

Např́ıklad pro polynom zadaný t́ımto zápisem

x5 − 5x4 + 10x3 − 10x2 + 5x− 1, (2.1)

by měl být správným výsledkem pětinásobný kořen

x1,2,3,4,5 = 1. (2.2)
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Pro srovnáńı funkce implementovaná v prostřed́ı Matlab, která využ́ıvá maticového

rozkladu polynomu a řešeńı N rovnic o N neznamých dosahuje pro polynom (2.1)

těchto výsledk̊u:

x1 = 1.0010 + 0.0007i,

x2 = 1.0010− 0.0007i,

x3 = 0.9996 + 0.0012i,

x4 = 0.9996− 0.0012i,

x5 = 0.9987.

(2.3)

Srovnáńı s předchoźım výsledkem (2.2) je zřejmé, že nalezené kořeny jsou odlǐsné.

Na daľśım obrázku 2.3 je znázorněno rozložeńı pravděpodobnost́ı nalezeńı kořen̊u

čtyř podobných polynomů. Tyto polynomy jsou specifické t́ım, že polynom je tvořen

rozd́ılnou dvojićı násobných kořen̊u, které se č́ım dál v́ıce svou hodnotou přibližuj́ı

k druhému kořeni (viz. popis jednotlivých obrázk̊u). Je vidět jak se postupným

přibližováńım křivky v́ıce podobaj́ı zmı́něnému shluku kořen̊u.

Obrázek 2.3: Distribuce kořen̊u čtyř podobných polynomů.

Otázkou je, jakou iteračńı metodu využ́ıt k lokalizaci kořen̊u polynomu. Protože

každá z iteračńıch metod využ́ıvá specifického zp̊usobu řešeńı, nehod́ı se všechny pro

řešeńı daného problému.
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Rozděleńı iteračńıch metod

• jednobodové - metoda p̊uleńı intervalu (která je v jistém smyslu univerzálńı

jednobodovou metodou), Newtonova metoda,

• dvoubodové - např. bisekce, regula falsi, metoda sečen,

• v́ıcebodové.

Děleńı z programátorského hlediska

• nevyžaduj́ıćı derivaci - meoda bisekce, regula falsi, metoda sečen a obvykle

MPI (zálež́ı na zvoleném iteračńım vzorci),

• vyžaduj́ıćı znalost prvńı derivace - Newtonova metoda,

• vyžaduj́ıćı znalost vyšš́ıch derivaćı.

Děleńı metod rešeńı rovnic podle konvergence

• vždy konvergentńı - metoda bisekce a regula falsi,

• ostatńı - Newtonova, metoda sečen, MPI.

Uvedené metody mohou být dále rozděleny podle toho, zda jsou schopny vyhle-

dávat násobné kořeny, nebo zda mohou pracovat v komplexńım oboru řešeńı rovnic.

Hledáńı násobných kořen̊u

V okoĺı kořene sudé násobnosti funkce neměńı znaménko, takže nelze použ́ıt

metody bisekce a regula falsi. Metoda sečen a Newtonova metoda jsou sice použitelné

pro hledáńı násobných kořenu, ale jejich konvergence je pak prvńıho řádu. U metodě

prosté iterace zálež́ı pouze na použitém iteračńım vzorci, nikoliv na násobnosti

kořene p̊uvodńı rovnice [10].

Rešeńı rovnic v komplexńım oboru

Metoda bisekce a metoda regula falsi jsou závislé na úplném uspořádáńı reálných

č́ısel. Metoda sečen a Newtonova metoda jsou použitelné pro komplexńı kořeny.

Pro nalezeńı komplexńıch kořen̊u muže být nutný počátečńı odhad s nenulovou

imaginárńı část́ı [10].

Dı́ky všem předešlým vlastnostem byla vybrána za lokalizačńı Newtonova metoda

tečen, mezi jej́ıž přednosti patř́ı hlavně velice rychlá konvergence a vlastnost, že

se jedná o jednobodovou metodu. Naopak mezi nedostatky patř́ı nutnost výpočtu

derivace funkce a ne vždy stoprocentńı konvergence.
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3 VLASTNOSTI POLYNOMŮ

Polynomy jsou jedny z nejjednodušš́ıch funkćı, proto se také v řadě technických

problémů nahrazuj́ı velice složité funkce právě polynomy. Matematické vlastnosti

polynomu např́ıklad dobře vyjadřuj́ı vlastnosti skutečného výsledného systému (např.

dynamika, rychlost, stabilita, vibrace, tlumeńı, citlivost na změny nebo poruchy).

3.1 Definice polynomu

Polynomem je funkce f definovaná v reálném oboru předpisem:

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, (3.1)

kde a0, a1, ..., an jsou reálná č́ısla, an 6= 0. Č́ıslo n se nazývá stupeň polynomu. Pro

polynom n-tého stupně se využ́ıvá obvykle označeńı Pn. Polynom stupně 0, tedy

funkce f definovaná na R předpisem [9]

f(x) = c, (3.2)

kde c je reálné č́ıslo, se nazývá konstanta. Je-li funkčńı hodnota polynomu v č́ısle

x0 rovna nule, a tedy plat́ı [9]

anx
n
0 + an−1x

n−1
0 + ...+ a1x0 + a0 = 0, (3.3)

nazývá se č́ıslo x0 kořenem polynomu.

Některé d̊uležité vlastnosti polynomu a jejich kořen̊u:

• Základńı věta algebry:

Každý polynom stupně n ≥ 1 má alespoň jeden kořen [9].

• Věta Bézoutova:

Č́ıslo x0 je kořenem polynomu Pn stupně n ≥ 1, právě když plat́ı [9]

Pn(x) = (x− x0)Qn−1(x), (3.4)

kde Qn−1 je vhodný polynom stupně n−1. Výraz (x−x0) vystupuj́ıćı v předchoźım

vztahu (3.4) se nazývá kořenový činitel př́ıslušný ke kořenu x0 [9].
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• Rozklad polynomu na kořenové činitele:

Jsou-li (reálná nebo komplexńı, ne nutně r̊uzná) č́ısla x1, x2, ..., xn kořeny polynomu

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, plat́ı [9]

Pn(x) = an(x− x1)(x− x2)....(x− xn). (3.5)

Odtud plyne, že polynom stupně n má právě n (ne nutně r̊uzných) kořen̊u. Mezi

koeficienty polynomu a jeho kořeny plat́ı vztahy zvané Vietovy vzorce [9].

Je-li

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 = an(x− x1)(x− x2)....(x− xn),

plat́ı:

an−1 = −an(x1 + x2 + ...+ xn),

an−2 = an(x1x2 + x1x3 + ...+ x2x3 + ...+ xn−1xn),

a0 = (−1)nan(x1x2...xn).

(3.6)

Vlastnosti kořen̊u algebraické rovnice s reálnými koeficienty

1. Má-li algebraická rovnice s reálnými koeficienty komplexńı kořen α = a + bi,

má také kořen α = a− bi (č́ıslo komplexně sdružené k α).

2. Pokud má algebraická rovnice s reálnými koeficienty v́ıcenásobný komplexńı

kořen, potom č́ıslo komplexně sdružené je také v́ıcenásobným kořenem této

rovnice a násobnosti obou kořenu jsou stejné.

3. V př́ıpadě, že má algebraická rovnice s reálnými koeficienty komplexńı kořeny,

je jejich počet sudý.

4. Každá algebraická rovnice s reálnými koeficienty lichého stupně má alespoň

jeden reálný kořen [9].

3.2 Hornerovo schéma

Existuje také jeden velmi jednoduchý algoritmus nazvaný Hornerovo schéma, s jehož

pomoćı je možné vypoč́ıtat funkčńı hodnotu polynomu v daném bodu. P je poly-

nomem a x0 ∈ R.

Existuj́ı polynomy Q,R tak, že plat́ı [9]

P (x) = (x− x0)Q(x) +R(x), (3.7)
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kde stupeň R < stupeň (x−x0), tedy je roven nule a R je konstanta [9]. Po dosazeńı

x0 do předchoźı rovnosti je výsledkem

P (x0) = R, tedy P (x) = (x− x0)Q(x) + P (x0). (3.8)

Necht’ tedy

P (x) =
n∑

i=0

aix
iaQ(x) =

n−1∑
i=0

bix
i (3.9)

Potom plat́ı [9]

n∑
i=0

aix
i = (x− x0)

n−1∑
i=0

bix
i + P (x0) = bn−1x

n + · · ·

· · ·+
n−1∑
i=0

(bi−1 − bix0)x
i + P (x0)− b0x0.

(3.10)

Porovnáńım koeficient̊u jsou výsledkem rovnosti uvedené v levé části následuj́ıćı ta-

bulky, zat́ımco v pravém sloupci jsou rovnosti z nich jednoduše odvozené. V pravém

sloupci je naznačen výpočet koeficient̊u částecného pod́ılu Q včetně hodnoty P (x0)

polynomu P v bodě x0.

anbn−1 bn−1 = an

an−1 = bn−2 − bn−1x0 bn−2 = an−1 + x0bn−1

. .

. .

. .

ai = bi−1 − bix0 bi−1 = ai + x0bi

. .

. .

. .

a1 = b0 − b1x0 b0 = a1 + x0b1

a0 = P (x0)− b0x0 P (x0) = a0 + x0b0.

Tento postup se zpravidla zapisuje ve tvaru následuj́ıćı tabulky, kde x0 je kořen

polynomu P [9].

an an−1 ... ai ... a1 a0

x0bn−1 ... x0bi ... x0b1 x0b0

bn−1 bn−2 ... bi−1 ... b0 p(x0)
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4 PRINCIPY ITERAČNÍCH METOD

Pro každou iteračńı metodu jsou d̊uležitá dvě hlediska. Prvńım hlediskem je zda

konverguje posloupnost iteraćı k hledanému kořeni, a druhým pokud konverguje, pak

jak rychle? Jestliže před započet́ım výpočtu nejsou známy potřebné informace a je

znám např́ıklad pouze výpočetńı interval, je výhodné použ́ıt́ı iteračńıch metod. Jejich

konvergence záv́ıśı na volbě počátečńıch aproximaćı. Vždy konvergentńı metody maj́ı

tu nevýhodu, že konverguj́ı pomalu, proto se hod́ı pro určeńı počátečńı aproximace

rychleji konverguj́ıćı metody. Z těchto vět je patrné, že rychlost konvergence velmi

zálež́ı na vhodně zvoleném startovaćım bodu. Metody řešeńı d́ıky těmto úvahám lze

rozdělit na tyto části:

1. Startovaćı metody (metody vždy konvergentńı)

2. Zpřesňuj́ıćı metody

3. Speciálńı metody (pro polynomy)

4.1 Newtonova metoda tečen

Tato metoda může být zařazena mezi metody zpřesňuj́ıćı. Už sám název metody ř́ıká,

že se pracuje s tečnami ke grafu funkce f . Newtonova metoda tečen předpokládá, že

funkce f má derivaci. Pokud tato metoda koverguje, konverguje velice rychle. Je to

metoda druhého řádu, počet platných desetinných mı́st výsledky se v každé iteraci

zdvojnásobuje.

Newtonova metoda se popisuje graficky takto: po zvoleńı počátecńı aproximace

kořene x0 je bodem [x0, f(x0)] vedena tečna ke grafu funkce f . Jej́ı pr̊useč́ık s osou

x se označ́ı x1. Následně je vedena tečna bodem [x1, f(x1)], jej́ı pr̊useč́ık s osou x je

x2 atd.

Pr̊useč́ık tečny v bodě [xk, f(xk)] s osou x se vypoč́ıtá jako [10]

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (4.1)

Výpočet trvá tak dlouho, dokud neńı splněna podmı́nka

|xk − xk−1| < ε. (4.2)

Při splněńı této podmı́nky však nemuśı platit |xk − ε| < ε. 1

1Pod pojmem přesnost řešeńı je brán v daném př́ıpadě vždy absolutńı rozd́ıl mezi dvěmi
následuj́ıćımi vypoč́ıtanými hodnotami. To znamená, že se hledá řešeńı, při kterém daľśı výpočet
již nevede k podstatnému zlepšeńı výsledku.
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Obrázek 4.1: Princip Newtonovy metody tečen.

Newtonovu metodu lze odvodit i pomoćı Taylorova vzorce. Při předpokladu, že je

známa k -tá aproximace rešeńı xk. Pak lze psát [10]

f(ε) = f(xk) + f
′
(xk)(ε− xk) +R, (4.3)

kde R je zbytek v Taylorove vzorci.

Zanedbáńım tohoto zbytku a následnou úvahou: f(ε) = 0 (protože ε je kořenem

rovnice f(x) = 0), je z předchoźı rovnice přibližně vyjádřen kořen ε jako

ε
.
= xk −

f(xk)

f ′(xk)
, (4.4)

což je právě xk+1 nalezené dř́ıve popsaným zp̊usobem.

Z Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k -té aproximace kořene źıskané

Newtonovou metodou. Má-li funkce na intervalu I obsahuj́ıćım xk i kořen ε druhou

derivaci, plat́ı [10]

|ε− xk| ≤
M2

2m1

(xk − xk−1)
2, (4.5)

|ε− xk| ≤
M2

2m1

(ε− xk−1)
2, (4.6)

kde M2 = max|f ′′
(x)| a m1 = min|f ′

(x)| pro x ∈ I.

Newtonova metoda je z metod pro rešeńı nelineárńıch rovnice nejefektivněǰśı, nemuśı

však vždy konvergovat. Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude,

záviśı do značné mı́ry také na tom, jak je zvolena počátečńı aproximaci x0 [10].
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Základńı nevýhody jsou:

1. Zadaná funkce f muśı být diferencovatelná.

2. Derivace se př́ımo vyskytuje v iteračńı formuli.

3. V každé iteraci se muśı kromě funkčńı hodnoty poč́ıtat také hodnota derivace.

4.2 Modifikovaná Newtonova metoda tečen

Protože obyčejně neńı násobnost kořene předem známá, existuje zp̊usob jak upravit

Newtonovu metodu tečen. Modifikace spoč́ıvá v úpravě iteračńıho vzorce, což má

za následek zrychleńı konvergence, a tud́ıž sńıžeńı počtu potřebných iteraćı, než je

dosaženo požadované přesnosti.

Metoda je založena na poznatku, že funkce:

u(xi) =
f(xi)

f ′(xi)
(4.7)

má v bodě x = α jednoduchý kořen, bez ohledu na násobnost kořene p̊uvodńı funkce.

Uvažujeme-li mı́sto rovnice f(x) = 0 rovnici u(x) = 0, jsou kořeny této rovnice

totožné s kořeny předchoźı rovnice a jsou všechny jednoduché. K tomu aby byla

vytvořena nová iteračńı metoda, jej́ıž řád konvergence je nezávislý na násobnosti

kořene, pak stač́ı pouze zaměnit obě uvedené funkce. Po takovéto záměně přejde

Newtonova-Raphsonova metoda po úpravě na následuj́ıćı vzorec [1].

xi+1 = xi −
u(xi)

u′(xi)
(4.8)

Efektivnost metody je však nižš́ı než u p̊uvodńı, nebot’ je při jej́ım užit́ı nutné

vypoč́ıtat o jednu derivaci v́ıce než p̊uvodně. Pokud je však násobnost kořene známa,

lze speciálně upravit Newtonovu-Raphsonovu metodu tak, aby konvergovala kvadra-

ticky i pro r-násobný kořen. Toho lze dosáhnout takovýmto zápisem [1] :

xi+1 = xi − r
u(xi)

u′(xi)
(4.9)

Protože při každém kroku je nutné vypoč́ıtat funkčńı hodnoty f(x) a f
′
(x) v bodu

xi, může být náročný výpočet derivace. Pokud se tato derivace nijak významně

neměńı, lze využ́ıt tohoto vztahu:

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(x0)
= xi −

f(xi)

c
(4.10)

kde c = f
′
(x0), n = 0, 1 . . .

V př́ıpadě, že f(x) je polynom je ušetřena téměř polovina operaćı.
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Vlivy na modifikaci:

• Docháźı ke zrychleńı konvergence

• Nutné prověřeńı podmı́nek konvergence

4.3 Metoda p̊uleńı intervalu

Metoda puleńı intervalu je nejjednodušš́ı starovaćı metodou rešeńı nelineárńıch rov-

nic. Je známa i pod názvem bisekce. Vstupem je interval < a, b > takový, že

f(a)∆f(b) < 0, tj. lež́ı v něm alespoň jeden kořen rovnice f(x) = 0. Tento výchoźı

interval je označen jako < a0, b0 >.

Daľśım krokem je rozp̊uleńı intervalu. Jeho střed je dán t́ımto vztahem [10]

x0 =
a0 + b0

2
(4.11)

Z interval̊u < a0, x0 > , < x0, b0 > muśı být vybrán ten, ve kterém je zaručena

existence kořene. Který z nich to je, lze rozeznat podle znamének funkčńıch hodnot

v krajńıch bodech. Je-li f(a0)∆f(x0) < 0, výpočet pokračuje s intervalem< a0, x0 >,

v opačném př́ıpadě s intervalem < x0, b0 > . Plat́ı-li f(x0) = 0, pak je nalezen kořen

rovnice a výpočet může být ukončen.

Nový interval polovičńı délky má označeńı < a1, b1 > , opět je nutné jej rozp̊ulit

a stejným zp̊usobem pokračovat s výpočtem [10].

Obrázek 4.2: Princip metody p̊uleńı intervalu.

T́ımto postupem jsou sestrojeny posloupnosti interval̊u < a0, b0 >, < a1, b1 >,

< a2, b2 >. Každý daľśı interval bude źıskán tak, že z předchoźıho (na základě
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znamének funkčńıch hodnot v krajńıch bodech a uprostřed) bude vybrána ta polo-

vinu, která obsahuje kořen rovnice.

V p̊uleńı algoritmus pokračuje tak dlouho, dokud neńı nalezen kořen rovnice,

nebo dokud se interval nezúž́ı na předem danou délku 2ε neboli dokud pro nějaké

k neplat́ı [10]

bk − ak < 2ε (4.12)

Za přibližnou hodnotu kořene je pak brán střed posledńıho nalezeného intervalu.

xk =
ak + bk

2
(4.13)

Protože kořen se určitě nacháźı uvnitř posledńıho intervalu, může se xk od přesné

hodnoty kořene lǐsit nanejvýš o polovinu jeho délky, tj. o ε,

|xk − ε| < ε. (4.14)

Touto metodou je kořen rovnice naleznen vždy. V př́ıpadě, že na výchoźım intervalu

< a, b > je v́ıce kořen̊u, metodou p̊uleńı intervalu je nalezen jeden z nich. Výhodou

je kromě jej́ı jednoduchosti i fakt, že se dá předem určit počet krok̊u, potřebných

k dosažeńı požadované přesnosti (lze ukázat, že pro zpřesněńı o jedno desetinné

mı́sto je třeba provést přibližně 3,3 iterace) [10].

Nevýhodou kromě pomalé konvergence je fakt, že se tato metoda nedá použ́ıt pro

určeńı komplexńıho kořene. Dále metoda p̊uleńı intervalu konverguje dosti pomalu.

Proto je vhodné použ́ıt ji na zúžeńı p̊uvodńıho intervalu a pak pokračovat jinou,

rychleǰśı metodou.

4.4 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobný jako u metody puleńı intervalu. Opět

je postupně zúžován interval obsahuj́ıćı kořen rovnice. Tentokrát dělićım bodem neńı

polovina intervalu, ale pruseč́ık sečny vedené body [ak, f(ak)] a [bk, f(bk)] s osou x.

Tento pruseč́ık lze vypoč́ıtat podle vzorce [10]

xk = bk −
bk − ak

f(bk)− f(ak)
f(bk) (4.15)

Z interval̊u < ak, xk > , < xk, bk > se vybere ten, v jehož krajńıch bodech maj́ı

funkčńı hodnoty funkce f opačná znaménka.

Plat́ı-li f(ak) · f(xk) < 0, polož́ıme ak+1 = ak, bk+1 = xk, plat́ı-li f(bk) · f(xk) < 0,

polož́ıme ak+1 = xk, bk+1 = bk. V př́ıpadě, že f(xk) = 0, byl nalezen kořen rovnice

a výpočet může skončit.
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Obrázek 4.3: Princip metody Regula falsi.

Výpočet pokračuje tak dlouho, dokud neńı nalezen kořen, nebo dokud neplat́ı [10]

|xk − xk−1| < ε (4.16)

kde ε > 0 je předem dané č́ıslo. Splněńım tohoto kriteria ale bohužel neńı zaručeno,

že přesná hodnota kořene ε se od jeho aproximace xk lǐśı o méne než ε. Pro ověřeńı

výsledku plat́ı |xk−ε| < ε, následuje f(xk+ε) a f(xk−ε). Plat́ı-li f(xk)·f(xk+ε) < 0,

resp. < f(xk) · f(xk − ε) < 0, je jisté, že kořen ε lež́ı v intervalu < xk, xk + ε > ,

resp. < xk − ε, xk > , a tedy se od xk nemůže lǐsit o v́ıce než ε [10].

Vlastnosti metody jsou následuj́ıćı:

Křivka se nahrad́ı v daném intervalu př́ımkou. Pr̊useč́ık této př́ımky s osou x je

zpřesněńı kořene. Metoda regula falsi je konvergentńı pro všechny spojité funkce.

Obecně se jedná o nestacionárńı metodu, mnohdy (např. u konvexńıch funkćı, kdy

je druhá derivace kladná) je stacionárńı - jeden krajńı bod intervalu je vždy jedńım

ze dvou bod̊u užitých v následuj́ıćı iteraci.

Tato metoda je velmi vhodná v př́ıpadě, že nejsou známy výchoźı údaje o poloze

kořenu, konverguje však relativně pomalu. Stač́ı ale nalézt pouze dva body, ve

kterých má hodnota funkce opačné znaménko a pak tuto metodu lze aplikovat na

zadaný interval.
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4.5 Metoda sečen

Metoda sečen je velmi podobná metodě regula falsi. Pro zahájeńı výpočtu je potřeba

znát dvě počátečńı aproximace, ale na rozd́ıl od Newtonovy metody je poč́ıtána

v každém kroku pouze jedna nová funkčńı hodnota, což je úspora času.

Vycháźı se z intervalu < a, b > obsahuj́ıćıho kořen rovnice. Po označeńı x0 = a

a x1 = b, je daľśım krokem vedeńı sečny body [x0, f(x0)] a [x1, f(x1)]. Takto je

nalezen jej́ı pruseč́ık s osou x (jeho označeńı x2).

Narozd́ıl od metody regula falsi neńı vyb́ırán interval obsahuj́ıćı kořen, ale je vedena

sečna body [x1, f(x1)], [x2, f(x2)], jej́ı pr̊useč́ık má označeńı x3, pak je vedena sečna

body [x2, f(x2)] a [x3, f(x3)] atd.

V k -tém kroku metody je poč́ıtána aproximace kořene podle vzorce [10]

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)

f(xk), (4.17)

kde x0 = a, x1 = b.

Obrázek 4.4: Princip metody sečen.

Výpočet konč́ı, když je splněna podmı́nka [10]

|xk − xk−1| < ε (4.18)

nebo když je výpočtem nalezen př́ımo kořen rovnice. Daná podmı́nka nezaručuje, že

plat́ı |xk − ε| < ε.

Metoda sečen je rychleǰśı než metoda regula falsi, nemuśı ale vždy konvergovat.

Protože je obt́ıžné předem zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo

diverguje, je vhodné zadat při výpočtu maximálńı počet krok̊u. Je-li tento počet

překročen a kořen rovnice neńı nalezen, výpočet konč́ı s t́ım, že metoda diverguje.

Pak je nutno změnit počátečńı aproximace, nebo zvolit jinou metodu.
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5 PRINCIP PŘÍRUSTKU ARGUMENTU

Tato kapitola se zabývá problematikou, jakým zp̊usobem lze určit počet kořen̊u

nacházej́ıćıch se uvnitř libovolné souvislé oblasti včetně jej́ı hranice. Tato myšlenka je

známá z teoríı funkćı komplexńıch proměnných pod názvem Cauchyho princip argu-

mentu [4]. Metoda byla později využita Harry Nyquistem pro určováńı podmı́nek

stability.

Za předpokladu, že komplexńı funkce ω = F (z) je analytická v jednoduše souvislé

oblasti D včetně jej́ı hranice C a že nemá žádné nulové body lež́ıćı na této hranici,

potom je počet kořen̊u N rovnice

F (z) = 0 (5.1)

lež́ıćıch uvnitř oblasti D roven absolutńı hodnotě př́ırustku argumentu na křivce

vytvořené pomoćı funkce ω = F (z) dělenému veličinou 2π, když proměnná z ve své

rovině oběhne hranici C. Plat́ı tedy [4], [5]:

N =
1

2πi

∫
C

f
′
(z)

f(z)
dz =

1

2π
|∆cArgf(z)| (5.2)

počet kořen̊u rovnice lež́ıćıch uvnitř křivky C je roven počtu otáček kolem počátku

souřadnic vektoru ω = F (z) v komplexńı rovině ω, když proměnná z jednou oběhne

hranici C. Tyto definice jsou uvedeny [5][2][4].
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Obrázek 5.1: Princip metody př́ırustku argumentu.
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5.1 Matematický d̊ukaz př́ırustku argumentu

Platnost vztahu (5.2) dokládaj́ı následuj́ıćı věty:

Věta 1. Necht’ f(z) je funkce holomorfńı na mezikruž́ı daném těmito parametry

P (z0, r, R), kde 0 ≤ r ≤ R ≤ ∞. Pak existuj́ı koeficienty an ∈ C (obor komplexńıch

č́ısel), n ∈ Z (obor celých č́ısel), že [14]

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n (5.3)

Funkce je meromorfńı, pokud je holomorfńı na prstencovém okoĺı U(z0, ε)/{z0},
přičemž z0 neńı v definičńım oboru této funkce. Bod z0 se nazývá izolovaným sin-

gulárńım bodem (singularitou) této funkce. Singularita může být odstranitelná,

pokud limz→z0(f) je vlastńı č́ıslo, nebo se nazývá pól funkce, pokud limz→z0(f) =∞
nebo se jedná, pokud limz→z0(f) neexistuje, o podstatnou singularitu.

Věta 2. Necht’ C ⊂ D, D je jednoduše souvislá oblast, C je jednoduše uzavřená

křivka, f je analytická funkce. Necht’ f(z0 = 0). Pak

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = N, (5.4)

kde C je křivka, v jej́ıž vnitřńı oblasti lež́ı bod z0 a N je násobnost kořene z0 [14].

Věta 3. Necht’ funkce f je holomorfńı na ε− ovém okoĺı U(z0, ε) bodu z0. Pak bod

z0 je k -násobným kořenem funkce f právě tehdy, když

f(z) = (z − z0)
kg(z), (5.5)

kde g(z) je holomorfńı funkce na U(z0, ε) a g(z0 6= 0)[14].

Násobnost nulového bodu

Postač́ı dokázat, že k je násobnost kořene z0 a g(x) je holomorfńı funkce. Podle

Věty 1. je možné funkci f (funkce f je v předpokladu Věty 3 holomorfńı) zapsat

jako Laurentovu řadu [14]

f(z) = a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · · (5.6)

Při úvaze, že má funkce kořen v z0, pak je několik prvńıch koeficient̊u an této řady

nulových. Následně při předpokladu, že prvńı nenulový koeficient této řady je ak.

Funkce má potom rozvoj

f(z) = 0 + 0(z − z0) + · · ·+ 0(z − z0)
k−1 + ak(z − z0)

k + · · ·
+ak+1(z − z0)

k+1 + ak+2(z − z0)
k+2 + · · ·

(5.7)
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Vytknut́ım členu (z − z0)
k z této řady je výsledkem

f(z) = (z − z0)
k

[
ak + ak+1(z − z0) + ak+2(z − z0)

2 + · · ·
]

(5.8)

f(z) = (z − z0)
kg(z) (5.9)

Jak je zřejmé, funkce g(z) je součet mocninné řady s otevřeným koncem. Jedná se

tedy o funkci holomorfńı (viz. Věta 1). Funkce f(z) a g(z) maj́ı společné kořeny až

na kořen funkce f(z), jehož násobnost je hledána [14], [4].

Koeficienty ak, ak+1, ak+2, ak+3, · · · jsou nenulové, takže plat́ı g(z0) = ak 6= 0

z čehož vyplývá také g(z) 6= 0 na okoĺı z0.

Pro derivaci funkce f(z) plat́ı

f ′(z) =
[
(z − z0)

k · g(z)
]′

= k(z − z0)
k−1g(z) + (z − z0)

kg′(z) (5.10)

Vyjádřeńı pod́ılu f ′(z) a f(z)

f ′(z)

f(z)
=
k(z − z0)

k−1g(z) + (z − z0)
kg′(z)

(z − z0)kg(z)
=

k

z − z0

+
g′(z)

g(z)
(5.11)

Je provedena integrace této rovnosti podél křivky C. Geometrický popis je takový,

že okolo bodu z0 je opsána křivka, zvoĺı se směr a integruje se.

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz =

∫
C

k

z − z0

dz +
∫

C

g
′
z

g(z)
dz (5.12)

Funkce g(z) 6= 0 na okoĺı z0, dále g(z) je holomorfńı a totéž plat́ı pro jej́ı derivaci.

Pod́ıl dvou holomorfńıch funkćı je opět holomorfńı funkce [14]. Podle Cauchyho věty

je integrál holomorfńı funkce přes uzavřenou jednoduchou křivku C nulový. Pak tedy∫
C

f ′(z)

f(z)
dz = k

∫
C

1

z − z0

dz + 0 (5.13)

Speciálńım př́ıpadem Cauchyho integrálńıho vzorce je vztah∫
C

1

z − z0

dz = 2πj (5.14)

Tento vzorec lze použ́ıt v odvozovaném vzorci:∫
C

1

z − z0

dz = 2πj = k2πj (5.15)

1

2πj

∫
C

1

z − z0

dz = k (5.16)

Porovnáńım s větou 2, je výsledkem ten fakt, že č́ıslo k je násobnost́ı kořene. Tento

postup se tak může aplikovat na libovolný nulový bod (kořen) funkce f(z).
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5.2 Věta o poloze kořen̊u

Dı́ky tomuto poznatku lze určit parametry oblasti v komplexńı rovině z, ve které se

nacháźı všechny kořeny daného polynomu.

Pro kořeny rovnice dané t́ımto vztahem

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 = 0, (5.17)

kde an 6= 0, plat́ı [5], [4]

|a0|
|a0|+B

≤ xk ≤
|an|+ A

|an|
, (5.18)

kde k = 1, ..., n A = max(|an− 1|, ..., |a0|), B = max(|an|, ..., |a1|) [5].

Věta o poloze kořen̊u definuje oblast ohraničenou kružnićı, která je dána podle

následuj́ıćıho vztahu (5.19). Vnitřńı oblast u MPA neńı využita z d̊uvodu zachováńı

jednoduchosti.

r =
|an|+ A

|an|
, (5.19)

kde A = max(|an−1, . . . , |a0).
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Obrázek 5.2: Věta o poloze kořen̊u..

Věta o poloze kořen̊u může být zjednodušena, avšak tento krok neńı u MPA

uplatněn. Důvodem je zvýšeńı přesnosti výpočtu na úkor časové náročnosti. Jsou

známé i daľśı metody určováńı polohy výskytu kořen̊u jako např́ıklad Tillotova nebo

Langrangeova věta, dosahuj́ıćıch stejných nebo velice podobných výsledk̊u.

29



6 SPOJITÉ DYNAMICKÉ SYSTÉMY

Tato kapitola se zabývá vlastnostmi spojitých dynamických systémů (SDS) a také

vztahy mezi jednotlivými popisy.

Vnitřńı popis spojitých lineárńıch systémů je popis dynamických systémů po-

moćı relace vstup-výstup neumožňuje zkoumat děje prob́ıhaj́ıćı uvnitř systému.

V některých př́ıpadech je vněǰśı popis postačuj́ıćı a dokonce výhodněǰśı než vnitřńı

popis. Plat́ı to zejména o lineárńıch systémech úlohách, ve kterých neńı třeba se

zabývat energetickou bilanćı systému. Práce s operátorovými přenosy zjednodušuje

podstatně veškeré výpočty. To ovšem plat́ı za předpokladu nulových počátečńıch

podmı́nek. Proto byla začátkem šedesátých let vypracována teorie popisu systémů

založená na pojmu stav systému. Odtud plyne název stavová teorie. Veškeré děje jsou

zkoumány v časové oblasti, bez zřetele na frekvenčńı nebo operátorové souvislosti.

Vněǰśı popis se použ́ıvá pro vyjádřeńı dynamických vlastnost́ı systémů vztahy

mezi výstupńımi a vstupńımi veličinami. Vztah mezi vstupy a výstupy systému

se vyjadřuj́ı bud’ analyticky, pomoćı časových odezev na předem definované tvary

vstupńıch signál̊u nebo frekvenčńımi vlastnostmi.

Dynamické vlastnosti lze popsat některým z následuj́ıćıch zp̊usob̊u:

• diferenciálńı rovnićı,

• přenosovou funkćı (operátorový přenos),

• frekvenčńım přenosem,

• frekvenčńı charakteristikou,

• impulsńı charakteristikou (což je časová odezva na Dirac̊uv impuls),

• přechodovou charakteristikou,

• rozložeńım nul a pól̊u.

6.1 Vztahy mezi popisy systému

Vzájemné vztahy mezi r̊uznými vlastnostmi jsou formami vněǰśıho popisu. Předem

nelze jednoznačně ř́ıci, která forma popisu je nejvhodněǰśı. Zálež́ı na celé řadě okol-

nost́ı např́ıklad z jakého zdroje a jakou metodou byly źıskány informace o systému,

co je účelem analýzy či syntézy systému a jaké prostředky jsou k dispozici. Proto je
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d̊uležité znát převodńı vztahy mezi jednotlivými zp̊usoby popisu a s t́ım souvisej́ıćı

přechod z jednoho stavu do druhého.

Snadný je přechod od diferenciálńı rovnice k operátorovému přenosu. Protože

přenos je definován za nulových počátečńıch podmı́nek, je obraz derivaćı dán pouze

součinem obrazu funkce a př́ıslušných mocnin operátoru p. Stejně jednoduchý je

přechod od operátorového přenosu k přenosu frekvenčńımu. Formálně je to prove-

deno prostou záměnou operátoru p výrazem jω. Rovněž vykresleńı frekvenčńı cha-

rakteristiky ze známého přenosu je rychlé za použit́ı PC.

Složitěǰśı je obrácená úloha, tedy k naměřené frekvenčńı charakteristice stanovit

odpov́ıdaj́ıćı přenos. Tato úloha se většinou řeš́ı přibližnou aproximaćı. Výchoźı je

obvykle řád aproximačńıho přenosu, nebo požadovaná přesnost aproximace. Fre-

kvenčńı charakteristika se nakresĺı v logaritmických souřadnićıch a hledá se takový

řád a koeficienty přenosové funkce, které zajist́ı potřebnou shodu jak ampitudy, tak

fáze v uvažovaném frekvenčńım rozsahu. Celý postup je jen těžko algoritmizovatelný

a řešitelný pomoćı výpočetńı techniky [7].

Vzájemné vztahy mezi časovými charakteristikami, impulsńı a přechodovou, jsou

rovněž jednoduché. Pro impulsńı odezvu plat́ı g(t) = L−1{F (p)}, kdežto pro přecho-

dovou charakteristiku h(t) plat́ı h(t) = L−1{F (p)1
p
}. Odtud je zřejmé, že impulsńı

charakteristika je derivaćı přechodové charakteristiky g(t) = dh(t)
dt

a obráceně pře-

chodová charakteristika je integrálńı funkćı impulsńı charakteristiky h(t) =
∫ t
0 g(t)dt

[7].

6.2 Lineárńı diferencilálńı rovnice

Lieárńı, stacionárńı a spojitý systém se vstupem u(t) a výstupem y(t) popisuje

lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty [7].

any
(n)(t)+an−1y

(n−1)(t)+...+a1y(t)+a0y(t) = bmu
(m)(t)+...+b1u(t)+b0u(t)(6.1)

kde ai, bi jsou reálné konstanty, u(t) vstup systému a y(t) je výstup systému [7].

Rovnici (2.1) lze zapsat ve tvaru:

n∑
i=0

aiy
(i)(t) =

m∑
j=0

bju
(j)(t) (6.2)

6.3 Operátorový přenos

Definice operátorového přenosu. Operátorový přenos je dán poměrem obrazu výstupńı

veličiny k obrazu vstupńı veličiny ve stejné transformaci, za předpokladu nulových
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počátečńıch podmı́nek. V př́ıpadě spojitých systému je použ́ıvána Laplaceova trans-

formace. Systém popsaný diferenciálńı rovnićı, má přenos ve tvaru racionálńı lomenné

funkce

F (p) =
Y (p)

U(p)
=
bmp

m + bm−1p
m−1 + ...+ b1p+ b0

anpn + an−1pn−1 + ...+ a1p+ a0

(6.3)

kde p je Laplace̊uv operátor. Z uvedené podmı́nky realizovatelnosti plyne, že stupeň

polynomu v čitateli muśı být nižš́ı, nebo nejvýše roven stupni polynomu ve jmeno-

vateli přenosu F (p).

Oba polynomy lze vyjádřit ve tvaru součinu kořenových činitel̊u

A(p) = an(p− p1)(p− p2)...(p− pn) (6.4)

B(p) = bm(p− n1)(p− n2)...(p− nn) (6.5)

Obecně se komplexńı č́ısla pi, i = 1..n nazývaj́ı póly přenosu, nebot splňuj́ı rovnici

A(pi) = 0.

Rovněž obecně komplexńı č́ısla nj, j = 1..m jsou nuly přenosu, pro které plat́ı

B(nj) = 0.

Pomoćı těchto tvar̊u lze přenos psát ve formě pod́ıl̊u kořenových činitel̊u

F (p) =
bm(p− n1)(p− n2)...(p− nm)

an(p− p1)(p− p2)...(p− pn)
(6.6)

kde p je Laplace̊uv operátor [7].

Př́ıklad jednoduchého RLC obvodu popsaného operátorovým přenosem

U
1

U
2

R L

C

Obrázek 6.1: Jednoduchý RLC obvod

Přenos článku na obrázku 6.1 je dán vztahem

U2 = U1
Z2

Z1 + Z2

(6.7)

kde U2 je výstupńı napět́ı, U1 je vstupńı napět́ı a Z2 je impedance obvodu z pohledu

výstupńıch svorek. U tohoto př́ıkladu je tedy Z2 = 1
jωC

a Z1 = R+ jωL. Zavedeme
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substituci s = jω a přenos se vypoč́ıtá pomoćı vztahu K(s) = U2

U1
. Po dosazeńı do

vztahu pro výpočet výstupńıho napět́ı děliče vyjde vztah pro přenos:

K(s) =
U2

U1

=
Z2

Z1 + Z2

=
1

sC

R + sL+ 1
sC

(6.8)

K(s) =
1

s2LC + sCR + 1
(6.9)

pokud hodnoty všech součástek budou rovny jedné =⇒ výsledný vztah bude mı́t

tvar:

K(s) =
1

s2 + s+ 1
(6.10)

Z tohoto vztahu jsou př́ımo vidět nuly a póly daného obvodu (nuly jsou kořeny

čitatele a póly jsou kořeny jmenovatele) p1 = p∗2

p1 = −0.5 + j0.866

p2 = −0.5− j0.866
(6.11)

Tyto výsledky jsou doloženy z programu MATLAB a ověřeny obvodovým simuláto-

rem PSPICE.
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Obrázek 6.2: Frekvenčńı charakteristiky RLC obvodu.

6.4 Frekvenčńı přenos systému

Vyjadřuje vlastnosti systému pro harmonický proměnný vstupńı signál. Frekvenčńı

přenos je roven pod́ılu Fourierova obrazu výstupńıho signálu a Fourierova obrazu
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vstupńıho signálu. Frekvenčńı přenos pak udává amplitudové ześıleńı a fázové na-

točeńı procházej́ıćıho signálu [7]:

F (jω) =
Y (jω)

U(jω)
= |F (jω)| · ejϕ(ω) (6.12)

6.5 Frekvenčńı charakteristika

Je grafické vyjádřeńı frekvenčńıho přenosu systému, lze ji nakreslit ze známého

frekvenčńıho přenosu, nebo pomoćı hodnot, změřených na skutečném systému. Vek-

tor frekvenčńıho přenosu může být vyjádřen dvěma zp̊usoby [7]:

F (jω) = Re[F (jω)] + jIm[F (jω)] (6.13)

V tomto př́ıpadě je obvyklé kreslit frekvenčńı charakteristiku v komplexńı rovině

s osami, na které se vynáš́ı reálná a imaginárńı část přenosu. Frekvenčńı vlastosti

sytému vyjadřuje křivka v komplexńı rovině, jej́ımž parametrem je kruhová frekvence

označená jako ω.

F (jω) = |F (jω)|ejϕ(ω) (6.14)
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Obrázek 6.3: Frekvenčńı charakteristika v komplexńı rovině tzv. Nyquist̊uv diagram.

Vlastnosti systému nyńı určuj́ı dvě funkce a jim odpov́ıdaj́ıćı dvě křivky. Prvńı z nich

je závislost absolutńı hodnoty přenosu na frekvenci a druhá vyjadřuje pr̊uběh fáze.

Pro práci s amplitudovými charakteristikami je vhodné volit logaritmické měř́ıtko,

amplituda je pak vyjadřena v decibelech [7]:

|F (jω)|dB = 20log|F (jω)|. (6.15)

Frekvenčńı charakteristiku lze nakreslit ze známého frekvenčńıho přenosu, nebo po-

moćı hodnot, změřených na skutečném systému. Tento zp̊usob se u systémů s malými

časovými konstantami ještě stále použ́ıvá (zejména ve sdělovaćı a telekomunikačńı

technice).
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6.6 Impulsńı charakteristika

Je odezva dynamického systému na vstupńı signál tvaru Diracova impulsu při nulo-

vých počátečńıch podmı́nkách. Impulsńı charakteristiku systému lze použ́ıt i k vý-

počtu odezvy systému na libovolný vstupńı signál. Funkce se označuje jako g(t).

Dirac̊uv impuls δ(t) je nerealizovatelná funkce, definovaná následuj́ıćımi vztahy [7]:

δ(t) =

 0 pro t 6= 0

1 pro t = 0
(6.16)

∫ +∝

−∝
δ(t)dt = 1 (6.17)

6.7 Přechodová charakteristika

Přechodová charakteristika je daľśı časová funkce, kterou se často vyjadřuj́ı dy-

namické vlastnosti systému. Je to odezva na jednotkovou změnu (jednotkový skok)

vstupńı veličiny při nulových počátečńıch podmı́nkách. Obvykle se znač́ı h(t) [7].
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Obrázek 6.4: Přechod. charakteristika.
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Obrázek 6.5: Diskrétńı popis.

Jednotkový skok je definován takto:

u0(t) =

 0 pro t < 0

1 pro t ≥ 0
(6.18)

Laplace̊uv obraz této funkce je

U0(p) = L{u0(t)} =
1

p
(6.19)

a pro obraz přechodové charakteristiky tedy plat́ı

H(p) = L{h(t)} =
1

p
F (p) (6.20)

Pomoćı přechodové charakteristiky lze vypoč́ıtat odezvu na obecný vstupńı signál

u(t).
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6.8 Rozložeńı nul a pól̊u přenosu

U pól̊u a nul je rozhoduj́ıćı jejich poloha vzhledem k imaginárńı ose (mez stability).

V levé komplexńı polorovině jsou stabilńı póly a nuly (maj́ı zápornou reálnou část),

v pravé polorovině jsou nestabilńı póly a nuly (maj́ı kladnou reálnou část). Stabilńı

nula zp̊usobuje překmit a nestabilńı nula zp̊usobuje podkmit děje. [7], [3],[8].
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Obrázek 6.6: Rozložeńı nul a pól̊u RLC obvodu.

Nuly v počátku představuj́ı derivačńı charakter systému, póly v počátku naopak

představuj́ı integračńı charakter. Př́ıčinou záporných reálných pól̊u je aperiodický

přechodový jev. Komplexně sdružené póly zp̊usobuj́ı kmitavý charakter přechodo-

vého děje. Č́ım jsou stabilńı póly dále od imaginárńı osy, t́ım je přechodový děj v́ıce

tlumen. Jsou-li nuly bĺıže imaginárńı ose než póly, bude převládat derivačńı cha-

rakter. Protože stabilńı oblast́ı u diskrétńıch systémů je prostor uvnitř jednotkové

kružnice, je zde rozhoduj́ıćı sledovat polohu pól̊u a nul právě v̊uči této kružnici (mez

stability) [15].

6.9 Stabilita systému

Stabilita je jedńım ze základńıch požadavk̊u, který je kladen na regulačńı obvod.

Regulačńı obvod je stabilńı, jestliže pro vychýleńı regulačńıho obvodu z rovnováž-

ného stavu a odezněńı vněǰśıch sil, které tuto odchylku zp̊usobily, se regulačńı obvod

během času znovu vrát́ı do p̊uvodńıho rovnovážného stavu. Matematicky lze stabilitu

definovat [7]:

lim
t→∞

y(t) = 0. (6.21)

Z hlediska stability existuj́ı regulačńı obvody stabilńı, na mezi stability a nesta-

bilńı. Regulačńı obvody na mezi stability se považuj́ı za stabilńı. Vždy se vyžaduje,

aby regulačńı obvod byl za všech okolnost́ı stabilńı. Zat́ımco parametry a dynamické

36



vlastnosti regulované soustavy jsou dány konstrukćı soustavy, technologickým pro-

cesem apod. (nemohou se měnit), dynamické vlastnosti regulátoru nastavováńım vo-

litelných parametr̊u regulátoru se změnit mohou. T́ım je dosaženo stability (a daľśıch

vlastnost́ı) regulačńıho obvodu.
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Obrázek 6.7: Přechodová charakteristika
stabilńıho systému.
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Obrázek 6.8: Přechodová charakteristika
systému na mezi stability.

Kontrola stability RO spoč́ıvá v určeńı rozložeńı kořen̊u charakteristické rovnice

v komplexńı rovině kořen̊u. Pokud lze kořeny vyč́ıslit, použije se nutná a postačuj́ıćı

podmı́nka stability, která se týká kořen̊u charakteristické rovnice. Regulačńı obvod

je stabilńı právě tehdy, když všechny kořeny charakteristické rovnice maj́ı záporné

reálné části, tedy lež́ı-li v levé komplexńı polorovině.
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Obrázek 6.9: Postačuj́ıćı podmı́nka stability.

Jinak je nutno použ́ıt pravidla, která umožńı rozhodnout o stabilitě bez př́ımého

výpočtu kořen̊u, tyto pravidla se nazývaj́ı kritéria stability. Mezi často použ́ıvaná

kritéria patř́ı např́ıklad Nyquistovo, Michajlovovo nebo Hurwitzovo kritérium.
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7 ALGORITMY VÝPOČTU

Tato kapitola popisuje kompletńı postup programováńı a laděńı funkce pro výpočet

kořen̊u polynomů metodou př́ırustku argumentu. Algoritmus lze rozdělit do tř́ı část́ı.

Prvńı část se zabývá určeńım vstupńıch parametr̊u funkce ze zadaného poly-

nomu a výpočtem celkového počtu kořen̊u. To znamená např́ıklad zjǐstěńı řádu

polynomu nebo hodnoty maximálńıho koeficientu pro určeńı potřebného poloměru

(5.19). Druhá část řeš́ı lokalizaci všech kořen̊u zadaného polynomu Newtonovou

metodou tečen a navazuje na prvńı část. Třet́ı a posledńı blok tvoř́ı úsek programu,

který obstarává určeńı násobnosti jednotlivýh nalezených kořen̊u.

Podmı́nkou správnosti výpočtu je, aby součet násobnost́ı všech kořen̊u byl roven

celkovému počtu kořen̊u. Pokud tato podmı́nka neńı splněna nastala tak ve výpočtu

chyba.

7.1 Funkce určuj́ıćı celkový počet kořen̊u

Naprogramovaná funkce vraćı počet všech kořen̊u, které se nacházej́ı uvnitř trans-

formované kružnice, tedy celkový počet kořen̊u polynomu. Odpověd’ na otázku proč

byla křivkou vybrána právě kružnice dáva vztah (5.19). Kružnice je dána dvěma

vstupńımi parametry: polynomem a přesnost́ı výpočtu označovaná jako ε. Tyto dva

jedinné d̊uležité údaje zadává uživatel z klávesnice.

Celý postup se odv́ıj́ı od zadaných vstupńıch parametr̊u pevně danými kroky.

Transformovaná kružnice je rozdělena např́ıklad na n ekvidistantně vzdálených části

a vznikne t́ımto zp̊usobem vektor n úhl̊u. Kolik takových úsek̊u vznikne zálež́ı na

řádu daného polynomu.

temp = linspace (0 ,2∗pi , r o z l i s e n i ) ;
bodykruznice = polomer∗exp( temp∗sqrt (−1)) ;

Pro každý takovýto bod na kružnici daný úhlem a souřadnicemi v komplexńı

rovině z, se vypoč́ıtá hodnota polynomu v tomto bodě. Výsledkem operace je daľśı

vektor dat, který už nálež́ı do roviny w, nikoliv do roviny z a proběhla tedy trans-

formace z komplexńı roviny z do komplexńı roviny w.

w = polyval ( polynom , bodykruznice ) ;

Vykresleńım takového vektoru do komplexńı roviny vznikne zaj́ımavý pohled,

který je vidět na obrázku 7.1. Při bližš́ım nastudováńı princincipu př́ırustku argu-

mentu a daného obrázku je dobře patrné, kolik kořen̊u má zadaný polynom. Celkový

počet kořen̊u je roven počtu otáček kolem počátku soustavy souřadnic komplexńı

roviny w.
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Obrázek 7.1: Zjǐstěńı násobnosti kořene.

Na prvńı pohled velice jednoduchá situace, avšak z hlediska programováńı niko-

liv. Aby bylo možné zjistit počet oběh̊u kolem počátku soustavy souřadnic, byl

navržen nový postup výpočtu.

1. Po transformaci a vykresleńı v rovině w je vypoč́ıtána fáze jednotlivých bod̊u

v této rovině.

2. Daľśım krokem je provedeńı korekce úhl̊u z intervalu 〈−π,+π〉 do intervalu

〈0, 2π〉 (volitelně je možné pracovat i ve stupňové mı́̌re).

3. Poté je provedena diference dvou sousedńıch prvk̊u v matici úhl̊u.

4. T́ım je vytvořena daľśı matice prvk̊u tentokráte obsahuj́ıćı jenom diference

sousedńıch prvk̊u.

5. Z takového pole jsou odstraněny fiktivńı oběhy, tj. za oběh jsou brány diference

splňuj́ıćı podmı́nku: diference > 270◦.

6. Předposledńım krokem je zjǐstěńı zda je rozd́ıl diferenćı kladný nebo záporný

(za kořeny jsou brány diference < 0), t́ım vzniká opět nová matice prvk̊u.

7. Nyńı stač́ı zjistit počet záporných prvk̊u v předchoźı uvedené matici.

8. Výsledkem je tedy celkový počet kořen̊u polynomu, v tuto chv́ıli nejsou známy

jejich č́ıselné hodnoty.

Těmito uvedenými kroky konč́ı prvńı části výpočtu kořen̊u metodou př́ırustku argu-

mentu, je tedy v této fázi vyřešen celkový počet kořen̊u daného polynomu.
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7.2 Funkce pro nalezeńı kořen̊u

Tato funkce by měla rychle a hlavně přesně naj́ıt všechny kořeny polynomu. Pro

lokalizaci kořene byla vybrána Newton-Raphsonova metoda tečen. Postup při pro-

gramováńı vycháźı z teoretických poznatk̊u o jednobodové Newtonově metodě tečen.

Vývojový diagram této metody je uveden v př́ıloze D.1 této práce. Úvodńı kroky

jsou situovány takto:

1. Stanoveńı potřebného rozlǐseńı, tj. na kolik ekvidistantně vzdálených bod̊u má

být kružnice rozdělena.

2. Dle věty o poloze kořen̊u je stanoven potřebný poloměr kružnice, dáno vztahem

(5.19). Aby nebyla náročnost výpočtu vysoká je při překročeńı maximálńıho

poloměru automaticky přidělen poloměr hraničńı, jde tedy pomocnou kons-

tantu.

3. Velice d̊uležitým krokem je přiděleńı imaginárńı jednotky o malé velikosti

prvńımu a posledńımu bodu kružnice, protože jsou to pouze reálná č́ısla.

Přǐrazeńı je dáno prostým d̊uvodem: z reálného počátečńıho bodu může být

nalezen zase jen kořen reálný. V př́ıpadě, že by polynom měl pouze imaginárńı

kořeny tak výpočet zkolabuje. Př́ıkladem je polynom x2 + 2x+ 1 = 0.

4. Následuje posledńı část, a to samotná lokalizace kořen̊u Newton-Raphsonovou

metodou tečen, která si zaslouž́ı podrobněǰśı popis.
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Obrázek 7.2: Lokalizace kořen̊u polynomu
x5 + 2x4 + 2x3 = 0 v kom-
plexńı rovině z.
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Obrázek 7.3: Lokalizace kořen̊u polynomu
(x − 1)5 = 0 v komplexńı
rovině z.

40



Celý výpočet prob́ıha v těle for cyklu. Ten proběhne tolikrát, na kolik část́ı je

rozdělena kružnice. Každý bod na kružnici je počátečńım bodem aproximace pro

Newton-Raphsonovu metodu tečen.

for p o c i t a d l o =1: length ( bodykruznice )
p o c e t i t e r a c i =0;
korenyprubezne =0;
x0=bodykruznice ( p o c i t a d l o ) ;
. . .

Postup pokračuje derivaćı funkce (polynomu) a poté je pomoćı aproximačńıho

vztahu (4.1) vyjádřen prvńı krok iterace. Pokud byl počátečńı bod zvolen nejlépe

jak mohl, může být kořen polynomu nalezen po prvńım iteračńım kroku. Pokud se

tak nestalo, prob́ıhá v cyklu while výše uvedený výpočet do té doby, než je splněna

podmı́nka |x1−x0| > ε. Celý zmı́něný postup lokalizace je znázorněn na vývojovém

diagramu v př́ıloze D.1. Ukázková část zdrojového kódu pomoćı ńıž než kořen nadále

zpřesňován, je vypsána zde:

while abs ( x1−x0 ) > pre snos t
x0=x1 ;
p o c e t i t e r a c i=p o c e t i t e r a c i +1;
x1=x0−(polyval ( polynom , x0 )/ polyval ( prvn ider ivace , x0 ) ) ;
korenyprubezne ( p o c e t i t e r a c i )=x1 ;

end

Pojem přesnost neńı možné zaměňovat s pojmem chyba řešeńı, která je dána

rozd́ılem mezi hodnotou vypoč́ıtanou a skutečnou a charakterizuje správnost řešeńı.

Protože skutečná hodnota výsledku neńı známa, nelze o chybě řešeńı v̊ubec hovořit.

Může nastat situace, kdy výsledek řešeńı bude přesný, ale zdaleka nebude správný.

Při praktickém zadáváńı hodnoty požadované přesnosti řešeńı se muśı vždy brát

v úvahu prostředek na kterém je prováděn výpočet. Každý typ poč́ıtače je schopen

zobrazit definovanou malou hodnotu. Každá daľśı menš́ı hodnota je pak již inter-

pretována jako nula. Takže se může stát, že požadovaná přesnost bude menš́ı než je

tato limitńı hodnota, potom se ve výpočetńım programu projev́ı jako nula. V itera-

čńım výpočtu to povede k nekonečnému počtu opakováńı, program se tzv. zacykĺı

a prakticky nemá možnost ukončeńı.

Všechny nalezené kořeny (jednotlivé posledńı iterace) jsou uloženy do nově vy-

tvořené matice, s kterou se nadále pokračuje ve výpočtech.

7.3 Ověřeńı násobnosti kořene

Upřesněńı kořen̊u má opodstatněńı hlavně při hledáńı násobných kořen̊u. Proč tomu

tak je, bude vysvětleno dále. Protože aplikaćı Newton-Raphsonovy metody tečen

41



byl u násobných kořen̊u nalezen shluku bĺızkých kořen̊u, je nutné zajistit určeńı

násobnosti jednoho jedninného kořene. Matematicky lze postup provést jako vypočet

geometrického středu shluku kořen̊u a ověřit MPA jeho násobnost.

Protože jednotlivými iteracemi jsou nalezeny r̊uzné kořeny polynomu, je výs-

ledkem hledáńı pole neseřazených kořen̊u (matice z předchoźı kapitoly). Proto je

žádoućı toto pole seřadit z d̊uvodu určeńı počtu nalezeńı jednotlivých kořen̊u.

Prvńım zp̊usobem jak seřadit matici reálných, komplexńıch nebo smı́̌sených ko-

řen̊u je pomoćı př́ıkazu programu Matlabu. Jedná se o př́ıkaz sort. Protože tento

př́ıkaz dokáže řadit pouze a jen podle jednoho kritéria (bud’ podle reálných nebo

imaginárńıch část́ı), je dále využita na takto vytvořenou z části seřazenou matici

metoda Buble sort.

Princip spoč́ıvá v tom, že jsou porovnávany dva sousedńı prvky podle velikost́ı.

Pokud je prvńı hodnota větš́ı než druhá, tak se tyto dva prvky prohod́ı. Aplikaćı

postupu na celé pole hodnot se v posledńım kroku největš́ı prvek dostává na konec

matice. Poté se pole o tento prvek zkrát́ı, protože nejvetš́ı hodnota se dostala nakonec

a neńı tud́ıž zapotřeb́ı. Celý postup se opakuje n−1, kde n udává počet prvk̊u v poli.

Prvńım zp̊usobem je tedy seřazeno pole podle reálných část́ı a po použit́ı druhé

metody je pole seřazeno nav́ıc ještě podle imaginárńıch část́ı. T́ımto algoritmem je

doćıleno seřazeńı stejných kořen̊u v matici vedle sebe.

Vystáva zde problém, kde se nacháźı daľśı rozd́ılný kořen. Problém je vyřešen

zjǐstěńım indexu na prvek matice, který je odlǐsný od prvku předchoźıho. Dı́ky těmto

index̊um je snadné separovat potřebné kořeny z matice. V uvedeném zdrojovém kódu

reprezentuje indexy proměnná s názvem delka—hledej. Následně jsou vypoč́ıtány

sumy stejných kořen̊u, které odpov́ıdaj́ı proměnné geom—pole.

for temp2=1: d e l k a h l e d e j
for ukazate l=temp : p o l e h l e d e j ( k )

prubezny vys ledek=real (B( ukazate l ))+ sqrt (−1)∗imag(B( ukazate l ) ) ;
vys l edek=prubezny vys ledek+vys ledek ;
p o c i t a d l o=p o c i t a d l o +1;

end
poc i t a c ( temp2)= p o c i t a d l o ;
p o c i t a d l o =0;
geom pole ( temp2)=vys ledek ;
k=k+1;
n=n+1;
temp=p o l e h l e d e j (n)+1;
vys l edek =0;
prubezny vys ledek =0;

end
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Obrázek 7.4: Vývojový diagram metody Buble sort.

Po těchto operaćıch už následuje výpočet geometrických střed̊u. Aby byla hod-

nota geometrického středu správná, muśı se vypoč́ıtat jako součet reálných část́ı

a imaginárńıch část́ı dělený počtem kořen̊u ve shluku.

for temp=1: d e l k a h l e d e j
g eomet r i cke s t r edy ( temp)=geom pole ( temp )/ poc i t a c ( temp ) ;

end

V takto vytvořených geometrických středech je opět aplikována metoda př́ırustku

argumentu, která zjist́ı násobnost kořene. Je vidět, že metoda př́ırustku argumentu

je využita ve dvou fáźıch výpočt̊u:

• Prvńım využit́ım je zjǐstěńı celkového počtu kořen̊u nacházej́ıch se uvnitř trans-

formované kružnice.

• Druhou aplikaćı je zjǐstěńı (ověřeńı) násobnosti kořene.

Vypočtené výsledky jsou následně využity uživatelským prostřed́ım, které je

prezentuje ve vizuálńı podobě.
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8 TVORBA GRAFICKÉHO ROZHRANÍ

Všechny grafické objekty dané aplikace tvoř́ı grafické uživatelské prostřed́ı. Název

je převzat z anglického Graphical User Interface (GUI). Většina lid́ı v dnešńı době

dává přednost aplikaci ve které stač́ı k použ́ıváńı pouze myš, stač́ı kliknout myš́ı

a hned tato akce vyvolá nějakou událost. Práce je ř́ızena interaktivńımi kroky.

Tato kapitola by měla zavést do možnost́ı grafického prostřed́ı Matlabu. Všechny

grafické objekty jsou vytvářeny př́ımo v editoru zdrojového kódu. V takovém př́ıpadě

lze psát, že GUI je optimálńı, protože takové prostřed́ı obsahuje z hlediska pro-

gramátora jen nejnutněǰśı komponenty pro spávnou funkčnost. Programovém pro-

střed́ı Matlab umožňuje výběr ze dvou možnost́ı jakým zp̊usobem gafickou aplikaci

naprogramovat.

Prvńım zp̊usobem je použit́ı nástroje, který vytvoř́ı všechny grafické prvky pou-

hým přetažeńım, jedná se o ńızkoúrovňové programováńı, protože po sestaveńı apli-

kace je automaticky vygenerován př́ıslušný zdrojový kód. Tento nástroj se jmenuje

GUIDE (Graphical User Interface Development Environment).

Postup vytvářeńı je dán pevnými, intuitivńımi kroky. Tedy použit́ı tohoto zp̊u-

sobu je univerzálńı a časově nenáročné. Nevýhodou tohoto zp̊usobu je možná ne-

kompatibilita se starš́ımi verzemi programového prostřed́ı Matlab a zdrojový kód

nemuśı a často neńı optimálńı.

Druhou možnost́ı řešeńı je využit́ı znalost́ı systému Handle Graphics. Nástroj

s jehož pomoćı lze efektivně pracovat s grafickými objekty. Obrovskou výhodou

tohoto zp̊usobu je absolutńı kontrola programátora nad aplikáćı narozd́ıl od předcho-

źıho zp̊usobu programováńı. Grafickými objekty jsou všechny základńı elementy gra-

fického výstupu. Aby systém fungoval správně muśı být mezi jednotlivými objekty

přesně daná hiearchie, která je zobrazena na následuj́ıćım obrázku.

Obrázek 8.1: Základńı hierchie Matlabu.

S pojmem hiearchie objekt̊u souviśı pojmy Parent (rodič) a Children (děti).

Pokud je provedena změna na vyšš́ı úrovni, tak tato změna může být zděděna nižš́ımi

podř́ızenými objekty viz. hiearchie grafických objekt̊u [12].
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Obrázek 8.2: Hiearchie základńıch grafických objekt̊u v Matlabu.

8.1 Návrh aplikace

Před vlastńım programováńım daného grafického prostřed́ı je vždy vhodné rozhod-

nout se jak by měla daná aplikace vypadat. Z tohoto d̊uvodu je užitečné nakreslit

si návrh na paṕır a ten poté realizovat v prostřed́ı Matlab. Jedná se o možná nej-

efektivněǰśı vývojový proces před vlastńı praćı v programovém prostřed́ı. Protože

při programováńı je uplatněna metoda programováńı s názvem Switch Board je

základem podstatné využit́ı vlastnosti funkćı, a to možnost volat sama sebe s r̊uz-

nými parametry a v neposledńı řadě využit́ı př́ıkaz̊u Switch a Case. Předpokladem

je znalost systému Handle Graphics.

Obrázek 8.3: Návrh grafického prostřed́ı.

Rozložeńı aplikace je navrženo tak, aby bylo co nejlépe přehledné a nečinilo tak

uživateli problémy s ovládáńım. Předběžná vizuálńı podoba programu je na obrázku

8.3. Z funkčńıho hlediska by navrhovaná aplikace měla mı́t několik část́ı navzájem

od sebe oddělěných. Odděleńı je d̊uležité pro odlǐseńı prvk̊u s r̊uznou funkčnost́ı.

T́ımto pojmem je rozuměno např́ıklad odděleńı uicontrol objekt̊u, které slouž́ı jako

ovládáńı nebo maj́ı pouze informačńı charakter (např́ıklad výsledková část).

Jelikož byla vybrána za metodu programováńı technika Switch Board, muśı jed-

notlivé objekty úmı́stěny na správné mı́sto. K tomu slouž́ı pozicováńı, kdy každý
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prvek jem možné nadefinovat v aktuálńım okně Figure pomoćı čtyř parametr̊u, jak

ukazuje obrázek.

Obrázek 8.4: Pozicováńı objekt̊u.

left – umı́stěńı levého spodńıho rohu grafického objektu od počátku

right – umı́stěńı pravého spodńıho rohu grafického objektu od počátku

width – š́ı̌rka uicontrol objektu

height – výška uicontrol objektu

8.2 Popis část́ı aplikace

V nově vytvořeném okně Figure se nacháźı všechny použité uicontrol prvky. Souhrn

několika takovýchto prvk̊u tvoř́ı celkem čtyři základńı bloky programu, mezi něž

neńı zařazeno menu programu. Rozpoložeńı je na obrázku 8.5.

 

Obrázek 8.5: Navržené uživatelské prostřed́ı.
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Popis prvńı části GUI

Blok programu umožňuje zadáváńı všech vstupńıch parametr̊u nutných pro sprá-

vný výpočet. Jedná se o tři editovaćı pole a rozbalovaćı popup-menu. Prvńım edito-

vaćım polem je zadáváńı koeficient̊u polynomů, kde funkce odpov́ıdá názvu. U zatr-

žené volby v menu programu výpočet přenosové funkce plńı toto pole stejnou úlohu.

Druhé editovaćı pole slouž́ı k zadáváńı maximálńıho počtu iteraćı. Hodnota je

vstupńım parametrem použitých metod (omezeno na některé metody). V př́ıpadě

výpočtu přenosové funkce plńı stejnou úlohu jako prvńı editovaćı pole. Pokud je

vybráno v menu programu vyč́ıslováńı polynomu viz. př́ıloha C, slouž́ı toto pole

k zadáváńı hodnoty v ńıž má být polynom vyč́ıslen.

Posledńı editovaćı pole umožňuje zadáváńı přesnosti výpočtu pro použitou me-

todu př́ırustku argumentu (jeho hodnota je vstupńım parametrem pro naprogramo-

vané funkce).

Položky v rolovaćı nab́ıdce slouž́ı k výběru metody, pomoćı které maj́ı být

nalezeny všechny kořeny polynomu.

 

Obrázek 8.6: Blok zadáváńı vstupńıch parametr̊u.

Př́ıklady zadáváńı vstupńıch hodnot

1. Pro polynom, který je zadán např́ıklad takto: (x − 1)5 muśı být koeficien-

ty zadány v tomto tvaru 1 -5 10 -10 5 -1. Pokud jde o výpočet konkrétńıho

polynomu, toto pole obsahuje kořeny polynomu jež má být vypoč́ıtán. Např́ı-

klad pokud je zadáno 1 1 1 1 1, je výsledkem polynom s právě těmito kořeny,

tedy: (x− 1)5.

2. Počet iteraćı se zadává jako celé č́ıslo, výchoźı hodnotou je 1000 (č́ım větš́ı

hodnoty, t́ım déle trvá výpočet). V př́ıpadě vykresleńı polynomu se do to-

hoto pole zadává rozsah osy x v němž má být polynom vykreslen. Např́ıklad

rozsah osy může být zadán č́ıselně: [−3 3]. Pro př́ıpad výpočtu konkrétńıho

polynomu je v tomto poli uveden konečný výsledek výpočtu (koeficienty poly-

nomu). U volby vykreslováńı, toto pole obsahuje č́ıselnou hodnotu, v ńıž má

být polynom vyč́ıslen.
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3. Toto editovaćı pole je využito pro zadáńı přesnosti výpočtu. Ta se zadává

jako desetinné č́ıslo, výchoźı hodnotou je 0,001 (platnost nalezeńı kořene na 3

desetinná mı́sta). Program toleruje zadáváńı desetinného č́ısla s tečkou, nebo

čárkou. V př́ıpadě vykreslováńı polynomu slouž́ı toto pole také pro zadáńı

kroku s kterám má být rozdělen daný x -ový rozsah objetku axes.

4. Popup-menu má celkem sedm možnost́ı jakou metodou mohou být kořeny

polynomu vypoč́ıtány. Jedná se o tyto metody:

Matlab metoda – metoda aplikovaná v prostřed́ı Matlab,

MPA – nově vytvořená metoda na hledáńı kořen̊u polynomů,

Lagurrova metoda – metoda plikovaná ve starš́ıch verźıch Matlabu,

Bairstowova metoda – aplikována pro názorné porovnáńı výsledk̊u

Halleyova metoda – aplikována pro názorné porovnáńı výsledk̊u

Newtonova metoda – klasická metoda bez úprav

Durand-Kernerova metoda – aplikována pro názorné porovnáńı výsledk̊u

Popis druhé části GUI

Prováděćı část obsahuje řadu tlač́ıtek. Tato tlač́ıtka funguj́ı jako odezvy na

prováděné operace. Po jejich stisknut́ı je volána př́ıslušná funkce, a ta již vykoná

sv̊uj obsah operačńıho kódu. Tlač́ıtko se po stisknut́ı vraćı zpět do p̊uvodńıho stavu,

je tedy připraveno k opětovné reakci uživatele. Tento blok obsahuje celkem sedm

těchto uicontrol objekt̊u. Př́ıslušné tlač́ıtko je zpř́ıstupněno v závislosti na druhu

výpočtu.

 

Obrázek 8.7: Blok prováděćı části.

Start – začátek výpočtu kořen̊u polynomu.

Přenos – výpočet nul a pól̊u přenosové funkce.

Vyč́ısleńı – vyč́ısleńı polynomu v daném bodě.

Default – nastaveńı programu do počátečńıho stavu včetně vymazáńı všech hodnot

a pr̊uběh̊u.
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Porovnej – otevřeńı nového okna a porovnáńı výsledk̊u jednotlivých metod uve-

dených v Popupmenu.

Vykresleńı – vykresleńı polynomu na daném intervalu.

Vytvořit – vytvořeńı polynomu s danými kořeny.

Popis třet́ı části GUI

Část grafického prostřed́ı, do kterého se vypisuj́ı vypočtené výsledky obsahuje

uicontrol objekt ListBox. Hlavńı využitou vlastnost́ı je String. Dı́ky ńı mohou být

všechna data v matici po převodu do spávného formátu zobrazena do Listboxu.

Obrázek 8.8: Výpis vypoč́ıtaných výsledk̊u do uicontrol objektu.

Popis čtvrté části GUI

Pro grafickou reprezentaci vypočtených výsledk̊u byl vytvořen kresĺıćı prostor

tvořený grafickým objektem Axes. Tento objekt tvoř́ı posledńı ze čtyř hlavńıch část́ı

programu, vyj́ıma uživatelského menu.

Obrázek 8.9: Vykreslováńı do grafického objektu axes.
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8.3 Programováńı prostřed́ı

Rozmı́stěńım grafických objekt̊u zač́ıná nastavováńı jednotlivých vlastnost́ı objekt̊u.

Mezi takové d̊uležité vlastnosti patř́ı:

h6=uicontrol ( ’ Units ’ , ’ normal ized ’ , ’ S ty l e ’ , ’ Text ’ , ’ S t r ing ’ , . . .
’ P řesnost : ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 0 . 0 2 0 .75 0 .16 0 . 0 5 ] , . . .
’Tag ’ , ’ p r e s n o s t s t a t i c ’ , ’ Fonts i z e ’ , 1 2 , . . .
’ FontWeight ’ , ’ bold ’ , ’ BackgroundColor ’ , . . .
[ 0 . 7 0 .8 0 . 9 4 ] , ’ Fontname ’ , ’ Georgia ’ ) ;

• Units - nastaveńı jednotek

• Style - typ uicontrol objektu

• Text - vlastńı text, popis objektu

• String - řetězec znak̊u např́ıklad v editovaćım poli

• Tag - identifikace objektu

Postup vytvářeńı grafického prostřed́ı výcháźı principielně z tohoto ukázkového

bloku programu.

switch ( vstpar )
case ( ’ vybermetody ’ )

Volba = get ( f i n d o b j ( ’Tag ’ , ’ vybermetody ’ ) , ’ Value ’ ) ;
i f Volba = = 1
set ( f i n d o b j ( ’Tag ’ , ’ p r e snos t ’ ) , ’ Enable ’ , ’ o f f ’ ) ;

. . .
e l s e i f Volba = = 2

. . .
end

case ( ’ s t a r t ’ )
. . .

end
end

Jak je vidět z části zobrazeného zdrojového kódu, př́ıkaz switch představuje

jakýsi přeṕınač reaguj́ıćı na odezvu programu. Odezvou jsou brány např́ıklad stisky

př́ıslušných tlač́ıtek, v tomto př́ıkladu je to odezva na stisknut́ı tlač́ıtka start, nebo

př́ıpadně jak ukazuje úsek programu výběr výpočetńı metody. Aby bylo možné pra-

covat se vstupńımi daty je využito př́ıkazu get, který zajǐst’uje vlastńı źıskáńı daného

parametru. Protože každý uicontrol objekt je při deklaraci specifikován jedinečným

tzv. Tagem, neboli popiskem, muśı být objekt vyhledán. K vyhledáváńı objekt̊u

slouž́ı př́ıkaz nazvaný findobj, s jehož pomoćı jsou objekty nalezeny a tedy aktivńı.

S takovýmto aktivńım prvkem se poté může libovolně pracovat.

50



Podobně funguje i př́ıkaz set, který narozd́ıl od get umožň́ı parametry objekt̊u

měnit. V užitém př́ıkladu př́ıkaz Enable zakazuje objekt definovaný Tagem ’přes-

nost’.

Protože data zadaná uživateli do vytvořeného prostřed́ı jsou textovými řetezci,

muśı být tyto řetězce převedeny tak, aby byly pro Matlab srozumitelné. K tomu-

to slouž́ı př́ıkaz str2num, přeložený jako převod textové, nebo č́ıselné hodnoty na

numerickou formu.

polynom = str2num( get ( f i n d o b j ( ’Tag ’ , ’ k o e f i c i e n t y ’ ) , ’ S t r ing ’ ) ) ;

Podobným zp̊usobem pracuje př́ıkaz str2mat, který převede řetězec zadaných

znak̊u na matici. Jednotlivé prvky matice jsou odděleny čárkamy. Př́ıkaz slouž́ı

např́ıklad pro výpis hodnot do ListBoxu.

vys ledky=str2mat ( ’METODA MATLAB’ , ’ Kořeny : ’ ,num2str( koreny ) ’ ) ;

8.4 Nápověda k programu

Protože součást́ı každého programu je nápověda byla i pro tento program vytvoře-

na ve formě jednoduchých HTML stránek za pomoci programu PsPad. Tento pro-

gram je všetranným pomocńıkem při programováńı nejen HTML stránek. Stránky

nápovědy je možno vytvořit i upravovat v programovém prostřed́ı Matlab za pod-

mı́nky použit́ı správného zápisu, neboli syntaxe. Možnosti jakým zp̊usobem vytvořit

nápovědu je mnoho, ale z hlediska nevelké složitosti nápovědy postač́ı k tvorbě html

kód.

Nápověda je př́ıstupná z vytvořeného menu programu v př́ıslušné záložce. Před-

nost́ı nápovědy je snadné vyhledáváńı informaćı a praktické ukázky programu s př́ı-

klady zadáváńı vstupńıch parametr̊u pro lepš́ı pochopeńı problematiky.

Stručný obsah úvodńı stránky nápovědy je:

Použité metody – kapitola obsahuje teoretické poznatky o použitých metodách

(o vlastnostech polynomů, Newtonově metodě tečen, metodě př́ırustku argu-

mentu).

Ovládáńı programu – obsahuje celou stromovou strukturu vytvořeného menu

programu, dále významy jednotlivých ovládáćıch prvk̊u a také př́ıklady použ́ı-

váńı.

Reference – do této části nálež́ı seznam knižńıch titul̊u z nichž byli čerpány infor-

mace.
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Odkazy – pomocné internetové odkazy na daľśı méně významné teoretické podlady

užitých metod, tyto metody nejsou nijak popsány v práci avšak jsou implemen-

továny v aplikaci pro názorné srovnáńı výsledk̊u existuj́ıch metod a metody

nově vytvořené.

Program neobsahuje pouze nápovědu ve formě HTML stránek, ale také nedává

uživateli př́ılǐsnou volnost v nastavováńı r̊uzných parametr̊u. Proto je prostřed́ı vy-

baveno jednoduchými dialogy se zprávami, které informuj́ı uživatele o př́ıpadných

nesrovnalostech. Např́ıklad špatně zadané, nebo naopak v̊ubec nezadané vstupńı

parametry. Dále je také program ošetřen deaktivaćı nepotřebných uicontrol objekt̊u,

které jsou jednoduše vypnuty a nemůže tud́ıž doj́ıt k př́ıpadným chybným hlášeńım

a provedeńı nesprávné operace.

Obrázek 8.10: Dialogové okno použité v programu MPA.
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9 DOSAŽENÉ VÝSLEDKY

Po vykonáńı všech operaćı uvnitř naprogramovaných funkćı poskytuje program

všechny d̊uležité informace mezi než patř́ı výpis všech nalezených kořen̊u, násobnost

jednotlivých kořen̊u a také porovnáńı dosažených výsledk̊u s již existuj́ıćımi meto-

dami. Lokalizace vykreslená na obrázćıch 9.1, 9.2 neńı grafickým výstupem pro-

gramu, takovéto obrázky poskytuje lokalizačńı funkce bez použit́ı uživatelského

prostřed́ı.
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Obrázek 9.1: Lokalizace kořen̊u poly-

nomu x5 + 2x4 + 2x3 = 0.
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Obrázek 9.2: Lokalizace pro ε = 10−5.

Algoritmus metody př́ırustku argumentu aplikovaný na oblast D (kružnici), kde

se předpokládá výskyt kořen̊u polynomu (2.1), vykresĺı při jednom oběhu hranice

C oblasti D, hladkou křivku v rovině obrazu ω. Změnšováńım oblasti D kolem

násobného kořene, který se nacháźı uvnitř oblasti křivka zachovává sv̊uj hladký tvar

měńı se pouze měř́ıtko. Křivka je zobrazena na obrázku 9.3. Protože z tohoto obrázku

neńı patrný počet oběh̊u kolem počátku soustavy souřadnic je na obrázku 9.4 zo-

brazen detail hranice C, z něhož je možné vypozorovat, že se jedná o pětinásobný

kořen, nebo pět bĺızkých kořen̊u. Křivka je źıskána transformaćı kružnice s těmito

parametry:

r = 1, 0001 + 0i

S = 1 + 0i
(9.1)

Křivka na obrázku. 9.5 je źıskána transformaćı menš́ı oblasti, než je tomu na

obrázku. 9.4. Konkrétně je tvořena body:

r = 1, 00097 + 0i

S = 1 + 0i
(9.2)
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Obrázek 9.3: Křivka obrazu daná poly-

nomem (2.1).
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Obrázek 9.4: Detail křivky obrazu dané

polynomem (2.1).

Je patrné, že křivka už neńı hladká. Stále je ale možné vypoč́ıtat počet oběh̊u křivky

kolem počátku soustavy souřadnic. Špatného záznamu počtu kořen̊u bude dosaženo

v př́ıpadě, kdy se hranice zmenš́ı ještě v́ıce než u (9.2). V takovém př́ıpadě bude

počet zaznamenaných kořen̊u < 5. Hranice algoritmu pro polynom (2.1) je kružnice

se středem v bodu 1 + 0i a poloměrem o velikosti 1, 00096.
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Obrázek 9.5: Křivka obrazu daná polynomem (2.1)pro skoro nedostačuj́ıćı poloměr.

Celkový vzhled grafického prostřed́ı s poskytovanými informacemi je vyobrazen

na obrázku 9.6. Porovnáńı výsledk̊u pro polynom (2.1) r̊uznými metodami ukazuje

daľśı obrázek 9.7. Z něho vyplývá, že shodných výsledk̊u dosahuje nově vytvořená

metoda př́ırustku argumentu a také Laguerrova metoda. Ostatńı použité metody

naleznou shluk bĺızkých kořen̊u.

54



Obrázek 9.6: Okno navrženého GUI.

Obrázek 9.7: Porovnáńı výsledk̊u jednotlivých metod pro polynom (2.1).
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10 ZÁVĚR

Na základě poznatk̊u o metodě př́ırustku argumentu a Newton-Raphsonově metodě

tečen, byly vytvořeny nové funkce pro lokalizaci kořen̊u polynomů v programovém

prostřed́ı Matlab. Tělo programu se skládá z dvou hlavńıch funkćı, které se jednak

staraj́ı o lokalizaci všech kořen̊u polynomu a také o ověřováńı násobnost́ı všech

nalezených kořen̊u.

V porovnáńı s výsledky existuj́ıćıch metod aplikovaných do programu jsou dosa-

žené výsledky v́ıce než přesvědčivé. Z celkem sedmi použitých metod dosahuje MPA

nejlepš́ıch výsledk̊u spolu s Laguerrovou metodou, která byla aplikována v pro-

gramovém prostřed́ı Matlab v jeho počátečńıch verźıch. Velkou přednost́ı MPA

oproti ostatńım metodám je přesněǰśı lokalizace násobných kořen̊u polynomů, což byl

také předpoklad před započet́ım práce. Nevýhodou navržené metody je pouze deľśı

výpočetńı doba zp̊usobená matematickými operacemi, které maj́ı zpřesnit výsledky.

Testováńı proběhlo na několika r̊uzných reálných polynomech (s násobnými, nená-

sobnými, komplexńımi kořeny, nebo na Wilkinsonových polynomech).

Bylo také vytvořeno uživatelské prostřed́ı s r̊uznými možnostmi nastaveńı a vý-

počt̊u týkaj́ıćıch se polynomů. K programu byla naprogramována nápověda ve formě

jednoduchých HTML stránek obsahuj́ıćı některé teoretické poznatky, ovládáńı, popis

programu a některé daľśı d̊uležité informace. Nápověda je př́ıstupná z okna grafického

prostřed́ı.

Práce byla také prezentována na studentské soutěži EEICT 2008 v kategorii

Teoretická elektrotechnika, fyzika a matematika.

Dı́ky této práci jsem źıskal ucelený přehled o využit́ı matematiky aplikované

v teoretické elektrotechnice a seznámil se velice dobře s možnostmi programového

prostřed́ı Matlab.
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fs.vsb.cz/books/Analyza/>
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[15] Matlab teorie ř́ızeńı:. Stručný manuál k Matlabu, Teorie ř́ızeńı. , WWW:
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK

an koeficienty polynomu

δ(t) Dirac̊uv impuls

ε přesnost výpočtu

f(x) definice funkce

f
′
(x) derivace funkce f(x)

h(t) impulsńı charakteristika

j komplexńı jednotka

n stupeň polynomu

p Laplace̊uv operátor

Pn polynom n-tého stupně

R obor reálných č́ısel

u(t) vstup systému

ω úhlová frekvence, nebo komplexńı rovina

y(t) výstup systému

x0 kořen polynomu, nebo počátečńı bod aproximace

z komplexńı rovina

Z obor celých č́ısel

GUI grafické uživatelské prostřed́ı

GUIDE grafické uživatelské vývojové prostřed́ı

HTML značkovaćı jazyk pro vytvářeńı dokument̊u s hypertextovými odkazy

MPA metoda př́ırustku argumentu

MPI metoda p̊uleńı interavalu

RO regulačńı obvod

SDS spojité dynamické systémy
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A VYTVOŘENÉ M-FILE A HTML SOUBORY

A.1 m-file soubory

kresli-koreny.m – vykresováńı kořen̊u

kruhnwt15.m – lokalizačńı funkce

mpa.m – uživatelské prostřed́ı

porovnej.m – porovnáńı výsledk̊u jednotlivých metod

simulace.m – tvorba chrakteristik SDS

to02.m – ověřeńı násobnosti

ulozpdf.m – možnost ukládáńı figure jako .pdf

vymaz.m – defaultńı stav GUI

A.2 html soubory

informace.html – doplňuj́ıćı informace

moznosti.html – popis funkćı programu

mpa.html – základy metody př́ırustku argumentu

napoveda.html – hlavńı menu nápovědy

newton.html – poznatky o Newtonově metodě tečen

polynomy.html – informace o polynomech

popis.html – popis jednotlivých část́ı programu

struktura.html – stromová struktura programu

vykreslovani.html – prezentováńı výsledk̊u programu
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B VLASTNOSTI GUI

B.1 Význam objekt̊u v hiearchii

Axes – systém pro zobrazováńı 2D, 3D graf̊u v okně Figure

Figure – okno, ve kterém se zobrazuje grafika a uživatelská data

Image – 2D bitmapový obrázek

Light – zdroj osvětleńı obrázku

Line – objekt čáry (využit́ı při vykreslováńı graf̊u)

Patch – vyplněný polygon s hranami

Rect – 2D tvar s možnost́ı změny od čtvercového po oválný

Root – vrchol hiearchie grafických objekt̊u, odpov́ıdá obrazovce poč́ıtače

Surface – 3D prezentace maticových dat

Text – psańı textových řetězc̊u v rámci definované grafiky

Uicontrol – uživatelské grafické rozhrańı (vykonáváńı funkćı na reakce uživatele

Uimenu – Definované menu v okně Figure

Uicontextmenu – popupmenu, které je možné využ́ıt kdekoliv v rámci Root

B.2 Přehled použitých Uicontrol objekt̊u

Axes – zobrazeńı a editace graf̊u, jeden ze základńıch výstup̊u aplikaćı

Edit text – tento objekt umožňuje vkládat nebo modifikovat textový řetězec

Figure – okno obsahuj́ıćı GUI nově naprogramované nebo vytvořené za pomoci

pr̊uvodce systému Matlab

List box – zobrazeńı výsledk̊u jako strukturovaný seznam(výsledná matice ob-

sahuje seznam řetězc̊u)

Popup menu – možnost výběru jedné položky z nab́ızeného seznamu

Push button – jednostavové tlač́ıtko, př́ıslušná akce je vygenerována jeho stiskem,

uvolněńım se vraćı do p̊uvodńı nestlačené polohy

Static text – hlavńı využit́ı při popisu grafických objekt̊u
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C STRUKTURA PROGRAMU

• Program

o Otevř́ıt

o Uložit

o Konec

• Nastaveńı

o Výpočet

∗ Kořeny polynomu

∗ Přenosová funkce

∗ Vytvořeńı polynomu

∗ Vyč́ısleńı polynomu

∗ Vykresleńı polynomu

o Vykreslováńı

∗ Hold On

∗ Hold Off

∗ Legenda

∗ Mř́ıžka

– Zapnuta

– Vypnuta

– XGrid zapnuta

– YGrid zapnuta

o Vymazat

∗ Vše

∗ Editovaćı pole

∗ Okno výsledky

∗ Okno grafu

• Nápověda

o Návod

o O aplikaci
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D VÝVOJOVÉ DIAGRAMY

D.1 Newtonova metoda tečen
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D.2 Metoda p̊uleńı intervalu
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D.3 Metoda Regula falsi
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