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1 ÚVOD 

Pro h ledání kořenů ma tema t i ckých funkcí existuje ř a d a známých metod. Jednot l ivé 

metody se liší výpoče tn í náročnost í , tedy časovou náročnost í , dále pak rychlostí 

konvergence, nebo oborem konvergence. Mez i známé i terační metody p a t ř í např ík lad 

metoda sečen, metoda půlení intervalu, metoda regula falši a t aké metoda tečen. 

Hlavní v las tnos t í t ěch to metod je, že s jejich pomocí je h ledán bod na dané křivce, 

k terý m á nulovou funkční hodnotu. Všechny tyto uvedené metody se používají při 

řešení nel ineárních rovnic, k teré nelze řešit j e d n o d u c h ý m způsobem. 

Tato práce si klade za cíl navrhnout novou metodu pro h ledání kořenů poly­

nomů, k t e rá bude určena k h ledání předevš ím násobných kořenů po lynomů, protože 

os t a tn í uvedené metody u násobných kořenů více či méně selhávají. Dosud není z n á m 

algoritmus, k te rý by řešil danou úlohu t í m t o způsobem, proto je namís t ě metodu 

př í růs tku argumentu vyzkoušet a porovnat její dosažené výsledky s výsledky již 

existujících pos tupů . 

Jako pracovní pros t řed í bylo vyb ráno pros t řed í Mat lab. Program Mat lab je in­

tegrované pros t řed í pro vědeckotechnické výpočty, modelování , náv rhy a lgor i tmů, 

simulace, ana lýzu a prezentaci dat, měřen í a zpracování signálů, náv rhy řídicích 

nebo komunikačních sys témů. Je to ná s t ro j , jak pro pohodlnou in te rakt ivní práci , 

tak pro vývoj širokého spektra aplikací. V ý h o d a spočívá ve velkých možnostech to­

hoto pros t ředí , neboť je velmi rozšířeno v průmyslu , vědě a v neposlední řadě jeho 

verze existují pro ř a d u operačních sys témů. 

Výsledky práce mohou př inést nové poznatky do oborů jako je např ík lad mate­

matika a teoret ická elektrotechnika. Souvislost s elektrotechnikou se odvíjí od vlast­

nost í spoj i tých dynamických sys témů, k te ré jsou popsány několika způsoby. Mez i 

něž p a t ř í např ík lad frekvenční, přechodová, impulsní charakteristika nebo rozlo­

žení nul a pólů přenosových funkcí. Díky v z t a h ů m je možné přecházet mezi jed­

not l ivými popisy podle daných pravidel. P ro tože práce se zaměřuje na h ledání 

kořenů po lynomů, a ty maj í své o p o d s t a t n ě n í ve spoj i tých dynamických systémech 

(rozložení nul a pólů přenosu) , mohou bý t dosažené výsledky dále využi ty pro další 

výpočty, nebo p ř ípadně použi ty k vyhodnocován í stability spoj i tých dynamických 

sys témů. Dalš ím důvodem pro realizaci funkcí jsou nepřesvědčivé výsledky v oblasti 

lokalizace násobných kořenů, k teré p o d á v á programové pros t řed í Mat lab. Využ i t ím 

nové metody by měly být takové nedostatky redukovány, nebo zcela odst raněny. 

Součást í práce je t aké vytvoření uživatelského pros t ředí v Mat labu s implemen­

tovanými nově navrženými funkcemi. Dosažené výsledky by pak měly být porovnány 

s výsledky existujících a lgor i tmů př ímo v navržené aplikaci. 
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2 R O Z B O R P R O B L E M A T I K Y 
Mezi hlavní důvody aplikace metody př í růs tku argumentu p a t ř í ověření výpočetn ích 

možnost í nové metody na různých reálných polynomech. N a vykreslených obrázcích 

je vidět , j a k ý m způsobem pracuje při výpočtech násobných kořenů po lynomů funkce 

implementovaná v p rogramovém pros t řed í Mat lab. 

(x-D1 (x-lf 
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-1 
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0.4r 
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0 

-0.1 
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Obrázek 2.1: Rozdí lná lokalizace pro Obrázek 2.2: Rozdí lná lokalizace pro 20-

100 násobný kořen. t i násobný kořen. 

Je zřejmé, že po vykreslení kořenů polynomu (x — l ) 1 0 0 = 0, nebyl nalezen jeden 

jed inný s tonásobný kořen, ale byl lokalizován shluk blízkých kořenů. Měl by však 

být vykreslen pouze jeden kořen, jak naznačuj í obrázky 2.1, 2.2. Správné řešení 

reprezentuje bod 1 + Oi. Shluk blízkých kořenů p o s t u p n ě n a r ů s t á s zvyšující se 

násobnos t í kořene, a t í m dochází ke stále ros toucím nepřesnos tem. Zvláš tnost í takto 

nalezených kořenů je ten fakt, že součet všech reálných a imaginárních část í kořenů 

dělený celkovým p o č t e m kořenů d á v á správný výsledek 2.2. Z takového výsledku 

však nelze urči t celkovou násobnos t kořene. Podle obrázků je t aké velice dobře pa­

t rné , jak m á každý komplexní kořen svůj komplexně sdružený protějšek. 

Např ík lad pro polynom zadaný t í m t o zápisem 

x 5 - 5 x 4 + 1 0 x 3 - 1 0 x 2 + 5 a : - l , (2.1) 

by měl bý t s p r á v n ý m výsledkem pě t inásobný kořen 

£1,2,3,4,5 = 1- (2.2) 
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Pro srovnání funkce implementovaná v pros t řed í Mat lab, k t e rá využívá mat icového 

rozkladu polynomu a řešení N rovnic o N neznámých dosahuje pro polynom (2.1) 

těch to výsledků: 

x i = 1.0010 

x2 = 1.0010 

0.0007i 

0.0007i. 

x3 = 0.9996 + 0.0012i 

x4 = 0.9996 - 0.0012i 

x5 = 0.9987. 

(2.3) 

Srovnání s předchozím výsledkem (2.2) je zřejmé, že nalezené kořeny jsou odlišné. 

N a dalš ím obrázku 2.3 je znázorněno rozložení p ravděpodobnos t í nalezení kořenů 

čtyř podobných po lynomů. Tyto polynomy jsou specifické t ím, že polynom je tvořen 

rozdílnou dvojicí násobných kořenů, k te ré se čím dál více svou hodnotou přibližují 

k d r u h é m u kořeni (viz. popis jednot l ivých obrázků) . Je vidět jak se p o s t u p n ý m 

přibl ižováním kř ivky více podoba j í zmíněnému shluku kořenů. 

f(x) = <x-D . 6ňx -1 f e„ = 1 e-007 f(x) = (x-C.7} 3(x-1) E s = 1 e-007 
I D8r-

: -

0.D4-

QLC2-

-0.1)2-

-0.D4-

-: y. -

í 
-C.Í5 

OS 0.7 DE OJS 1 1.1 1.2 13 
Reál 

f{x) = (x-0.ef (x-1 ) s e = 1 e-007 

0.7 oe o.e i 

f(x) = [x -C.9ňx-1) E e =1 e-007 
<:.•; 

D.1 

o.os 

-o.os 

-0.1 

-0.15 

-0. 
u.a Q.s 1 i.i u 

Real 

Obrázek 2.3: Distribuce kořenů čtyř podobných po lynomů. 

Otázkou je, jakou i terační metodu využí t k lokalizaci kořenů polynomu. Pro tože 

každá z i teračních metod využívá specifického způsobu řešení, nehod í se všechny pro 

řešení daného problému. 
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Rozdělení iteračních metod 

• j ednobodové - metoda půlení intervalu (která je v j i s t ém smyslu univerzální 

jednobodovou metodou), Newtonova metoda. 

• dvoubodové - např . bisekce, regula falši, metoda sečen, 

• vícebodové. 

Dělení z programátorského hlediska 

• nevyžadující derivaci - meoda bisekce, regula falši, metoda sečen a obvykle 

M P I (záleží na zvoleném i te račním vzorci), 

• vyžadující znalost p rvn í derivace - Newtonova metoda, 

• vyžadující znalost vyšších derivací. 

Dělení metod řešení rovnic podle konvergence 

• vždy konvergentní - metoda bisekce a regula falši, 

• o s t a tn í - Newtonova, metoda sečen, M P I . 

Uvedené metody mohou b ý t dále rozděleny podle toho, zda jsou schopny vyhle­

dávat násobné kořeny, nebo zda mohou pracovat v komplexním oboru řešení rovnic. 

Hledání násobných kořenů 
V okolí kořene sudé násobnos t i funkce nemění znaménko, t akže nelze použí t 

metody bisekce a regula falši. Metoda sečen a Newtonova metoda jsou sice použi te lné 

pro h ledání násobných kořenu, ale jejich konvergence je pak prvního řádu . U m e t o d ě 

pros té iterace záleží pouze na použ i t ém i teračním vzorci, nikoliv na násobnost i 

kořene původn í rovnice [10]. 

Řešení rovnic v komplexním oboru 
Metoda bisekce a metoda regula falši jsou závislé na úp lném uspo řádán í reálných 

čísel. Metoda sečen a Newtonova metoda jsou použi te lné pro komplexní kořeny. 

Pro nalezení komplexních kořenů muže bý t n u t n ý počá tečn í odhad s nenulovou 

imaginárn í část í [10]. 

Díky všem předeš lým vlastnostem byla v y b r á n a za lokalizační Newtonova metoda 

tečen, mezi jejíž přednos t i p a t ř í h lavně velice rychlá konvergence a vlastnost, že 

se j e d n á o jednobodovou metodu. Naopak mezi nedostatky p a t ř í nutnost výpoč tu 

derivace funkce a ne vždy s toprocen tn í konvergence. 
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3 V L A S T N O S T I P O L Y N O M U 

Polynomy jsou jedny z nej jednodušš ích funkcí, proto se t aké v řadě technických 

p rob lémů nahrazuj í velice složité funkce právě polynomy. Matemat i cké vlastnosti 

polynomu např ík lad dobře vyjadřují vlastnosti skutečného výsledného sys tému (např. 

dynamika, rychlost, stabilita, vibrace, t lumení , citlivost na změny nebo poruchy). 

3.1 Definice polynomu 

Polynomem je funkce / definovaná v reá lném oboru předpisem: 

f(x) = anxn + an_\Xn~x + ... + a\X + a0, (3.1) 

kde a 0 , a i , ...,an jsou reá lná čísla, an ^ 0. Číslo n se nazývá stupeň polynomu. Pro 

polynom n- tého s tupně se využívá obvykle označení Pn. Polynom s tupně 0, tedy 

funkce / definovaná na R p ředp isem [9] 

fix) = c, (3.2) 

kde c je reálné číslo, se nazývá konstanta. Je-li funkční hodnota polynomu v čísle 

xo rovna nule, a tedy p la t í [9] 

anXQ + a n _ i X o _ 1 + ... + aiXQ + a0 = 0, (3.3) 

nazývá se číslo x0 kořenem polynomu. 

N ě k t e r é d ů l e ž i t é vlastnosti polynomu a jejich k o ř e n ů : 

• Základní vě ta algebry: 

Každý polynom s tupně n > 1 m á alespoň jeden kořen [9]. 

• V ě t a Bézoutova: 

Číslo XQ je kořenem polynomu Pn s t upně n > 1, p rávě když p la t í [9] 

Pn(x) = (x - x0)Qn-i(x), (3.4) 

kde Qn-i je v h o d n ý polynom s tupně n—1. Výraz (X — XQ) vystupuj íc í v předchozím 

vztahu (3.4) se nazývá kořenový činitel př ís lušný ke kořenu XQ [9]. 
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• Rozklad polynomu na kořenové činitele: 

Jsou-li ( reálná nebo komplexní , ne n u t n ě různá) čísla xi, x2, xn kořeny polynomu 

Pn(x) = a n x n + a n - \ x n ~ x + ... + a\x + OQ, p la t í [9] 

Odtud plyne, že polynom s tupně n m á právě n (ne n u t n ě různých) kořenů. Mez i 

koeficienty polynomu a jeho kořeny p la t í vztahy zvané Vietovy vzorce [9]. 

Pn{x) — a n x n + a n _ i x " 1 + ... + a\x + a 0 = an{x — X\){x — x 2 ) . . . . (x — xn), 

plat í : 

a n - i = - a n ( x i +x2 + . . . + x n ) . 

a 0 = ( - l ) n a n ( x 1 x 2 . . . x n ) . 

Vlastnosti k o ř e n ů a l g e b r a i c k é rovnice s r e á l n ý m i koeficienty 

1. Má-li algebraická rovnice s reá lnými koeficienty komplexní kořen a = a + bi, 

m á také kořen a = a — bi (číslo komplexně sdružené k a). 

2. Pokud m á algebraická rovnice s reá lnými koeficienty vícenásobný komplexní 

kořen, potom číslo komplexně sdružené je t aké v ícenásobným kořenem té to 

rovnice a násobnost i obou kořenu jsou stejné. 

3. V př ípadě , že m á algebraická rovnice s reá lnými koeficienty komplexní kořeny, 

je jejich počet sudý. 

4. K a ž d á algebraická rovnice s reá lnými koeficienty lichého s tupně m á alespoň 

jeden reálný kořen [9]. 

3.2 Hornerovo schéma 

Existuje t aké jeden velmi j ednoduchý algoritmus nazvaný Hornerovo schéma, s jehož 

pomocí je možné vypoč í ta t funkční hodnotu polynomu v d a n é m bodu. P je poly­

nomem a XQ G R. 

Existuj í polynomy Q, R tak, že p la t í [9] 

(3.5) 

Je-li 

a n - 2 = an{X\X2 + + ... + X2X3 + ... + £ n _ i £ n ) , (3.6) 

(3.7) 
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kde s t u p e ň R < s t upeň (x — x0), tedy je roven nule a i? je konstanta [9]. Po dosazení 

XQ do předchozí rovnosti je výsledkem 

P(x0) = R, tedy P{x) = (x - x0)Q(x) + P(x0). (3.8) 

n—1 

i=0 

Nechť tedy 

n 
p(x) = J2 aixiaQ(x) = J2 to* 

i=0 

Potom pla t í [9] 

n 

aiXÍ = (X - X0) J2 ^ + P ( X o ) = hn-lXn + 
i=0 

n—1 

+ _ hxQ)xl + P(xQ) - b0x0. 

(3.9) 

i=0 

n—1 

(3.10) 

i=0 

Porovnán ím koeficientů jsou výsledkem rovnosti uvedené v levé části následující ta­

bulky, za t ímco v p ravém sloupci jsou rovnosti z nich j ednoduše odvozené. V pravém 

sloupci je naznačen výpočet koeficientů částečného podí lu Q vče tně hodnoty P(x0) 

polynomu P v bodě XQ. 

ďn-l — bn-2 — bn-\Xo 

cii — bi-i- biX0 

a1 = b0- hxo 

a0 = P(x0) - b0x0 

bn-l — Q>n 

bn-2 = Q>n-l + XQbn-i 

bi-i = cii + x0bi 

bo = Oi + x0bi 

P{xQ) = a0 + x0b0. 

Tento postup se zpravidla zapisuje ve tvaru následující tabulky, kde x0 je kořen 

polynomu P [9]. 

xobn-i 
Cli ••• Cil cio 

x0bi ... xoh x0bo 

bn-i b n-2 H-l 'hi p(xQ) 
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4 P R I N C I P Y I T E R A Č N Í C H M E T O D 

Pro každou i terační metodu jsou důleži tá dvě hlediska. P r v n í m hlediskem je zda 

konverguje posloupnost i terací k h ledanému kořeni, a d r u h ý m pokud konverguje, pak 

jak rychle? Jestl iže p řed započe t ím výpoč tu nejsou známy po t ř ebné informace a je 

z n á m např ík lad pouze výpoče tn í interval, je výhodné použi t í i teračních metod. Jejich 

konvergence závisí na volbě počátečních aproximací . Vždy konvergentní metody maj í 

tu nevýhodu , že konvergují pomalu, proto se hod í pro určení počá tečn í aproximace 

rychleji konvergující metody. Z těchto vět je pa t rné , že rychlost konvergence velmi 

záleží na vhodně zvoleném s tar tovacím bodu. Metody řešení díky t ě m t o ú v a h á m lze 

rozdělit na tyto části: 

1. Star tovací metody (metody vždy konvergentní) 

2. Zpřesňující metody 

3. Speciální metody (pro polynomy) 

4.1 Newtonova metoda tečen 

Tato metoda může bý t zařazena mezi metody zpřesňující. Už sám název metody říká, 

že se pracuje s t ečnami ke grafu funkce / . Newtonova metoda tečen p ředpokládá , že 

funkce / m á derivaci. Pokud tato metoda koverguje, konverguje velice rychle. Je to 

metoda d ruhého řádu , počet p l a tných deset inných mís t výsledky se v každé iteraci 

zdvojnásobuje. 

Newtonova metoda se popisuje graficky takto: po zvolení počá tečn í aproximace 

kořene xo je bodem [x 0, f(xo)] vedena t ečna ke grafu funkce / . Její průsečík s osou 

x se označí x\. Následně je vedena t ečna bodem [xi, f(x\)], její průsečík s osou x je 

X2 atd. 

Průsečík tečny v b o d ě [xk, f{xk)] s osou x se vypoč í tá jako [10] 

Př i splnění t é to p o d m í n k y však nemusí platit \x^ — e\ < e. 1 

1 Pod pojmem přesnost řešení je brán v daném případě vždy absolutní rozdíl mezi dvěmi 
následujícími vypočítanými hodnotami. To znamená, že se hledá řešení, při kterém další výpočet 
již nevede k podstatnému zlepšení výsledku. 

Výpoče t t r v á tak dlouho, dokud není sp lněna podmínka 

xk - Xk-i\ < e. (4.2) 
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Obrázek 4 .1 : Pr incip Newtonovy metody tečen. 

Newtonovu metodu lze odvodit i pomoc í Taylorova vzorce. P ř i p ředpokladu , že je 

z n á m a k-tá aproximace řešení xk. Pak lze psá t [10] 

f(e) = f(xk) + f'(xk)(e - xk) + R, (4.3) 

kde R je zbytek v Taylorove vzorci. 

Zanedbán ím tohoto zbytku a nás lednou úvahou: f(e) = 0 (protože e je kořenem 

rovnice f(x) = 0), je z předchozí rovnice přibližně vyjádřen kořen e jako 

' * * - M '  ( 4 4 )  

což je p rávě xk+i nalezené dříve p o p s a n ý m způsobem. 

Z Taylorova vzorce lze t aké odvodit odhady chyby k-té aproximace kořene získané 

Newtonovou metodou. Má-li funkce na intervalu / obsahujícím xk i kořen e druhou 

derivaci, p la t í [10] 

M 2 . , 2 . . 
\£ - xk\ < -—(xk - xk-i) , (4.5) 

e - xk\ < -—(e - x f c _ i ) , (4.6) 
zmi 

kde M 2 = max\f"(x)\ a m\ = min\f'(x)\ pro x G / . 

Newtonova metoda je z metod pro řešení nelineárních rovnice nejefektivnější, nemusí 

však vždy konvergovat. Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude, 

závisí do značné míry t aké na tom, jak je zvolena počá tečn í aproximaci XQ [10]. 
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Základní nevýhody jsou: 

1. Z a d a n á funkce / musí bý t diferencovatelná. 

2. Derivace se p ř ímo vyskytuje v i terační formuli. 

3. V každé iteraci se musí kromě funkční hodnoty poč í ta t t aké hodnota derivace. 

4.2 Modifikovaná Newtonova metoda tečen 

Pro tože obyčejně není násobnos t kořene p ř e d e m známá , existuje způsob jak upravit 

Newtonovu metodu tečen. Modifikace spočívá v úpravě i teračního vzorce, což m á 

za následek zrychlení konvergence, a tudíž snížení p o č t u po t ř ebných iterací, než je 

dosaženo požadované přesnost i . 

Metoda je založena na poznatku, že funkce: 

m á v bodě x = a j ednoduchý kořen, bez ohledu na násobnos t kořene původn í funkce. 

Uvažujeme-li mís to rovnice f(x) = 0 rovnici u(x) = 0, jsou kořeny t é t o rovnice 

to tožné s kořeny předchozí rovnice a jsou všechny jednoduché . K tomu aby byla 

vy tvořena nová i terační metoda, jejíž ř á d konvergence je nezávislý na násobnost i 

kořene, pak stačí pouze zaměni t obě uvedené funkce. Po takovéto záměně přejde 

Newtonova-Raphsonova metoda po úpravě na následující vzorec [1]. 

Efektivnost metody je však nižší než u původní , neboť je při jej ím uži t í n u t n é 

vypoč í ta t o jednu derivaci více než původně . Pokud je však násobnost kořene známa, 

lze speciálně upravit Newtonovu-Raphsonovu metodu tak, aby konvergovala kvadra­

ticky i pro r -ná sobný kořen. Toho lze dosáhnout t akovýmto zápisem [1] : 

P ro tože při každém kroku je nu tné vypoč í ta t funkční hodnoty f(x) a f'(x) v bodu 

Xi, může bý t ná ročný výpočet derivace. Pokud se tato derivace nijak významně 

nemění , lze využí t tohoto vztahu: 

(4.7) 

(4.9) 

(4.10) 
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V l i v y na modifikaci: 

• Dochází ke zrychlení konvergence 

• N u t n é prověření podmínek konvergence 

4.3 Metoda půlení intervalu 
Metoda půlení intervalu je nej jednodušší s tarovací metodou řešení nel ineárních rov­

nic. Je z n á m a i pod názvem bisekce. Vstupem je interval < a, b > takový, že 

f(a)Af(b) < 0, tj. leží v n ě m alespoň jeden kořen rovnice f(x) = 0. Tento výchozí 

interval je označen jako < ao, &o >• 

Dalš ím krokem je rozpůlení intervalu. Jeho s t řed je dán t í m t o vztahem [10] 

a 0 + b0 (4.11) 

Z intervalů < ao,xo > , < xo,bo > musí bý t v y b r á n ten, ve k t e r ém je zaručena 

existence kořene. K te rý z nich to je, lze rozeznat podle znamének funkčních hodnot 

v krajních bodech. Je-li f(a0) Af(x0) < 0, výpočet pokračuje s intervalem < a0, x0 >, 

v opačném př ípadě s intervalem < x 0 , &o > • Platí- l i f(x0) = 0, pak je nalezen kořen 

rovnice a výpočet může bý t ukončen. 

Nový interval poloviční délky m á označení < a i , b\ > , opět je n u t n é jej rozpůli t 

a s te jným způsobem pokračovat s v ý p o č t e m [10]. 

Obrázek 4.2: Pr incip metody půlení intervalu. 

T í m t o postupem jsou sestrojeny posloupnosti intervalů < a0,b0 >, < a i , & i >, 

< 02,62 >• Každý další interval bude získán tak, že z předchozího (na základě 
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znamének funkčních hodnot v krajních bodech a upros t řed) bude v y b r á n a ta polo­

vinu, k t e rá obsahuje kořen rovnice. 

V půlení algoritmus pokračuje tak dlouho, dokud není nalezen kořen rovnice, 

nebo dokud se interval nezúži na p ř e d e m danou délku 2e neboli dokud pro nějaké 

k nep la t í [10] 

h-ak<2e (4.12) 

Za přibl ižnou hodnotu kořene je pak b r á n s t řed posledního nalezeného intervalu. 

ak + bk , s 

xk = — 2 — ( 4 1 3 ) 

Pro tože kořen se urči tě nachází uvn i t ř posledního intervalu, může se Xk od přesné 

hodnoty kořene lišit nanejvýš o polovinu jeho délky, tj. o e, 

\xk - e\ < e. (4.14) 

Touto metodou je kořen rovnice naleznen vždy. V př ípadě , že na výchozím intervalu 

< a, b > je více kořenů, metodou půlení intervalu je nalezen jeden z nich. V ý h o d o u 

je k romě její jednoduchosti i fakt, že se dá p ředem určit počet kroků, po t ř ebných 

k dosažení požadované přesnost i (lze ukáza t , že pro zpřesnění o jedno deset inné 

mís to je t ř e b a provést přibl ižně 3,3 iterace) [10]. 

Nevýhodou kromě pomalé konvergence je fakt, že se tato metoda nedá použí t pro 

určení komplexního kořene. Dále metoda půlení intervalu konverguje dosti pomalu. 

Proto je vhodné použí t j i na zúžení původn ího intervalu a pak pokračovat jinou, 

rychlejší metodou. 

4.4 Metoda regula falši 
Princip metody regula falši je velmi p o d o b n ý jako u metody půlení intervalu. Opě t 

je pos tupně zužován interval obsahující kořen rovnice. Ten tokrá t dělicím bodem není 

polovina intervalu, ale průsečík sečny vedené body [ak, /(o*;)] a [bk, f(bk)] s osou x. 

Tento průsečík lze vypočí ta t podle vzorce [10] 

= J \ ~ a « 'Jih) (4.15) 
f\Pk) ~ fiflk) 

Z intervalů < ak,Xk > , < Xk,bk > se vybere ten, v jehož krajních bodech maj í 

funkční hodnoty funkce / opačná znaménka . 

Plat í- l i f(ak) • f(xk) < 0, položíme ak+i = ak,bk+i = xk, platí-li f(bk) • f(xk) < 0, 

položíme cifc+i = Xk,bk+i = bk- V př ípadě , že f(xk) = 0, byl nalezen kořen rovnice 

a výpočet může skončit. 
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f(b) 

Obrázek 4.3: Pr incip metody Regula falši. 

Výpoče t pokračuje tak dlouho, dokud není nalezen kořen, nebo dokud nepla t í [10] 

kde e > 0 je p ředem dané číslo. Splněním tohoto kriteria ale bohužel není zaručeno, 

že p řesná hodnota kořene e se od jeho aproximace Xk liší o méne než e. Pro ověření 

výsledku p la t í \xk~e| < e, n á s l e d u j e / ( x ^ + e ) a/(xfe —e). Plat í- l i f(xk)-f(xk+e) < 0, 

resp. < f(xk) • f(xk — e) < 0, je j is té , že kořen e leží v intervalu < Xk,Xk + e > , 

resp. < Xfc — e, Xfc > , a tedy se od Xk nemůže lišit o více než e [10]. 

Vlastnosti metody jsou n á s l e d u j í c í : 

Křivka se n a h r a d í v d a n é m intervalu př ímkou. Průsečík t é t o p ř ímky s osou x je 

zpřesnění kořene. Metoda regula falši je konvergentní pro všechny spoji té funkce. 

Obecně se j e d n á o nes tac ionární metodu, mnohdy (např . u konvexních funkcí, kdy 

je d r u h á derivace k ladná) je s tac ionárn í - jeden kra jn í bod intervalu je vždy j edn ím 

ze dvou b o d ů uži tých v následující iteraci. 

Tato metoda je velmi v h o d n á v př ípadě , že nejsou známy výchozí úda je o poloze 

kořenu, konverguje však re la t ivně pomalu. Stačí ale nalézt pouze dva body, ve 

k terých m á hodnota funkce opačné znaménko a pak tuto metodu lze aplikovat na 

zadaný interval. 

xk - Xk-i\ < e (4.16) 
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4.5 Metoda sečen 
Metoda sečen je velmi p o d o b n á m e t o d ě regula falši. Pro zahájení výpoč tu je po t ř eba 

znát dvě počá tečn í aproximace, ale na rozdíl od Newtonovy metody je poč í t ána 

v každém kroku pouze jedna nová funkční hodnota, což je úspora času. 

Vychází se z intervalu < a, b > obsahujícího kořen rovnice. Po označení XQ = a 

a x\ — b, je dalš ím krokem vedení sečny body [xo,f(xo)] a [xi,f(xi)]. Takto je 

nalezen její průsečík s osou x (jeho označení x2). 

Narozdíl od metody regula falši není vyb í rán interval obsahující kořen, ale je vedena 

sečna body [xi, f(xi)], [x2, f(x2)], její průsečík m á označení x3, pak je vedena sečna 

body [x2,f{x2)] a [x3,f(x3)] atd. 

V k-tém kroku metody je poč í t ána aproximace kořene podle vzorce [10] 

(4.17) 

Obrázek 4.4: Pr incip metody sečen. 

Výpoče t končí, když je splněna p o d m í n k a [10] 

\xk - xk-i\ < e (4.18) 

nebo když je v ý p o č t e m nalezen př ímo kořen rovnice. D a n á podmínka nezaručuje, že 

p la t í \xk — e\ < e. 

Metoda sečen je rychlejší než metoda regula falši, nemusí ale vždy konvergovat. 

P ro tože je obt ížné p ř e d e m zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo 

diverguje, je vhodné zadat př i výpoč tu max imá ln í počet kroků. Je-li tento počet 

překročen a kořen rovnice není nalezen, výpočet končí s t ím, že metoda diverguje. 

Pak je nutno změni t počá tečn í aproximace, nebo zvolit j inou metodu. 
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5 P R I N C I P P Ř Í R Ů S T K U A R G U M E N T U 

Tato kapitola se zabývá problematikou, j a k ý m způsobem lze urči t počet kořenů 

nacházejících se uvn i t ř libovolné souvislé oblasti včetně její hranice. Tato myšlenka je 

z n á m á z teorií funkcí komplexních p roměnných pod názvem Cauchyho princip argu­

mentu [4]. Metoda byla později využ i ta Harry Nyquistem pro určování podmínek 

stability. 

Za p ředpokladu , že komplexní funkce u = F (z) je analy t ická v j ednoduše souvislé 

oblasti D vče tně její hranice C a že n e m á žádné nulové body ležící na t é to hranici, 

potom je počet kořenů TV rovnice 

ležících uvn i t ř oblasti D roven absolu tn í hodno tě p ř í růs tku argumentu na křivce 

vytvořené pomoc í funkce u> = F(z) dělenému veličinou 2-rr, když p r o m ě n n á z ve své 

rovině oběhne hranici C. P l a t í tedy [4], [5]: 

počet kořenů rovnice ležících uvn i t ř kř ivky C je roven poč tu otáček kolem p o č á t k u 

souřadnic vektoru u = F(z) v komplexní rovině u, když p r o m ě n n á z jednou oběhne 

hranici C. Tyto definice jsou uvedeny [5] [2] [4]. 

(5.2) 

Obrázek 5.1: Pr incip metody p ř í růs tku argumentu. 
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5.1 Matemat ický důkaz př í růs tku argumentu 

Platnost vztahu (5.2) dokládaj í následující věty: 

V ě t a 1. Nechť f (z) je funkce holomorfní na mezikruží d a n é m t ěmi to parametry 

P(zo, r, R), kde 0 < r < R < oo. Pak existují koeficienty an G C (obor komplexních 

čísel), n E Z (obor celých čísel), že [14] 

DO 
f(z) = J2 an(z-z0)n (5.3) 

n=—oo 

Funkce je meromorfní , pokud je holomorfní na p rs tencovém okolí U(ZQ,E)/{ZQ}, 

přičemž ZQ není v definičním oboru t é to funkce. B o d ZQ se nazývá izolovaným sin­

gulárn ím bodem (singularitou) t é to funkce. Singularita může být ods t ran i te lná , 

pokud \imz^Zo(f) je v las tn í číslo, nebo se nazývá pól funkce, pokud \imz^Zo(f) = oc 

nebo se j edná , pokud \imz^Zo(f) neexistuje, o podstatnou singularitu. 

V ě t a 2. Nechť C C D, D je j ednoduše souvislá oblast, C je j ednoduše uzavřená 

křivka, / je analyt ická funkce. Nechť f(zo = 0). Pak 

h ! M d ^ N - ( 5 ' 4 ) 

kde C je křivka, v jejíž vn i t řn í oblasti leží bod ZQ a TV je násobnos t kořene ZQ [14]. 

V ě t a 3. Nechť funkce / je holomorfní na e— ovém okolí U (ZQ, e) bodu ZQ. Pak bod 

ZQ je /c-násobným kořenem funkce / p rávě tehdy, když 

f(z) = (z-z0)kg(z), (5.5) 

kde g (z) je holomorfní funkce na U(z0, e) a g(z0 ^ 0)[14]. 

N á s o b n o s t n u l o v é h o bodu 

Pos tač í dokáza t , že k je násobnost kořene ZQ a g(x) je holomorfní funkce. Podle 

Vě ty 1. je možné funkci / (funkce / je v p ředpok ladu Věty 3 holomorfní) zapsat 

jako Laurentovu ř a d u [14] 

f (z) = a0 + ax{z - ZQ) + a2(z - z0f H (5.6) 

Př i úvaze, že m á funkce kořen v ZQ, pak je několik prvních koeficientů an t é t o řady 

nulových. Následně př i p ředpokladu , že p rvn í nenulový koeficient t é to ř a d y je a^. 

Funkce m á potom rozvoj 

f (z) = 0 + 0(z-z0) + --- + 0(z-zof-1 + ak(z - z0)k + ••• 

+ak+1(z - z0)k+1 + ak+2(z - z0)k+2 + ••• 
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V y t k n u t í m členu (z — z0)k z t é to ř ady je výsledkem 

f (z) = (z- z0)k \ak + ak+1(z - z0) + ak+2(z - z0)2 H ] (5.8) 

f (z) = (z- z0)kg(z) (5.9) 

Jak je zřejmé, funkce g(z) je součet mocn inné ř ady s o t ev řeným koncem. J e d n á se 

tedy o funkci holomorjm (viz. V ě t a 1). Funkce f (z) a g(z) ma j í společné kořeny až 

na kořen funkce f (z), jehož násobnos t je h ledána [14], [4]. 

Koeficienty ak, Ofe+i, Ofe+2, • • • jsou nenulové, t akže p la t í g(z0) = ak Ý 0 

z čehož vyplývá t aké g (z) ^ 0 na okolí ZQ. 

Pro derivaci funkce f {z) p la t í 

f {z) = [(z - z0)k • g(z)}' = k(z - zvf-'giz) + (z - z0)kg'(z) (5.10) 

Vyjádření podí lu f (z) a f (z) 

f (z) k(z-z0)k-1g(z) + (z-z0)kg'(z) k , g'{z) 
f {z) (z-zQ)kg(z) Z - Z Q g(z) 

(5.11) 

Je provedena integrace t é t o rovnosti podél kř ivky C. Geometr ický popis je takový, 

že okolo bodu z0 je opsána křivka, zvolí se směr a integruje se. 

f{z)-dz= í - ^ d z + [ 4^dz (5.12) 
c f (z) " Jc z - z0 " Jc g(z 

Funkce g (z) ^ 0 na okolí zo, dále g (z) je holomorfní a to též p la t í pro její derivaci. 

Podí l dvou holomorfních funkcí je opět holomorfní funkce [14]. Podle Cauchyho věty 

je integrál holomorfní funkce přes uzavřenou jednoduchou kř ivku C nulový. Pak tedy 

^ dz = k í —-—dz + 0 (5.13) 
1c f (z) " Jc z - z0 

Speciálním p ř í p a d e m Cauchyho integrálního vzorce je vztah 

1 -dz = 2nj (5.14) 
ic z — z0 

Tento vzorec lze použí t v odvozovaném vzorci: 

1 dz = 2nj = k2nj (5.15) 

dz = k (5.16) 

c z — z0 

1 
27TJ JC Z — ZQ 

Porovnán ím s vě tou 2, je výsledkem ten fakt, že číslo k je násobnos t í kořene. Tento 

postup se tak může aplikovat na libovolný nulový bod (kořen) funkce f (z). 
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5.2 Věta o poloze kořenů 

Díky tomuto poznatku lze urči t parametry oblasti v komplexní rovině z, ve k teré se 

nachází všechny kořeny daného polynomu. 

Pro kořeny rovnice dané t í m t o vztahem 

anxn + an-\xn~x + ... + a\x + ao = 0, (5-17) 

kde an ^ 0, p la t í [5], [4] 

< xk < 1 , , (5.18) 
a0 

\a0 + B 

kde k — 1 , n A — max{\an — 1 | , | a 0 | ) , B = max(\an\,|ai|) [5]. 

V ě t a o poloze kořenů definuje oblast ohraničenou kružnicí , k t e rá je d á n a podle 

následujícího vztahu (5.19). Vn i t řn í oblast u M P A není využ i ta z důvodu zachování 

jednoduchosti. 

(5.19) 
\+A 

| 

kde A = max(\an-i,..., |ao). 

Obrázek 5.2: V ě t a o poloze kořenů. . 

V ě t a o poloze kořenů může bý t z jednodušena, avšak tento krok není u M P A 

upla tněn . D ů v o d e m je zvýšení přesnost i výpoč tu na úkor časové náročnost i . Jsou 

známé i další metody určování polohy výsky tu kořenů jako např ík lad Til lotova nebo 

Langrangeova věta , dosahujících stejných nebo velice podobných výsledků. 

29 



6 S P O J I T É D Y N A M I C K É S Y S T É M Y 

Tato kapitola se zabývá vlastnostmi spoj i tých dynamických sys témů (SDS) a t aké 

vztahy mezi j ednot l ivými popisy. 

Vn i t řn í popis spoj i tých l ineárních sys témů je popis dynamických sys témů po­

mocí relace vs tup -výs tup neumožňuje zkoumat děje probíhaj ící uvn i t ř systému. 

V některých př ípadech je vnější popis postačující a dokonce výhodnějš í než vni t řn í 

popis. P l a t í to zejména o l ineárních systémech úlohách, ve kterých není t ř eba se 

zabývat energetickou bilancí systému. P ráce s operá to rovými přenosy zjednodušuje 

p o d s t a t n ě veškeré výpočty. To ovšem p la t í za p ředpok ladu nulových počátečních 

podmínek . Proto byla začá tkem šedesátých let vypracována teorie popisu sys témů 

založená na pojmu stav systému. Odtud plyne název s tavová teorie. Veškeré děje jsou 

zkoumány v časové oblasti, bez zřetele na frekvenční nebo operá torové souvislosti. 

Vnější popis se používá pro vyjádření dynamických v las tnos t í sys témů vztahy 

mezi výs tupn ími a vs tupn ími veličinami. V z t a h mezi vstupy a výs tupy sys tému 

se vyjadřují b u ď analyticky, pomoc í časových odezev na p ředem definované tvary 

vs tupních signálů nebo frekvenčními vlastnostmi. 

D y n a m i c k é vlastnosti lze popsat n ě k t e r ý m z n á s l e d u j í c í c h z p ů s o b ů : 

• diferenciální rovnicí, 

• přenosovou funkcí (operá torový přenos) , 

• frekvenčním přenosem, 

• frekvenční charakteristikou, 

• impulsní charakteristikou (což je časová odezva na Diracův impuls), 

• přechodovou charakteristikou, 

• rozložením nul a pólů. 

6.1 Vztahy mezi popisy systému 

Vzájemné vztahy mezi různými vlastnostmi jsou formami vnějšího popisu. P ř e d e m 

nelze jednoznačně říci, k t e r á forma popisu je nejvhodnější . Záleží na celé ř adě okol­

nost í např ík lad z j akého zdroje a jakou metodou byly získány informace o systému, 

co je účelem analýzy či syntézy sys tému a jaké p ros t ředky jsou k dispozici. Proto je 
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důležité zná t p řevodní vztahy mezi jednot l ivými způsoby popisu a s t í m související 

přechod z jednoho stavu do druhého . 

Snadný je přechod od diferenciální rovnice k operá to rovému přenosu. Pro tože 

přenos je definován za nulových počátečních podmínek , je obraz derivací dán pouze 

součinem obrazu funkce a př ís lušných mocnin ope rá to ru p. Stejně j ednoduchý je 

přechod od operá torového přenosu k přenosu frekvenčnímu. Formálně je to prove­

deno prostou záměnou ope rá to ru p vý razem ju. Rovněž vykreslení frekvenční cha­

rakteristiky ze známého přenosu je rychlé za použi t í P C . 

Složitější je obrácená úloha, tedy k naměřené frekvenční charakteristice stanovit 

odpovídaj ící přenos. Tato ú loha se větš inou řeší př ibl ižnou aproximací . Výchozí je 

obvykle ř á d aproximačního přenosu, nebo požadovaná přesnost aproximace. Fre­

kvenční charakteristika se nakresl í v logari tmických souřadnicích a h ledá se takový 

řád a koeficienty přenosové funkce, k te ré zajist í p o t ř e b n o u shodu jak ampitudy, tak 

fáze v uvažovaném frekvenčním rozsahu. Celý postup je jen těžko algori tmizovatelný 

a řeši telný pomoc í výpoče tn í techniky [7]. 

Vzájemné vztahy mezi časovými charakteristikami, impulsní a přechodovou, jsou 

rovněž j ednoduché . Pro impulsní odezvu p la t í g(t) = L~1{F{p)}1 kdež to pro přecho­

dovou charakteristiku h(t) p la t í h(t) = L _ 1 { F ( p ) ^ } . Odtud je zřejmé, že impulsní 

charakteristika je derivací přechodové charakteristiky g(t) = a obráceně pře­

chodová charakteristika je integrální funkcí impulsní charakteristiky h(ť) = J 0

ť g(ť)dt 

[7]-

6.2 Lineární diferencilální rovnice 
Lieární, s tac ionární a spoj i tý sys tém se vstupem u(t) a v ý s t u p e m y(t) popisuje 

l ineární diferenciální rovnice s kons tan tn ími koeficienty [7]. 

any^(t)+an.1y^-1\t)+...+a1y(t)+aoy(t) = bmu^\t)+...+b1u{t)+b0u{t){6.1) 

kde a,, bi jsou reálné konstanty, u(t) vstup sys tému a y(t) je výs tup sys tému [7]. 

Rovnici (2.1) lze zapsat ve tvaru: 

n m 
E a / ( i ) = E M ( ] ) W (6-2) 
i=0 j=0 

6.3 Operátorový přenos 

Definice operá torového přenosu. Operá to rový přenos je d á n p o m ě r e m obrazu výs tupn í 

veličiny k obrazu vs tupn í veličiny ve stejné transformaci, za p ředpok ladu nulových 
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počátečních podmínek . V př ípadě spoj i tých sys tému je použ ívána Laplaceova trans­

formace. Sys tém popsaný diferenciální rovnicí, m á přenos ve tvaru racionální lomenné 

funkce 

Y(p) b m P

m + b m . l P

m - 1 + ... + blP + b0 F(p) (6.3) 
U (p) anpn + an-xpn 1 + ... + aip + a0 

kde p je Laplaceův operá tor . Z uvedené p o d m í n k y realizovatelnosti plyne, že s t upeň 

polynomu v čitateli musí bý t nižší, nebo nejvýše roven stupni polynomu ve jmeno­

vateli přenosu F(p). 

Oba polynomy lze vyjádři t ve tvaru součinu kořenových činitelů 

A(p) = an{p - pi){p -p2)...{p -Pn) 

B(p) = bm(p - n-í)[p - n2)...{p - nn) 

(6.4) 

(6.5) 

Obecně se komplexní čísla pi, i = l..n nazývaj í póly přenosu, nebot splňují rovnici 

A(PÍ) = 0. 

Rovněž obecně komplexní čísla rij, j = l..m jsou nuly přenosu, pro které p la t í 

B{nó) = 0. 

Pomoc í těch to tva rů lze přenos psá t ve formě podí lů kořenových činitelů 

F ( v _ bm(p - m)(p - n2)...(p - nm) 

an(p-Pi)(p-P2)--(p-Pn) 

kde p je Laplaceův operá to r [7]. 

(6.6) 

P ř í k l a d j e d n o d u c h é h o R L C obvodu p o p s a n é h o o p e r á t o r o v ý m p ř e n o s e m 

R L 
— l _ _ n m o _ 

v 

C - r -

Obrázek 6.1: J e d n o d u c h ý R L C obvod 

Přenos článku na obrázku 6.1 je d á n vztahem 

Z2 

U2 = Z7i- - (6.7) 
Zi + Z2 

kde U2 je výs tupn í napě t í , U\ je v s tupn í napě t í a Z2 je impedance obvodu z pohledu 

výs tupních svorek. U tohoto př ík ladu je tedy Z2 jwC a Z\ = R + JUJL. Zavedeme 
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substituci s = ju a přenos se vypoč í tá pomocí vztahu K(s) = Po dosazení do 

vztahu pro výpočet výs tupn ího napě t í děliče vyjde vztah pro přenos: 

* « = I = Ä = ŘTŘTTO (6'8) 

K ( S ) ~ S>LC+\cR + l i M ) 

pokud hodnoty všech součástek budou rovny jedné =>- výsledný vztah bude mí t 

tvar: 

K{s) = \ (6.10) 
sz + s + 1 

Z tohoto vztahu jsou př ímo vidět nuly a póly daného obvodu (nuly jsou kořeny 

či ta tele a póly jsou kořeny jmenovatele) pi = p\ 

P l = - 0 . 5 + j 0 . 8 6 6 

p2 = - 0 . 5 - J0.866 

Tyto výsledky jsou doloženy z programu M A T L A B a ověřeny obvodovým simuláto­

rem P S P I C E . 

20 

- 2 - 1 0 1 2 
10 10 10 10 10 f írad/sl 

Obrázek 6.2: Frekvenční charakteristiky R L C obvodu. 

6.4 Frekvenční přenos systému 
Vyjadřuje vlastnosti sys tému pro harmonický p r o m ě n n ý vs tupn í signál. Frekvenční 

přenos je roven podí lu Fourierova obrazu výs tupn ího signálu a Fourierova obrazu 
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vs tupn ího signálu. Frekvenční přenos pak u d á v á ampl i tudové zesílení a fázové na­

točení procházejícího signálu [7]: 

F(ju;) = ^0)=\F(ju;)\-^ (6.12) 

6.5 Frekvenční charakteristika 

Je grafické vyjádření frekvenčního přenosu systému, lze j i nakreslit ze známého 

frekvenčního přenosu, nebo pomocí hodnot, změřených na sku tečném systému. Vek­

tor frekvenčního přenosu může bý t vyjádřen dvěma způsoby [7]: 

F{ju) = Re[F{ju)\ +jIm[F{ju)\ (6.13) 

V tomto p ř ípadě je obvyklé kreslit frekvenční charakteristiku v komplexní rovině 

s osami, na které se vynáší reá lná a imaginárn í část přenosu. Frekvenční vlastosti 

sy tému vyjadřuje křivka v komplexní rovině, jej ímž parametrem je k ruhová frekvence 

označená jako LO. 

F(JU) = \F(ju)\e^ (6.14) 

Re 

Obrázek 6.3: Frekvenční charakteristika v komplexní rovině tzv. Nyquis tův diagram. 

Vlastnosti sys tému nyní určují dvě funkce a j i m odpovídaj íc í dvě křivky. P r v n í z nich 

je závislost absolu tn í hodnoty přenosu na frekvenci a d r u h á vyjadřuje p r ůběh fáze. 

Pro práci s ampl i tudovými charakteristikami je vhodné volit logari tmické měří tko, 

amplituda je pak vyjádřena v decibelech [7]: 

\F(ju)\dB = 20log\F(ju)\. (6.15) 

Frekvenční charakteristiku lze nakreslit ze známého frekvenčního přenosu, nebo po­

mocí hodnot, změřených na sku tečném systému. Tento způsob se u sys témů s ma lými 

časovými konstantami ješ tě s tále používá (zejména ve sdělovací a te lekomunikační 

technice). 
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6.6 Impulsní charakteristika 

Je odezva dynamického sys tému na vs tupn í signál tvaru Diracova impulsu při nulo­

vých počátečních podmínkách . Impulsn í charakteristiku sys tému lze použí t i k vý­

poč tu odezvy sys tému na libovolný v s tupn í signál. Funkce se označuje jako g(t). 

Diracův impuls S(t) je nereal izovatelná funkce, definovaná následujícími vztahy [7]: 

0 pro t ŕ 0 

1 pro t = 0 
5(t) 

6{ť)dt 

(6.16) 

(6.17) 

6.7 Přechodová charakteristika 

Přechodová charakteristika je další časová funkce, kterou se často vyjadřují dy­

namické vlastnosti systému. Je to odezva na jednotkovou změnu (jednotkový skok) 

v s tupn í veličiny při nulových počátečních podmínkách . Obvykle se značí h(t) [7]. 

Obrázek 6.4: Přechod, charakteristika. Obrázek 6.5: Diskré tn í popis. 

uo(t) 

Jedno tkový skok je definován takto: 

0 pro t < 0 

1 pro t > 0 

Laplaceův obraz t é t o funkce je 

U0(p) = L{u0(t)} 
1 
p 

(6.18) 

(6.19) 

a pro obraz přechodové charakteristiky tedy pla t í 

H(p)=L{h(t)} = ^F(p) (6.20) 

Pomoc í přechodové charakteristiky lze vypoč í ta t odezvu na obecný vs tupn í signál 

u(t). 
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6.8 Rozložení nul a pólů přenosu 

U pólů a nul je rozhodující jejich poloha vzhledem k imaginárn í ose (mez stability). 

V levé komplexní polorovině jsou s tabi lní póly a nuly (mají zápornou reálnou část ) , 

v p ravé polorovině jsou nes tabi ln í póly a nuly (mají kladnou reálnou čás t ) . Stabi lní 

nula způsobuje p ř e k m i t a nes tabi ln í nula způsobuje podkmit děje. [7], [3],[8]. 

0.5 

— o-

-0.5 

-11 1 ' 1 ' 1 ' 
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 

Re 

Obrázek 6.6: Rozložení nul a pólů R L C obvodu. 

Nuly v počá tku předs tavuj í derivační charakter systému, póly v počá tku naopak 

představuj í in tegrační charakter. Př íč inou záporných reálných pólů je aperiodický 

přechodový jev. Komplexně sdružené póly způsobují kmi t avý charakter přechodo­

vého děje. Č ím jsou s tabi lní póly dále od imaginárn í osy, t í m je přechodový děj více 

tlumen. Jsou-li nuly blíže imaginárn í ose než póly, bude přev láda t derivační cha­

rakter. Pro tože s tabi lní oblas t í u diskrétních sys témů je prostor uvn i t ř jednotkové 

kružnice, je zde rozhodující sledovat polohu pólů a nul p rávě vůči t é t o kružnici (mez 

stability) [15]. 

6.9 Stabilita systému 

Stabili ta je j e d n í m ze základních požadavků , k te rý je kladen na regulační obvod. 

Regulační obvod je s tabi lní , jestliže pro vychýlení regulačního obvodu z rovnováž­

ného stavu a odeznění vnějších sil, k teré tuto odchylku způsobily, se regulační obvod 

během času znovu v rá t í do původn ího rovnovážného stavu. Matematicky lze stabilitu 

definovat [7]: 

l im y(t) = 0. (6.21) 
t—>oo 

Z hlediska stability existují regulační obvody stabilní , na mezi stability a nesta­

bilní. Regulační obvody na mezi stability se považují za stabilní . Vždy se vyžaduje, 

aby regulační obvod byl za všech okolností s tabilní . Zat ímco parametry a dynamické 

36 



vlastnosti regulované soustavy jsou dány konstrukcí soustavy, technologickým pro­

cesem apod. (nemohou se měni t ) , dynamické vlastnosti regulá toru nas tavován ím vo­

li telných p a r a m e t r ů regulá toru se změni t mohou. T í m je dosaženo stability (a dalších 

vlastnost í ) regulačního obvodu. 

Kontrola stability R O spočívá v určení rozložení kořenů charakter is t ické rovnice 

v komplexní rovině kořenů. Pokud lze kořeny vyčíslit, použije se n u t n á a postačující 

podmínka stability, k t e rá se t ý k á kořenů charakter is t ické rovnice. Regulační obvod 

je stabilní právě tehdy, když všechny kořeny charakteristické rovnice mají záporné 

reálné části, tedy leží-li v levé komplexní polorovině. 

Obrázek 6.9: Postačující p o d m í n k a stability. 

Jinak je nutno použí t pravidla, k t e rá umožní rozhodnout o stabi l i tě bez př ímého 

výpoč tu kořenů, tyto pravidla se nazývaj í kr i tér ia stability. Mez i často používaná 

kr i tér ia p a t ř í např ík lad Nyquistovo, Michajlovovo nebo Hurwitzovo kr i té r ium. 
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7 A L G O R I T M Y V Ý P O Č T U 

Tato kapitola popisuje komple tn í postup programován í a ladění funkce pro výpočet 

kořenů po lynomů metodou př í růs tku argumentu. Algoritmus lze rozdělit do t ř í částí . 

P r v n í část se zabývá určen ím vs tupních p a r a m e t r ů funkce ze zadaného poly­

nomu a v ý p o č t e m celkového poč tu kořenů. To z n a m e n á např ík lad zjištění ř á d u 

polynomu nebo hodnoty maximáln ího koeficientu pro určení po t ř ebného poloměru 

(5.19). D r u h á část řeší lokalizaci všech kořenů zadaného polynomu Newtonovou 

metodou tečen a navazuje na p rvn í část . T ře t í a poslední blok tvoř í úsek programu, 

k terý o b s t a r á v á určení násobnos t i j ednot l ivýh nalezených kořenů. 

Podmínkou správnost i výpoč tu je, aby součet násobnos t í všech kořenů by l roven 

celkovému p o č t u kořenů. Pokud tato podmínka není splněna nastala tak ve výpoč tu 

chyba. 

7.1 Funkce určující celkový počet kořenů 

Naprogramovaná funkce vrací počet všech kořenů, k teré se nacházejí uvn i t ř trans­

formované kružnice, tedy celkový počet kořenů polynomu. Odpověď na o tázku proč 

byla křivkou v y b r á n a právě kružnice dáva vztah (5.19). Kružnice je d á n a dvěma 

vs tupn ími parametry: polynomem a přesnost í výpoč tu označovaná jako e. Tyto dva 

jed inné důležité úda je zadává uživatel z klávesnice. 

Celý postup se odvíjí od zadaných vs tupních p a r a m e t r ů pevně danými kroky. 

Transformovaná kružnice je rozdělena např ík lad na n ekvid is tan tně vzdálených části 

a vznikne t ímto způsobem vektor n úhlů . K o l i k takových úseků vznikne záleží na 

ř á d u daného polynomu. 

temp = l i n space (0 ,2* p i , r o z l i š e n i ); 
bodykruznice = polomer*exp(temp*sqrt ( — 1)); 

Pro každý t akovýto bod na kružnici daný úh lem a souřadnicemi v komplexní 

rovině z, se vypoč í tá hodnota polynomu v tomto bodě . Výsledkem operace je další 

vektor dat, k te rý už náleží do roviny w, nikoliv do roviny z a p roběhla tedy trans­

formace z komplexní roviny z do komplexní roviny w. 

w = poly v a l (polynom , bodykruznice ); 

Vykres lením takového vektoru do komplexní roviny vznikne zaj ímavý pohled, 

k terý je vidět na obrázku 7.1. P ř i bližším nas tudován í princincipu p ř í růs tku argu­

mentu a daného obrázku je dobře pa t rné , kolik kořenů m á zadaný polynom. Celkový 

počet kořenů je roven poč tu otáček kolem počá tku soustavy souřadnic komplexní 

roviny w. 
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Obrázek 7 .1: Zjištění násobnos t i kořene. 

N a prvn í pohled velice j ednoduchá situace, avšak z hlediska p rogramován í niko­

liv. A b y bylo možné zjistit počet oběhů kolem počá tku soustavy souřadnic , byl 

navržen nový postup výpoč tu . 

1. Po transformaci a vykreslení v rovině w je vypoč í t ána fáze jednot l ivých b o d ů 

v t é t o rovině. 

2. Dalš ím krokem je provedení korekce úh lů z intervalu (—TV, +7r) do intervalu 

(0, 2n) (volitelně je možné pracovat i ve s tupňové míře) . 

3. Po té je provedena diference dvou sousedních p rvků v matici úhlů . 

4. T í m je vy tvořena další matice p rvků t en tok rá t e obsahující jenom diference 

sousedních prvků . 

5. Z takového pole jsou ods t r aněny fiktivní oběhy, tj. za oběh jsou b rány diference 

splňující podmínku : diference > 270°. 

6. P ředpos ledn ím krokem je zjištění zda je rozdíl diferencí k ladný nebo záporný 

(za kořeny jsou b rány diference < 0), t í m vzniká opět nová matice prvků . 

7. Nyní s tačí zjistit počet záporných p rvků v předchozí uvedené matici. 

8. Výsledkem je tedy celkový počet kořenů polynomu, v tuto chvíli nejsou známy 

jejich číselné hodnoty. 

T ě m i t o uvedenými kroky končí p rvn í části výpoč tu kořenů metodou p ř í růs tku argu­

mentu, je tedy v t é to fázi vyřešen celkový počet kořenů daného polynomu. 
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7.2 Funkce pro nalezení kořenů 

Tato funkce by měla rychle a h lavně přesně nají t všechny kořeny polynomu. Pro 

lokalizaci kořene byla v y b r á n a Newton-Raphsonova metoda tečen. Postup při pro­

gramování vychází z teoret ických p o z n a t k ů o j ednobodové Newtonově m e t o d ě tečen. 

Vývojový diagram té to metody je uveden v příloze D.l t é to práce. Úvodní kroky 

jsou s i tuovány takto: 

1. Stanovení po t ř ebného rozlišení, tj. na kolik ekvid is tan tně vzdálených b o d ů m á 

být kružnice rozdělena. 

2. Dle věty o poloze kořenů je stanoven p o t ř e b n ý poloměr kružnice, dáno vztahem 

(5.19). A b y nebyla náročnost výpoč tu vysoká je při překročení maximáln ího 

poloměru automaticky přidělen poloměr hraniční , jde tedy pomocnou kons­

tantu. 

3. Velice důlež i tým krokem je přidělení imaginárn í jednotky o malé velikosti 

p rvn ímu a pos lednímu bodu kružnice, protože jsou to pouze reá lná čísla. 

Př i řazení je dáno p r o s t ý m důvodem: z reálného počá tečního bodu může bý t 

nalezen zase jen kořen reálný. V př ípadě , že by polynom měl pouze imaginárn í 

kořeny tak výpočet zkolabuje. P ř ík l adem je polynom x2 + 2x + 1 = 0. 

4. Následuje poslední část , a to s a m o t n á lokalizace kořenů Newton-Raphsonovou 

metodou tečen, k t e rá si zaslouží podrobnějš í popis. 
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Celý výpočet p rob íhá v těle for cyklu. Ten proběhne tol ikrát , na kolik část í je 

rozdělena kružnice. Každý bod na kružnici je počá tečn ím bodem aproximace pro 

Newton-Raphsonovu metodu tečen. 

for po c i t adlo = 1: l ength ( bodykruznice) 
p o c e t i t e r a c i =0; 
korenyprubezne=0; 
xO=bodykruznice ( p o č i t a d l o ); 

Postup pokračuje derivací funkce (polynomu) a po t é je pomocí aproximačního 

vztahu (4.1) vyjádřen p rvn í krok iterace. Pokud byl počá tečn í bod zvolen nejlépe 

jak mohl, může bý t kořen polynomu nalezen po p rvn ím i teračním kroku. Pokud se 

tak nestalo, p rob íhá v cyklu while výše uvedený výpočet do té doby, než je splněna 

podmínka \x\ — XQ\ > e. Celý zmíněný postup lokalizace je znázorněn na vývojovém 

diagramu v příloze D.l. Ukázková část zdrojového kódu pomoc í níž než kořen nadále 

zpřesňován, je vypsána zde: 

whi le abs(xl—xO) > p ř e s n o s t 
x0=xl; 
p o c e t i t e r a c i = p o c e t i t e r a c i + l ; 
xl=x0 —(poly v a l (polynom , xO) / po ly v a l (prvnider ivace , x 0 ) ) ; 
korenyprubezne ( p o č e t i t e r a c i ) = x l ; 

end 

Pojem přesnost není možné zaměňovat s pojmem chyba řešení, k t e rá je dána 

rozdílem mezi hodnotou vypoč í t anou a skutečnou a charakterizuje správnost řešení. 

P ro tože skutečná hodnota výsledku není známa , nelze o chybě řešení vůbec hovořit . 

Může nastat situace, kdy výsledek řešení bude přesný, ale zdaleka nebude správný. 

P ř i p rak t ickém zadáván í hodnoty požadované přesnost i řešení se musí vždy b r á t 

v úvahu pros t ředek na k t e r ém je p rováděn výpočet . Každý typ počí tače je schopen 

zobrazit definovanou malou hodnotu. K a ž d á další menší hodnota je pak již inter­

p re tována jako nula. Takže se může s tá t , že požadovaná přesnost bude menší než je 

tato l imitní hodnota, potom se ve výpoče tn ím programu projeví jako nula. V itera­

čním výpoč tu to povede k nekonečnému p o č t u opakování , program se tzv. zacyklí 

a prakticky n e m á možnos t ukončení . 

Všechny nalezené kořeny (jednotlivé poslední iterace) jsou uloženy do nově vy­

tvořené matice, s kterou se nadále pokračuje ve výpočtech. 

7.3 Ověření násobnosti kořene 

Upřesnění kořenů m á o p o d s t a t n ě n í h lavně při h ledání násobných kořenů. Proč tomu 

tak je, bude vysvět leno dále. Pro tože aplikací Newton-Raphsonovy metody tečen 
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byl u násobných kořenů nalezen shluku blízkých kořenů, je n u t n é zajistit určení 

násobnost i jednoho jedn inného kořene. Matematicky lze postup provést jako vypočet 

geometr ického s t ředu shluku kořenů a ověřit M P A jeho násobnos t . 

P ro tože jednot l ivými iteracemi jsou nalezeny různé kořeny polynomu, je výs­

ledkem hledání pole neseřazených kořenů (matice z předchozí kapitoly). Proto je 

žádoucí toto pole seřadit z důvodu určení p o č t u nalezení jednot l ivých kořenů. 

P r v n í m způsobem jak seřadit matici reálných, komplexních nebo smíšených ko­

řenů je pomoc í př íkazu programu Mat labu. J e d n á se o příkaz sort. P ro tože tento 

příkaz dokáže řadi t pouze a jen podle jednoho kr i tér ia (buď podle reálných nebo 

imaginárních část í ) , je dále využ i ta na takto vytvořenou z část i seřazenou matici 

metoda Buble sort. 

Pr incip spočívá v tom, že jsou porovnávaný dva sousední prvky podle velikostí. 

Pokud je p rvn í hodnota větš í než d ruhá , tak se tyto dva prvky prohodí . Aplikací 

postupu na celé pole hodnot se v pos ledním kroku největší prvek dos tává na konec 

matice. Po té se pole o tento prvek zkrá t í , pro tože nejvetší hodnota se dostala nakonec 

a není tudíž zapot řebí . Celý postup se opakuje n — l, kde n u d á v á počet p rvků v poli . 

P r v n í m způsobem je tedy seřazeno pole podle reálných část í a po použi t í d ruhé 

metody je pole seřazeno navíc ješ tě podle imaginárních částí . T í m t o algoritmem je 

docíleno seřazení stejných kořenů v matici vedle sebe. 

Vys tává zde problém, kde se nachází další rozdílný kořen. P rob l ém je vyřešen 

zjištěním indexu na prvek matice, k t e rý je odlišný od prvku předchozího. Díky t ěmto 

indexům je snadné separovat po t ř ebné kořeny z matice. V uvedeném zdrojovém kódu 

reprezentuje indexy p r o m ě n n á s názvem délka—hledej. Následně jsou vypočí tány 

sumy stejných kořenů, k te ré odpovídaj í p roměnné geom—pole. 

for temp2 = l : delka_hledej 
for ukazatel=temp : pole_hledej (k) 

prubezny _vy slede k=real (B(ukazate l ) ) + sqrt ( — l)*imag(B( u k a z a t e l ) ) ; 
vysledek=prubezny .vysledek+vysledek ; 
pocit adlo=pocit adlo + 1; 

end 
poci tac (temp2)=pocitadlo ; 
poci tadlo=0; 
geom.pole (temp2) = výs ledek ; 
k=k+l; 
n=n +1; 
temp=pole_hledej (n) + l ; 
vysledek=0; 
prubezny _vysledek=0; 

end 

42 



j=j+l 

i=0 

->l 
i=i+l 

Obrázek 7.4: Vývojový diagram metody Buble sort. 

Po těch to operacích už následuje výpočet geometr ických s t ředů. A b y byla hod­

nota geometr ického s t ředu správná , musí se vypočí ta t jako součet reálných část í 

a imaginárních část í dělený p o č t e m kořenů ve shluku. 

for temp = l : de lka .h lede j 
geometricke_stredy (temp)=geom_pole (temp) / pocit a c (temp ); 

end 

V takto vytvořených geometr ických středech je opět apl ikována metoda p ř í růs tku 

argumentu, k t e r á zjistí násobnos t kořene. Je vidět , že metoda p ř í růs tku argumentu 

je využ i ta ve dvou fázích výpoč tů : 

• P r v n í m využi t ím je zjištění celkového poč tu kořenů nacházejích se uvn i t ř trans­

formované kružnice. 

• Druhou aplikací je zjištění (ověření) násobnos t i kořene. 

Vypoč tené výsledky jsou následně využi ty uživate lským pros t řed ím, k te ré je 

prezentuje ve vizuální podobě . 
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8 T V O R B A G R A F I C K É H O R O Z H R A N Í 

Všechny grafické objekty dané aplikace tvoř í grafické uživatelské pros t ředí . Název 

je převzat z anglického Graphical User Interface (GUI) . Větš ina lidí v dnešní době 

dává přednos t aplikaci ve k te ré s tačí k používání pouze myš , s tačí kliknout myší 

a hned tato akce vyvolá nějakou událost . P ráce je ř ízena in terakt ivními kroky. 

Tato kapitola by měla zavést do možnos t í grafického pros t ředí Mat labu. Všechny 

grafické objekty jsou vy tvá řeny př ímo v editoru zdrojového kódu. V takovém př ípadě 

lze psá t , že G U I je opt imální , pro tože takové pros t řed í obsahuje z hlediska pro­

g r a m á t o r a jen nej nutnějš í komponenty pro spávnou funkčnost. P rog ramovém pro­

s t ředí Mat lab umožňuje výběr ze dvou možnos t í j a k ý m způsobem gafickou aplikaci 

naprogramovat. 

P r v n í m způsobem je použi t í nás t ro je , k te rý vytvoř í všechny grafické prvky pou­

h ý m pře tažen ím, j edná se o nízkoúrovňové programování , pro tože po sestavení apli­

kace je automaticky vygenerován př ís lušný zdrojový kód. Tento nás t ro j se jmenuje 

G U I D E (Graphical User Interface Development Environment). 

Postup vy tvá řen í je d á n pevnými , in tu i t ivními kroky. Tedy použi t í tohoto způ­

sobu je univerzální a časově nenáročné . Nevýhodou tohoto způsobu je možná ne­

kompatibil i ta se s tarš ími verzemi programového pros t řed í Mat lab a zdrojový kód 

nemusí a čas to není op t imáln í . 

Druhou možnost í řešení je využi t í znalost í sys tému Handle Graphics. Nás t ro j 

s jehož pomocí lze efektivně pracovat s grafickými objekty. Obrovskou výhodou 

tohoto způsobu je absolu tn í kontrola p r o g r a m á t o r a nad aplikací narozdíl od předcho­

zího způsobu programování . Grafickými objekty jsou všechny základní elementy gra­

fického výs tupu . A b y sys tém fungoval sp rávně mus í bý t mezi j ednot l ivými objekty 

přesně d a n á hiearchie, k t e r á je zobrazena na následujícím obrázku. 

R o o t 

Figure 

Axes 

Obrázek 8.1: Základní hierchie Mat labu. 

S pojmem hiearchie ob jek tů souvisí pojmy Parent (rodič) a Children (děti) . 

Pokud je provedena změna na vyšší úrovni , tak tato změna může bý t zděděna nižšími 

podř ízenými objekty viz. hiearchie grafických ob jek tů [12]. 
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Root 

Figure 

Axes Uicontrol Uimenu Uicontextmenu 

1 1 1 1 1 
Image I I Light | Line | Patch | Eeet | Surface | Text 

Obrázek 8.2: Hiearchie základních grafických ob jek tů v Mat labu. 

8.1 Návrh aplikace 
P ř e d v las tn ím p rogramován ím daného grafického pros t řed í je vždy vhodné rozhod­

nout se jak by měla d a n á aplikace vypadat. Z tohoto důvodu je uži tečné nakreslit 

si n á v r h na papí r a ten po t é realizovat v pros t řed í Mat lab. J e d n á se o možná nej-

efektivnější vývojový proces před v las tn í prac í v p rog ramovém prost ředí . P ro tože 

při p rogramován í je u p l a t n ě n a metoda p rogramován í s názvem Switch Board je 

zák ladem p o d s t a t n é využi t í vlastnosti funkcí, a to možnost volat sama sebe s růz­

nými parametry a v neposlední řadě využi t í př íkazů Switch a Case. P ř edpok ladem 

je znalost sys tému Handle Graphics. 

Menu programu 

Vstupní 
parametry \ 

Akční 
tlačítka 

&raf icko 
prezentace 

výsledků 

Obrázek 8.3: Návrh grafického pros t ředí . 

Rozložení aplikace je navrženo tak, aby bylo co nejlépe přehledné a nečinilo tak 

uživateli p roblémy s ovládáním. P ředběžná vizuální podoba programu je na obrázku 

8.3. Z funkčního hlediska by navrhovaná aplikace měla mí t několik část í navzájem 

od sebe oddělených. Oddělení je důležité pro odlišení p rvků s různou funkčností . 

T í m t o pojmem je rozuměno např ík lad oddělení uicontrol objektů , k te ré slouží jako 

ovládání nebo maj í pouze informační charakter (např íklad výsledková čás t ) . 

Jelikož byla v y b r á n a za metodu programován í technika Switch Board, musí jed­

notlivé objekty umís těny na správné mís to . K tomu slouží pozicování, kdy každý 

45 



prvek jem možné nadefinovat v ak tuá ln ím okně Figuře pomocí čtyř p a r a m e t r ů , jak 

ukazuje obrázek. 

Objekt Figuře 

Width 

Uicontrol 
objekt Height 

Left 

Bottom 

> 

Obrázek 8.4: Pozicování objektů . 

left - umís těn í levého spodn ího rohu grafického objektu od počá tku 

right - umís těn í pravého spodního rohu grafického objektu od p o č á t k u 

width - šířka uicontrol objektu 

height - výška uicontrol objektu 

8.2 Popis částí aplikace 

V nově vy tvořeném okně Figuře se nachází všechny použi té uicontrol prvky. Souhrn 

několika t akových to p rvků tvoř í celkem čtyři základní bloky programu, mezi něž 

není zařazeno menu programu. Rozpoložení je na obrázku 8.5. 

Hledám kořenů polynomů _ |X| 

Obrázek 8.5: Navržené uživatelské pros t ředí . 
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Popis první části GUI 

Blok programu umožňuje zadáván í všech vs tupních p a r a m e t r ů nu tných pro sprá­

vný výpočet . J e d n á se o t ř i editovací pole a rozbalovací popup-menu. P r v n í m edito-

vacím polem je zadávání koeficientů po lynomů, kde funkce odpovídá názvu. U zatr­

žené volby v menu programu výpočet přenosové funkce plní toto pole stejnou úlohu. 

Druhé editovací pole slouží k zadáván í max imáln ího poč tu i terací. Hodnota je 

v s t u p n í m parametrem použi tých metod (omezeno na některé metody). V př ípadě 

výpoč tu přenosové funkce plní stejnou úlohu jako p rvn í editovací pole. Pokud je 

vyb ráno v menu programu vy číslování polynomu viz. př í loha C, slouží toto pole 

k zadáván í hodnoty v níž m á bý t polynom vyčíslen. 

Poslední editovací pole umožňuje zadáván í přesnost i výpoč tu pro použ i tou me­

todu p ř í růs tku argumentu (jeho hodnota je v s t u p n í m parametrem pro naprogramo­

vané funkce). 

Položky v rolovací nabídce slouží k výběru metody, pomocí k te ré maj í bý t 

nalezeny všechny kořeny polynomu. 

Koeficienty: 

Počet iterací: 

Přesnost: 

Metoda: Matlab m etqďá~~ ^ v ] 

Obrázek 8.6: Blok zadáván í vs tupních p a r a m e t r ů . 

P ř í k l a d y z a d á v á n í v s t u p n í c h hodnot 

1. Pro polynom, k te rý je z adán např ík lad takto: (x — l ) 5 musí bý t koeficien­

ty zadány v tomto tvaru 1 -5 10 -10 5 -1. Pokud jde o výpočet konkré tn ího 

polynomu, toto pole obsahuje kořeny polynomu jež m á bý t vypočí tán . Např í ­

klad pokud je zadáno 1 1 1 1 1, je výsledkem polynom s právě t ěmi to kořeny, 

tedy: (x - l ) 5 . 

2. Počet i terací se z a d á v á jako celé číslo, výchozí hodnotou je 1000 (čím větší 

hodnoty, t í m déle t r v á výpoče t ) . V př ípadě vykreslení polynomu se do to­

hoto pole zadává rozsah osy x v němž m á bý t polynom vykreslen. Např ík lad 

rozsah osy může bý t zadán číselně: [—3 3]. Pro p ř ípad výpoč tu konkré tn ího 

polynomu je v tomto poli uveden konečný výsledek výpoč tu (koeficienty poly­

nomu). U volby vykreslování, toto pole obsahuje číselnou hodnotu, v níž m á 

být polynom vyčíslen. 
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3. Toto editovací pole je využi to pro zadán í přesnost i výpoč tu . Ta se zadává 

jako deset inné číslo, výchozí hodnotou je 0,001 (platnost nalezení kořene na 3 

dese t inná mís t a ) . Program toleruje zadáván í deset inného čísla s tečkou, nebo 

čárkou. V př ípadě vykreslováni polynomu slouží toto pole t aké pro zadání 

kroku s k t e r á m m á bý t rozdělen daný a;-ový rozsah objetku axes. 

4. Popup-menu m á celkem sedm možnos t í jakou metodou mohou bý t kořeny 

polynomu vypočí tány. J e d n á se o tyto metody: 

Matlab metoda - metoda aplikovaná v pros t řed í Matlab, 

M P A - nově vy tvořená metoda na hledání kořenů polynomů, 

Lagurrova metoda - metoda plikovaná ve starších verzích Mat labu, 

Bairstowova metoda - apl ikována pro názorné porovnán í výsledků 

Halleyova metoda - apl ikována pro názorné porovnán í výsledků 

Newtonova metoda - klasická metoda bez úprav 

Durand-Kernerova metoda - apl ikována pro názorné porovnán í výsledků 

Popis druhé části GUI 

Prováděc í část obsahuje ř a d u t lačí tek. Tato t lač í tka fungují jako odezvy na 

prováděné operace. Po jejich s t i sknut í je volána př ís lušná funkce, a ta již vykoná 

svůj obsah operačního kódu. Tlač í tko se po s t i sknut í vrací zpět do původn ího stavu, 

je tedy př ipraveno k opětovné reakci uživatele. Tento blok obsahuje celkem sedm 

těchto uicontrol ob jek tů . Př ís lušné t lač í tko je zpř í s tupněno v závislosti na druhu 

výpoč tu . 

Ovládání: 
Start 

~ J L Default 

Prenos L _ Porovnej 

Víčíslení Vykreslení 

Vytvor 

Obrázek 8.7: Blok prováděcí části . 

Start - začá tek výpoč tu kořenů polynomu. 

P ř e n o s - výpočet nul a pólů přenosové funkce. 

V y č í s l e n í - vyčíslení polynomu v d a n é m bodě . 

Default - nas tavení programu do počá tečn ího stavu včetně vymazán í všech hodnot 

a p růběhů . 
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Porovnej - o tevření nového okna a porovnán í výsledků jednot l ivých metod uve­

dených v Popupmenu. 

V y k r e s l e n í - vykreslení polynomu na d a n é m intervalu. 

V y t v o ř i t - vy tvoření polynomu s danými kořeny. 

Popis třetí části GUI 

Část grafického pros t ředí , do k te rého se vypisují vypoč tené výsledky obsahuje 

uicontrol objekt ListBox. Hlavní využ i tou v las tnos t í je String. Díky ní mohou bý t 

všechna data v matici po převodu do spávného formátu zobrazena do Listboxu. 

V ý s l e d k y : 

• METODA PŘÍRŮSTKU ARGUMENTU A Polynom: — 
1 -5 10-10 5 -1 
Řád polynomu: 
5 
Kořeny: 
0.99981 +2.4867e-006i 
Násobnost: 
5 

IPočet obrázku v rovině "w": 
1 

Obrázek 8.8: Výpis vypoč í taných výsledků do uicontrol objektu. 

Popis čtvrté části GUI 

Pro grafickou reprezentaci vypoč tených výsledků byl vytvořen kreslící prostor 

tvořený grafickým objektem Axes. Tento objekt tvoř í poslední ze čtyř hlavních část í 

programu, vyj ímá uživatelského menu. 

* • MPA| 

. . + 

-0.5 0.5 

Obrázek 8.9: Vykreslování do grafického objektu axes. 
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8.3 Programování pros t ředí 
Rozmís těn ím grafických ob jek tů začíná nas tavování jednot l ivých v las tnos t í objektů. 

Mezi takové důležité vlastnosti pa t ř í : 

h6=uicontrol ( ' U nit s ' , 'normal ized ' , ' S t y l e ' , 'Text ' , ' S t r ing ' 
' P ř e s n o s t : ' , ' P o s i t i o n ' ,[0.02 0.75 0.16 0 . 0 5 ] , . . . 
'Tag ' , ' p r e s n o s t s t a t i c ' , ' Fon t s i ze ' ,12 
'FontWeight ' , ' bold ' , 'BackgroundColor ' , . .. 
[0.7 0.8 0.94] , 'Fontname ' , 'Georgia ' ); 

• Units - nas taven í jednotek 

• Style - typ uicontrol objektu 

• Text - v las tn í text, popis objektu 

• String - řetězec znaků např ík lad v edi tovacím poli 

• Tag - identifikace objektu 

Postup vy tvá řen í grafického pros t řed í vychází principielně z tohoto ukázkového 

bloku programu. 

switch (vs tpar) 
c as e ( ' vybermetody ') 

Volba = get ( f indobj ( 'Tag ' , ' vybermetody ') , ' Value ' ); 
i f Volba = = 1 
set ( f indobj ( 'Tag ' , ' p ř e s n o s t ') , 'Enable ' , ' off ' ); 

elseif Volba = = 2 

end 

c a s e ( ' s t a r t ') 

end 
end 

Jak je vidět z část i zobrazeného zdrojového kódu, příkaz switch předs tavuje 

jakýsi p řep ínač reagující na odezvu programu. Odezvou jsou b r á n y např ík lad stisky 

přís lušných t lačí tek, v tomto př ík ladu je to odezva na s t i sknut í t lač í tka start, nebo 

př ípadně jak ukazuje úsek programu výběr výpoče tn í metody. A b y bylo možné pra­

covat se vs tupn ími daty je využi to př íkazu get, k t e rý zajišťuje v las tn í získání daného 

parametru. Pro tože každý uicontrol objekt je při deklaraci specifikován jed inečným 

tzv. Tágem, neboli popiskem, mus í bý t objekt vyhledán. K vyhledáván í ob jek tů 

slouží příkaz nazvaný findobj, s jehož pomocí jsou objekty nalezeny a tedy akt ivní . 

S t akovýmto ak t ivn ím prvkem se po t é může libovolně pracovat. 
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Podobně funguje i příkaz set, k te rý narozdíl od get umožn í parametry ob jek tů 

měni t . V už i t ém př ík ladu příkaz Enable zakazuje objekt definovaný Tágem 'přes­

nost '. 

Pro tože data z a d a n á uživateli do vy tvořeného pros t řed í jsou t ex tovými řetězci, 

musí bý t tyto řetězce převedeny tak, aby byly pro Mat lab srozumitelné. K tomu­

to slouží příkaz str2num, přeložený jako převod textové , nebo číselné hodnoty na 

numerickou formu. 

polynom = str2num(get(findobj ( 'Tag ' , ' k o e f i c i e n t y ' ) , ' S t r i n g ' ) ) ; 

P o d o b n ý m způsobem pracuje příkaz str2mat, k te rý převede řetězec zadaných 

znaků na matici . Jednot l ivé prvky matice jsou odděleny čárkamy. Př íkaz slouží 

např ík lad pro výpis hodnot do ListBoxu. 

vysledky=str2mat( 'METODAJVIATLAB' , 'Kořeny: ' ,num2str( kořeny ) ' ) ; 

8.4 Nápověda k programu 

Pro tože součást í každého programu je nápověda byla i pro tento program vytvoře­

na ve formě j ednoduchých H T M L s t ránek za pomoci programu PsPad. Tento pro­

gram je v š e t r a n n ý m pomocníkem př i p rogramován í nejen H T M L s t ránek. S t ránky 

nápovědy je možno vytvoř i t i upravovat v p rogramovém pros t řed í Mat lab za pod­

mínky použi t í správného zápisu, neboli syntaxe. Možnost i j a k ý m způsobem vytvoř i t 

nápovědu je mnoho, ale z hlediska nevelké složitosti nápovědy pos tač í k tvorbě html 

kód. 

Nápověda je p ř í s t upná z vy tvořeného menu programu v příslušné záložce. Před­

nost í nápovědy je snadné vyhledáván í informací a prak t ické ukázky programu s pří­

klady zadáván í vs tupních p a r a m e t r ů pro lepší pochopen í problematiky. 

S t ručný obsah úvodn í s t r ánky nápovědy je: 

P o u ž i t é metody - kapitola obsahuje teoret ické poznatky o použi tých m e t o d á c h 

(o vlastnostech po lynomů, Newtonově m e t o d ě tečen, m e t o d ě p ř í růs tku argu­

mentu) . 

O v l á d á n í programu - obsahuje celou stromovou strukturu vytvořeného menu 

programu, dále významy jednot l ivých ovládacích p rvků a t aké př ík lady použí­

vání . 

Reference - do t é to části náleží seznam knižních t i tu lů z nichž byl i čerpány infor­

mace. 
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Odkazy - pomocné in ternetové odkazy na další méně významné teoret ické podlady 

uži tých metod, tyto metody nejsou nijak popsány v práci avšak jsou implemen­

továny v aplikaci pro názorné srovnání výsledků existujích metod a metody 

nově vytvořené. 

Program neobsahuje pouze nápovědu ve formě H T M L s t ránek, ale t aké nedává 

uživateli pří l išnou volnost v nas tavování různých p a r a m e t r ů . Proto je pros t řed í vy­

baveno j ednoduchými dialogy se zprávami , k teré informují uživatele o p ř ípadných 

nesrovnalostech. Např ík lad špa tně zadané , nebo naopak vůbec nezadané vs tupn í 

parametry. Dále je t aké program ošetřen deakt ivací nepo t řebných uicontrol objektů , 

které jsou j ednoduše vypnuty a nemůže tud íž dojít k p ř í p a d n ý m chybným hlášením 

a provedení nesprávné operace. 

Nápověda f-~)|n|[5<^ 

N ebylii zadány koeficenty polynomu. 

Obrázek 8.10: Dialogové okno použi té v programu M P A . 
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9 DOSAŽENÉ VÝSLEDKY 

Po vykonání všech operací uvn i t ř naprogramovaných funkcí poskytuje program 

všechny důležité informace mezi než p a t ř í výpis všech nalezených kořenů, násobnos t 

jednot l ivých kořenů a t aké porovnán í dosažených výsledků s již existujícími meto­

dami. Lokalizace vykreslená na obrázcích 9.1, 9.2 není grafickým v ý s t u p e m pro­

gramu, t akové to obrázky poskytuje lokalizační funkce bez použi t í uživatelského 

prostředí . 

Algoritmus metody př í růs tku argumentu aplikovaný na oblast D (kružnici) , kde 

se p ředpok ládá výskyt kořenů polynomu (2.1), vykreslí při jednom oběhu hranice 

C oblasti D, hladkou kř ivku v rovině obrazu u>. Zmenšováním oblasti D kolem 

násobného kořene, k t e rý se nachází uvn i t ř oblasti křivka zachovává svůj h ladký tvar 

mění se pouze měř í tko . Křivka je zobrazena na obrázku 9.3. P ro tože z tohoto obrázku 

není p a t r n ý počet oběhů kolem počá tku soustavy souřadnic je na obrázku 9.4 zo­

brazen detail hranice C, z něhož je možné vypozorovat, že se j e d n á o pě t inásobný 

kořen, nebo pět blízkých kořenů. Křivka je z ískána t ransformací kružnice s t ěmi to 

parametry: 

r = 1,0001 + 0« 

S = 1 + 0i K ' J 

Křivka na obrázku. 9.5 je z ískána t ransformací menší oblasti, než je tomu na 

obrázku. 9.4. Konkré tně je tvořena body: 

r = 1, 0 0 0 9 7 + 0 i 

S = 1 + Qi 1 ' j 
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x 10" x 10" 

I 0 

- 1 

- 2 

0 
Re x 10" x 10 

Obrázek 9.3: Křivka obrazu d a n á poly- Obrázek 9.4: Detai l kř ivky obrazu dané 

nomem (2.1). polynomem (2.1). 

Je pa t rné , že křivka už není h ladká . Stále je ale možné vypoč í ta t počet oběhů křivky 

kolem počá tku soustavy souřadnic . Spa tného záznamu poč tu kořenů bude dosaženo 

v př ípadě , kdy se hranice zmenší ješ tě více než u (9.2). V takovém př ípadě bude 

počet zaznamenaných kořenů < 5. Hranice algoritmu pro polynom (2.1) je kružnice 

se s t ř edem v bodu 1 + Oi a po loměrem o velikosti 1, 00096. 

x 10" 

I 0 

x 10" 

Obrázek 9.5: Křivka obrazu d a n á polynomem (2.1)pro skoro nedostačující poloměr. 

Celkový vzhled grafického pros t řed í s poskytovanými informacemi je vyobrazen 

na obrázku 9.6. Porovnán í výsledků pro polynom (2.1) různými metodami ukazuje 

další obrázek 9.7. Z něho vyplývá, že shodných výsledků dosahuje nově vytvořená 

metoda p ř í růs tku argumentu a t aké Laguerrova metoda. O s t a t n í použ i té metody 

naleznou shluk blízkých kořenů. 
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Hledám'kořenů polynomů 

I Program Nastavení Nápověda 
S11H 

METODA PŘÍRŮSTKU ARGUMENTU 
iPolynom: 
1 -5 10-10 5 - 1 

JŘád polynomu: 
5 
Kořeny: 
0.99981 +2.4867e-006i 
Násobnost: 
5 
Počet obrázku v rovině "w": 

5 
0.5 

"5J 0 

-0.5 

• MPA 

i t  
r 

-0.5 0.5 1 
Real Axis [-1 

1.5 

Obrázek 9.6: Okno navrženého G U I . 

Obrázek 9.7: Porovnán í výsledků jednot l ivých metod pro polynom (2.1). 
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10 ZÁVĚR 

N a základě p o z n a t k ů o m e t o d ě p ř í růs tku argumentu a Newton-Raphsonově m e t o d ě 

tečen, byly vytvořeny nové funkce pro lokalizaci kořenů po lynomů v p rogramovém 

pros t ředí Mat lab. Tělo programu se skládá z dvou hlavních funkcí, k teré se jednak 

s tara j í o lokalizaci všech kořenů polynomu a t aké o ověřování násobnos t í všech 

nalezených kořenů. 

V porovnán í s výsledky existujících metod aplikovaných do programu jsou dosa­

žené výsledky více než přesvědčivé. Z celkem sedmi použi tých metod dosahuje M P A 

nej lepších výsledků spolu s Laguerrovou metodou, k t e r á byla apl ikována v pro­

gramovém pros t řed í Mat lab v jeho počátečních verzích. Velkou přednos t í M P A 

oproti o s t a t n í m m e t o d á m je přesnější lokalizace násobných kořenů po lynomů, což byl 

t aké p ředpoklad před započe t ím práce . Nevýhodou navržené metody je pouze delší 

výpoče tn í doba způsobená ma tema t i ckými operacemi, k teré maj í zpřesnit výsledky. 

Tes tování proběhlo na několika různých reálných polynomech (s násobnými , nená-

sobnými , komplexními kořeny, nebo na Wilkinsonových polynomech). 

Bylo t aké vytvořeno uživatelské pros t řed í s různými možnos tmi nas taven í a vý­

poč tů týkajících se po lynomů. K programu byla n a p r o g r a m o v á n a nápověda ve formě 

jednoduchých H T M L s t ránek obsahující některé teoret ické poznatky, ovládání , popis 

programu a některé další důležité informace. Nápověda je p ř í s t upná z okna grafického 

prostředí . 

P ráce byla t aké p rezen tována na s tudentské soutěži E E I C T 2008 v kategorii 

Teoret ická elektrotechnika, fyzika a matematika. 

Díky t é to práci jsem získal ucelený přehled o využi t í matematiky aplikované 

v teoret ické elektrotechnice a seznámil se velice dobře s možnos tmi programového 

pros t ředí Mat lab. 
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S E Z N A M P O U Ž I T Ý C H SYMBOLŮ A Z K R A T E K 

an koeficienty polynomu 

5(t) Diracův impuls 

e přesnost výpoč tu 

f(x) definice funkce 

f'(x) derivace funkce f(x) 

h(t) impulsní charakteristika 

j komplexní jednotka 

n s t upeň polynomu 

p Laplaceův operá to r 

Pn polynom n- tého s tupně 

R obor reálných čísel 

u (ŕ) vstup sys tému 

u úhlová frekvence, nebo komplexní rovina 

y{t) vý s tup sys tému 

x0 kořen polynomu, nebo počá tečn í bod aproximace 

z komplexní rovina 

Z obor celých čísel 

G U I grafické uživatelské pros t ředí 

G U I D E grafické uživatelské vývojové pros t řed í 

H T M L značkovací jazyk pro vy tvá řen í d o k u m e n t ů s hyper t ex tovými odkazy 

M P A metoda př í růs tku argumentu 

M P I metoda půlení interavalu 

R O regulační obvod 

SDS spoji té dynamické sys témy 
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S E Z N A M P Ř Í L O H 

A V y t v o ř e n é m-file a html soubory 

A . l m-file soubory 

A . 2 h tml soubory 

B Vlastnosti GUI 

B . l V ý z n a m objek tů v hiearchii 

B.2 Přeh led použi tých Uicontrol ob jek tů 

C Struktura programu 

D V ý v o j o v é diagramy 

D . l Newtonova metoda tečen 

D.2 Metoda půlení intervalu 

D.3 Metoda Regula falši . . . 
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A V Y T V O Ř E N É M - F I L E A H T M L S O U B O R Y 

A . l m-file soubory 

kres l i -kořeny , m - vykresování kořenů 

kruhnwtl5 .m - lokalizační funkce 

mpa.m - uživatelské pros t ředí 

porovnej.m - porovnán í výsledků jednot l ivých metod 

simulace.m - tvorba chrakteristik SDS 

to02.m - ověření násobnos t i 

ulozpdf.m - možnost uk ládán í figuře jako .pdf 

v y m a ž . m - defaul tní stav G U I 

A.2 html soubory 

informace.html - doplňující informace 

moznosti.html - popis funkcí programu 

mpa.html - základy metody p ř í růs tku argumentu 

napoveda.html - h lavní menu nápovědy 

newton.html - poznatky o Newtonově m e t o d ě tečen 

polynomy.html - informace o polynomech 

popis.html - popis jednot l ivých část í programu 

struktura.html - s t romová struktura programu 

vykreslovani.html - prezentování výsledků programu 
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B V L A S T N O S T I G U I 

B . l Význam objektů v hiearchii 

Axes - sys tém pro zobrazování 2D, 3D grafů v okně Figúre 

F i g ú r e - okno, ve k t e r ém se zobrazuje grafika a uživatelská data 

Image - 2D b i t m a p o v ý obrázek 

Light - zdroj osvětlení obrázku 

Line - objekt čáry (využit í při vykreslování grafů) 

Patch - vyplněný polygon s hranami 

Rect - 2D tvar s možnos t í změny od čtvercového po oválný 

Root - vrchol hiearchie grafických objek tů , odpov ídá obrazovce počí tače 

Surface - 3D prezentace mat icových dat 

Text - psan í tex tových ře tězců v rámci definované grafiky 

Uicontrol - uživatelské grafické rozhran í (vykonávání funkcí na reakce uživatele 

Uimenu - Definované menu v okně Figuře 

Uicontextmenu - popupmenu, k te ré je možné využít kdekoliv v rámci Root 

B.2 Přehled použitých Uicontrol objektů 

Axes - zobrazení a editace grafů, jeden ze základních v ý s t u p ů aplikací 

Edit text - tento objekt umožňuje vk láda t nebo modifikovat t ex tový řetězec 

F i g u ř e - okno obsahující G U I nově naprogramované nebo vytvořené za pomoci 

průvodce sys tému Mat lab 

List box - zobrazení výsledků jako s t ruk tu rovaný seznam (výsledná matice ob­

sahuje seznam řetězců) 

Popup menu - možnost výběru j edné položky z nabízeného seznamu 

Push button - jednostavové t lačí tko, př ís lušná akce je vygenerována jeho stiskem, 

uvolněním se vrací do původn í nest lačené polohy 

Static text - h lavní využi t í při popisu grafických ob jek tů 
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S T R U K T U R A P R O G R A M U 

Program 

o Otevř í t 

o Uložit 

o Konec 

Nastavení 

o Výpoče t 

* Kořeny polynomu 

* Přenosová funkce 

* Vytvořen í polynomu 

* Vyčíslení polynomu 

* Vykreslení polynomu 

o Vykreslování 

* Hold O n 

* Hold Off 

* Legenda 

* Mřížka 

- Zapnuta 

- Vypnu ta 

- X G r i d zapnuta 

- Y G r i d zapnuta 

o Vymazat 

* Vše 

* Edi tovací pole 

* Okno výsledky 

* Okno grafu 

Nápověda 

o Návod 

o O aplikaci 
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D V Ý V O J O V É D I A G R A M Y 

D . l Newtonova metoda tečen 
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D.2 Metoda půlení intervalu 
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D.3 Metoda Regula falsi 

fl=f(x 1 ) 
f2=f(x 2 ) 

x=x, 

fx=f(x) 

I fl*fx<0 1 

X g - X l < 8 

X ^ X 

fl=fx 

I I 

4 

A N O 

tisk x 

konec 

65 


