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Abstrakt

Diplomova prace se zabyva modelovanim rotoru pomoci metody prenosovych matic a
metody posuvl. Konkrétné je feSena odezva na statické zatizeni, prvni vlastni
ohybovy tvar kmitani a odezva na nevyvahu.

ResSerSe je zaméfena na metodu prenosovych matic a jeji praktické vyuZiti
v rlznych ¢astech dynamiky. Také je popsan zplsob modelovani rotoru a jednotlivé
prvky, které jsou k tomu vyuzity.

Prvni prakticka Cast je zamérfena na statickou odezvu rotoru na zatizeni vlastni
vahou a na vnéjsi zatiZzeni. To je feSeno na zdkladé metody pfenosovych matic.

Dal8i ¢ast se zabyva hledanim vlastnich otacek rotoru a to na zadkladé metody
pfenosovych matic a metody posuvl. Za timto Ucelem byly pouzity dva rozdilné
pfistupy v zavislosti na metodé. Pro metodu pfenosovych matic byl zvolen pfistup
puleni intervall a pro metodu posuvu byl FeSen problém vlastnich Eisel.

Posledni praktickou ¢asti je feSeni odezvy na nevyvahu. To bylo provedeno na
zakladé metody posuvu.

Zavérem prace je proveden kontrolni pfiklad, kdy je odvozené reSeni porovnano
s feSenim pomoci metody konecnych prvku.

Klicova slova
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Abstract

The master's thesis deals with the modelling of a rotor using the transfer matrix method
and the displacement method. Specifically, it addresses the response to static loading,
the first natural bending oscillation shape and the response to imbalance.

The focus of the review is on the transfer matrix method and its practical
applications in various parts of dynamics. The method of rotor modelling and the
various elements used for this purpose are also described.

The first practical part focuses on the static response of the rotor to self-weight
and external loads. This is solved based on the transfer matrix method.

The next part deals with finding the rotor's natural speed based on the transfer
matrix method and the displacement method. For this purpose, two different
approaches have been used depending on the method. For the transfer matrix method,
the interval halving approach was chosen and for the displacement method, the
eigenvalue problem was solved.

The last practical part is the solution of the response to imbalance. This was
done based on the displacement method.

At the end of the thesis, a control example is performed where the derived
solution is compared with the solution using the finite element method.
Key words

Transfer matrix method, displacement method, rotor imbalance
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Uvod

S rostouci snahou snizit emise sklenikovych plynu roste i pozadavek na zvy$eni
efektivity zafizeni, mezi nimi i rotacnich stroju, konkrétné elektromotort. K tomu je
mimo jiné nutné najit optimalni feSeni konstrukce rotord, a to z pohledu mechanického
i elektrotechnického. K tomuto Ucelu je mozné vyuzit optimalizacni algoritmus, jehoz
soucasti musi byt i vyhodnoceni dynamickych vlastnosti rotoru a zatizeni v loziscich.
Takové feSeni nabizi napfiklad metoda koneénych prvkd. Strojni ¢as potiebny
k provedeni jednotlivych vypoctl je zde relativné velky. Z tohoto divodu je vhodné
vyuzit jiné metody feSeni, napfiklad metodu prenosovych matic, ktera v pripadé
sériové fazenych prvkl poskytuje feSeni v kratkém strojnim &ase oproti metodé
kone&nych pvka.
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1. Vymezeni problému diplomové prace
1.1. Analyza problémové situace

V soucasné dobé neexistuje bézné dostupné reSeni vypoctu dynamickych vlastnosti
hfideli zalozené na metodé prfenosovych matic v jazyce Python, je tedy nutné tento
algoritmus vytvofit tak, aby bylo mozné ho zakomponovat do stavajiciho algoritmu pro
navrh rotort elektromotoru.

1.2. Formulace Problému

Vytvoreni knihoven pro vypocet statického a dynamického chovani rotoru.
1.3. Cile feseni problému
Cile této diplomové prace jsou:

e ResSerSe moznosti vyuziti metody prenosovych matic v dynamice

e Naprogramovani aplikace pro vypocet dynamickych vlastnosti rotoru

e Na zvoleném prikladu ovéfit spravnost vypoctu, napfiklad pomoci metody
konecnych prvki

13



2. Metoda prenosovych matic

Metoda pfenosovych matic je maticovou formou metody pocate€nich parametru.
Podstatou metody pocatecnich parametrl je obecné feseni diferencialnich rovnic
transformaci okrajového problému na problém pocateCnich parametrd. Integracni
konstanty se vyjadiuji pomoci stavovych veli€in v poCatku souradného systému, ¢imz
vzniknou hledané pocateéni parametry. Pokud tyto parametry nejsou znamé v pocatku
soufadného systému, je nutné je urcit z podminek znamych v jiném misté systému.

Pfevodem této metody do maticové formy je ziskdna metoda prenosovych
matic. Tato metoda je primarné vhodna pro feSeni sériové fazenych prvku [1]. OvSem
mnoho Uprav této metody zaméfené na nejriznéjsi aplikace. Podstatou vyuziti véech
téchto metod je prace s maticemi relativné malého radu, diky ¢emuz poskytuji fredeni
v kratkém vypocetnim Case.

2.1. VyuzZiti metody prenosovych matic

Jednou z aplikaci metody pfenosovych matic je, stejné jako v pripadé této prace,
hledani vlastnich frekvenci rotoru s disky ulozeného v loZiscich pfi vyuziti zakladni
formy metody pfenosovych matic [2]. V €lanku je feSen vliv dvou urovni modelovani
loziska a disku na vyslednou vlastni frekvenci.

DalSim pfikladem vyuziti této metody je staticky a dynamicky vypoc&et chovani
slozitého potrubniho systému naplnéného tekutinou [3]. Pro hledani vlastnich
frekvenci byly zvoleny dva pfistupy, pfimy pfistup a pfistup zaloZzeny na takzvané
Williams-Wittrick frequencies counter® metodé. Metoda byla zafazena do softwaru pro
vypocet potrubi. Jako pfiklad pro aplikace metody byl proveden vypocet seismické
analyzy potrubi primarniho okruhu Zaporozské jaderné elektrarny.

Metoda pfenosovych matic je aplikovatelna i na problémy dynamiky vice téles,
kde poskytuje vysledek s vyrazné krat§im vypocetnim ¢asem nez bézné pouzivané
metody. PFikladem je tento &lanek [4] zabyvajici se simulaci sloZitych systému. Clanek
popisuje zjednoduSeni systému pomoci metody Rui, ktera spociva v rozdéleni casti
stroje do dvou skupin podle toho, zda se jedna o Cast pohyblivou, jako jsou klouby,
nebo tuhou. Dale je vytvoren model spojeni téchto ¢asti. Na obrazku 1 je zobrazeno
schéma tokového modelu, kde body oznacené 0 jsou okrajové podminky, Sipky jsou
pohyblivé ¢asti a kolecka predstavuji tuhé casti systému.
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Obradzek 1: schéma metody Rui [4]

Na tento model je nasledné aplikovana vhodné forma metody prenosovych matic.
Timto zpUsobem je tedy mozné resit slozité dynamické systémy jako je odpal raket
z viceucCelového raketového systému nebo vystiel ztanku. Metoda ovSem najde
uplatnéni i v civilnich oblastech, napfiklad u vypoc¢tu pohybu manipulatort nebo vibraci
aut.

Z vySe uvedenych pfikladu vyplyva, Ze metoda prfenosovych matic ma Siroké
vyuziti v mnoha oborech, ovSem v rlznych variantach metody upravenych pro
konkrétni problém.

3. Modelovani rotoru

V této kapitole je popsan zplsob, jakym probiha modelovéani rotoru. Dale jsou zde
popsany jednotlivé prvky, ze kterych je béhem modelovani slozen cely rotor.

Pro ucel modelovani je rotor rozlozen na jednotlivé prvky tak, aby bylo mozné
aplikovat metodu pfenosovych matic. Zpusob déleni a typy téchto prvku je popsan nize
v ramci této kapitoly. Zpusob déleni vychazi z [1], kde jsou popsany i jednotlivé prvky.
Pfenosové matice téchto prvku jsou uvedeny v pfiloze A.
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3.1. Hridel

Hlavni &asti rotoru je samotna hfidel. Pro jeji modelovani je nutné ji rozdélit na
jednotlivé prvky, dle zmény priméru, pfipadé umisténi néjakého jiného prvku jako je
lozisko. Prvky hridele jsou modelovany jako hmotné se zadanou hustotou. Dale jejich
model pracuje s prumérem a délkou kazdé casti hfidele. Specidlnim pfipadem je
modelovani dutych hfidelt, kde je nutné doplnit jesté vnitfni pramér. Poslednim
vstupnim parametrem je YoungUv modul materialu, ze kterého je hfidel vyrobena.

3.2. Hridel s pridanou hmotou

Bézné mlZe nastat i situace kdy, je na hfidel pfipojena hmota, ktera ovlivni jeji
hmotnost, ale zdsadné neovlivni jeji tuhost. V tom pfipadé se jedna o prvek s pfidanou
hmotnosti. Modelovani této hmotnosti je provedeno zmeénou hustoty zakladniho
materialu, tak aby celkova hmotnost odpovidala realné vaze dané &asti rotoru. Jinak
je model shodny s modelovanim hfidele.

3.3. LozZisko

Lozisko predstavuje spojeni rotoru se zakladnou stroje. V kombinaci s metodou
pfenosovych matic se pouzivaji rizné modely poddajnych lozisek, zalozenych na jejich
tuhosti a tlumeni.

3.3.1. Model loziska

Lozisko je mozné modelovat na nékolika urovnich modelu, dle toho, jaké vlastnosti
realného loziska jsou zahrnuty do jeho modelu. Dale jsou uvedeny rizné Grovné
modelu z [5].

Nejjednodussi model spociva v nahradé loziska pruzinou s odpovidajici tuhosti.
Tento model, na obrazku 2a, je vhodny pro modelovani jednoduchych statickych i
dynamickych uloh. Dal$i ze zakladnich modell je zaloZzen na nahrazeni realného
loZiska pomoci tlumiCe. Tento model je znazornén na obrazku 2b. Je mozné ho
pouzivat pfi simulaci dynamického chovani pro sledovani tlumeni systému, naopak pro
statické feSeni je zcela nepouzitelny. Kombinaci pfedchozich dvou modell vznikne
model, ktery do dynamickych Uloh zanasi tuhost loziska i jeho tlumeni. Tento model je
znazornén na obrazku 2c.
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Obrdzek 2: Jednoduché modely loZiska [5]

Pokud by bylo vhodné zanést do analyzy i hmotnost samotného loziska je mozné
vyuzit jeden z nasledujicich modeld. Prvni model, obr. 3a, ignoruje tlumeni loziska a
vyuziva pouze jeho tuhost. Druhy model, obr. 3b, pracuje s tuhosti i ttumenim.

Obrazek 3: Modely loZiska s vlivem jeho hmoty [5]

Z obrazku 3 je jasné patrné, Ze tuhost i tlumeni je rozdéleno do dvou casti
v zavislosti na konstrukci konkrétniho loZiska.

Posledni zde zminény a zaroven nejkomplexnéjsi model loziska je zobrazen na
obrazku 4. Tento model jiz pracuje s vlivem zatizeni v jedné ose na osu druhou, ¢imz
ovliviuje stabilitu feSeni. Model opét pracuje jak s tuhosti a tlumenim, tak i s hmotnosti
samotného lozZiska. Takto je mozné modelovat i sloZita loZziska, napriklad loZiska
hydrodynamicka.
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Obrdzek 4: Komplexi model loZiska [5]

3.3.2. Vliv §itky loziska

DalS$im aspektem modelovani lozZisek je zahrnuti vlivu jejich Sifky. Lozisko je mozné
modelovat bud bodové se zanedbanim jeho Sifky [1], nebo ve dvou bodech a to na
krajich loZiska [6]. Tento model je vyobrazen na obrazku 5.

X (1)

-

K2z 202
|

NV

Obrdzek 5: Model loZiska s vlivem jeho sitky [2]
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Touto problematikou se zabyva jiz v ivodu zminény Clanek [2]. V tomto ¢lanku
byl proveden vypocet s loziskem modelovanym obéma zpuUsoby a nasledné byly
porovnany vysledky. Z grafll 1 a 2 je patrné, Ze model, ktery zahrnuje Sitku loziska,
poskytuje vyssi viastni frekvenci. Z toho Ize soudit, Ze takto modelované lozisko ma
vysSi celkovou tuhost.
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Graf 1: Zavislost amplitud na otdckdch rotoru se zanedbdnim sitky loZiska [2]
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Graf 2: Zavislost amplitud na otdackdch rotoru bez zanedbdni Sirky loZiska [2]

3.3.3. Volba modelu loZiska

Na zakladé predchozich dvou podkapitol byla provedena volba modelu loziska.
Vzhledem k tomu, ze nejbé€znéji pouzivanym typem loZiska v cilené oblasti aplikace
této prace je jednoradé kuliCkové lozisko, neni nutné volit slozité modely, které jsou
vyobrazeny na obr. 3 a obr. 4. Pro ucel této prace nebude zahrnut vliv tlumeni. Tim
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padem zbyva pouze model pracujici pouze s pruzinami, ktery je vyobrazen na obrazku
2a.

Dalsim bodem je rozhodnuti zda modelovat i Sifku loZiska. Jelikoz jsou
jednoradé kuliCkova loZiska relativné tenkd, nema velky vyznam vyuziti modelu, ktery
zahrnuje vliv Sifky téchto lozisek. Je tedy volen model nahrazujici loZisko pruzinami
s odpovidajici tuhosti pro danou osu umisténych do stfedu loziska. Pokud by bylo
v ramci navrhu voleno lozisko s vyznamnou $ifkou, je stale mozné jej slozit ze tfi prvka.
Tedy dvou prvku pro lozisko a jednoho prvku pro hfidel mezi témito prvky loziska.

3.4. Disky

Dal$im dulezitym prvkem, ktery se bézné na rotorech vyskytuje, je tenky disk. Jelikoz
se jedna o tenky disk, jeho Sifka byla pfi modelovani zanedbana a pfenosova matice
pracuje pouze s jeho hmotou a momentem setrvacnosti.

3.5.5ila

Tento typ prvku zasahuje pouze do statické analyzy a jedna se o vliv vnéjSiho zatizeni.
Tyto sily jsou modelovany jako bodové zatizeni.

3.6. Magneticky tah

Posledni typ prvku, ktery je spolecny pro statické i dynamické reSeni ulohy, je prvek
s vlivem magnetického tahu. Magneticky tah vznika v prostotu mezi rotorem a
statorem elektromotoru, kde je mald vzduchova mezera. Pokud je velikost po celém
obvodu konstantni, sily, které vyvolava magnetické pole v této oblasti, se vzajemné
vyru$i. Nastane-li situace, kdy tato mezera neni konstantni, dojde ke vzniku sily, ktera
se nazyva nevyvazeny magneticky tah. Tato sila pusobi ve sméru nejtenci vzduchové
mezery [6], jak je vyobrazeno na obrazku 6.

é ‘;‘ F magn
;F{xphcos{w | Nevyvaieny
H £ magneticky tah

Obradzek 6: Smér pusobeni magnetického tahu [7]
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Samotny model tohoto prvku je pfevzat z[8]. Tento model nahrazuje
magneticky tah pruzinami se zapornou tuhosti. Prvek je tedy rozdélen na vice Casti
s pruzinami rovnomeérné rozlozenymi podél celé délky oblasti s magnetickym tahem.
Casti mezi pruzinami jsou modelovany jako hmotna hfidel. Takovyto model je
znazornén na nasledujicim obrazku.

1
1
1
I
I
[ S [ ST A e —— N RN [y [—— = PSR DY S [y iy Ry R P -
I
I
I
I
1
I

L/5 L/5 L/5 L/5 L/5

Obrdzek 7: Model prvku s magnetickym tahem [8]

| vtomto pfipadé mulze nastat stav, kdy je nutné v této oblasti modelovat
pfidanou hmotu, napfiklad od vinuti, nebo se muze jednat o dutou hfidel. To je
provedeno nahrazenim zakladniho prvku hfidele za pfislusny model prvku. V pfipadé
prvkd s pfidanou hmotou je tato hmota rovnomérné rozdélena mezi jednotlivé casti.

4. Odvozené metody prenosovych matic pro rovinny prosty ohyb

V této Casti byla odvozena samotna metoda prenosovych matic. Pro nazorné
vysvétleni byla provedena ukazka tvorby prenosové matice. Jako pfiklad byl zvolen
prosty ohyb prutu. Hledanym feSenim problému je prihyb stfednice tohoto prutu.
Re$eni vychazi z nasledujici diferencialni rovnice.

Vi =0 (1) [1]

Integraci tohoto vztahu je jsou ziskany nasledujice vztahy

vilh =, (2.1) [1]
n _ r .
Ve = Crex + G (2.2) [1]
I x?
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x3 x2
Jelikoz se jedna o metodu pocateénich parametrd, je nutné stanovit feSeni
rovnic (2) v poc¢atku soufadného systému. Hodnoty Vg, Vg, V! a V") jsou znamé
z okrajovych podminek problému. Dale jsou zavedeny vztahy pro vypocet ohybového
momentu a posouvajici sily.
Mgy = —E -] - V]! (3.1)[1]

_ ERTILl (3.2) [1]
Ty =—E-] Vi

Na zakladé tohoto predpokladu jsou stanoveny hodnoty integracnich konstant.

T,
C, = —E(—f’} (4.1) [1]
M
G=-5 (4.2) [1)
Cs =V (4.3) [1]
Cs = V(o) (4.4) [1]

Dosazenim do vztaht (2) vzniknou rovnice pro metodu po&ate¢nich parametru.
Aby bylo mozné tyto vztahy pouzit v ramci algoritmizace, je proveden prevod do
maticového zapisu, a tak vytvoren prvek metody pfenosovych matic. Vysledna matice
pro tento problém tedy vypada takto:

x2 x3
w "2-E-] 6-E-J w
® 2 ®
vl =lo 1 X __* | m (5) [1]
T E-] 2°E-J T
© 1o o 1 x ©
0 0 0 1 Jeo

Tato prenosova matice popisuje pfenos pfes nehmotny prut, na ktery nepUsobi
zatézujici sily. Tento zapis Ize zapsat i ve zkracené formé a to nasledovné:

V,= Cx,O Vo (6) [1]

Kde matice Cxoje matici pfenosu z bodu 0 do bodu X a vektor V je vektorem stavovych
veli¢in v daném bodé.
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4.1.Sestaveni celkové prenosové matice

Za predpokladu, ze se prut sklada z vice ¢asti, napfiklad s rGznymi priméry nebo na
néj v prubéhu pusobi zatézujici sila, je nutné tento prut rozdélit na vice ¢asti. Pro
kazdou cast se poté vytvori samostatna prenosova matice. Samostatna prenosova
matice se tvofi i pro zatézujici sily, i kdyz pusobi pouze v jednom bodé. JelikoZ jsou
jednotlivé Casti prutu sériové fazeny, je mozné jednoduse spocitat i pfenos pres vice
prvku a to takto:

V,= Cn,n—l ’ Cn—l,n—z CZ,1 ) Cl,O Vo (7) [1]

Z tohoto zapisu je mozné vytvofit i celkovou pfenosovou matici a opét ji zapsat ve
zjednodusené forme.

V,= Cn,O Vo (8) [1]

Kde Cn,0 vznikne postupnym nasobenim matic tak, jak jsou zapsany ve vztahu (7).

4.1.1. Priklad

Na nasledujicim prikladu je ukazano, jak probiha sestaveni celkové pfenosové matice.

@35

100

Obrdzek 8: Rotor pro priklad sestaveni prenosovych matic

Jak je z obrazku 8, kde je znazornéna modelovana hfidel, patrné, vyskytuje se
zde celkem 7 prvku, oznacenych pismeny A-G, kde prvky B a F jsou loziska a zbytek
tvofi samotna hfidel. Cilem je modelovat pfenos z bodu 1, ktery pfedstavuje pocatek,
do bodu 8. Prvky A, C, E a G jsou shodné. Jejich pfenosova matice bude tedy
oznacena jako Cy a sestavena na zakladé predchozi kapitoly. Konkrétné dosazenim
do matice (5), kdy za x je dosazena dalka prvku 7 mm. Stejnym zpUsobem bude
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sestavena pfenosova matice pro prvek D, kde ovSéem za x byla dosazena hodnota 100
mm, a oznacena jako Cp. Prvky B a F jsou loziska s tuhosti k a jejich pfenosova matice
vypada nasledovné:

1 0 0 0

c.—|0 100 (9) [1]
E=1o0 0 1 0
k 0 0 1

| kdyz je lozisko modelovano pouze v jednom bodé, je nutné mu pfifadit body dva,
jelikoz se stale jedna o prenos mezi témito body.

Z téchto prenosovych matic je nasledné sestavena celkova pfenosova matice. Obecné
sestaveni vypada takto:

Vg = Cs,7 ) C7,6 ) Ce,s ) Cs,4 ) C4,3 ) C3,2 ) Cz,1 Vi (10)

S konkrétnimi maticemi potom nasledovné:

V8:Cd'CK'Cd'CD'Cd'CK'Cdlvl (11)

5. Aplikace

Cilem préace je vytvorfit nastroj, ktery vyuzivd metodu prenosovych matic pro urceni
odezvy na statické zatizeni, urCeni vlastni frekvence a odezvy na nevyvahu. Samotné
reSeni probiha prostfednictvim funkci vytvorfenych pomoci programovaciho jazyku
Python. Tyto funkce jsou rozdéleny do tfi ¢asti. Prvni ¢ast se zabyva statickym
reSenim, druhd ¢ast je zamérfena na hledani vlastnich frekvenci rotoru a posledni ¢ast
Fesi reakci na nevyvahu disku. Re$eni je provedeno pouze pro ohyb ve dvou oséach.

Aby bylo mozné tyto funkce spoustét, je nutné vytvofit jednotny systém, pomoci
kterého budou modelovany jednotlivé prvky. V8echny tfi funkce maji tedy vstup
sjednoceny pro modelovani rotoru a liSi se pouze ve specifickych parametrech pro
dany problém. Tento vstup je tvofen jednou matici a jednim vektorem, oba vstupy jsou
tvofeny prvky typu array z knihovny numpy. Prvni vstup je matice obsahujici informace
o rotoru, kdy kazdy fadek této matice je tvoren daty k jednomu prvku, v pofadi jak po
sobé prvky nasleduji v ramci rotoru. V tabulce 1 je ve sloupci, oznaceném jako vstup,
vypsano jaké proménné a v jakém poradi se zadavaji do vypoctu. Druhy vstup je
radkovy vektor s nazvy prvkd, tvoficich dany rotor. Nazvy pro jednotlivé prvky jsou opét
uvedeny v tabulce 1 ve sloupci oznaceném jako prikaz.
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Tabulka 1: Parametry pro modelovadni rotoru

Typ prvku Vstup Prikaz
Hridel plna d,L,E,p,G hridel
Hridel plna s pfidanou hmotou d,L,E,p,G,m hridelH
Hridel plna s magnetickym tahem d,L,E,p,G,Cy,Cz,n magnet
Hridel plnés magnetickym tahem a d,L.E,p,G,Cy,Cz,nm magnetH
pridavnou hmotou
Hridel duta D.,d,L.E,p,G hridelV
Hridel duta s pfidavnou hmotou D,d,L,E,p,G,m hridelVH
Hridel duta s magnetickym tahem D,d,L,E,p,G,Cy,Cz,n magnetV
Hridel dut:vélls magnetickym tahem a D,d,L,E,p,G,Cy,Cz,n,m magnetVH
pridavnou hmotou
LoZisko ky,kz lozisko
Disk m,lp,h,mee disk
Sila Fy,Fz sila

6. Statické reseni

Prvni Cast rfeSeni je zaméfena na statickou odezvu rotoru na zatiZzeni. Matice pro
reSeni zakladniho prvku byla jiz odvozena dfive jako vztah (5). Jelikoz se jedna o
hmotnou hridel v gravitaénim poli, je nutné tuto matici rozSifit tak, aby umoznovala
zane8eni vlivu takto vzniklé sily. Toto rozSifeni je provedeno pfidanim vztahu 1 =1,
¢imz z matice 4x4 vznikne nasledujici matice 5x5

" x? x3 S-p-g-L*
¥ T2E-J, "6°E-J, 24E-J,

w 2 cp-g-13l TW
@ 0 1 — x X _S pg-L @
M| — E-J, 2E-J, 6-E-, |.|m (12)
T S.p.g.Lz T
11 0 O 1 X ——2 11

0 O 0 S'prg'L

0 0 0 0 1

Samotné feSeni je provedeno na zakladé principu superpozice jednotlivych os.
ReSi se tedy deformace v kazdé ose nezavisle.

6.1. Postup reseni

Re&eni probiha postupné, jak je znazornéno na nasledujicim diagramu:
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vstup - matice dat

vstup - typ prvku

vstup - otacky

Y

tvorba matic
jednotlivych prvkua

~

tvorba celkové matice

/

Y

-

okrajové podminky

| kdyz se jedna o statické feSeni, je mozné zanést do vypoctu i vliv momentu
vyvolaného rotanim diskem, ktery je zavisly na otackach hfidele. Tyto otacky jsou
zadavany vrad - s'. Ostatni vstupy jsou popsany v tabulce 1. Zdlvodu vlivu
gravitacniho zrychleni, které je ve skriptu pevné nastaveno jako 9,81 m - s, je nutné

.

uréeni stavovych
veli¢in v pocatku

A

-

uréeni stavovych
veligin v celém
prubéhu

h

vystup

zadavat i ostatni hodnoty v zékladnich jednotkach Sl.

Dal$im krokem v diagramu je tvorba pfenosovych matic jednotlivych prvki
rotoru dle vztahu v pfiloze A. Z téchto matic je nasledné sestavena celkova pfenosova

matice.

Na zékladé celkové prenosové matice je mozné ur€it hodnoty stavového
vektoru v pocatku, za vyuziti okrajovych podminek ulohy. Uloha byla tedy stanovena

jako ohyb nosnikl s volnym koncem. Z toho plyne:

Mo, To, MN, TN = 0
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Kde bod 0 je pocatek a bod N konec rotoru. Pfenosovy vztah s témito podminkami
vypada takto:

Cw,w Cw,(p CW,M CW,T K w

w w

¢ Cow Cop Com Cor Fy ¢
M=0| =|Cuw Cmy Cum Cur Fu||[M=0 (14)
r=0 Crw Cry Crm Cre Fr||T=0

I “w 0 0 o 0 1 1 o

Z této matice je mozné vynechat treti a Ctvrty sloupec, jelikoz je vzdy roven nule. Stejné
tak je mozné vynechat prvni a druhy fadek. Po této Uprave je ziskan tento vztah:

M=0 Cuw Cumep Fuy w (15)
T=0| = [CT,W Cry Fr| M
T dan o o 11l

| kdyZz by bylo mozné z Pfenosové matice vyradit i posledni fadek, je tento tvar
vhodnéjsi pro feSeni pomoci Gaussovy eliminaéni metody. Tato metoda fe&i rovnici
v nasledujicim tvaru:

A-x=b (16)[12]

Kde A je upravena celkové pfenosova matice ze vztahu (15), xa b jsou stavove
vektory z téhoz vztahu, x je stavovy vektor v bodé 0 a b v bodé N. Samotna metoda
spociva v postupné eliminaci prvkl matice A, tak aby vznikla matice ve schodovém
tvaru. Poté jeSté probéhne zpétna eliminace na diagonalni tvar matice A. V ramci
reSeni byla vytvorena funkce, kterd pomoci vy$e popsaného postupu vypocte stavové
veli¢iny v pocatku rotoru.

Na zakladé stavovych veliin, vypoctenych v pfedchozim kroku, je spocten
pfenos po délce rotoru.

Vystupem z této funkce jsou dvé matice stavovych vektorl pro jednotlivé body
rozdélené podle os a déale vektor obsahuijici pozice téchto bodu.

6.2. Priklad

Pro ovérfeni funkce je proveden jednoduchy priklad slozeny pouze ze tfi druhd prvkd,
a to ze zakladnich prvkl hfidele, loZisek a prvku pro zatézujici silu. Nakres tohoto
rotoru je na nasledujicim obrazku. Rotor je vyroben z oceli s mechanickymi viastnostmi
v tabulce 2. Tamtéz jsou uvedeny i tuhosti lozisek, v bodech A a B, a velikost zatézujici
sily, ktera plsobi v bodé B.
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Obradzek 10: Zaddni prikladu pro statické reseni

Tabulka 2: Zaddni prikladu pro statické reseni

E 210" Pa
P 7850 kg-m™
ka 7,2-108 N-m™!
ks 9,4-108 N-m"!
Fs 1000 N

Reseni bylo provedeno pouze pro osu y, kde pUsobi i gravitadni zrychleni.
Reseny byly posuvy, jez je mozné porovnat s FeSenim pomoci metody koneénych
prvkd v systému Ansys Workbench, a to konkrétné v modulu Static Stuctural.
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0,007
0,006
0,005

0,004

w [mm)]

0,003
0,002

0,001
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X [mm]

Graf 3: Reseni posuvii pomoci metody koneénych prvki
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Graf 4: Reseni posuvii pomoci metody prenosovych matic

Na zakladé porovnani pfedchozich dvou grafll je patrné, Ze metoda pfenosovych matic
neposkytuje pfilis pfesny vysledek.

Pro kontrolu spravné funkce metody pfenosovych matic byly vykresleny i pribéhy
posouvajicich sil a ohybovych momentu.

o0 4
GO0 -
= 400 -
L
200 -
1 T L
) ) ) ) ) ) ) )
] 50 100 150 200 250 300 350
X [mm]

Graf 5: Pribéh posouvajici sily po délce rotoru
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Graf 6: Prubéh ohybového momentu po délce rotoru

Na zakladé téchto grafli je mozné zkontrolovat i okrajové podminky pfikladu, tedy Ze
na obou koncich je velikost posouvajici sily Fa ohybového momentu M rovna nule.
Z toho je mozné soudit, Ze nepresnost této metody je Cisté numericka.

7. Redeni vlastnich otacek

Druhou &asti fedeni je funkce, ktera ma za cil nalézt vlastni ota¢ky. Reseni je hledano
na zakladé nasledujiciho vztahu [1]:

()
E-]

Voo — ¥ v = (17) [1]

Kde frekvenéni parametr y ma tvar:

_pS 0’

t= s (18) [1]

14

Reseni homogenni ¢asti je predpokladano ve tvaru:

V() = A-cosh(y-x) + B:sinh(y-x) +C-cos(y-x)+D:sin(y-x) (19)[1]

Aby bylo mozné sestavit fedeni pocatecni ulohy, byly zavedeny Krylovy
funkce Il. druhu, které jsou linearnimi kombinacemi vztahu (19). Vlastnost téchto funkci
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je znadzornéna na nasledujicim obrazku, kde je patrné, ze postupnou derivaci funkce
prfechazi mezi sebou.

V,(z)=D vl(z)
/ smer
derivovani
D Vz(z) =V1(z) J vV,(z)=D V4(z)
/ smer

_ Iintegrovani
V,(z)=D V,(z}

Obradzek 11: Zndzornéni Krylovych funkci [1]

Funkce zde vyobrazené jsou zapsany zde:

Vi(z) = % (cosh z + cos z) (20.1) [1]
Vﬂj)::%-(ﬂnhzﬁ—ﬂnz) (20.2) [1]
Vi(2) = % (coshz — cos z) (20.3) [1]
Vo(z) = % (sinhz — sin z) (10.4) [1]

Kde z = y - x. Homogenni feSeni diferencialni rovnice (17) je tedy zapsano nasledovné:
V) =AVi(y-x)+B-Vo(y x) +C-Va(y-x) + D Vo(y-x)  (21.1) [1]
Vi =V [A- Ve x) +B-Vi(y x) +C-Vo(y  x) + D - Va(y - 2)] (21.2) [1]
Uy = V2 [A-V3(yx) + B Valy  x) + C-Vi(y - x) + D - Va(y - ¥)] (21.3) [1]

vy =Y A V() + B Vs(y x) + C-Vy(y %) + D - Vo(y - x)] (21.4) [1]

Za predpokladu znalosti stavovych veli€in v pocatku je mozné urcCit konstanty A az D
takto:

A= V(o) (221) [1]
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B =2 v (22.2) [1]
M
y2-E-J (22.3) [1]
T
b=-0557 (22.4) [1]

Po dosazeni do rovnic (21) jsou ziskany prenosové vztahy. Pokud jsou tyto vztahy
zapsany v maticové forme, je ziskana prenosova matice zakladniho prvku hridele.

Viy - x) Yy %) AT B AR
, 1 Y yZ-E-J Y3-E-J .
. ) . _Vz(V'x) _V3(V'x)
1\‘//’1 _ Y- Valy - x) Vi(y - x) v E] VZ'E']'A([:,
Vo (v -
T, —]/Z'E']'Vg(]/'x) —y E- ] V,(y-x) V,(y- x) 2(]]// x) T,
_—y3'E']'V2(]/'x) —yz-E-]-Vg(y-x) y-V4(y-x) Vl(]/'X) |
(23) [1]

Samotné feSeni tohoto problému je opét zaloZzeno na principu superpozice.
Pfedpoklad kritickych otacek je nasledujici [1]:

Cw,w Cw,(p CW,M CW,T

C C C C
det | -&v o o.M oT -0 (24) [1]

CM W CM Q CM M CM T
C C C C
Tw T, T.M T,t oN

Tedy, Ze determinant celkové pfenosové matice je roven nule.

7.1. Postup feseni

Postup feSeni, ktery je zaloZzena na vySe odvozenych vztazich, je znazornén
v nasledujicim diagramu:
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wstup - matice dat wstup = typ prvku vatup - rozsah otadek

nastaveni olatek

jednotlivych prvkd

[
{

arba celkové mahc]

¥
. T

wypocet determinantu
celkové prenosoveé

matice
L ¢ iy
e Ty
porovnani

determinantu z
piedchoziho kroku
.

-

zména znaménka bez zmény zanaménka

: :

zapsani vlastni
frekvence

navyseni otacek

h 4

wystup

Obrdzek 12: Diagram postipu feseni vlastnich otdcek pomoci metody prenosovych matic
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Prvnim krokem je definovani vstupu od této funkce. Prvni vstupni informaci je
typ prvku, dal§i potom informace o téchto prvcich a poslednim vstupem je rozsah
otacek, ve kterém ma byt provedeno feseni. Dale probéhne nastaveni prvnich otaéek
hiidele, nasleduje tvorba pfenosovych matic jednotlivych prvkl a na jejich zakladé je
vytvofena celkova pfenosova matice. Ztéto matice je spoclten determinant a je
zahajen postup pro nalezeni kritickych otadéek. Tento postup spociva v rozdéleni
zadaného pasma otacek na dany pocet krokl. V kazdém kroku je vytvofena novéa
celkova matice pro dané otacky. Nasledné je opét ur€en determinant této matice. Ten
je poté srovnan s determinantem z pfedchoziho prichodu. Pokud dojde ke zméné
znaménka, je zahajeno hledani frekvence otacek, pfi kterych se determinant rovna
nule. Tato frekvence otaceni je poté vlastni frekvenci rotoru.

7.2. Priklad

Jako prvni kontrolni pfiklad byl zvolen jednoduchy rotor, obr 13, sloZzeny pouze z prvku
hfidele a dvou loZisek se shodnou tuhosti. Materialové parametry a parametry loZisek
jsou v tabulce 3.

= | o= = ! = = | =
O m (o] A1 _|___ _____________________ 411 (o] m LN
|| 8 ! &[& a
3
10 15115 700 10 15]15 10
[ [

Obrdzek 13: Zadani pro reseni vlastnich otdcek na zakladé metody prenosovych matic

Tabulka 3: Zadani pro reSeni viastnich otac¢ek na zakladé metody prenosovych matic

E 210 Pa
p 7850 kg-m
K 5,1-108 N-m""

Model v systému Ansys byl zaloZzen na objemovych prvcich. Okrajové podminky
v podobé lozisek (obr. 14) byly modelovany pomoci funkce Bearing
s deformovatelnymi plochami, tak aby podminky analyzy odpovidaly podminkdm pfi
modelovani pomoci metody pfenosovych matic. Pomoci modalni analyzy byla pro
tento rotor vypoctena prvni vlastni ohybova frekvence (obr. 15), ktera je rovna
1448 Hz.

34



Ground To Solid
22.05,2023 213

B Ground To Solid

0,000 0,050 0,100 ()

0025 0,073

Obrdzek 14: Model loZiska pomoci MKP

F: 200

Total Deformation 4
Type: Total Deformation
Frequency: 1448, Hz
Unit: m

21.05.2023 18:18

0,55330 Max
04938
043381
0,37403
031424
025445

2,000 0,050 0,100 m)
e — — |

4 0,025 0,075

0075088
0,015301 Min

Obrdzek 15: 1. vlastni ohybovy tvar

Vypocet pomoci metody prenosovych matic byl proveden v rozsahu od 1 do
1800 Hz. Prabéh hodnoty determinantu celkové pfenosové matice v pribéhu tohoto
pasma otacek je vyobrazen na nasledujicim grafu:
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Graf 7: Pribéh hodnot determinantu

Na tomto grafu je patrné, ze feSeni této metody neni pfili§ stabilni. V zadaném

v v,

1,06 Hz a nejvy$si 1795,5 Hz. Bylo provedeno celkem 1000 kroku.

7.3. Rozsifena metoda prenosovych matic
Jelikoz je prede$lé metoda pfilis nestabilni, byl zaveden dalSi predpoklad feSeni
uvedeny v [5]. Tento predpoklad zanasi do vypoctu tvar vlastniho kmitu rotoru.
Omezenim feSeni pouze na rotor s volnym koncem, je mozné stanovit tyto okrajové
podminky:

M@y =0 (25.1)
T =0 (25.2)
Muy =0 (25.3)
M@y =0 (25.4)

Kde bod 0 je pocatek rotoru a L konec. Zavedenim tohoto predpokladu bylo mozné
zmenS$it matici z tvaru (24) na tento tvar:

C C
det| M M

=0 (26)

CT,W CT,(p ON
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Zmen8enim oblasti, ze které je pocitan determinant, do$lo k navySeni stability dlohy,
jak dokazuje nasledujici uloha.

7.3.1. Priklad

Pro ovéreni funkce byl zvolen obdobny pfiklad jako v pfedchozim pfipadé. Rozdilem
je, ze byl feSen pro celkem 8 variant tohoto pfikladu. Jednotlivé varianty se li§i v délce
¢asti L na nasledujicim obrazku:
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Obradzek 16: Zaddni pro reseni vlastnich otdcek na zdkladé rozsifené metody prenosovych matic

Vlastnosti materialu a loZisek jsou uvedeny zde:

Tabulka 4: Zaddni pro reseni vlastnich otdcek na zdkladé rozsifené metody prenosovych matic

E 210" Pa
P 7850 kg-m
K 5,1:108 N-m""

Tabulka 5: Porovndni reseni na zdkladé rozsifené metody prenosovych matic a programu Ansys

L [mm] Ansys [Hz] Metoda pienosovych matic [Hz]

50 3541 4649

100 2523 28509

150 1897 20240

200 1448 3340

250 1118 1784

300 875 1151

350 697 812

400 564 589
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Graf 8: Porovndni feseni na zdkladé rozsifené metody prenosovych matic a programu Ansys

Takto rozSifena metoda poskytuje smyslupiné vysledky, i kdyz jen pro cast
reSenych variant. Aby bylo mozné srovnat témér chaotické chovani pfedchozi varianty
metody pfenosovych matic s touto rozSifenou metodou, bylo provedeno vykresleni
pribéhu determinantu i pro tuto variantu metody. Konkrétné pro L = 300 mm.
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Graf 9: Priibéh determinantu pro L = 300 mm
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Zde je vidét stabilni chovani metody, kdy vyznamnéjsi odchylka nastava pouze
mezi prvnim a druhym krokem vypoctu.

DalSi kontrola stability rozSifené metody pfenosovych matic byla provedena pro
L = 100 mm, kdy se vysledek ziskany pomoci této metody hrubé odliSuje od vysledku
ziskaného pomoci komeréniho softwaru Ansys.
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Graf 10: Pribéh determinantu pro L = 100 mm

Ani zde nejsou patrné velké zmény mezi jednotlivymi kroky vypo&tu. Reseni
vypoctu determinantu celkové prenosové matice je tedy stabilni a vyraznou odchylku
od feSeni pomoci Ansysu je tedy nutné povazovat za nedostatek samotné metody
prfenosovych matic.

Na zakladé téchto vysledkl je mozno fici, Ze metoda pfenosovych matic
rozSifend o podminku vlastniho tvaru je vyrazné stabilnéjSi nez bez této podminky.
OvS$em ani takto upravena metoda neposkytuje spolehlivé vysledky. Z tohoto divodu
neni vhodna pro dal$i pouZziti v ramci optimalizace rotoru elektromotoru.

7.4. Metoda posuvl

Jako alternativa k metodé pfenosovych matic byla zvolena metoda posuvu. Ta je
zalozena na predpokladu, Ze posuny prvku jsou linearné zavislé na aplikovaném
zatizeni. K sestaveni matic je vyuzita metoda virtualnich praci [5]. Pokud existuje M
prvkd s vnitfnimi koncovymi silami p’ a posuny v zatizenych koncovymi silami P’ a
posuny V., princip virtualni prace, SW; + dW. = 0, se projevuije jako:
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M M M M
—Z(SWi+6M)i :—26viT-ki-vi —zdv”-pi :zdv”-(ki-vi —-p')=0
=1 i=1 i=1 i=1 (27) [5]
Kde &V je matice virtualnich posunuti dale pak SW; a dWe predstavuiji vnitini a vnéjsi
virtualni prace.

Na zakladé této metody byla FeSena rovnice:

M-p+K v=0 (28) [9]

Tedy odpovidajici vztah k metodé prenosovych matic popsané vise. Predpokladané
reSeni je ve tvaru:

V=1, et (29) [9]
Po druhé derivaci:
b =-0% v, e (30) [9]
To lze vyjadrit i jako:
b=-0%v (31) [9]
Po dosazeni do (28):
(K—0%*M) vy=0 (32) [9]

Dalsi krok ma za cil ziskat tvar Q2 E, kde E je jednotkova matice. Toho je dosazeno
vynasobenim vztahu (32) inverzni matici M.

(M™1-K—-0%-E) vy=0 (33) [9]

Nutnou a postacujici podminkou pro to, aby soustava rovnic méla nenulové netrivialni
reSeni, je, aby determinant (34) matice soustavy byl roven nule [9].

dettM™1-K—0Q%2-E)=0 (34) [9]

Tento determinant se nazyva frekvencnim determinantem [9]. Neznamou je
v tomto pfipadé hodnota Q. Diky predchozi upravé vztahu (28) je mozné podminku
(34) resit na zékladé hledani vlastnich ¢isel matice M- K.

Dale je nutné popsat podobu matic v, Ma K. VSechny tyto matice jsou popsany
v pfiloze B. Matice M pro prvek hiidele je rozdélena na 2 ¢asti, a to na Mra Mg, Mrje
pfispévek k hmotnosti v zavislosti na posuvech a Mg je prispévek k hmotnosti
v zavislosti na natocenich.

7.4.1. Tvorba globdlni matice

Aby bylo mozné feSit vySe definovany problém vlastnich Cisel, je nutné sestavit matice
M a K. Obecny postup sestavovani matice je zde ukazan na nasledujicim prikladu na
obr. 17.
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Obrdzek 17: Priklad pro ukdzku skldddani matic pro metodu posuvi

Jedna se o stejny pfiklad jako v pfipadé skladani prenosovych matic. Metoda
posuvy, na rozdil od metody pfenosovych matic, je v [5] odvozena pro ohyb ve dvou
na sobé zavislych osach. Pfiklad sklddani matice byl proveden pro matici tuhosti.
Matice pro hfidelovy prvek (obr. 18) ma rozmér 8x8 a je uvedena jako vztah (35).

>4

A

<-—f >

Obrdzek 18: Ndkres prvku hridele pro metodu posuvii
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(35) [5]

(36) [5]

Tuto matici tuhosti Kje mozné rozdélit celkem na 4 submatice s velikosti 4x4.

Rozdéleni vypada nasledovné:

Této matici tuhosti odpovida tato matice posuvu:

V= [Wya Wza Pya Pza Wyb

Wzb

Pyp  Pzp]T

(37) [5]

(38) [5]

Matice tuhosti lozisek B a F ma rozmér pouze 4x4, jelikoz se vztahuje pouze k jednomu

bodu. Zapsana vypada takto:

k, 0
K=|0 K

O O O O

y
0
0 O
0 O

O O O O

(39) [5]

Pro pfehlednost jsou v nasledujicim prikladu skladani celkové matice tuhosti
znaceny jednotlivé submatice misto pismenem K pismeny, které oznacuji dany prvek
na obrazku 17. Postup skladani celkovi matice ze submatic je nasledujici:

(A1 A, 0 0
A1, A, +B+C,, Cys 0
K = 0 Cs2 C33+ D33 D;,
0 0 D,s D,,+E4,
0 0 0 Es,
0 0 0 0
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Celkovy rozmér matice tuhosti pro tento priklad ma rozmér 24x24. Je patrné, Ze
s rostoucim poétem prvkd, roste i velikost a s tim i naroky na vypocetni €¢as. Na stranu
druhou se matice jednotlivych €4sti rotoru kombinuji pomoci s€itani, ¢imz se, na rozdil
od metody prenosovych matic, pfili§ nezvétSuje numericka chyba.

7.4.2. Priklad

Pro z&kladni ovéreni metody byl zvolen stejny pfiklad jako v pfedchozich pfipadech.
Opét je zakreslen na obrazku 19. Jak jiz bylo fe¢eno vy$e, metoda posuvu je odvozena
pro prostorovy ohyb. V obou smérech tedy byly zvoleny shodné parametry, aby byly
vysledky srovnatelné. Hodnota L je stejné jako v pfedchozim prikladu volena
v rozsahu od 50 mm do 400 mm.
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Obrdzek 19: Zadani pro reseni vlastnich otdcek na zaklade metody posuvi

Vlastnosti materidlu a pruzin jsou stejné jako v prfedchozich dvou pfikladech pouze
roz§ifené o hodnotu L.

Tabulka 6: Zaddni pro reseni vlastnich otdcek na zakladé metody posuvi

E 2-10! Pa

P 7850 kg-m™3
k 5,1-:108 N-m™
VI 0,3

Jelikoz do funkce pro vypocet viastni frekvence vstupuje hodnota modulu pruznosti ve
smyku G, je nutné jej dopocitat podle nasledujiciho vztahu.

E
CE T (41) [10]

Vysledky v§ech variant jsou vypsany v tabulce 7 a také znazornény v grafu 11.
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Tabulka 7: Porovndni reseni na zakladé metody posuvi a programu Ansys

L [mm] Ansys [Hz] Metoda posuvt [Hz]
50 3541 3607
100 2523 2586
150 1897 1958
200 1448 1504
250 1118 1167
300 875 919
350 697 736
400 564 599
4000
3500
N 3000
L
(]
S 2500
g
'S 2000
§ 1500
E
2 1000
500
0
50 100 150 200 250 300 350 400
L [mm]

=@==Ansys ==@=Metoda posuvi

Graf 11: Porovndni reseni na zdkladé metody posuvi a programu Ansys

Na zakladé tohoto pfikladu je mozné Fici, Ze metoda posuvu poskytuje
dostateéné spolehlivé vysledky, aby bylo mozné tuto metodu pouzit pro zamyslenou
optimalizaci rotoru elektromotoru.

8. Odezva na nevyvahu

Poslednim bodem feSeni je urCeni odezvy na nevyvahu. Ta je feSena na zékladé
rovnice:

(K—0?-M)-v=Q, (42) [11]
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Jelikoz cilem je urcit tvar odezvy na nevyvaze, je nutné ze vztahu (42) vyjadrit stavovy
vektor v. Toho je dosazeno vynasobenim této rovnice inverzni matici ke vztahu
(K—-0Q2- ).

(K-0*M)1-Qy=v (43) [11]

Buzeni Qo je vliv nevyvahy diskl osazenych na rotoru a jiné vnéjsi buzeni neni pfi
tomto vypoctu uvazovano. Pfi feSeni je predpokladan ustéleny tvar kmitani. Z toho
plyne, Ze neni nutné fesit rovnici (42) v zavislosti na case, ale pouze pro 2 ¢asové
okamziky, a to takové kdy budici sila plsobi v jedné a nasledné druhé ose. Tento
pfistup je mozné pouzit jediné pfi zanedbani vlivu tlumenti, které by zapficinilo posunuti
posuvu za budici silou. Jak jiz bylo fe¢eno, nevyvaha je uvazovana pouze v prvcich
typu disk, a jeji velikost je ur€ena takto:

Q,=m, e 0? (44) [11];

Kde me - e je zbytkova nevyvaha disku.

8.1. Postup reseni

V néasledujicim diagramu je vyobrazen postup reSeni vlivu nevyvahy.

vsiup - matice dat vsiup - typ prvku vstup - otadky

r

tvorba matic
jednotivych prekd

tvorba vektons

tvorba celkové matice \
newyvahy

vypocel reakce na

newywvahu

h h 4

vypalel rekea v

wykraslani -
y ladiscich

vystup

Obrazek 20: diagram pro postup reseni nevyvahy
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Vstupem do této funkce jsou dvé matice pro definici hfidele a otacky, pro které
je nevyvaha rfeSena. Z téchto hodnot jsou sestaveny matice pro jednotlivé prvky a z
nich nasledné celkové matice. Paralelné k sestavovani celkovych matic rotoru jsou
sestaveny i vektory Qo, a to pro buzeni v ose y a v ose z. Na zakladé téchto prvkul je
reSena rovnice (43), opét pro obé osy. Tak jsou ziskany dvé varianty vektoru v. Na
zakladé téchto vektorl jsou vykresleny orbity jednotlivych bodl. Dale jsou z vektoru
v spocteny reakce v loziscich.

9. Priklad rotoru

Jako finalni pfiklad pro ovéreni vySe pouzitych metod byl zvolen titanovy rotor. Metody
byly ovéfeny oproti metodé kone€nych prvku v systému Ansys. Ve stfedové casti
rotoru se nachazi ocelovy prstenec a na ném jsou umistény civky vinuti rotoru. Tyto
pfidané casti byly modelovany pouze jako pfidavna hmota. Déle se na rotoru nachazi
dva resolvery, které byly modelovany jako tenky disk. Re$eni tohoto prikladu pomoci
Pythonu je v priloze C.

@19 3
@IL 3
@0 L
gj]
@3
2
20
@9

10 i 10 i 33,2 5

Obrazek 21: Zadani kontrolniho prikladu

Tabulka 8: Zadani kontrolniho pfikladu

Hustota 4430 kg - m®
Hridel Younglv modul 10° MPa
Modul pruznosti ve smyku 3,8 - 10* MPa
Ocelovy krouzek Hmotnost 102 kg
Vynuti Hmotnost 3,3-102kg
ky 76000 N - mm-"!
Lozisko 1
kz 51000 N - mm"
ky 76000 N - mm-"!
Lozisko 2
kz 51000 N - mm"
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ky 41000 N - mm-!
Lozisko 3
kz 13000 N - mm"’
Hmotnost 9-10%kg
Resolver Moment setrvacnosti 1,98 - 10° kg - mm?
Nevyvaha 2-107 kg - mm

9.1. Tvorba modelu pomoci kone¢nych prvk

V ramci programu Ansys byl vytvofen model zadaného rotoru. Ten byl nasledné
rozdélen na 3 Casti tak aby bylo mozné modelovat resolvery pomoci hmotnych bodu.
Dale tyto Casti byly rozdéleny jesté na Ctvrtiny kvlli tvorbé sité. Na tu byla pouzita
metoda sweep. LozZiska byla modelovana pomoci funkce bearing.

0,00 20,00 40,00 (rire)
I 00O .

10,00 30,00

Obrazek 22: Sit pro kontrolni priklad

9.2. Statické reseni

Jelikoz je feSeny rotor zatizen pouze vlastni silou, bylo uvazovano pouze feSeni v ose
y, kde pusobi gravitaéni zrychleni. Reseni bylo provedeno s nulovymi ota¢kami a jejich
porovnani je zndzornéno na nasledujicim grafu.
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Graf 12: Statické reseni kontrolniho prikladu

120

Metoda pfenosovych matic zde opét neposkytuje presné feSeni a nezda se tedy

vhodn4 pro pouziti.

9.3. Kritické otacky

Dale byly feseny kritické otacky tohoto rotoru. A to jak metodou posuvd, tak i metodou

konecnych prvku.

Tabulka 9: Vysledky analyzy vlastnich otdcek rotoru

Poiadi viastni Ansys [Hz] Python [Hz] Rozdil [%]
frekvence
1. 3534 3680 4.1
2. 3744 3774 0,8
3. 3880 3820 1,5
4 4024 3980 1,1

Jelikoz je rozdil mensi nez 5%, je mozné fici, Zze metoda posunu poskytuje

dostateéné prfesné reseni.

9.4. Reakce na nevyvahu

Poslednim bodem je vykresleni orbit jednotlivych bodu pfi buzeni nevyvahou. Ta je

znazornéna na grafu 13.

48



Z[m] 1g—g

Graf 13: Orbity pro buzeni nevyvahou

Na zakladé tvaru orbit je mozné povazovat toto feSeni za dostatecné.

Zaver
Prace splnila vSechny stanovené cile. Byly vytvoreny funkce pro feSeni chovani rotoru
a to jak pfi staticke tak i dynamické analyze.

Pro statickou analyzu byla pouzita pouze metoda prenosovych matic, ktera se
pfilis neosvédCila, a jeji vysledky nejsou pfili§ pfesné.

Dalsim bodem bylo nalezeni kritickych otacek rotoru. Za timto ucelem byly
pouzity dvé metody a to metoda pfenosovych matic a metoda posuvl. Metoda
prfenosovych matic byla reSena pomoci postupného vypoctu v daném rozmezi otacek,
které bylo rozdéleno na dany pocet krokl a v ném bylo provedeno puleni intervald
s cilem nalézt reSeni. Tato metoda ne vzdy poskytla spravné fedeni a jeji Casova
narocnost byla relativné velka. Diky tomu neni vhodné pro dany ucel této funkce, a
proto byla pouzita metoda posuvl. Ta hleda feseni na zakladé problému vlastnich
Cisel, diky ¢emuz poskytuje rfeSeni v podstatné krat§im cCase. Jelikoz k modelovani
rotoru pfi metodé posuvl bylo pfistoupeno stejné jako u metody pfenosovych matic,
nebyl plné vyuzit jeji potencial. | pfesto tato metoda poskytuje dostatecné presné
vysledky.

Poslednim bodem zadani bylo feSeni reakce na nevyvahu, ta byla provedena
pouze na zakladé metody posuvu.
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Seznam pouzitych symbol{

Symbol Rozmér Velidina

E [Pa] Younguv modul pruznosti
J [m*] Kvadraticky moment prifezu
M [N-m] Ohybovy moment

T [N] Posouvajici sila

w [m] Posunuti stfednice

0] [-] Natoceni strednice

Vv [] Vektor stavovych veli¢in
C [] Pfenosova matice

k [N-m] Tuhost

L, | [m] Délka

P [kg-m3] Hustota

G [Pa] Modul pruznosti ve smyku
M [kg] Hmotnost

C [N-m] Magneticky tah

N [-] Pocet déleni

lp [kg-m?] Moment setrvacnosti

Me - € [kg-m] Nevyvaha

F [N] Sila

G [m-s2] Gravitacni zrychleni

r Frekvenéni parametr

p' [-] Vnitfni zatizeni

Vv [-] Vnitfni posuvy

P [-] Vnéj$i zatizeni

Vi [-] Vnéj$i posuvy

M [] Matice hmotnosti

K [] Matice tuhosti

U [-] Poissonovo Cislo

Q, w [rad - s, Hz] | Otacky

Q [-] Buzeni
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Pfiloha A: Pfenosové matice prvku

Prevzato z [1]

Hridel
Ma Ta Mb
a EJ.S.p b
g Th
L
Staticka matice
x3 S-p-g-L"'
1 x — —~ —~
2-E-], 6-E-J, 24-E-],
w 2 cn-q-73 W
@ 0 1 X _S pg-L @
M — E-J, 2'E-], 6:E-J, |.|IM
1l |00 X - > 1o
1 Spg-L
0 O 0 1
Dynamické matice
Vo(y - x) V3(y - x) /ACAEI]
Vi(y - x) T 2. F. T
” 14 vy E-] vy E-]
Vo(y - x) Va(y - x)
1(\[/)1 _ Y- Va(y - x) Vi(y - x) "V EJ 7R
T 2 Vo(y - x)
x N\=y*E- ] Vs(y'x) —-v-EJ-Vulyx) Vi(y-x) ”
|—y3 - E- ] Vo(y x) —y2-E-J-Vs(yx) y-Voly %) Vi(y-x) |

Vi(z) =

Vo(2) =

Vi(z) =

Vo(2) =

N = NP = N

* (cosh(y - x) + cos(y - x))

« (sinh(y - x) + sin(y * x))

* (cosh(y - x) — cos(y - x))

« (sinh(y - x) — sin(y * x))
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prSw

4:

Y E-J
Hridel s pfidanou hmotou
Im
m
M, Ta M,
Al EBdse . b
g Ty
L
R T ©
2-E-] 6-E-] EJ
m.
w L 12 (S p- g+Tg) w
@ 0 1 @
M| — E-] 2-E-] 6-EJ M
' (s 9+Tg) "
11, fo o 1 L 11,
g
00 0 1 ~(s-p g+T)
0 0 0 0 1 ba

Pfenosova matice pro dynamické chovani je témér stejna jako pro prvek Hridel. Méni
se pouze nasledujici vztah
m
G S )s-

E-]

ZatéZujici sila
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reseni

v
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Disk

|
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i
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Pfiloha B: Matrice pro metodu posuvl
Prevzato z [5]
HFidel
<
V;
y % y
a—__'—/ M
y
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mr =

mp =

K= EIl
BEET)IE

156 0 0 221
0 156 =221 0
0 =221 4l? 0
_p*All 221 0 0 412
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0 54 —13L 0
0 131 =312 0
—131 0 0 —32
36 0 0 3l
0 36 -3l 0
0 -3l 42 0
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0 -36 31 0
0 -3l =12 0
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0 12 —6l 0
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Pfiloha C: Volani vypoctovych funkci v Pythonu

import numpy as np
from math import pi
import rotorstat as st
import rotordyn as dn

r=4430
E=100000000000
G=38000000000

vstupt=np.array([dn.hridelV,dn.hridelV,dn.lozisko,dn.hridelV,dn.hridelVH,dn.hridelV,dn.lozis
ko,dn.hridelV,dn.hridelV,dn.disk,dn.hridelV,dn.disk,dn.hridelV,dn.hridelV,dn.lozisko,dn.hride
IV])

vstup=np.array([[0.007,0.003,0.03,E,r,G,0],
[0.009,0.003,0.004,E,r,G,0],
[76000000,51000000,0,0,0,0,0],
[0.009,0.003,0.004,E,r,G,0],
[0.0104,0.003,0.03,E,r,G,0.043],
[0.009,0.003,0.004,E,r,G,0],
[76000000,51000000,0,0,0,0,0],
[0.009,0.003,0.004,E,r,G,0],
[0.006,0.003,0.009,E,r,G,0],
[0.009,0.00000000198,0.001,0.0000002,0,0,0],
[0.006,0.003,0.015,E,r,G,0],
[0.009,0.00000000198,0.001,0.0000002,0,0,0],
[0.006,0.003,0.0092,E,r,G,0],
[0.005,0.003,0.0025,E,r,G,0],
[41000000,13000000,0,0,0,0,0],
[0.005,0.003,0.0025,E,r,G,01])

f=dn.kriticke(vstup,vstupt) # Vypocet kritickych otacek
Vly,Vz,R=dn.nevyvaha(vstup, vstupt, 2000*2*pi) # Vypocet odezvy na nevyvahu pfi 2000 ot/s

vstupst=np.array([st.hridelV,st.hridelV,st.lozisko,st.hridelV,st.hridelVH,st.hridelV,st.lozisko,st.
hridelV,st.hridelV,st.disk,st.hridelV,st.disk,st.hridelV,st.hridelV,st.lozisko,st.hridelV])

sy,sz,I=st.pruhyb(vstup, vstupst, 0) # Vypocet statické odezvy
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