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Anotace:

Tato prdce je zamétena na Vybrané problémy z planimetrie. Cilem prace je seznamit
Ctenare nejen s planimetrickymi problémy, jejich verifikaci (ovéfenim) vytvorenou
v dynamickém matematickém programu GeoGebra a jejich klasickym dlikazem, ale také
sezndmeni s Zivotem autora, kterému je dany problém pfisuzovan, respektive je po ném
pojmenovan. Prace je doplnéna o obrdzky, které slouZi klepSimu pochopeni
a porozuméni problému a verifikaci. Tuto praci lze pouzit jako doplnéni uciva na
stfednich Skolach, kde vyuzitim programu GeoGebra a ndsledné verifikace mlze dojit

k lepSimu pochopeni daného tématu.

Annotation:

This diploma thesis is focused on Selected problems in planimetry. The aim of this
diploma thesis is description not only planimetric problems and their verification in a
dynamic mathematical program GeoGebra, but also presentation of the author after
whom it is called. The thesis is illustrated with pictures, which can help the reader to
understand the problem and verification. This thesis can be used as a supplement the
curriculum in secondary schools, where using dynamic program GeoGebra and

subsequent verification may reach a better understanding of the topic.
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1 UvoD

Planimetrie je dlleZitou soucdsti matematiky, kterd se zabyvd vztahy geometrickych
Utvard v roviné. A pravé tyto vztahy se staly tématem mé diplomové prace. Clovék okolo
sebe mUlzZe neustale vidét mnoho geometrickych utvar(, ale vyznamni matematikové,
ba i ,ne-matematikové” jako byl napfiklad Pierre de Fermat, pro kterého matematika
byla jen konickem, dali béZznym a jednoduchym geometrickym utvarim dalsi rozmér
a prisli na zajimavé zakonitosti. S nékolika z nich Vas touto cestou chci seznamit a to
pomoci verifikace, tedy ovérovani spravnosti daného problému, a ukdzat v dynamickém

matematickém programu GeoGebra.

Tyto planimetrické problémy nebyly predem uréené, ale mym cilem bylo vybrat takové,
které by mohly byt uzite¢né nebo zajimavé i pro ty, ktefi nemaji matematiku radi.
U kazdého problému zacindm se stru¢nym popisem Zivota autora. Tito lidé jsou totiz
velmi fascinujici bytosti, které se k matematice obcas dostali Uplnou nahodou, a myslim
si, ze neni od véci se dozvédét, co dalsSiho dokazali, jakymi dalSimi védnimi obory se
zabyvali nebo v jakych socidlnich pomérech vyrUstali. Proto je na zacatku kazdého
problému zminka o autorovi. Dalsim bodem je samoziejmé formulace daného
problému, ktery je doplnén mnou vytvofenymi obrazky z programu GeoGebra. Ddle
nasleduje verifikace problému v jiz nékolikrat zmifovaném programu GeoGebra
doplnéna o slovni vyklad toho, jak verifikace probiha. A v zavéru kazdého problému
nesmi chybét klasicky matematicky dikaz, ktery predeslou verifikaci v matematickém

programu potvrzuje.

Po Uvodni kapitole se tato diplomova préce zabyva historii planimetrie, ktera saha jiz do
staleti pred nasim letopoctem, nebot v této dobé byli lidé fascinovani geometrickymi
utvary a samoziejmé jejich vlastnosti vyuZivali pfi zamérovani budov a podobné. V této
kapitole najdeme jména prvnich filosof-matematikd, ktefi se povazuji za prikopniky
nejen planimetrie. Jejich myslenky byly casto tak jedinec¢né a genidlni, Ze nebyly

prekonany dodnes a Casto se podle nich ucilo celd staleti.



Tato prdce je z velké ¢asti tvorena verifikaci, respektive ovérovanim vlastnosti vybranych
problému, tudiz se treti kapitola zabyva tim, jak je verifikace v celé praci chapana.
Dulezité je zdlraznit, Ze verifikace neni povazovana za dlkaz, protoze mlze existovat
jedind mozZnost, pro kterou urcitd vlastnost neplati, a pak je verifikace neplatna. To
znamena, ze verifikaci nelze prozkoumat Uplné kaZzdou situaci, kterd mlze nastat,
a proto ji nemUZeme povazovat za dukaz. Ovéreni kazdého planimetrického problému
je provedeno vdynamickém matematickém programu GeoGebra a vtéto praci
podrobnéji popsana. V této kapitole je také uveden priklad verifikace, pro ktery jsem

vybrala Pythagorovu vétu.

V dalSich deseti kapitolach jsou rozebrany vybrané problémy z planimetrie, kam jsem
zaradila Menelaovu vétu, Pappovu vétu, Pascalovu vétu, Brianchonovu vétu, Fermatav
bod, Routhovu vétu, Cevovu vétu, Feynmanav trojuhelnik, Desarguovu vétu a na zavér
Napoleonovu vétu. Kazda tato kapitola zacind sezndmeni se s autorem, respektive
s Clovékem, po kterém je véta pojmenovana zrlznych dlvodld (napfiklad
u Napoleonovy véty je pravdépodobné, Ze tuto vétu vlibec neznal, takze ji nemohl ani
dokazat, a presto po ném byla pojmenovana). V této casti je struéné popsan jejich Zivot
a jejich prispévek matematice a jinym védeckym i nevédeckym oblastem. Dalsi ¢ast
kazdé této kapitoly nalezi formulaci problému, ktery je pro lepsi predstavu doplnén
obrazkem. DalSi podkapitola je vénovana verifikaci v programu GeoGebra, kterd je opét
doplnéna obrazky a samoziejmé podrobnéjsim popisem, jak dospét k ovéreni a zda byla
verifikace Uspésna. Nakonec je vzdy uveden dlikaz bud' klasicky, nebo diikaz beze slov.
Vyjimkou je Fermatlv bod, kde lze verifikaci povaZovat za dlkaz a Brianchonova véta,

kterd ma stejny dlkaz jako Pascalova véta.

Ddkazem jsou vsechny kapitoly uzavieny kromé jedné — Pascalova véta. Po jejim dlikazu
je totiz jesté uvedeno vyuziti Pascalovy véty (generovani bodl kuzelosecky), nebot jsme
usoudili, Ze tato véta je do praxe opravdu uZitecna, proto je zde uveden i popis toho, jak

vytvorfime novy bod kuzelosecky.

Cela tato prace je ukoncena zavérem, kde jsou strucné sepsany cile diplomové prace,

a poté nasleduje seznam pouzité literatury a seznam obrdazkd, které se v praci vyskytuji.



2 Historie planimetrie

Planimetrie. Jeden z nejstarSich objektl zajmu matematikl a filosofli starovékého
Egypta, kde se jiz zacinali zabyvat zeméméricskymi tlohami. Jako jednoho ze zakladatell
planimetrie miZeme povaZzovat Thaléta z Milétu (asi prelom 7. aZ 6. stoleti pf. n. l.), ktery
byl nejen vyznamnym predsokratovskym filosofem, ale i prvnim feckym matematikem
a astronomem. Mezi prlOkopniky planimetrie bych ho =zafadila kvali jeho
nejvyznamné;jsimu objevu, dodnes v matematice vyuZivanému: Thaletova véta, ktera
nam tika, zZe ,VSechny obvodové uhly sestrojené nad primérem kruZnice jsou pravé.”
Thalés je mimo jiné jednim z filosof(, ktery byl Reky povaZovan na jednoho ze Sedmi

mudrci?! [7].

Dal$im vyznamnym matematikem byl Pythagoras ze Samu, ktery se narodil kolem roku
570 pt. n. |. Proslavil se dnes asi nejznaméjsi matematickou vétou: , Obsah ctverce
sestrojeného nad preponou pravouhlého trojuhelniku je roven souctu obsaht Ctvercl
sestrojenych nad jeho odvésnami.” Tuto vétu vSak znali jiz v Mezopotdmii, ale pfisuzuje
se Pythagorovi, nebot byl prvnim, kdo ji dokazal. Pythagoras se zasadil o dlkazy
a pojmenoval mnoho vlastnosti trojuhelniku (jako napfiklad Ze ,,Soucet thli v obecném
trojuhelniku se rovnd dvéma pravym uhlim, tedy 180°.), které byly pro dalsi zkoumani

planimetrie dulezZité.

DulezZité je také zminit, Ze studoval pravidelné mnohouhelniky, kde ho zajimal zejména
pétithelnik, ktery se dokonce dostal do znaku pythagorejct. Pro né byl zajimavy tim, Ze
je zde vyobrazen zlaty fez v souvislosti s péticipou hvézdou — pokud spojime vrcholy
pravidelného pétidhelniku, pak dostaneme péticipou hvézdu, kterd ve svém stiedu
vytvori dalsi pétiuhelnik — tento Ukon mizZeme opakovat do nekonecna a pomér mensi
usecky a vétsi usecky je vidy roven zlatému fezu. Tento pomér v pétidhelniku mizeme

také najit mezi uhlopfi¢kou a sténou daného pétithelniku [11].

! (Fecky , hoi hepta sofoi”), coz podle antické tradice je sedm myslitelt a uéencd ze 7. a 6. stol. pf. n. |.,
ktefi svou Zivotni moudrost vloZili do par struénych vét, které se traduji dodnes a od kterych nejcastéji
datujeme pocatky recké filosofie. Mezi tyto myslitele nejcastéji fadime: Solén, Periandros, Kleobdilos,
Pittakos, Bias, Cheildn, Anacharsis, Epimenidés a jiz zminovany Thalés z Milétu.



V této dobé se vSeobecné viechny védy prolinaly a to zejména matematika s filosofii. Za
filosofa-matematika mlizeme oznacit Platéna, ktery svou tzv. Zivlovou teorii zaloZil na
geometrickém postaveni Ctyr Zivl(, kde hleda jejich spolecny zaklad, respektive hleda

geometrické misto bodu [8].

Dalsi dulezitou osobou je Euklides, slavny alexandrijsky matematik, ktery Zil ve 3. stoleti
pf. n. |, ojehoZz Zivoté mnoho nevime. Ale i pfesto se jednda o velmi vyznamnou
osobnost, nebot dokazal vsechny dosavadni poznatky matematiky shrnout do jednoho
dila. Dila o 13 svazcich — Zdklady (Stoicheia) — které bylo doplnéno o jeho vlastni objevy.
V Uvodu kazdého svazku mlZeme najit definice a zakladni pojmy. Tyto definice jsou
¢asto postaveny na nazorné predstavé (napft.: Bod jest, co nemd dilu. Cdra je délka bez
Sitky., Hranicemi ¢dry jsou body., Pfimka jest ¢dra, kterd svymi body tdhne se rovné.,
apod. [12]). Druha kniha rozviji planimetrii z geometrie a dale o planimetrii pojednava
ve tfetim svazku. PGvodni rukopis Zdkladd pfimo od Eukleida se bohuzel nedochoval
a nejstarsi rukopis z 9. stoleti je uloZzen ve Vatikanské knihovné. Jednd se o druhou (po
Bibli) nejvydavanéjsi knihou na svété, nebot donedavna byla stile pouZivana jako

ucebnice na mnoha skolach a to bez zasadnich Uprav [13].

Tito, a jeSté mnozi dalsi, se planimetrii zabyvali a posunuli ji zase o dalsi kus dal.
S nékterymi se jesté v prlbéhu této prace seznamime, nebot se jejich objevenymi

zakonitostmi a dlikazy v ramci planimetrickych problém( budeme déle zabyvat.

10



3 Verifikace

Slovo verifikace pochazi z latinského ,verum facere”, tedy doslovné cCinit pravdivym,
neboli ovéfovani, kontrola pravdivosti vyroku, ¢i hypotézy, avsak je dalezité zdlraznit,
ze verifikace neni skutecny dlkaz, tedy opravdu slouZi pouze k ovéreni. Ve své
diplomové praci budu verifikovat problémy pomoci dynamického geometrického
systému — Dynamic geometry software (dale jen DGS) — GeoGebra. Tento program jsem
si zvolila zejména pro jeho dostupnost, nebot je volné stazitelny na Internetu, ale také
pro jeho jednoduché a intuitivni ovladani. K verifikaci problému vyuzivame mnoha
funkci, jenz ndm tento program nabizi jako napftiklad MnoZiny bodi, Text, ktery je vidét

pouze za dané podminky apod.

Verifikaci si miZzeme vyzkouset na jednoduchém planimetrickém problému, napfiklad
na Pythagorové vété, kterd zni: ,,Obsah cCtverce nad pfeponou pravouhlého trojuhelniku
je roven obsahu Ctvercu nad odvésnami.” To znamend, Ze si nejprve zkonstruujeme
pravouhly trojuhelnik — tedy nejprve sestrojime dva body A4, B. Poté vyuZijeme funkci
Uhel dané velikosti a vytvofime ABX = 90°. Na polopfimce BX zvolime bod C a poté
spojime tyto body Usetkami a vznikne ndm pravouhly trojuhelnik ABC. Nasledné
vyuzijeme funkci Pravidelny mnohouhelnik, ke které nam staci dva body a pozadovany
pocet vrcholl. Jelikoz chceme nad stranami trojuhelnika vytvorit ¢tverce, tak nad
kazdymi dvéma body sestrojime pravidelny mnohouhelnik se ¢tyfmi vrcholy. Vzniknou
nam tedy Ctverce nad stranami trojuhelnikld a my si snadno pomoci funkce programu

Obsah vygenerujeme jejich obsah (viz obr. 1).

Kdyz si tedy ur¢ime obsah ¢tverce ABED jako S;, BCGF jako S, a CAIH jako S, potom
mlzeme vyuzit funkci programu nazyvanou Text, pomoci které napiSeme rovnici

vyjadrfujici Pythagorovu vétu: S; = §; + S, (viz obr. 2).
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Obrdzek 2: VloZeni textu

Tato funkce ma vsak jesté dalsi moznost, kde si mizZeme vybrat pfimo objekt, ktery ndm
prevede na Cislo, respektive vybereme si obsahy trojuhelnik(i, abychom tuto rovnici

nemuseli pocitat ruéné:
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Obrazek 4: "Interaktivni text"
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Jak mizZeme vidét na obrazcich vyse, dynamicky matematicky program GeoGebra nam
mUze v mnohém velmi usnadnit prdci a v podstaté nic nemusime pocitat na papire.
Nespornou vyhodou verifikace v tomto programu je, Ze jej mGzeme snadno pouZit

v hodindch matematiky a navic vede k rychlejSimu pochopeni u zakl, nez kdyz jim

Obradzek 6: Verifikace

ukazeme klasicky matematicky dikaz.
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4 MENELAOVA VETA

4.1 Menelaus z Alexandrie

O Menelaové Zivoté je zndmo opravdu velmi malo. Pravdépodobné se narodil kolem
roku 70 v Alexandrii (Egypt), kde stravil své mladi, a poté se prestéhoval do Rima.

Arabsky registr matematik(, ktery byl sepsan v 10. stoleti, o Menelaovy fika toto:

,Menelaus Zil pred Ptolemaiem, nebot se o ném zmiriuje ve svém dile. Napsal nékolik dél
a z toho nejméné 3 geometrickd (Zdklady geometrie) a Knihu na trojuhelnik. Nékteré

z knih byly preloZeny do arabstiny.”

Z mnoha knih, které Menelaus napsal, se celé dochovalo pouze dilo Sphaerica (Kulovy),
které se zabyva sférickymi trojuhelniky a jejich aplikaci. Tato kniha je rozdélena do tfi
Casti, ve kterych se zabyva geometrii koule a jeji aplikace v astronomickych méreni
a vypoctu. V posledni knize se zabyva trigonometrii, kterd zahrnuje i Menelalv teorém

(Menelaovu vétu), kterym se budeme zabyvat nize [38].

4.2 Menelaova véta

Necht tfi body K,L, M leZi vtomto poradi na strandch BC,AC a AB v trojuhelniku

AABC, pak jsou tyto body kolinedrni, jestliZe plati [10]:

‘ £ .

Obrdzek 7: Menelaova véta
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4.3 Verifikace Menelaovy véty pomoci programu GeoGebra

Pted verifikaci si nejprve zkonstruujeme libovolny trojuahelnik ABC a body K, L, M, které

vyhovuiji definici vySe (viz obr. 7). Ddle si definujeme poméry stran, kdy plati: k = 2—%,

BK CL .. "y i - - .
[l = xam=-_- Pak uz jen vyuzitim funkce Text napiSeme rovnici z definice, ktera se

nam objevi jako bézny text. My vSak mlzZeme jesté vyuZit tzv. interaktivni text, ktery nam
prepocitava vysledek. To znamen3, Ze si za tento ndmi napsany text vloZime Objekt

(prdzdné pole), kam zapiSeme soucin nami definovanych poméra k, [, m.

7
€7 Predvolb X
Y
"THeEEY G -
.Bo: “ || Zakladni Text Barva Pozice Algebra Pro pokrotilé Skriptovani

Patkove v Stredni - K
e

Zaokrouhlovani:

sft| BM \right| }-\frac{\left| BK \right| }left| CK \right| }-\frac{\left| CL \right| }{\left| AL \right| }=k Im| {

o000
ZErxom

Pfimka < >
@i LaTeX vzorec ~ | Symboly ~ | Objekty ~
) Tor | o | | | | | | |
. text’ Nahled

|AM| |BK| |CL| _
|BM| |CK| |AL|

Storno

/

Obrdzek 8: Menelaova véta - verifikace pomoci funkce Text

JelikoZz ndm definice fika, Ze se maji tyto poméry rovnat jedné a interaktivni text nam
tento fakt potvrzuje (viz obr. 8), a zaroven se pfi pohybu bodul vysledek neméni (viz

obr. 9), pak mizZeme verifikaci povazovat za Uspésné dokoncenou.
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|AM| |BK| |CL| _
|BM| |CK| |AL|

Obrdzek 9: Menelaova véta - pohyb bodu pfi verifikaci

4.4 Dukaz Menelaovy véty

Menelaova véta je v ekvivalentnim tvaru, tudiZz potfebujeme dokazat obé strany

ekvivalence, tedy obé implikace.

V prvni ¢asti dikazu predpokladejme, ze body K, L , M jsou kolinedrni, tedy dokazujeme

vztah:

AM BK CL

Body K, L, M vedeme pfimku p a k ni sestrojime dvé rovnobézky prochdazejici bodem

A a bodem B. Poté vime, Ze plati [39]:

ICL|  |CK| |AM|  |XK]|
|AL] ~ |XK]| |IBM| ~ |BK|

podle véty o tfech primkach:

Mdme-li tfi rGizné body A,B,C leZici na jedné pfimce r a necht mdme libovolnou
pfimku s. Pak existuji rovnobézné primky a, b, c, které prochdzeji po radé body A, B, C.
Potom dostaneme priseciky primek X,Y,Z tak, Ze platiX e ans,Y EbNsaZE€cNs

(viz obr. 10). Nasledné muZeme rici, Ze [39]:

|AC| _ |XZ|
|BC| |YZ|
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Obrazek 10: Veta o trech pfimkdch

CL CK
Ze vztahu leLl _ 1ckl A
|AL] ~ |XK|

M| _ |XK]

= dostavame:
BM| ~ |BK]|

|BK| |CL| |AM| |BK| |CK| |XK| |BK| |CK| |XK|
|CK| |AL| |BM| |CK| |XK| |BK| |CK| |XK| |BK|

Tim mdme dokdzanou prvni ¢ast Menelaovy véty. Pfi dokazovani druhé implikace

predpokladame, Ze:

IBK| |CL| |AM| _
|CK| |AL| |BM|

Chceme dokazat, Zze body K, L, M jsou kolinedrni, coz Ize dokazat sporem, tedy budeme
predpokladat, ze body K, L, M nejsou kolinearni. Zvolme napfiklad body L, M, kterymi

vedeme pfimku a hleddme jeji priseéik K’ se stranou BC. Pak by platil vztah:

|BK'| |CL| |AM]| _
ICK'| |AL| |BM|

odkud dostavame vztah

|BK'| _ |BK|
|CK'| ~ |CK]|’

ze kterého je ziejmé, 7e K' = K, coz je spor, nebot K,L, M jsou kolinedrni a body

K',L, M jsou nekolinedrni. Tim je dikaz hotov [40].
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5 PAPPOVA VETA

5.1 Pappos z Alexandrie

Pappova véta, nékdy také nazyvana Pappova-Pascalova véta, byla poprvé vyréena
Feckym matematikem a astronomem ve 4. stoleti naseho letopoctu. Rikd se, e Pappos
je poslednim vyznamnym alexandrijskym ué¢encem a do podvédomi matematického
mysleni se dostal svou osmidilnou praci Synagoge (coz Cesky znamend Sbirka), kde
mulzZeme nalézt nejen jeho vlastni objevy, ale také poznatky mnoha dalSich starovékych
matematikd, a proto o tomto dile miZzeme mluvit jako o hlavnim pramenu naSich
védomosti o starovéké geometrii. Ve skutecnosti se vSak nevi, co z této Sbirky je
doopravdy Pappova vlastni prace a co pochazi od jinych matematik( a filosofli. Zde
mUlzZeme nalézt pravé tento geometricky problém: Pappova véta, kterd byla v 17. stoleti

zobecnéna vyznamnym francouzskym matematikem Pascalem [1].

5.2 Pappova véta

Jsou ddny dvé riiznobéiné primky p,q. Zvolime navzdjem riizné body A,B,C € p
abody D,E,Feq tak Ze existuji priseciky K = AENBD,L= AFnNCD,

M = BF n CE. Potom body K, L, M leZi na jedné pfimce (tzv. Pappové primce) [2].

Pappova pfimka

Obrdzek 11: Pappova primka
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5.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Program GeoGebra nam umoznuje funkci, kterd ndm ukdZe, Ze jsou tfi rlzné body
kolinearni. Tuto vlastnost ovéfime tak, Ze vyuzijeme funkce Text, kde si mizZzeme zvolit

podminku, za které bude ndmi napsany text zobrazen.

{3 Piedvolby - pappova_veta.ggb X
Y - papp g9
"Hlle EEY® =
Body K’L’M e Pp .BC’: “|| Zakladni Text Barva Pozice Algebra Pro pokrogilé Skriptovani
[R:] Podminky zobrazeni objektu ~ L
®c Mel
@D o
®cE Dynamické barvy
A ®F Cervena:
K
/’/< : L Zelena:
P owm Modra
Pfimka
Y | e
Pappova pfimka ®p RGB - %
®q L
q Text
\ ® text Vrstva:: 0 v
Usetka
e v || Vyskakovaci napovéda: Automaticky
< > v

Obradzek 12: Podminka kolinearity bod(

Necht K, L € Pp, kde Pp je Pappova pfimka. Pak napiseme text: ,Body K,L,M € Pp“
a uvedeme podminku M € Pp. Poté pohybem bod(l ovéfime, Ze body K,L,M jsou
kolinearni pravé tehdy, kdyZ A,B,C € p A D,E,F € q (viz obr. 13).

Body K.LLM € Pp

Pappova pfimka
9

Obrdzek 13: Pappova pfimka - kolinearita bodd K, L, M

Pokud vsak A,B,C € p VD,E,F & q, potom K,L, M & Pp (viz obr. 14).
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Pappova pfimka
q

Obrdzek 14: Pappova primka - K, L, M nejsou kolinedrni

5.4 Dulkaz Pappovy véty

Protoze chceme dokdzat, Ze tfi body lezi na jedné pfimce, pak je vhodné vyuzit vyse

zminénou Menelaovu vétu:

Necht tfi body K, L, M leZi v tomto poradi na strandch AB, BC a AC v trojuhelniku AGHI,

pak jsou tyto body kolinedrni, jestliZe plati [10]:

GK HL IM _

KH LI GM

V tomto pfipadé to znamen3, Ze vétu aplikujeme na trojuhelnik AGHI, ktery mizeme

vytvorit do jiz stavajiciho obrazu Pappovy véty v programu GeoGebra.

Pappova pfimka

Obrdzek 15: Dikaz dle Menelaovy véty
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Predpokladejme, Ze uskupeni vypada tak, jako na obrazku vySe a chceme dokazat, zZe
body K, L, M jsou kolinedrni. To lze dokazat pravé aplikaci Menelaovy véty pro AGHI
a jejich prvnich pét pticek DKB,ALF,CME,ABC, DEF [2].

DKB HK GB ID _,
" GK IB HD
ALF HA GF IL 4
" GA IF HL
CME- HE GM IC 4
" GE IM HC
LBC. HC IB GA_1
" IC GB HA
DEF HD IF GE_l
" ID GF HE

Vynasobime pét shodnosti a nové usporadame vyrazy:

IB HD HC GE GA IF IC GB HA ID GF HE

HK GM IL (GB ID IC HE HA GF HC IB GA HD IF GE)
GK IM HL

Pak se vSechny vyrazy v zavorce vyrusi:

HK GM IL

GK IM HL =1

cozZ je Menelaova véta, kterd ndm fik3, Ze tfi body K, L, M opravdu lezi na jedné pfimce,
tedy Ze body jsou kolinedrni. To témér dokazuje Pappovu vétu. Problém je v tom, Ze
tento dikaz je zavisly na existenci bodu, jakoZto priseciku pfimek AE a BF, tedy
G € AE n BF. Pokud nastane situace, kdy pfimky AE a BF, tedy AE || BF, a prasecik
G nelze vytvorit, pak tento bod Ize vytvofit pomoci jinych dvou pficek, pro které plati

stejné podminky [2].
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6 PASCALOVA VETA

6.1 Blaise Pascal

Roku 1623 se ve francouzském Clermont-Ferand narodil do vzdélané rodiny Blaise
Pascal. V jeho tfech letech mu umfela matka a jeho otec, ackoliv byl matematikem, mu
zakazoval studium v tomto védnim oboru, nebot se domnival, Ze je daleZitéjsi vzdélavat
se v oblasti jazykll a to zejména latiny nebo fectiny. Proto pfed nim schovaval veskeré
matematické knihy, ale to Blaise nezastavilo, a tak si sdm vytvofil svou teorii geometrie,
kde vymyslel své vlastni axiomy a dlkazy, a dokonce se vypravi, Ze si dokazal odvodit
axiomy eukleidovské geometrie. Ve svych sedmnacti letech napsal Pojedndni
o kuZelose¢kdch, coz vychazelo z matematickych praci Apollonia a Girarda Desargua.
Jeho soucasnik René Descartes se vSak domnival, Ze tato prdce pochazi od jeho otce.
V Pojedndni o kuzeloseckdach mizeme najit jeho slavny planimetricky problém Pascalova
véta, ktery bude v této prdci podrobnéji rozebran. Tuto vétu dokazal jiz ve svych
Sestnacti letech, ale nanestésti se jeho originalni dikaz nedochoval, takze se mizeme
jen domnivat, zda jiz znal Menelaovu vétu, podle které budeme dokazovat tuto vétu. Ve
svych devatendcti letech Blaise dokonce sestrojil prvni fungujici pocitaci stroj pro svého
otce, kterému chtél ulehcit praci. Tento stroj se nazyva ,Pascaline” a umél vykondavat
4 zakladni aritmetické ukony a miZeme jej povazovat za jednu z prvnich kalkuladek.
Postupem casu tento svUj stroj neustadle vylepsSoval, avsak uplného zdokonaleni se
dockal aZ od Gottfrieda Leibnitze. A pokud jesté zlistaneme u jeho matematického dila,
tak nesmime opomenout jeho spolupraci s Pierrem de Fermatem, se kterym polozili
zaklady teorie pravdépodobnosti jako védy, coZz vzniklo na zakladé jejich konzultaci
v podobé korespondence. V dlsledku toho napsal také dilo Pojedndni o aritmetickém
trojuhelniku, ve kterém uved| dnes nazyvany Pascaliv trojuhelnik, ackoliv ten byl znamy

jiz ve Starovéké Indii [16].

V pribéhu svého dalsiho Zivota se také zabyval fyzikou, kde naptiklad ve svém spise
Pojedndni o rovnovdze kapalin zformuloval tzv. Pascaliv princip, respektive Pascaliv
zdkon, ze kterého dodnes vychazi hydraulickda technika a také wycislil velikost

hydrostatického tlaku. Proto byla na jeho pocest jednotka tlaku nazvana pascal [17].
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V roce 1954 se béhem jedné jeho vyjizdky stala nehoda, pfi které se splasili koné a Blaise
malem uhynul. Od té doby obratil svlj Zivot smérem k filosofii a k ndboZenstvi,

a dokonce vstoupil do klastera a matematikou se jiz nezabyval [16].

6.2 Pascalova véta

Priseciky protilehlych stran Sestituhelniku vepsaného kuZelosecce jsou tri body leZici na
jedné pfimce (tzv. Pascalova pfimka) a naopak, leZi-li priseciky protilehlych stran

Sestiuhelniku na jedné primce, je tento Sestiuhelnik vepsdn kuZelosecce [14].

Pascalova véta je pfimym zobecnénim Pappovy véty a zdroven se jedna o dudlni vétu

s Brianchonovou vétou [15].

Jednoznacné miZeme tuto vétu oznacit jako projektivni a jestlize plati pro jeden druh
kuzelosecky, pak plati i pro vSechny ostatni a to také v pfipadé, kdy véta plati pro kruh.
V tomto pripadé dokonce vlastnost neplati pouze pro body, ale také pro par protinajicich
se prfimek (jako projektivni vlastnost to tedy plati také pro dvé rovnobéziné piimky), coz

je diivod, pro¢ o tomto vyroku fikame, Ze se jedna o zobecnéni Pappovy véty [15].

o

Obrdzek 16: Pascalova véta

6.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Nejprve v dynamickém programu GeoGebra zkonstruujeme elipsu (vyuzijeme funkci

KuZelosecka dand 5 body, nebot vime, Ze kuZelosecka je vidy jednoznacné urcena péti
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body), na které lezi 6 bodl — vytvofime Sestidhelnik. VSechny strany tohoto

Sestiuhelniku prodlouzime a vidy dvé protéjsi strany se protnou, a proto nam vzniknou

3 prlseciky. Tti body (1, 2, 3), které dle Pascalovy véty lezi na jedné pfimce (viz obr. 16).

V tomto pripadé opét budeme zkoumat kolinearitu tfi bodd, tudiz jako v pfedchozim
pripadé vyuzijeme funkci Text, respektive podminky pro zobrazeni daného textu. Pokud
vedeme pfimku r body 2 a 3, pak podminkou pro zobrazeni daného textu bude, Ze bod

G € r, respektive bod 1 € r (viz obr. 17).

SRR

P Nékresna

€2 Piedvolby - pascalova_veta_pruseciky.ggh X

"HiEES
Bod A/l Zakiadni Text Barva Pozice Algebra Pro pokroilé Skriptovani

Podminky zobrazeni objektu

Ger

Body 1, 2, 3 jsou kolinearni.

Cervena:

Zelena:

A

B

c

-]

E Dynamické barvy
F

G

H

I Modra:
J

¢ RGB ~ X

Vrstva:: 0 ~

Vyskakovaci napovéda: Automaticky -~
[+/] vybér povolen

Umisténi

[/] Makresna [_|Makresna 2 [ ]Graficky nahled 3D

w

Obrdzek 17: Podminka pro zobrazeni textu

Pokud hybeme body leZici na dané kuZelosecce, v tomto pripadé elipse, pak zjistime, Ze
text je stdle viditelny, tudiz mGZeme konstatovat, Ze vSechny body neustale lezi na jedné
pfimce (viz obr. 18). Tim lze verifikaci povazovat za vydarfenou a mlzeme fici, Ze na

zakladé ovéreni v programu GeoGebra tato vlastnost plati.
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Body 1, 2, 3 jsou Kolinearni.

Obrdzek 18: Pohyb bodu po elipse

6.4 Dukaz Pascalovy véty

Jak jsme jiz vySe zminili, Pascalova véta je zobecnénim Pappovy véty, coZ znamen3, Ze

pro dokazani tohoto planimetrického problému mizeme také vyuzit Menelaovu vétu:

Necht tfi body K, L, M leZi v tomto poradi na strandch AB, BC a AC v trojuhelniku AGHI,

pak jsou tyto body kolinedrni, jestliZe plati [10]:

GK HL IM

kE Ll cm !

Pokud budeme tuto vétu aplikovat na elipsu z obrazku 17, pak vyuzijeme AGHI a jeji

pficky BKF,AJD a ELC (viz obr. 19), potom plati:

BKF HK GF 13_1
" GK IF HB
D HA GD 1]_1
JD: GA ID HJ
ELC HC GL 115_1
" GC IL HE
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Obrdzek 19: Menelaova véta - diikaz

Vynasobime tyto tfi shodnosti a uspofadame:

(HK GL I]) (IB-IE) (HC-HA) (GF-GD)
ID -IF/) \HB-HE GA-GC

Coz nam predklada Menealova véta a fika nam, Ze body K, J, L jsou kolinearni. Pak
mUlzeme fici, Ze i prlseciky prodlouzenych protéjSich stran lezi na jedné pfimce

(viz obr. 20) [15].

Obrazek 20: Menelaova véta - dikaz Il.
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6.5 Vyuziti Pascalovy véty

Pascalova véta se v praxi vyuZiva pro vygenerovani bod( kuZelosecky, coz nam muze

pomoci k vytvoreni kuzelosecky bez rysovani.

Vime, Ze kuzZelosecka je jednoznaéné urcena 5 body, proto si tedy zvolime pét
libovolnych nekolinearnich bodl A, B, C, D, E, které spojime pfimkami p,, p,, p3 po fadé
AB, BC,DE. Prusecikem pfimek p;,p3 je bod P. Poté zvolime Pascalovu pfimku p tak,
aby prochdazela bodem P. Tim nam vznikne bod Q € p N BC. Nasledné sestrojime
pfimku EC, ¢imZ vytvofime bod R tak, Ze plati R € p N EC. Poté sestrojime pfimky
AR, DQ a jejich prlsecikem je nami hledany Sesty bod kuzelosecky, kdy F € AR N DQ
(viz obr. 21).

P2,

Obrdzek 21: Pascalova véta - generovdni bodt

V nasem pfipadé se jednd o elipsu, coz si miZeme ovérit v programu GeoGebra pomoci
funkce KuZelosecka dand péti body (viz obr. 22 a 23), ale tento postup plati pro

jakoukoliv kuzelosecku.
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€7 GeoGebra

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

D10 DO QI N2 <,

» Algebraické okno X Eii
psa
Bod @
A =(-0.24, 1.32) r Hyperbola
B = (5.86, 0.5) .
€ =(9.58, -2.18) % Parabola

¥

D =(5.58, -5.72) .
E = (1.64, -3.76) KuZelosetka dana péti body )
F = (10.34, -4.42) -7
F, = (7.96, -3.36)
P =(-2.13, -1.88)
Q= (12.05, -3.96)
R =(5.48, -3)
KuZelosetka
c: -5740.4x* - 8100.08x y - 12!
d: -5740.4x* - 8100.08x y - 12:
e: -5740.4x2 - 8100.08x y - 12:
Pfimka
@ h:-1.76x + 6.47y = -46.83
-@ j: 1.58x - 7.94y = 32.45
@ k: 1.68x +5.72y = -7.95
-@ p:1.48x + 10.09y = -22.16
® p,:-1.82x + 6.1y =-7.62
@ p,i 2.68x + 3.72y = 17.56
® p,: 1.96x + 3.94y = -11.6

Obrdzek 22: Pascalova véta — overeni

Obrdzek 23: Pascalova véta - elipsa
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7 BRIANCHONOVA VETA

7.1 Charles-Julien Brianchon

Charles-Julien Brianchon se narodil v roce 1783 ve francouzském méstecku Sevres, coz
je jihozapadni ¢ast metropolitni oblasti Pafize. O jeho puvodu toho také neni pfilis
znamo, nevime totiz nic o jeho zakladnim ani stfednim vzdélani. Prvni zminka o jeho
vzdélani je to, 7e ve svych osmnacti letech nastoupil na $kolu Ecole Polytechnique
v Pafizi, kde studoval u francouzského prirodovédce, matematika a revolu¢niho politika
Gasparda Monge?. Svou opravdu prvni studii ,,Sur les surfaces courbes du second degré*
(Na zakfivené plochy druhého stupné) napsal béhem svého studia na této skole. Ve studii
Brianchon znovuobjevil Pascallv magicky Sestithelnik a ukazal, Ze vkaidém
Sestiuhelniku, ktery je tvoren te€nami kuzelosecky, jsou tfi Uhlopfi¢ky setkavajici se

v jednom bodé:

,Lezi-li vSechny vrcholy Sestiuhelniku na kuZelosecce a zdroveri se protéjsi strany

protinaji, pak priseciky lezi na jedné primce.”

Zajimavé je, ze Pascalova véta je ze své podstaty projektivni vlastnosti, a proto je
prekvapuijici, Ze trvalo 167 let, nez nékoho napadlo, Ze je vlastné Brianchonova véta

k Pascalové vété dudlni [18].

Brianchon v roce 1808 promoval jako prvni ve své tfidé a asi by mnozi oc¢ekdvali, Ze ve
studiu dale pokracoval. Avsak zZil v dobé Napoleona Bonaparta, a proto nebylo Zadouci,
aby dale studoval, nebot bylo potfeba, aby nastoupil do Napoleonovi armady. Statecné
bojoval vtazeni ve Spanélsku a v Portugalsku, aviak nanestésti vidy na strané
porazenych, tedy ani jeho neminula zranéni. Ze zdravotnich dlivodu tedy v roce 1813
zazadal o propusténi z aktivni vojenské sluzby, aby mohl nastoupit na misto ucitele.
Celych pét let mu trvalo, nez nasel misto ucitele, a v roce 1818 konecéné nastoupil jako
profesor na délostrelecké skole Royal Guard ve mésté Vincennes. Béhem let, kdy shanél

svou novou praci, napsal fadu dokumentd, kde studoval dalsi projektivni vlastnosti

2 Gaspard Monge byl francouzsky védec, ktery je povaZzovéan za otce diferencidlni geometrie a zéroven
postavil zdklady systému, kterému dnes fikdme deskriptivni geometrie. Také zformuloval vlastnosti
pravouhlého promitani, které je po ném nazvano — Mongeovo promitdni.
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kuzelosecek. Nicméné poté, co byl pfijat na Royal Guard, se matematice jiz moc
nevénoval a zabyval se spiSe chemii. V této dobé pak jiz v oboru matematiky pouze

provedl v jedné studii dikaz véty KruZnice deviti bodi [18].

7.2 Brianchonova véta

TFi pfimky spojujici protilehlé vrcholy Sestiuhelniku prochdzeji jednim bodem (tzv.
Brianchoniiv bod) a obrdcené, pokud spojnice protilehlych vrcholi sestiuhelniku

prochdzeji jednim bodem, je tento Sestiuhelnik opsdn kuZelosecce [19].

Obrazek 24: Brianchonova véta

7.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Pro verifikaci Brianchonovy véty si opét musime sestrojit elipsu, na které tento
planimetricky problém budeme ukazovat. To, stejné jako v predchozim pfipadé,
zajistime funkci KuZelosecka dand péti body. Jelikoz potifebujeme Sest bod(i na elipse,
tak si ten posledni libovolné zvolime na vytvofené kuzelosecce. Obdobné jako
u Pascalovy véty budeme potiebovat Sestituhelnik, ale tentokrat tvoreny te¢nami k dané
kuzelosecce prochdazejicimi Sesti body leZici na elipse. Proto volime funkci Techy z bodu

a vytvorime Sest tecen k elipse (viz obr. 25).
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Obradzek 25: Tecny ke kuZelosecce

Poté si oznacime priseciky téchto tecen a vznikne ndm Sestidhelnik opsany dané

kuzelosecce:

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Obrazek 26: Priseciky tecen — sestiuhelnik

KdyZz spojime protéjsi vrcholy tohoto opsaného Sestiuhelniku, pak se vzniklé pricky
protinaji v jednom bodé — Brianchon(v bod. Pro ovéreni toho, Ze se opravdu tyto pricky
protinaji vjednom bodé, vyuZijeme opét funkci Text a zaroven Podminky zobrazeni

objektu. Nejprve napisSeme text: B € IL N JG N HK.
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Obrazek 27: Brianchonova véta — text

Poté zaddme podminku pro zobrazeni tohoto textu, tedy ze bod B lezi na kazdé z pricek:

BelLNJGNHK

€7 Predvolby - Brianchonova_veta_verifikace.ggb
T FE® :
.Bo: * || zakladni Text Barva Pozice Algebra Pro pokrotilé Skriptovani
®oB Podminky zobrazeni objektu
® B, BemaBenaBep
@ C N
Dynamicke barv
®D Y ) Y
®E Cervena:
------ ~@® F 5
________ Zelena:
. ®c
4o ®H Modra:
-~ @1
oy
® K RGB
@ L
Kuzelos
®c Vrstva:: 0 v
Primka
[ ¥ | Vyskakovaci ndpovéda: Automaticky -
< >

=

Obrdzek 28: Brianchonova véta - podminky zobrazeni textu

A po celkovém zdeformovani nasi plvodni elipsy je stéle text viditelny. Tim mizeme

ovérovani Brianchonovy véty shledat za Uspésné dokonéeny. A protoze Brianchonova

véta je dudlni k Pascalové vété, pak bude i jejich dikaz v podstaté stejny, proto jej zde

uvadét nebudeme.
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Obrazek 29: Verifikace Brianchonovy véty
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8 FERMATUV BOD

8.1 Pierre de Fermat

Pfesné narozeni vyznamného francouzského matematika neni pfesné znamé a udava se
mezi roky 1590 — 1608, avSak nejcastéji se datuje na srpen roku 1601. Narodil se
obchodnikovi s kiizemi v mésté Beaumont de Lomagne, a prestoZe nevystudoval viibec
védecky obor, ale pravnickou fakultu, stal se velmi vyznamnou osobnosti ve svété védy,
zejména tedy matematiky. Povolani pravnika jej Zivilo, zatimco matematika pro néj byla
jen konickem a jeho objevy byly zejména pro jeho potéseni. Nezajimal se o penize nebo
sldvu, a proto vydal pouze jediny rukopis s nazvem M. P. E. A. S. — co tyto inicidly podle
Fermata znamenaly, se dodnes nevysvétlilo. Po své smrti jeho nejstarsi syn publikoval
vybér z jeho matematickych a pfirodovédnych dvah, ve kterych se Fermat inspiroval
z Antiky a zejména spisy feckymi matematiky Eukleidem, Archimedem, Apolloniem

a Diofantem [3].

Pro jeho vasen k matematice byva také oznacovan jako genidlni amatér, ktery tvrdil:
,Jsem ochoten s témi, kdo budou si toho prdti, o své vysledky se podéliti, a ucinim tak

bez ctizadosti, jiz vice jsem prost a k niZ ddle mam neZli kdo jiny [4].”

Nejen, Ze Cetl jiz vySe zminénou Pappovu Sbirku, kam si na okraje psal své poznamky, ale
také si dopisoval se znamymi matematiky, jako je napfiklad Wallis, Descartes, Hérigone,
Carcavi a pozdéji také s Pascalem. Posledni dva zmifiovani mu dokonce vydavali jeho

dilo, podminkou vsak bylo, aby nebylo zminéno jeho jméno [4].

Ve své amatérské matematické kariéfe bezprostfedné navazoval na francouzského
matematika Francoise Viéta a na zakladé jeho objev( Fermat poklada zakladni kamen
analytické geometrie a to vyslovenim principu: ,Obsahuje-li rovnice dvé nezndmé
veli¢iny, existuje odpovidajici misto (utvar v roviné) a extrémni bod téchto veli¢in opisuje
caru primou cCi kfivou.” Na zakladé tohoto principu také zobecnuje rovnice o trech

neznamych, kde popisuje ,, mista télesovd“ — trojrozmérné utvary [4].
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8.2 Fermatuv bod

Najdi takovy bod v trojuhelniku, jehoZ soucet vzddlenosti od vrcholii je minimdlni [5].

Fermat(v bod vSak mizZeme hledat pouze v takovém trojuhelniku, jehoz vsechny vnitfni
uhly jsou mensi nez 120°. Pro trojuhelnik s uhlem vétSim nez 120° plati, Ze bod, ve

kterém je soucet vzdalenosti od vrchol(l minimalni, je vrcholem tohoto uhlu [5].

|AXHBXHCX|=12.52

|AF|+BF|+CF|=12.11

Obrazek 30: Fermatiyv bod

Je-li bod X libovolnym bodem trojuhelniku AABC, potom je soucet vzdalenosti
|AX| + |BX|+ |CX| = |AF| + |BF| + |CF]| a plati, ze |AX|+ |BX|+ |CX]| = |AF]| +
|BF| + |CF| pravé tehdy, kdyz X = F, kde bod F je Fermatav bod [5].

8.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Otocime trojuhelnik AAXB kolem bodu B o 60° v kladném sméru. Potom dostavame

AA'X'B, kde je bod A’ obrazem bodu A a bod X’ je obrazem bodu X.
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Obrdzek 31: Fermativ bod - libovolny bod X

Z obrazku 31 je zfejmé, Ze lomend &ara prochézejici body C, X, X', C' ma stejnou délku
jako soucet vzdalenosti vrchold trojuhelnika k bodu X, tedy |AX| + |BX| + |CX|. Proto
si pokladdme otdzku: ,V jakém pfipadé bude tato lomend cdra nejkratsi?” Krivka
|AX| + |BX| + |CX| bude nejkratsi pravé tehdy, kdyZ vytvofime Usecku A'C, z Eeho?
plyne, Ze Fermatlv bod leZi na Useéce A'C. Provedeme-li stejny postup s otolenim

trojuhelniku ACXA o 60° v kladném sméru, potom leZi Fermativ bod na Useéce BC'.
Z toho plyne, 2e F € CA' n BC' [6].

Obrdzek 32: Verifikace Fermatova bodu

Tuto verifikaci mGZeme povaZovat za plnohodnotny dlkaz.
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9 ROUTHOVA VETA

9.1 Edward John Routh

Edward John Routh se narodil 20. ledna 1831 v kanadském mésté Québec, coz je jedina
provincie v Kanadé, kde neni angli¢tina hlavnim jazykem, ale oficidlni jazyk je zde
francouzstina. V jeho 11 letech s rodinou opustil Kanadu a prestéhovali se do Londyna,
kde Edward navstévoval stifedni Skolu University College School. Poté zacal studovat na
univerzité College. Na této univerzité byl pod vlivem britského matematika Augusta de
Morgana, ktery vyslovil zakladni pravidla, formalni logiky (tedy formalni zakony), a ktery
velmi ovlivnil Routhovo pokracovani v matematické kariére. Kdyz absolvoval univerzitu,
nastoupil na vysokou Skolu Peterhouse v Cambridge v roce 1850, cozZ bylo v dobé, kdy
sem nastoupil i James Clerk Maxwell. Ten vSak po dvou semestrech odesel na Trinity
College — tika se, Ze dlivodem bylo, Ze v Routhovi vidél velkou konkurenci, a to se také
nakonec potvrdilo, nebot Edward v roce 1853 dostal Gold Medals for Mathematics and
for Natural Philosophy (Zlatd medaile za matematiku a pfirodni védy). To, Ze byl

opravdovym matematikem, také dokazuje, Ze se stal Senior Wrangler® [20].

Pozdéji se stal patronem vysoké sSkoly Peterhouse a byl jmenovan lektorem na univerzité
College. Byl to velmi inspirativni ucitel a stal se jednim z nejznaméjsich a nejoblibenéjsich
profesorll na univerzité Cambridge, coz také dokazuje, Ze v roce 1862 se z 32 jeho
student(l stalo devatendct z nich Wranglery (sedm z nich bylo mezi nejlepSimi deseti)
a vice nez Ctyricet jeho studentl bylo ocenéno prestizni cenou Smith prize (kterou i on
byl ocenén). Béhem jeho ucitelské profese se stalo Wranglery nékolik stovek

studentl [21].

Nejen, Ze byl skvélym ucitelem, ale také nesmime opomenout jeho védecké prace
a studie, ve kterych pfispél nejen matematickému védéni a zabyval se zejména

geometrii, ale jsou to studie vénované dalSim védeckym oblastem, jako je astronomie,

3 Wrangler je nékdo, kdo promoval s prvotfidnimi zndmkami v matematice na univerzité Cambridge.
Senior Wrangler je ten, ktery mél nejlepsi znamky, nasleduje Second Wrangler a tak déle to pokracuje
v seznamu. Tato metoda klasifikovani student(l se pouzivala do roku 1909, od té doby jsou seznamy
zverejiovany v abecednim poradi. [20]
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dynamika, viny nebo harmonickd analyza. Dokonce se roku 1856 stal zakladajicim
Clenem Londynské matematické spolecnosti. V jeho poslednim vefejném vystoupeni
bojoval za zachovani klasifikovani Senior Wrangler — jeho zruseni se nedozil, protoze

umfel v roce 1907 v Cambrige [20].

9.2 Routhova véta

Je ddn AABC a tfi body A',B',C' po fadé na strandch BC, AC, AB nebo jejich
prodlouzeni. Oznaéime délici poméry bodi A',B',C': k= (BA'C), l = (CB'A),
m = (AC'B). Pak jsou pifimky AA’', BB’ a CC' stranami ADEF (viz obr. 33) tak, Ze
body D,E a F vzniknou prinikem dvojic useéek D € AA' N CC',E € AA' n BB',
F € BB' n CC'. Potom je pomér obsahii trojuhelnikit DEF a ABC dén vyrazem [24]:

IDEF|| (klm — 1)?
lABC| (kl+k+1D(m+1+1D)(mk+m+1)

Obrdzek 33: Routhova véta

9.3 Délici pomér

Nyni si definujeme pojem délici pomér, ktery byl pouzit v definici vySe, a budeme jej
vyuzivat v nasledujici verifikaci. Jedna se o Cislo, které ndm jednoznac¢né udava polohu

bodu na pfimce vzhledem ke dvéma pevné danym bod(im lezicim na této pfimce [35].

Mdme-li tfi rGzné kolinedrni body A, B,C, pak délicim pomérem bodu C vzhledem

k bodim A, B je redlné Cislo A takové, Ze plati:
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|AC|

A=1[(ABO)| = 1BCI

respektive
Cc—-A=A(C-B).

Jestlize bod C leZi uvnitf strany AB, pak je (ABC) < 0 a naopak pro bod C leZici vné
strany AB, pak (ABC) > 0. Je-liC = A, pak je (ABC) = 0 apro C = B neni délici pomér
definovdn, nebot |BC| = 0 a nulou délit nelze [35].

9.4 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Pro tuto verifikaci je potfeba si nejprve v programu GeoGebra definovat délici poméry

|BA!|
lcar’

(dle definice vySe), jak je mame udané v definici, tedy k= (BA'C) =

= (cB'A) = &1

|AB1|’

lAcr|

m = (AC'B) = o

Kdyz mdme délici poméry zadany, pak

zvolime opét funkci Text, kde zaddme rovnici, kterda ndm uddvd pomér obou

trojuhelnikd, od kterého odecteme vyraz z definice pro Routhovu vétu (viz obr. 34).

H [
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

A . em? ¢ | a=2
S / — I> @ @ o x = ‘%’ € Predvolby - Routhova-veta3.ggb
b Algebraické okno X | » Nakresna v illaélE IO: & :
® F=(6.36,0.08) ~
Text Bod Al zakladni Text Barva Pozice Algebra Pro pokrocilé Skriptovani
TextP = "Obsah DEF = 4. oA - -
TextQ = "Obsah ABC =2 ® A Eezpatkov oyl [Maly B [ S
“ L -}
textl = “||DEF||/||AB! e Zaokrouhlovani: b
® texts = “ ”E:ZH -G 203' \frac{|| DEF ||| ABC || Frac{(kim=12K(kl+k+1)(Im+H+1)(mk+m+1)}=|
- od(
Trojuhelnik ®c -
@ P=458 oc [“]LaTeX vzorec ~ ‘ Symboly ~ | Objekty -
@ ez - B N B I
Usecka ®E
® a=6.37 ®F Nahled
® b=72 Text
® c=826 - Text IIDEF|| (kim —1)? -
® d=298 Text [|[ABC|| (kI +k+1)(Im+ 1+ 1)(mk +m+1)
® e=31 text
® =72 ® text!
®f=4 Trojuhe OK Storno
® g=826 ®F
® h=6.37 . Q“
® i=7.33 Usetka
® j=6.17 ®a
® k,=6.08 : b
c
® 1,=298 ®d
® m =31 -®e
® n=4 et Vv
® p=298 < >
Aial

Obrdzek 34: Routhova véta — text
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Abychom méli tento text interaktivni, umoZzfiiuje ndam program GeoGebra vloZit objekt,

kde zvolime moZnost (prdzdné pole) viz obr. 35.

#}
Iecmo' Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
A 1 I NP o | a=2
Dl Pl DO \ = €2 Predvolby - Routhova-veta3.ggb ®
}» Algebraické okno X | » Nakresna "WalEES 9
® F=(6.36,0.08) ~
Text .5°: ~ | zakiadni Text Barva Pozice Algebra Pro pokrotilé Skriptovani
TextP = "Obsah DEF = 4. B =
TextQ = "Obsah ABC = 2 - Bl (Mo ¥ [T K
1 és
textl = *||DEF]||/[|ABt oE Zaokrouhlovani: -
® texts = * % = :":: \frac{||DEF | {||ABC |}-rac{(kim-1'2K(Kl+k+1)(Im+1+1){mk+m+1)}=
o
Trojuhelnik ®c ;
® P=458 ®c [v]LaTeX vzorec = | Symboly~ | Objekty -
® Q=2212 : : + - T (prazdné pole)
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® a=637 eF Nahled A
® b=72 Text C
® c=826 Taxt || DEF|| - (kim A‘E
® d=208 Text [ABCI (K +k+ 1)(Im+1 :EC )
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®f=4 .TI'OJUI’K Gl e OK  Stomo
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® h=637 @2
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®1,=298 ®d
® m =31 o
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Obrazek 35: Routhova véta - vloZeni objektu do textu

Do tohoto prazdného pole zapiSeme rovnici znovu, ale diky této funkci se zde bude
ukazovat pouze vysledné Cislo, které by dle definice pro Routhovu vétu mélo vyjit 0 (viz

obr. 36).

- €7 Piedvolby - Routhova-veta3.ggh X B
THeBES : af
Bod A
~@ A
oA Bezpatkové v Maly vl T K
L -] —
® B Zaokrouhlovani: v
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Zakladni Text Barva Pozice Algebra Pro pokrogilé Skriptovani

BC||}\frac{(kim-1)"2H{(kI+k+1)(Im+l+1)(mk+m+1)}= P/Q—((K*I"m-1)"2)/((K*I+K+1)(I"m+I+1)(m k+m+1)) :
< >
c LaTeX vzorec ~ ‘ Symboly ~ ‘ Objekty ~
+ - m
c \ \ \ | \ \ \ | \
F Nahled
ext 2
Text ||DEF|| _ (klm — 1)
Text |ABC|  (kl+k+ 1)(Im+ 1+ 1)(mk + m+ 1)

text”
® textt
Trojuhe OK  Storno

[ ]

®a
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000080
o
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-ooceoT

Obrdzek 36: Routhova véta - verifikace v programu GeoGebra
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Ve chvili, kdy potvrdime tuto rovnici, ihned se ndm objevi vysledek, ktery nami byl
oCekavan — rovnice je rovna 0. To si také posléze mlZeme ovéfit pohybem bodu
v programu GeoGebra a zjistujeme, Ze se vysledek neméni. Tim povazujeme verifikaci za

dokoncenou.

9.5 Dukaz Routhovy véty

Ddkaz( Routhovy véty je nékolik. V této praci pouzijeme dikaz, ktery zverejnil James
S. Kline a Daniel J. Velleman, ktery uved| profesor Pech v [24]. Budeme tedy vychazet ze

vtahu:

IDEF|| (klm — 1)?

IABC|| (kl+k+D(m+1+1D(mk+m+1)

Obrdzek 37: Routhova véta - dikaz

Potom bodem E vedeme rovnobézky s kazdou stranou AABC (viz obr. 37). Pak mlzeme

rici, ze
HE| _ |BA| _
|EG|  |A'B]
|HE|

odkud dostaneme vztah |EG| = Pak lze na zakladé podobnosti ATHE a AEK]

_k .

vytvorit vztah:
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kJl _JEl _ICB| _
|HE| |EI| |B'A| '

Pak plati: |KJ| =1 - |[HE].
Dale mUZeme fici, Ze plati vztah:
1
IBC| = |BK| + [KJ| + /Cl = [HE| + |KJ| + |EG| = [HE| + - |HE| + - /G|,

tedy:

|HE| _ k
IBC| kl+k+1

Trojuhelniky IHE a ABC jsou podobné a jejich koeficient podobnosti je roven

k
kl+k+1

V takovém poméru jsou tedy i délky vysek na strany IH a AB, z ¢ehoz plyne, Ze obsahy

AABE:AABC = ——.
¢ kl+k+1

Obrdzek 38: Obsahy trojuhelniki ABE a ABC

43



Analogicky lze vytvotit pomér pro obsahy trojuhelnikii BCF a CAD:

IBCFIl 1 lcapll _ m
IABC|| " Im+1+1 & JABC|| mk+m+1

Obrdzek 39: Obsahy trohuhelniki ABE, BCF a CAD
A odtud plyne vztah:

IDEF|| k l m
lABC|| kl+k+1 Im+1+1 mk+m+1
3 (klm — 1)?

S (kl+k+1D(Um+ 1+ D) (mk+m+ 1)

tedy po Upravé nas pavodni vztah, ze kterého jsme vychazeli. Tim je dikaz véty hotov.
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10 CEVOVA VETA

10.1 Giovanny Ceva

Giovanny Benedetto Ceva byl narozen v Milané v habsburském impériu (dnesni Italie),
ale dodnes se spekuluje o tom, kdy presné se narodil. Historikové Fikaji, Ze to bylo mezi
lety 1647-48, avsak nejcastéji se udava datum 1. zari 1647. Vétsina detaill, které vime
o Zivoté tohoto muZe, je zndma z jeho korespondence a z pfedmluv jeho dél. Své
vzdélani ziskal na jezuitské vysoké Skole v Milané a pozdéji studoval na univerzité v Pise,
kde se zabyval zejména matematikou a mechanikou. Po absolvovani této univerzity se
zde stal profesorem matematiky. Vétsinu svého Zivota zasvétil pravé studiu geometrie
a jako prvni velky problém, kterym se zabyval, byl klasicky problém kvadratury kruhu.
Regeni tohoto problému nasel hned nékolik, ale bohuZel véechna byla nespravnd, a tak
na tento problém zanevrel a jiz se jim nezabyval [27]. V dobé jeho pusobeni na
univerzité v Pise nejspiS napsal své prvni dilo De lineis rectis (v prekladu Co se tyce
pfimek. Na zdkladé téchto informaci v tomto dile publikoval svij slavny problém: Cevova
véta, kterym se v této praci budeme ddle zabyvat, a také zde znovuobjevil Menelaovu

vétu [26].

Po svém pobytu v Pise profesné ndasledoval svého otce a prestéhoval se do mésta
Mantova, kde provozoval administrativni praci a byl viceméné zodpovédny za
ekonomiku mésta Mantova. Na matematiku vSak nezanevrel a stale se zabyval jejim
studiem. V té dobé napsal napfiklad dilo Opuscula Mathematica, ve kterém se zabyval
otazkami ryzi geometrie, aplikaci matematiky (zejména v oblasti hydrodynamiky). Poté,
co se ozenil s Cecilia Vecchi a méli spolu asi 7 déti, ukon¢il tuto administrativni praci
a stal se profesorem na univerzité v Mantové, kde vyucoval do konce svého Zivota.
Napsal jesté mnoho dalsich dél, ve kterych se zabyval napfiklad studiem krivek
(paraboly, hyperboly) vyuZivajici nekonecné metody typu, kterou predstavil
Bonaventura Cavalieri, nebo sepsal studie o hydraulice a v neposledni fadé napsal jako
prvni praci z oblasti matematické ekonomie, kde se snazil najit podminky pro rovnovahu

ménového systému [27].
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10.2 Cevova véta

Je dan trojuhelnik ABC a body X,Y a Z po fadé na strandch BC,CA, AB nebo jejich
prodlouzeni. Pak usecky AX,BY a CZ prochdzeji jednim bodem pravé tehdy, kdyz
plati [24]:

|AZ| |BX| |CY| _
|ZB| |XC| |YA|

Obrdzek 40: Cevova véta

10.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Pro verifikaci Cevovy véty opét vyuzijeme funkci Text. Tam zapiSeme vySe zminénou
rovnici, ale protoZe tento program nam umoznuje vytvofrit také tzv. interaktivni text, pak
pomoci VloZeni objektu, kam vlozime vzdalenosti bodl AZ,ZB,BX,XC,CY aYA,

vytvorime interaktivni rovnici, kterd reaguje na zménu (posunuti) bodu (viz obr. 41).
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Obrdzek 41: Cevova véta - vloZeni textu

Pti pohybu bod( tedy pofdd mlizeme konstatovat, Ze jsou tyto poméry rovny jedné, jak

muzeme vidét na obrazku 42.

AZ| |BX| |CY] _

=1
|ZB| |XC| |YA|

Obrdzek 42: Cevova véta - pohyb bodu

Tim zjistujeme, Ze roznasobeni vySe zminénych poméru je opravdu rovno jedné, pokud

se usecky AX,BY a CZ protinaji vjednom bodé. Pravé tuto podminku muizZeme do

verifikace také zahrnout a to tak, Ze zvolime podminky pro zobrazeni objektu, tedy textu

(viz obr. 43).
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Obrazek 43: Cevova véta - podminky zobrazeni textu

Pohybem bodu zjistujeme, Ze text nemizi. Tim mdZeme verifikaci povaZovat za Uspésné

dokoncenou.
10.4 Dlkaz Cevovy véty
Pro tento dukaz vyuzijeme jiz zminény vztah, respektive podminku Cevovy véty:

|Az| |BX| |CY|
|ZB| |XC| |YA|

Vétu lze opét dokdazat nékolika zplsoby a v této praci jsem zvolila dikaz pomoci
tzv. aredIni metody, ktera se zaklada na vyuziti pomér( obsahl trojuhelnikli. V tomto
pripadé lze totiz vyuZzit vlastnost, ktera ndm rika, ze pokud maji dva trojuhelniky stejnou

zakladnu, pak je pomér jejich obsahl roven poméru odpovidajicich vysek [24].

Pak dle obrazku 44 porovname obsahy pomér( obsahl trojuhelnikd v zavislosti na

pomérech vzdalenosti bod( [28]:
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Obrdzek 44: Cevova véta

|AZ| _ Sazc _ Sazm _ Sazc — Sazm _ Sacm

IZBI - SBZC B SBZM - SBZC - SBZM - SBMC

|BX| _ Spxa _ Spxm _ Spxa — Sexm _ Spma

IXC| - SCXA B SCXM a SCXA - SCXM a SCMA

ICY| _ScyB _ Scym _ Scyp —Scym _ Scms

YAl Says  Savm  Savs —Savm  Sams
Po Upravé dostavame vztah:

|AZ| |BX| |CY| _ Sacu Sewa Scus
|ZB| |XC| |YA| SBMC SCMA SAMB

=1.
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11 FEYNMANUV TROJUHELNIK

11.1 Richard Feynman

Richard Phillips Feynman se narodil do Zidovské rodiny v New Yorku (v malém mésté Far
Rockaway) roku 1918. Jesté neZz nastoupil do Skoly, tak se svou pili a zajmem
o encyklopedie naucil zaklady matematiky. Nebyl to vSak clovék, ktery by se zajimal
pouze o jednu védu, proto doma ve své laboratofi provadél fyzikdlni experimenty,
napriklad s elektfinou, a dokonce vyrobil i sv{j vlastni alarm. Studoval Massachusettsky
technologicky institut (MIT) a doktorat sloZil na univerzité v Princetonu. Jeho prvni
velkou laskou, kterou si také vzal, byla Arline Greenbaum. BohuZel jejich $tastny Zivot
netrval pfilis dlouho, nebot Arline méla tuberkuldzu. V té dobé dostal nabidku pracovat
na projektu Manhattan* ve mésté Los Alamos. Avsak na svou Zenu nezapomnél a kazdy
vikend, kdy to bylo mozné, ji navstévoval v sanatoriu, kde v roce 1945 zemrela. Pozdéji

se znovu oZenil s Gweneth Howarthovou, se kterou méli 2 déti — syna a dceru [23].

Po ukonéeni projektu Manhattan, tedy v souvislosti s koncem 2. svétové valky, se vydal
na drahu profesorského povolani. Ihned po skonéeni valky se stal profesorem na Cornell
University, ale pozdéji se prestéhoval do Pasadeny (Kalifornie), kde byl profesorem na
univerzité Cal Tech. Toto obdobi jeho Zivota je pro védecky Zivot velmi pfinosné, nebot
zde vypracoval nespocet kvalitnich a jeho nejlepsSich praci zejména v oblasti fyziky,
napr. vyzkum kvantové elektrodynamiky. To ho dostalo do podvédomi celého svéta,
nebot v roce 1965 obdrZel Nobelovu cenu za fyziku pravé za tento vyzkum. MuizZeme
o ném fici, Ze se stal legendou své doby, stejné tak, jako Albert Einstein, a to diky své
povaze, nebot se nespokojil s vysvétlenim nikoho jiného, ale musel si na vSe pfijit sam
a diky tomu objevil dalsi problémy, nad kterymi si mohl lamat hlavu. Byl nejen skvély
védec, ale také vynikajici pedagog prosluly svym vtipem. Richard Feynman se nezabyval
pouze jednim oborem, ale zabrousil do vSeho, co pro néj bylo zajimavé, coz je v dnesni
dobé jiz vzacnosti. Napriklad maloval ¢i se zajimal o historii, zejména o problematiku
pisma civilizaci, které existovali pfed Kolumbem. Na sklonku svého Zivota jesté proslavil

svou Ulohou ve vySetfovani katastrofy raketopldanu Challenger, kde ukdzal svou

4 Kryci ndzev pro pfisné tajny vyvoj prvni atomové bomby za 2. sv. v. v USA.
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dovednost vysvétlit i ty nejslozitéjsi problémy velmi jednoduchym feSenim. Zemrel ve

svych nedozitych 70 letech (1988) na nékolik vzacnych forem rakoviny [22].

11.2 Feynmanav trojuhelnik

Necht existuje libovolny trojuhelnik v roviné. Jestlize kazdy jeho vrchol spojime
s bodem leZicim v jedné tretiné protilehlé strany, potom trojuhelnik tvoren témito

spojnicemi ma obsah roven jedné sedminé z plivodniho trojuhelniku [25].

Obrdzek 45: Feynmandv trojuhelnik

Tato matematicka véta je, stejné jako jiz zminénda Cevova véta, také specialnim pfipadem
Routhovy véty. Richard Feynman tento problém neobjevil, ale kdyz mu byl predlozen,
tak se ho udajné snazil vyvratit, nebot se domnival, Ze tomu tak neni. Nakonec se mu
podafilo vétu dokdzat pro rovnostranny trojuhelnik. Ackoliv kdyz si uvédomime, Ze
kazdy obecny trojuhelnik muizeme v afinnim zobrazeni prevést na rovnostranny

trojuhelnik, tak zjistime, Ze tuto vétu lIze aplikovat na kazdy trojuhelnik [25].

11.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Nejprve si tedy v programu GeoGebra sestojime obecny trojuhelnik ABC a body
A4, By a Cy, které lezi v jedné tretiné po fadé na stranach BC, CA, AB. Tyto spojnice se

nam protnou ve tfech bodech a vznikne AXYZ (viz obr. 30).
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Kdyz mame trojuhelnik zkonstruovany, pak pomoci funkce Text zapiSeme pomér nové

vzniklého trojuhelniku AXYZ a obecného AABC. Zde ndm program GeoGebra umoznuje

vytvofit rovnici tak, Ze tam muizZeme vlozit objekt (naptiklad délku, obsah apod.), a tim

padem je interaktivni s pohybem bodl v programu (viz obr. 46).

N: -7.44X + 3.56y = -66.96
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f:y=0
f,:-6.143x - 3.600y =0
g,: 6.143x - 3.609y = -17.3(
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k: -3.314x + 3.998y = -19.8¢
13 -3.314x + 3.998y = .9.941
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Obrdzek 46: Feynmandv trojuhelnik - vloZeni interaktivniho textu

Pohybem bodl zjistime, Ze obsahy obou trojuhelnikd jsou stdle v poméru 1:7 (viz

obr. 47), tento fakt ndm neustale ukazuje interaktivni text. Timto mazeme verifikaci

povazovat za dokonéenou.

i:5.26x+ 794y =0
n: -7.44x + 3.56y = -66.96
Pfimka
fiy=0
f:-7.535x -2.519y = 0
g,: -7.535x - 2.519y = -35.9!
ji -3.314x + 3.998y = -20.82
k: -3.314x + 3.998y = -19.8¢
I: -3.314x + 3.998y = -9.941
s: 5.335x + 8.133y = 107.26
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Text
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Obrdzek 47: Feynmandyv trojuhelnik - zména obsahi
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11.4 Dukaz Feynmanova trojuhelniku

V této praci neni vyuZzit klasicky algebraicky dikaz pro Feynman(v trojuhelnik, ale
vizualni dlikaz ,beze slov” podle Rogera Nelsena [29], ktery byl stejné tak, jako verifikace
zpracovan v matematickém programu GeoGebra, kde si nejprve sestrojime Feynman(v
trojuhelnik a poté pomoci soustavy rovnobézek sestrojeny tfi nepravidelné ¢tyruhelniky

(viz obr. 48).

Obrdzek 48: Feynmandyv trojuhelnik - soustava rovnobZnych primek

Soustavou rovnobézek nam také vznikne Sest stejnych trojuhelnikd — tfi vné plvodniho

AABC a tfi uvnitf néj (viz obr. 49). Dalsi kroky pro svou povahu neni tfeba komentovat.

Obsah CB,Z=3.12 Obsah CAP=3.12 .-~

Obsah AYB=312 |

Obsah C,XA=3.12
<

c, /| Obsah C.OB=3.12
v

F0%

Obrdzek 49: Fenymandav trojuhelnik - dikaz
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Obradzek 50: Feynmandyv trojuhelnik - rozdéleni na sedminy

Obsah ZPC =6.23

P

Obsah ZYP =6.23

Obsah XZQ =6.23

Obsah XYZ=6.23 Y

Obsah AXQ =6.23

x\Obsah X0y =623  OPsah OBY=6.23

B

Obrdzek 51: Feynmandav trojuhelnik — dikaz
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12 DESARGUOVA VETA

12.1 Girard Desargues

Osobni Zivot inZenyra a architekta Girarda Desargua také neni ve zdrojich popsan. Vime,
Ze se narodil roce 1591 do bohaté rodiny v té dobé po Pafizi druhym nejvyznamnéjsim
francouzském mésté Lyon. Jeho rodina vlastnila nékolik dom{ a vinic, tudiz mél maly
Girard mnoho moZnosti na dobré vzdélani a mohl si dovolit koupit kazdou knihu, na
kterou si vzpomnél. Byl to on, kdo pfisel s novym pohledem na matematiku, respektive
geometrii, ktera je dnes nazyvana jako ,projektivni“ nebo také ,,moderni“ geometrie.
Jeho prdace astudie byly vjeho dobé znamé, avsak po jeho smrti byly zapomenuty.
Znovuobjevena byla az v 19. stoleti a to diky vété, kterou se v této praci budeme zabyvat:
Desarguova véta. Tuto vétu viak sdm nezverejnil, ale udélal to jeho blizky pfitel Abraham

Bosse v roce 1648 [29].

Desarguova véta je povazovana za Uplné prvni netrividlni vétu v projektivni geometrii,
jelikoz v této tezi neni ani zminka o délkach ¢i uhlech, nybrZz je postavena pouze na

zadkladné vzajemnych vztahl mezi body a prfimkami [36].

Pro francouzskou védeckou spoleénost se stal zajimavym, kdyz v roce 1626 navrhl jeden
vodni projekt v Patizi. Pak si ho totiz vS§iml francouzsky védec Marin Mersenne, ktery ho
pozval do svého kruhu francouzskych védcli a matematikd, ktefi se u néj pravidelné
schazeli. Pozdéji, po Mersennové smrti, se z tohoto okruhu védcl stala Akademie véd.
Zde mél moznost se setkat s nejvétSimi matematiky své doby, jako byl René Descartes,
Pierre de Fermat nebo také otec Blaise Pascala — Etienne Pascal, ktery pozdéji Blaise na
tyto schlizky zacal také brat. To byl nejspiS také jeden z podnétl, pro¢ sepsal své
myslenky a nechal je vytisknout, avSsak mnoho z jeho studii nechal vydat jeho pfitel

Abraham Bosse [31].

Byl to clovék, ktery psal o praktickych oborech jako je napfiklad fezani kament ve
stavebnictvi ¢i o slunecnich hodindch. Nejedna se vSak o Zadnou ucebnici, kde je krok za
krokem vysvétleno, co maji femeslnici délat, nebot je velmi teoreticka, ackoliv byla

opravdu urcena pro femeslniky. Nejvyznamnéjsi jeho dilo bylo to, ve kterém objevil svou
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projektivni geometrii, které Ize volné prelozit jako Hruby ndvrh, jak dosdhnout vysledku
roviny kriZici se s kuZelem. Jeho dilo bylo znovuobjeveno Zaky Gasparda Monge, kdyz

studovali deskriptivni geometrii, kterd se prerodila pravé v projektivni geometrii [31].

12.2 Desarguova véta
Necht mdme dva trojuhelniky AABC a AA'B'C', pro které plati, Ze pFimky
AA',BB’', CC' maiji jeden spoleény bod D. Potom priiseéiky P, Q, R, pro které plati

ABn A'B' e P, ACNnA'C' € Q, BC N B'C' € R, jsou kolinedrni [33].

Obrdzek 52: Desarguova véta

12.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Pro verifikaci vtomto pfipadé vSak vyuzijeme podminku pro zobrazeni objektu, tedy
obdobné jako u Pappovy véty. Nejprve si sestrojime situaci jako na obrazku 52 vyse. Poté

zaddme podminku pro zobrazeni objektu, respektive bodu D (viz obr. 53).
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Obrdzek 53: Desarguova véta - prusecik tri pfimek

Pohybem bodU zjistime, Ze bod D opravdu lezi na praseciku vsech tfi pfimek. Proto

muUzZeme pokracovat ve verifikaci kolinearity bodu P, Q, R.

Nejprve vytvorime pfimku PQ a ndsledné napiSeme pomoci funkce Text: R € PQ.

Obrdzek 54: Desarguova véta — text

Poté opét vyuzijeme funkci Podminky zobrazeni objektu a vlozime podminku (viz

obr. 55).
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Obrdzek 55: Desarguova véta - podminka pro kolinearitu bodu

Pfi pohybu body zjistujeme, Ze text opravdu nemizi a tim mizZeme podminku programu

GeoGebra povaZovat za spravnou. Tim jsme verifikovali kolinearitu tti bod(.

Obrdzek 56: Desarguova véta - verifikace koliearity bodi P, Q, R
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12.4 Dlkaz Desarguovy véty podle Menelaovy véty

K dlkazu tohoto planimetrického problému mlzeme, stejné jako napftiklad u Pappovy
véty, vyuZzit Menelaovu vétu. Vzhledem k trojuhelnikm BCD,CAD a ABD, a jejich
pFickdm A’'B'P, B'C'R, A'C'Q aplikujeme pro kaZzdou dvojici Menelaova vétu:

AP BB' DA’

PB B'D AA
Vynasobenim téchto tfi rovnosti a po zjednoduseni ziskdme rovnici:

BR CQ AP _

RC QA PB
coz, jak ndm rika Menelaova véta, znamena kolinearitu bod( P, Q, R. Tim m{zZeme dukaz

povazovat za dokonceny [33].

12.5 Dukaz Desarguovy véty z trojrozmérného prostoru

Pro jesté lepsi objasnéni tohoto dikazu si ukdzeme dikaz, ktery nam nabizi sama
projektivni geometrie, nebot pokud dokazeme libovolné tvrzeni projektivni geometrie,
pak pro stejné usporadani plati i pro jakoukoliv jinou projekci se stejnym usporadanim.
Tato verze dlikazu je zalozena na dikazu trojrozmérné Desarguovy véty, kde mame dva
dané trojuhelniky na dvou rliznobéznych rovinach (viz obr. 57). Je tedy zfejmé, Ze se zde
jedna o projekci ztrojrozmérného prostoru do dvojrozmérného, tedy vyplyva zde
platnost pavodni véty. Pokud budeme pozorné prohliZet obrazek nize, pak zjistime, Ze
pfimky AB a A'B' leZi na jedné roviné. Jestlize se pohybujeme v projektivni geometrii,
pak také plati, Ze dvé primky, které lezi na stejné roviné, se musi protnout, tedy
P € AB n A'B’. Analogicky plati, 26 Q € ACNA'C' a R € BC N B'C'. To znamen3, Ze

body P, Q, R leZi na prodlouZenych stranach AABC a AA'B'C’, tedy leZi na jedné roviné.
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A protoZe jsou roviny riznobézné, pak je ziejmé, Ze musi lezet na prlsecnici obou rovin,

tedy body P, Q, R leZi na jedné pfimce. Tim je dlikaz hotov [37].

Obrdzek 57: Desarguova véta v prostoru
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13 NAPOLEONOVA VETA

13.1 Napoleon Bonaparte

Napoleon Bonaparte se narodil v srpnu roku 1769 na ostrové Korsika a zemftel v exilu na
ostrové Svatd Helena poté, co prohral bitvu u Waterloo. Tento ,,maly velky muz“, jak je
¢asto nazyvdn, je zndmy nejen svou vojenskou genialitou, kterou projevoval zejména
v bitevni strategii, a tim, Ze byl francouzsky cisaf, byl to vSak také skvély student
matematiky. Studoval na francouzské skole ve mésté Brienne, kde se zabyval algebrou,
trigonometrii a geometrii. Na zdkladé jeho zajmu o matematiku a jeho vynikajicich
vysledkd v tomto sméru byl pfijat na vojenskou skolu v Pafizi, ackoliv jeho schopnosti
v ostatnich predmétech byly pridmérné. Béhem egyptského vojenského taZeni byl
Bonaparte doprovazen mnoha vzdélanci, a to jak matematiky, tak chemiky, pedagogy Ci
stavebnimi inZenyry. Mezi témito vzdélanci byl napfiklad vyznamny matematik Gaspard
Monge nebo Joseph Fourier. Poté, co se z tohoto tazeni vratil, stal se hlavou Francie
a provedl mnoho reforem. A aby Francie fungovala, jak si pfedstavoval, tak do své viady
dosadil pravé vzdélance, ktefi ho doprovazeli na taZzeni, tedy Monge, Fourier ¢i Laplace,
ktefi méli zajistit reformu Skolstvi, vytvofit nové Skoly, kam méli zaméstnat ty nejlepsi
ucitele. Ale také prepracovat kurikulum 3Skol tak, aby byl kladen vétsi dliraz na
matematiku. Kolem Bonaparta se zacala schazet skupina matematik(, ktefi spolu
konzultovali veskeré matematické problémy. V této skupiné byl napftiklad jiz vyse

zminovany Pierre Simon Laplace ¢i Joseph Louis Lagrange [32].

V této kapitole se budeme zabyvat vétou, kterd je pfisuzovana pravé slavnému
Napoleonovi Bonapartovi. AvSak i presto, Zze byl povazovan za skvélého studenta
a dobrého matematika, tak dodnes neni jisté, zda mél dostatek védomosti a €asu
k tomu, aby tuto vétu byl schopen dokazat a zda byla matematika na takové Urovni, aby

ji Napoleon znal [24].
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13.2 Napoleonova véta

Nad stranami libovolného trojuhelnika sestrojme rovnostranné trojuhelnik (vSechny

vné nebo dovnitF). Potom stfedy téchto rovnostrannych trojuhelniki (napfF. téZisté)

tvofi rovnostranny trojuhelnik [24].

*p

Obrazek 58: Napoleonova véta

13.3 Verifikace pomoci programu GeoGebra

Verifikace tohoto dlkazu v matematickém programu GeoGebra je velmi jednoduchy.
Nejprve zkonstruujeme libovolny trojuhelnik ABC a nad kaZdou stranou tohoto
trojuhelnika sestrojime rovnostranné trojuhelniky (pomoci funkce Pravidelny
mnohouhelnik). ProtoZe potifebujeme sestrojit stfedy téchto nové sestrojenych
téznic. Tim nam vzniknou body R, S, T a jejich spojenim ARST . Jednoduse pak Ize pomoci

funkce Uhel zmé¥it Ghly v tomto trojuhelniku pomoci tii bodd (>SRT, RTS, *TSR).
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€2 Napoleonova_veta.ggb

b Algebraické okno
Bod
® A=(8.52,266)
® B=(3.8,-0.06)
® C=(13.08,-3)
G = (6.16, 1.3)
H = (6.16, 4.02)
1= (4.85, -4.81)
J=(8.44, -1.53)
K, = (10.8, 0.17)
L=(12.11,3.22)
® R=(5.37, 2.66)
® S=(7.59,-4.21)
® T=(12.43,1.15)
MnohoUhelnik
- @ mnohotihelnik1 = 12.85
-~ @ mnohouhelnik2 = 41.03
@® mnoholihelnik3 = 22.88
Trojuhelnik
@® mnohotihelnik4 = 22,57
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@ a=60°
- ® p=60°
@ y=60°
Usetka

a=843
b=8.43
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d=6.29
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Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

k] A~ U Dl el ol £ =]«

> N&| & Ohel

A

4% Uhel dané velikosti

-
cm ' S
/ Vzdalenost
cm?
pd Obsah
/A/ Spad
{1.2} Seznam

aib Vztah mezi objekty

E'y Kontrola funkce

Kdyz zobrazime hodnotu Uhlu, zjistime, Ze vSechny Uhly jsou rovny 60°, tedy mlzeme

60° (viz obr. 60).

konstatovat, Ze je trojuhelnik rovnostranny. Pfi pohybu bodd AABC zUstdvaji uhly rovny

Obrdzek 59: Napoleonova véta - méreni uhli v trojuhelniku

Obrdzek 60: Napoleonova véta - verifikace
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13.4 DlOkaz Napoleonovy véty

MozZnosti, jak tento planimetricky problém dokazat je hned nékolik. My si zde ukazeme
geometricky ddkaz vyuzivajici shodného zobrazeni a vyuZijeme otoceni dvou stran

Napoleonova trojuhelniku.

Nejprve provedeme otoceni strany RS o 30° v zaporném sméru okolo bodu B. Tak
vznikne strana R'S’, pro kterou plati, Ze S € BP a R € BA, nebot miZeme konstatovat,
ze *RBA = »SBP = 30°. Nasledné provedeme otoceni strany T'S opét o 30°, tentokrat
ve sméru kladném okolo bodu C. Tim ndm vznikd strana T'S”, pro kterou plati, Ze
S"" € CP aT' € CA, nebot miZeme konstatovat, 7e *TCA = »SCP = 30° (viz obr. 61)
[34].

®
b
/

Obrdzek 61: Napoleonova véta - otoceni stran

Nebot vime, Ze v rovnostranném trojuhelniku je vzdalenost vrcholu od jeho tézisté rovna

3 . . , oy v oy ,
p= \/3—_ délce strany trojuhelniku, potom muizeme fict, Ze plati:
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IBR'| _|BR| _

1BA| ~ 1BA] "
BS'| _IBS|
BP| ~ |BC| ¥
cr'l et
ical —jcal P
sl les|
icp| —1cB] P

Pak miZeme konstatovat, 76 ABAP ~ ABR'S’ a ACAP ~ ACT'S", z éeho? plyne, Ze
R'S" I T'S" || AP. Déale také plati, Ze |R'S’| = p|AP| = |S"'T|. Pak uz je tedy zfejmé, Ze
|RS| = |TS| a tyto strany spolu sviraji uhel 60°. Tim jsme dokazali, Ze ARST je

rovnostranny [34].
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14 ZAVER

Planimetrické problémy v matematice jsou =zdleZitosti jiz pradavnou, avsak
matematikdm drivéjsich dob trvalo celé mésice, ba dokonce roky, nez se jim je podafilo
dokdzat. V dnesni dobé pocitacd a Internetu se ndm mohou zdat tyto problémy jako
velmi snadné az primitivni. AvSak dnes si nedokdzeme predstavit, kolik prace za témito
dlkazy stoji, nebot si mizeme béhem nékolika minut vytvofit viceméné kazdy tento
problém v dynamickém matematickém programu, jako je napfiklad GeoGebra, a ovéfit
si jeho spravnost a tim i to, zda se vydavdme spravnou cestou. V dnesni dobé tedy
mlzZeme jen obdivovat drivéjsi vzdélance, a to nejen matematiky, jak se dokazali
vyporadat stak slozitymi uUkoly, jako jsou napfiklad vySe zminéné problémy
z planimetrie. Vétsina z téchto vét byla znama jiz pfed tim, nez se jim dany matematik

zaCal zabyvat a neZ je nakonec dokazal a byl po ném dany problém pojmenovan.

Touto praci Vas chci také seznamit nejen o planimetrii a dikazech rdznych vét, alei s tim,
kdo dany problém dokazal, zda to byl matematik, nebo pravnik a Ze to muze byt uplné

obycejny ¢lovék, jako kdokoliv koho potkate na ulici.

Tato prace je postavena na praci s dynamickym programem GeoGebra, ktery je nejen
zdarma dostupny na Internetu, ale také se jednd o program, se kterym lze jednoduse a
intuitivné pracovat. Mym cilem bylo ¢tenafe seznamit s timto programem, kde si pomoci
této prace mlze také vyzkouset konstrukci danych problém( a jejich naslednou
verifikaci. To je také velmi vhodné do vyucovani, nebot vizualni podpora vyuky
napomahd k lepSimu zapamatovani uciva a zejména k jeho pochopeni, ale je dulezité

vybrat vhodny planimetricky problém pro urcitou studijni skupinu.
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