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ABSTRAKT

Tato diplomova praca sa zaoberd aproximaciou dopravného oneskorenia v Casovo in-
variantnych systémoch. V praci si prezentované zobecnené Laguerrove funkcie a ich
vlastnosti. Nasledne je ukdzana aproximacia Diracovho impulzu pomocou tychto funk-
cii a je popisana volba volnych parametrov. Ziskané vysledky st vyhodnotené pomocou
energie. V zaverecCnej Casti prace st porovnané aproximacie pomocou jednoduchych a zo-
becnenych Laguerrovych funkcii na vybranych systémoch.
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ABSTRACT

This final thesis deals with the approximation of time delay in time invariant systems.
First, the generalized Laguerre functions and their characteristics are presented. After
this, the approximation of the Dirac delta function with the help of these functions is
shown. Also, the choice of the free parameters is discussed and the results are evaluated
with the help of energy. In the final part of the thesis, the approximations of systems
with generalized and simple Laguerre functions are compared.
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Uvod

Systémy s dopravnym oneskorenim sa vyskytuju v literatire uz niekolko rokov. Do6-
vodom je, Ze tato problematika je pritomna v réznych oblastiach vyskumu. Casové
oneskorenie signalu je v mnohych pripadoch neziadice, pretoze stazuje pracu so sys-
témom. Z toho dévodu moézeme dopravné oneskorenie aproximovat. Tymto sposo-
bom dokéazeme systémy jednoduchsie namodelovat a ulah¢if dalsiu pracu s nimi.
Cielom diplomovej prace je ukazat moznosti aproximacie LTT SISO systémov
s dopravnym oneskorenim pomocou zobecnenych Laguerrovych funkcii. V rameci
tejto prace si popisané tieto funkcie matematicky a je ukédzany vplyv volnych pa-
rametrov na ich chovanie. Dalsia kapitola obsahuje aproximéciu idedlneho systému.
Su tu odvodené potrebné vztahy a vysledky st prezentované graficky. Nasledujica
cast prace je venovand najdeniu optiméalnych hodnét volnych parametrov. K tomu
si pouzivané dve ndhrady Diracovho impulzu. V dalsej kapitole sii vyhodnotené
aproximéacie idealneho systému pomocou energie. Po odvodeni potrebnych vztahov
je ukazand zavislost energie na volnych parametroch. Poslednou sicastou prace je
aproximéacia vybranych systémov jednoduchymi a zobecnenymi Laguerrovymi fun-
kciami. Kapitola je doplnena grafickymi ukazkami, vysledky st vyhodnotené pomo-

cou kvadratického kritéria.
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1 Zobecnené Laguerrove Funkcie

1.1 Zobecnené Laguerrove polynéomy

Zobecnené Laguerrove polynémy su rieSenim Laguerrovej rovnice

zy’(z) + (@ +1— )y (z) + my(z) =0 (1.1)

Tieto polynémy patria medzi klasické ortogondlne polynémy a st dané vztahom [1],

[2]:

) () = i(—w"(m y O‘) il 12)

—nlnl’
o m—mn) n!

kde m =0,1,...; a > —1; x € RT, parameter « je rdd zobecnenia.

1.2 Zobecnené Laguerrove funkcie

Zobecnené Laguerrove funkcie dostaneme zo zobecnenych Laguerrovych polynémov

tak, ze ich vynasobime odmocninou z vdhovej funkcie [1], [2]:

w'Y(z) = z% 7. (1.3)

Nésledne aplikujeme substiticiu x = ot (kde 0 ma vyznam Casovej mierky a plati

o > 0) a vyraz vynasobime normalizacnou konstantou [1], [2]

om/!
Fm+a+1)

kde I'(m+a+1) je gama funkcia. Nédsobenie normaliza¢nou konstantou znamena, ze

(1.4)

vysledné zobecnené Laguerrove funkcie st ortonormaélne (tato vlastnost je overend

v kapitole 1.3). Ako vysledok dostaneme zobecnené Laguerrove funkcie [1], [2]:

o [ oml e ma) o)
A (31) F(m—l—oz—l—l)nz::(]( 2 <m—n nl o (15)

Vo vyraze 1.5 t znaci ¢as, plati t > 0, m je rad funkcie (m = 0,1,...). Tieto funkcie
maju dva volné parametre, ktoré si rad zobecnenia « a ¢asova mierka o. V pripade,
ze a = 0, rovnica 1.5 sa zjednodusuje na jednoduché Laguerrove funkcie (znacime
ich A\, (0;t)).

Na nasledujicom obrazku (¢erpané z [2]) s znazornené zobecnené Laguerrove

funkcie pre nizke rady (m =0,1,2,3).

12
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Obr. 1.1: Zobecnené Laguerrove funkcie pre rozne rady, m =0,1,2,3;a = 14;0 = 3

Pre generovanie funkcii nizkeho radu v programovom prostredi Matlab staci po-
uzivat vztah 1.5. Pre vysoké rady (priblizne pre m > 60) tento vyraz prestane

fungovat. Dévodom je, Zze hodnota kombinacného ¢isla

(gjg) (16)

je prilis velkd a Matlab toto ¢islo zaokrithluje. Riesenim tohoto problému je pouzi-
vanie rekurzivneho vztahu pre vypocet zobecnenych Laguerrovych polynémov [3],
[4] -

(@) 2m+1+a—ot)llY(o;t) — (m + ) l,(qffll(a; t)

m1(03t) = o : (1.7)

Vztah 1.7 musime vynésobit odmocninou z vahovej funkcie a normaliza¢nou kon-

stantou 1.4 aby sme zo zobecnenych Laguerrovych polynémov dostali zobecnené

Laguerrove funkcie:

A ;) = oo ml 7 et (2m + 14 a — ot) I (031) — (m+ @) i) (o)
mAT N T(m 4 a+ 1) m+ 1

(1.8)

13



K aplikacii tejto rovnice potrebujeme poznat prvé dva zobecnené Laguerrove poly-
nomy [3], [4]: l((]a) = 1,l§a) =1+a—ot.

Pouzitim vyrazu 1.8 sa vyhybame zaokrihlovacim chybam, pretoze neobsahuje
vyssie spomenuté kombinacné cislo. Je ale dolezité pochopit, ze vztahy 1.5 a 1.8 st
ekvivalentné.

Na nasledujicom obrazku vidime zobecneni Laguerrovu funkciu pre vyssi rad
(m = 60).

25

1.5

A9ty

A A
YRRV,

0 2 4 6 8 10
t

Obr. 1.2: Zobecnena Laguerrova funkcia pre rad m = 60;a = 1;0 = 30

Z obrazkov 1.1 a 1.2 je zrejmé, zZe zobecnené Laguerrove funkcie konverguju
k nule pre ¢ bliziace sa k nekoneénu. Dalsou délezZitou vlastnostou tychto funkeif je,
Ze s rasticim radom rastie pocet nulovych bodov. To znamend, ze rad m+ 1 pretina
nulovi osu o jedenkrat viac ako rad m. V dalSej casti prace ukazeme, Ze zobecnené

Laguerrove funkcie generované pomocou vztahu 1.8 st navzajom ortonormalne.

14



1.3 Overenie ortonormalnosti generovanych zobecne-

nych Laguerrovych funkcii

Dve funkcie f(t) a g(t) su ortogonalne na intervale (0;00) ak ich skalarny sicin je
nulovy [5]:

S0,9(0) = [ 7Byt =o. (1.9)

V pripade, ze plati aj

[ir@rae= 1o ae=1, (1.10)

funkcie f(t) a g(t) su ortonormalne. Vo vyraze 1.10 |f(¢)| zna¢i absolitnu hodnotu
funkcie f(t). Pretoze zobecnené Laguerrove funkcie maju len redlne hodnoty, vypocet

absolutnej hodnoty mozeme zanedbat. Zo vztahu 1.10 dostaneme:

7f2(t)dt = 792(t)dt =1. (1.11)

Pre zobecnené Laguerrove funkcie mézeme rovnice 1.9 a 1.11 zhrnat nasledujticim

sposobom:

o) 1 _
/)\g,‘j)(a; DA (g t)dt = me=n (1.12)
) 0, m#n

Pomocou rovnice 1.12 vytvorime v Matlabe maticu ortogonality aby sme overili
spravnost numerickych vypoctov. Integral nahradime funkciou trapz(), pre hornt
hranicu tohto integralu potrebujeme zvolif dostatocne velké ¢islo. Dévodom je, ze
zobecnené Laguerrove funkcie konverguju k nule pre t bliziace sa k nekonec¢nu.
Pre funkciu na obr. 1.2 stacia hodnoty od ¢ = 10 (véié¢sie hodnoty t pridavaju na-
roky na vypocet a na presnost maji minimalny vplyv). Program je k dispozicii v
skripte OrthMatrix.m, zobecnené Laguerrove funkcie su reprezentované vektormi
vypocitanych hodnot podla vztahu 1.8.

Tabulka 1.1 ukazuje maticu ortogonality do rddu m = n = 6. Vidime, ze ¢isla
na hlavnej diagondle (m = n) sa blizia k jednotke a ¢isla mimo hlavnej diagonély
(m # n) su takmer nulové. Chyby st sposobené konecnym integrac¢nym krokom
a rychlym zvlnenim zobecnenych Laguerrovych funkcii pre malé ¢asové hodnoty.
Presnost vysledkov sa da zvysit tym, ze funkcie vypocitame s jemnejsim krokom.
Tymto sposobom predizime vektory, ktoré reprezentuji zobecnené Laguerrove fun-

kcie. Pre vytvorenie tabulky 1.1 boli pouzité vektory s dlzkou 10 000.
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Tab. 1.1: Matica ortogonality do radu m =n =6

0 1 2 3 4 ) 6

0,9998 | -0,0002 | -0,0003 | -0,0003 | -0,0004 | -0,0004 | -0,0004
-0,0002 | 0,9997 | -0,0004 | -0,0005 | -0,0005 | 0,0006 | 0,0006
~0,0003 | -0,0004 | 0,9995 | -0,0006 | -0,0007 | -0,0007 | -0,0008
~0,0003 | -0,0005 | -0,0006 | 0,9993 | -0,0008 | -0,0008 | -0,0009
~0,0004 | -0,0005 | -0,0007 | -0,0008 | 0,9992 | -0,0009 | -0,0010
-0,0004 | -0,0006 | -0,0007 | -0,0008 | -0,0009 | 0,9990 | -0,0011
-0,0004 | -0,0006 | -0,0008 | -0,0009 | -0,0010 | -0,0011 | 0,9988

| O =W N+~ |O

Odchylku matice ortogonality od jednotkovej matice mdézeme charakterizovat
dvomi ¢islami: maximélnou odchylkou od jednotky na hlavnej diagondle a maxi-
malnou odchylkou od nuly mimo hlavnej diagonaly. V Matlabe tieto premenné si
oznacené errorl a error(. Pre maticu ortogonality do radu m = n = 6 maji hodnoty
error! = 0,0012 a error0 = 0,0011.

Aby sme dosiahli vyssiu prehladnost, maticu ortogonality mdzeme zobrazovat
ako obrazok. Tymto spdsobom mézeme vykreslit maticu pre vyssie rady. To vidime
na obrazku 1.3, kde fialovou farbou st zobrazené hodnoty mimo hlavnej diagonély.
Pre rad m = n = 100 tieto ¢isla su v intervale [—0,0077; —0,0002]. Pretoze na ob-
razku tmavsou farbou st zobrazené mensie ¢isla, plati, ze ¢im tmavsia je farba, tym
véacsia je odchylka od nuly. Hodnoty na hlavnej diagonale st zobrazené zelenou far-
bou a pohybuji sa v intervale [0,9923;0,9998]. Pre tieto ¢isla tak isto plati, ze ¢im
tmavsou farbou st zobrazené, tym vacsia je ich odchylka od jednotky (odchylky st
v intervale [0,0002; 0,0077]).
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Obr. 1.3: Matica ortogonality do radu m = n = 100

1.4 Vplyv volnych parametrov na zobecnené a jedno-

duché Laguerrove funkcie

VoIné parametre zobecnenych Laguerrovych funkcii st rdd zobecnenia o a casova
mierka o. Na obrazku 1.4 vidime vplyv a pre rad m = 5. Je zrejmé, Ze rastica «
posunie funkciu doprava na ¢asovej osi. Dalsie vplyvy zvysenia tohto parametru s
pokles amplitidy a rozsirovanie jednotlivych vin. Obrazok 1.5 zndzoriiuje vplyv pa-
rametru o. VSimneme si, Ze modry priebeh je totozny s modrym priebehom z obr. 1.4
z dovodu Tahsieho porovnania. Vidime, zZe s rastiicou ¢ ma funkcia uzsie viny a vys-
siu amplitidu. Tieto zmeny st v stlade s tym, Ze znazornené zobecnené Laguerrove
funkcie st normalizované.

Pretoze v dalsich ¢astiach prace budeme pouzivat aj jednoduché Laguerrove funk-
cie, ukdzeme na nich vplyv parametru o. Pripomenieme, zZe pre tieto funkcie o = 0,
takze majui len jeden volny parameter. Z obrazku 1.6 vidime, Ze situacia je podobna
ako v pripade zobecnenych Laguerrovych funkcii. Rasttici volny parameter o ,stlaci“
tieto funkcie (maju uzsie vlny a vyssiu amplitadu).

Z obrazku 1.6 je dalej zrejmé, zZe jednoduché Laguerrove funkcie nezacinaju

od nuly, to je najvacsi rozdiel oproti zobecnenym funkciam.
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Obr. 1.6: Zmena parametru o - jednoduché Laguerrove funkcie
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2 Aproximacia Diracovho impulzu pomocou
zobecnenych Laguerrovych funkcii

V predchadzajtcej casti prace sme sa zoznamili so zobecnenymi Laguerrovymi funk-
ciami. Tato kapitola sa zaobera aproximaciou impulzovej charakteristiky idealneho

systému, ¢comu odpoveda Diracov impulz.

2.1 Zakladné vztahy k aproximacii pomocou zobec-

nenych Laguerrovych funkcii

Laguerrove funkcie v ¢asovej doméne tvoria ortonormalnu bézu v priestoru L? [6].
Z toho vyplyva, ze kazdu funkciu f(t) € L? dokdZeme vyjadrit s ich Laguerrovou

radou pomocou nasledujiicej rovnice [6]:

o

=>(f ), X (g 1) )ND (1), (2.1)

m=0
Vo vyraze 2.1 {f(t), \9)(o;t)) znaci skalarny sic¢in funkcie f(t) a zobecnenej Lagu-
errovej funkcie A (o) [6]:

(F@),\Y(a:1)) 7f IAND (5 t)dt. (2.2)

Skaldrny stéin (f(t), A\ (o)) v rovniciach 2.1 a 2.2 nie je ni¢ iné ako Laguerrovo
spektrum signdlu f(t). Pre jednoduchost spektrum oznaé¢ime ako C,,. Rovnicu 2.1

mozeme pisat vo tvare

f(t) = fj Con A (g:1). (2.3)

m=0
2.2 Aproximacia idealneho systému s dopravnym one-
skorenim

Impulzova charakteristika idealneho systému je reprezentovana Diracovym impul-
zom 0(t). Spolu s dopravnym oneskorenim dostaneme 6(t — T"), kde T je dopravné

oneskorenie. Pre aproximaciu vyuzijeme vztah 2.3 a dostaneme nasledujicu rovnicu:

S(t—T) = fj Co XD (o: ). (2.4)

m=0
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Nésledne pre (), dosadime skalarny sucin podla rovnice 2.2. Z vyrazu 2.4 dostaneme

S(t—T) = io (76(t — T)AY (g t)dt) A (g:1). (2.5)

Vsimneme si, Ze v integréle nasobime zobecnent Laguerrovu funkciu s posunutym
Diracovom impulzom. K zjednoduseniu tohto stc¢inu vyuzijeme filtra¢nti vlastnost
Diracovho impulzu [7]:

o0

/ 5(t — T)f(t)dt = f(T). (2.6)

—0o0

Pomocou vztahu 2.6 pre zobecnené Laguerrove funkcie ziskame:

75(t —T)AD(g;t)dt = N (0; T), (2.7)

kde A (g; T) je hodnota zobecnenej Laguerrovej funkcie v bode T' (T je dopravné

oneskorenie). Pomocou tohto vztahu upravime vyraz 2.5 a dostaneme

t—-T)= i A (a: TIAY (g3 ). (2.8)

Z rovnice 2.8 vyplyva, ze Laguerrovo spektrum Diracovho impulzu je

Crn = A9 (a: 7). (2.9)

Pre numericky vypocet v Matlabe rovnicu 2.8 pouzivame vo tvare

M
5t —T)~ 3 N T)ND (o). (2.10)
m=0

Rozdiel medzi rovnicami 2.8 a 2.10 je to, Ze nekone¢no sme nahradili premennou M,
ktora urcuje rad aproximéacie. Na nasledujiicom obrazku je ukazka aproximovaného
Diracovho impulzu ziskaného pomocou vztahu 2.10.

Hodnota dopravného oneskorenia na obrazku 2.1 je T' = 2. Vidime, ze v tomto
bode mé aproximovand funkcia maximum, jej tvar sa blizi k tvaru Diracovho im-
pulzu. Vysledna funkcia na obrazku 2.1 nie je nic¢ iné, ako sucet zobecnenych Lagu-
errovych funkeii, ktoré st vynasobené vhodnou vdhou (rovnica 2.10). Aproximéacia
zavisi na troch parametroch, ktoré si M, a a o. Pri zobecnenych Laguerrovych
funkcii m znad¢i rad funkcie, v tomto pripade M je rad aproximacie. Toto mozeme
chapat aj tak, ze s¢itame M +1 (od 0 do M) funkcii k tomu, aby sme ziskali hladant
aproximaciu. Vyznam dalsich dvoch parametrov je nezmeneny: « je rad zobecnenia
a o je casova mierka pre zobecnené Laguerrove funkcie, ktoré boli pouzité k ap-
roximacii. V dalSej kapitole bude podrobnejsie popisany vplyv tychto parametrov

na aproximaciu.
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Obr. 2.1: Aproximdcia Diracovho impulzu (M = 100, « = 10,0 = 20)

2.3 Vplyv parametrov zobecnenych Laguerrovych fun-
kcii na aproximaciu

Ako to uz bolo spominané v predchadzajicej kapitole, aproximacia pomocou zo-
becnenych Laguerrovych funkcii zavisi na parametroch M, a a . Najprv ukazeme
vplyv zmeny radu M. To je znazornené na obrazku 2.2. Je zrejmé, ze tvar aproxi-
movanej funkcie pre vyssi rad je blizsie k tvaru Diracovho impulzu. Tento priebeh
ma ale vacsie kmity a konverguje k nule pomalsie ako aproximacia nizsieho radu.
Zvolené rady pre vykreslenie obrazku 2.2 s pomerne nizke, aby vysledné funkcie
boli dostatocne rozlisitelné.

Vplyv volnych parametrov a a ¢ na aproximaciu uz nedokazeme jednoznacne
predpovedat. Dovodom je, ze k aproximacii s¢itame zobecnené Laguerrove funkcie
a nevieme presne urcit, ze po zmene casovej mierky alebo radu zobecnenia vysle-
dok bude lepsi alebo prave naopak. Na nasledujtcich obrazkoch ukazeme, ze vplyv
parametrov « a ¢ je aj navzajom zavisly.

Na obr. 2.3 vidime zmenu parametru « pre o = 6, velkost dopravného oneskore-

nia je T' = 2. Délezitym rozdielom medzi dvoma priebehmi je, ze ¢erveny (a = 30)
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Obr. 2.2: Porovnanie aproximécie pre rézne rady, T = 2

m4 nizsiu hodnotu v bode T'. Dalej plati, Ze tento priebeh konverguje k nule pomal-
sie, nez priebeh s mensou a. To je sposobené tym, Ze parameter a posiva zobecnené
Laguerrove funkcie doprava na ¢asovej osi a tym je posunuté aj vysledna aproximacia
s vacsou hodnotou a.

Ak si pozrieme na obr. 2.4 vidime, Ze ¢erveny priebeh ma vyssiu hodnotu v bode
T ako modry. Vsimneme si, Ze hodnoty « st nezmenené oproti predchadzajicemu
obrazku (2.3). Jediny parameter, ktory sa zmenil je o. To znamend, Ze zvysSenie
hodnoty ¢ zmenil vplyv a. To je sposobené vplyvom parametru ¢ na zobecnené

Laguerrove funkcie, ¢o sa vo vyslednych aproximaciach prejavuje podobne, ,stlac¢i®
ich.
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Obr. 2.3: Vplyv parametru a pre ¢ = 6
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Obr. 2.4: Vplyv parametru a pre o = 30
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2.4 Dopravné oneskorenie a ¢asova mierka

Ak este raz porovname obrazky 2.3 a 2.4 vidime, Ze priebehy na druhom obrazku si
blizsie k tvaru Diracovho impulzu. To je sposobené zvysenim parametru o. To ale
neznamena, ze vicsia o vzdy zlepsuje aproximaciu. Na obrazku 2.5 vidime priklad,
ktory demonstruje toto tvrdenie.

To, Ze preco zhorsuje aproximéaciu prilis velkda hodnota parametru o dokazeme
odbévodnit ak sa vratime ku kapitole 1.4. V tejto casti prace je popisany vplyv
volnych parametrov na zobecnené Laguerrove funkcie. Z obrazku 1.4 je zrejmé, ze
vy$sia hodnota o ,stlaci tieto funkcie (konverguji k nule rychlejsie). Dalej vieme, 7e
aproximéacia Diracovho impulzu je stucet zobecnenych Laguerrovych funkcii. Z toho
vyplyva, ze ak postupne zvysujeme hodnotu parametru o, dokdzeme dosiahnuf, ze
funkcie budi mat nulovi hodnotu v bode T'. Takéto zobecnené Laguerrove funkcie
ale zhorsuju aproximéciu. Dovodom toho je, Ze hodnota oneskoreného Diracovho
impulzu je vsade nulova okrem bodu dopravného oneskorenia. Takze Laguerrova

funkcia, ktora ma nulovia hodnotu v bode T" neprida nic¢ uzito¢ného do aproximacie.

7 |
—M=30,0=30,aa=10
6 ——M=30,0=60,a=10 [

(t-T)

apr

t
Obr. 2.5: Rozne hodnoty c¢asovej mierky o

7 predchadzajtcej uvahy dalej vyplyva, ze pre vacsie hodnoty dopravného one-
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skorenia bude vhodnejsia mensia o. Plati ale to, Ze ¢im vécsie je dopravné onesko-
renie, tym horsia je vysledna aproximacia (pre tie isté parametre). Toto ukézeme
na obrazku 2.6. Vidime, Ze cerveny priebeh s dopravnym oneskorenim 7' = 4 je
vyrazne horsi ako modry pre T' = 2. Tuto vlastnost dokazeme vysvetlit tym, ze
di7ka zobecnenych Laguerovych funkeif rastie s rastticim rddom (obsahuju viac vin
a konverguji pomalsie k nule). To znamend, ze pre vicsie hodnoty dopravného one-
skorenia funkcie nizsieho radu su prilis kratke, maji nulovii hodnotu v bode T'. Pre
také zobecnené Laguerrove funkcie opét plati, Ze nepridavajui ni¢ uzitocného do vys-
lednej aproximacie. Situacia je podobnd, ako pre prilis velké hodnoty parametru

ag.
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Obr. 2.6: Porovnanie aproximécii pre rézne hodnoty dopravného oneskorenia

2.5 Aproximacia Diracovho impulzu jednoduchymi La-

guerrovymi funkciami

Doteraz k aproximacii Diracovho impulzu sme pouzivali zobecnené Laguerrove funk-

cie. Pre uplnost ukdZeme aproximéciu aj jednoduchymi Laguerrovymi funkciami,
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pre ktoré a = 0. To vidime na obrazku 2.7 pre rozne hodnoty parametru o. Je
zrejmé, ze zmena casovej mierky ma podobny vplyv na vysledné aproximacie ako
v pripade zobecnenych funkcii. To vyplyva aj z kapitoly 1.4, kde sme popisali vplyv
volnych parametrov na Laguerrove funkcie.

Ak si porovname obrazok 2.7 s predchddzajicimi, na prvy pohlad nevidime
ziadny podstatny rozdiel. V dalsej kapitole prace ukazeme, ako zvolit volné pa-
rametre vhodne pre aproximéaciu idealneho systému. Pomocou takto zvolenych pa-
rametrov budt podrobnejsie porovnané aproximacie zobecnenymi a jednoduchymi

Laguerrovymi funkciami.
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Obr. 2.7: Aproximéacia Diracovho impulzu jednoduchymi Laguerrovymi funkciami

pre rozne hodnoty parametru o
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3 Urcenie optimalnych hodnét volnych pa-
rametrov

V predchéadzajicich ¢astiach prace sme videli, ako sa zmenia zobecnené a jednoduché
Laguerrove funkcie a aproximéacie vytvorené pomocou tychto funkcii so zmenami
volnych parametrov o a o. Tato kapitola sa zaobera urcenim optimalnych hodnot

tychto parametrov.

3.1 Potrebné vztahy k ur€eniu optimalnych paramet-

rov zobecnenych Laguerrovych funkcii

Vztahy pre ziskanie optimalnych hodnét volnych parametrov zobecnenych Laguer-

rovych funkcii st odvodené v ¢lanku [8]:

2 _
o= ) Tl (3.1)
m_1\y m-_m;—my

m_ith
m_ymy —m’

=2 (3.2)

(o)

V rovniciach 3.1 a 3.2 & a ¢ st optimalne hodnoty parametrov a a o. Premenné m;

a (1; st tzv. momenty. Platia pre nich nasledujice vztahy [8]:

mi = (f(t), g:(t)), gi(t) =1'f(t) (3.3)

pi = (f(),6:(0), 5:t)=1f(t) (3.4)

Vo vyrazoch 3.3 a 3.4 f(t) znaci funkciu, ktort aproximujeme. V pripade pre-
mennej m; index ¢ moze mat hodnoty ¢ = —1,0, 1 a pre u; index ¢ moze mat hodnotu
i = 1. Momenty m; a y; su kladné ¢isla pre t € (0,00) [8]. To plati pre nas pripad,
pretoze zobecnené Laguerrove funkcie st definované pre t > 0. Vztahy 3.3 a 3.4

mozeme pisat v nasledujicom tvare:

m; = 7# fA(t)dt, (3.5)
pi= [0 (3.6)

Tento zapis bude mat vyznam v dalsich castiach prace, kde odvodime optimalne

parametre pre idedlny systém.
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3.2 Optimalne parametre pre aproximaciu Diracovho

impulzu zobecnenymi Laguerrovymi funkciami

Urcenie hodndt optimalnych parametrov pre Diracov impulz vychadza z aplikovania
rovnic z predchadzajtcej kapitoly. Vidime, ze v rovnici 3.5 sa vyskytuje integral

z druhej mocniny funkcie f(¢). Pre Diracov impulz tento vyraz sa rovna nekonecnu:

762(t)dt = 0. (3.7)

7 toho dévodu nedokazeme analiticky urcif optiméalne parametre pre Diracov
impulz. Dalsi spdsob na vypocet je pouzitie Matlabu. V tomto pripade ale narazime
na problém, ze Diracov impulz ma nekone¢ni hodnotu v bode dopravného oneskore-
nia. To znamena, Ze nedokazeme tito funkciu pouzivat ani pre numericky vypocet.
Z tychto dovodov Diracov impulz nahradime inymi funkciami, ktorych tvar sa blizi

k tvaru Diracovho impulzu: obdlZnikovym a trojuholnikovym pulzom.

3.2.1 Nahrada Diracovho impulzu obdiZznikovym pulzom

Obdlznikovy pulz je jeden z najcastejsie zvolenych funkeif pre ndhradu Diracovho

impulzu (obrazok 3.1).

™M =

E £

<>l Y
T

Obr. 3.1: Nahrada Diracovho impulzu obdlznikovym pulzom
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Obdlznikovy pulz sme zvolili tak, aby bol symetricky okolo bodu T (hodnota do-
pravného oneskorenia). Dalou déleZitou vlastnostou je, aby mal jednotkovii plochu,
podobne ako Diracov impulz. Z toho dévodu §irka obdlZnikového pulzu je € a jeho
vyska % Dalsou vlastnostou Diracovho impulzu je, ze vSade ma nulovii hodnotu
okrem bodu dopravného oneskorenia (kde jeho hodnota sa blizi k nekoneénu). To
plat{ aj pre zvoleny obdiZznikovy signal, pretoze pre £ — 0 jeho vyika sa blizi k ne-
konecnu a jeho sirka k nule. To znamenad, Ze ¢im mensiu hodnotu ma e, tym blizsie
je obdlznikovy pulz k Diracovho impulzu. Poslednd dolezita vlastnost je volba Sirky

pulzu € vzhladom na velkost dopravného oneskorenia 7', musi platit

<T.

DO ™

Ako to vyplyva z rovnic 3.5 a 3.6, k ur¢eniu hodndt optimalnych parametrov
potrebujeme funkciu f(¢) a jeho derivaciu f'(t). Obdlznikovy pulz, ktory pouzivame
namiesto Diracovho impulzu je aproximovana funkcia f(¢). Jeho derivaciu vidime
na obrazku 3.2.

Al

I =

Y

Obr. 3.2: Derivécia obdlZznikového pulzu

Derivédcia obdlznikového pulzu by sa teoreticky skladala z Diracovho impulzu

v bode T'— % a z otoceného Diracovho impulzu v bode T+ % Tu ale opéf vyuzijeme
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obdlznikovi ndhradu. S tym dostaneme dali parameter &, ktorym znacime Sirku

pulzov. Hodnotu tejto premennej mozeme zvolit tak, aby platila nerovnost:

£ <

Volba dalsieho parametru ale pridava este vacsiu volnost do urcenia hodndt opti-

| (3.8)

Do ™

malnych parametrov, ¢o je nevyhoda vyuzitia obdiznikového pulzu pre ndhradu
Diracovho impulzu.

V tejto chvili uz pozndme funkcie f(t) (obdlznikovy pulz podla obrazku 3.1)
a f'(t) (derivicia obdlZnikového pulzu podla obrdzku 3.2). K uréeniu optimélnych
parametrov potrebujeme vypocitat potrebné momenty podla rovnic 3.5 a 3.6, ktoré

pre obdlZnikovy pulz a jeho derivdciu maji tvar:

1 2
mo :/fz(t)dt— (—) dt,
0 T-% ¢
o0 T+3 N2
my :/tfz(t)dt— t(—) dt,
0 T-% ¢
T+5
1 1 /1\?
m_1= | ~fA(t)dt= | = (—) dt,
t t
T3
00 T-5+¢ 1\2 T+3 1\2
m:/t(f’(t))th: / t<g> dt + / t<—g> dt.
0 -3 T+5-¢
Pre vypocet momentov mg, m; a m_; sme dosadili za funkciu f(¢) hodnotu %,

o je vyska obdlznikového pulzu medzi bodmi T — % a T + % Tieto body urcia
hranice pre integrovanie. Pre vypocet pq sme rozdelili integral na dve c¢asti od T'— %
do T — % + ¢, kde derivdcia obdlznikového pulzu mé hodnotu %, aod T+ % £

do T'+ %, kde derivicia obdlznikového pulzu je —%.

Po vypocte momentov dostaneme nasledujice hodnoty:

1
my = —,
3
1
mlz—T,
3
1 T+<
== 2
T e <T—%>’
2
/legT

Teraz sme uz schopni urcit hodnoty optimalnych parametrov. Najprv odvodime

parameter ¢ dosadenim do rovnice 3.2:
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59 m—_1fhy —9 e2 r—-3)¢
TN mm —mg 1 TH+E\T 1\?
_imy —mg —ln< 2> ()

Po zjednoduseni dostaneme:

<T+§>2T
In = | —
2 =3/ ¢

o= : (3.9)
T+:s\T
In < i g)- -1
T — 3 3
Teraz uré¢ime hodnotu parametru «. Podla rovnic 3.1 a 3.2 plati:
T+ £\2T
b= 59 ° 2 (3.10)

g =
In 2 In = !
T — 3 T — 3 15
V tejto chvili pozname vztahy pre vypocet optiméalnych parametrov. Hodnoty
premennych, na ktorych aproximéacia zavisi, zvolime nasledujicim sposobom: ¢ =

= 0,5, £ =0,25 a T = 2. Pre volné parametre dostaneme: 6 = 55,31 a & = 110,04.

Vsimneme si, Ze pomer premennych & a & je:

& 110,04
= =199~ 2
& 5531 ’

a hodnota dopravného oneskorenia v nasom pripade je T = 2. To nie je nahoda,

pre optimalne parametre Diracovho impulzu plati:

S (3.11)
o m_q

Vieme, ze z obdlznikového pulzu dostaneme Diracov impulz pre e — 0. Vyuzitim
tejto vlastnosti rovnicu 3.11 napiSeme pre obdlznikovy pulz:

lim & = lim 2. (3.12)
e—0 g e=0m_q

Do limity 3.12 dosadime hodnoty mg a m_; a dostaneme:

1
. Mmoo c Y £
M, TERT gy ER sy (3.13)
— 11 n
g2 T—3 T—5
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Ak v tejto chvili vypocitame limitu 3.13, dostaneme vyraz typu ,, 0« 7 toho dovodu
vyuzijeme L’Hospitalovo pravidlo. Derivacia c¢itatela vyrazu 3.13 je rovno jednej,

derivacia menovatela je

T+35 1 1
<T—§ 1 3\I3 +3)3) 4T

Oe N T—I—% (T_E)Q = ATZ _ 22
T-5 2
Tuto hodnotu dosadime do 3.13 a dostaneme:
. € . 1 ooAT? - ¢?
Iy gy "M T M =T (3:.14)
n T-< 472 — &2

S tym sme dokdzali platnost rovnice 3.11 pomocou obdlZnikovou nahradou Dira-
covho impulzu.
Teraz ukadzeme aproximéciu Diracovho impulzu graficky s odvodenymi optimél-

nymi parametrami & = 110,04 a ¢ = 55,31. Vidime to na obrazku 3.3.

12 | |
| ——M=50, 5 =55.31, a = 110.04
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Obr. 3.3: Diracov impulz s optimalnymi parametrami pomocou obdlznikovej
ndhrady, € = 0,5;& = 0,25;T =2
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Zvolené parametre pre obdiznikovy signél a jeho deriviciu si e = 0,5 a & = % =
= 0,25. Tieto hodnoty st pomerne velké, ale sme obmedzeni z vypoctového hladiska.
Dévodom je, Ze ¢im mensie je € (a s tym aj &), tym blizsie je tvar obdlznikového
pulzu k Diracovho impulzu a dostaneme vyssie hodnoty pre & a &, pre ktoré Matlab
uz nedokéaze vypocitat zobecnené Laguerrove funkcie.

Ak si porovname obrazok 3.3 s obr. 2.1 vidime, ze aproximadcia na obrazku 3.3
ma vacsie maximum, vychyli sa z nuly neskorsie a konverguje k nej rychlejsie. To
znamena, 7e s optimalnymi parametrami sme dostali lepsi vysledok pre rad 50 ako
s ,nahodnymi*“ parametrami pre rad 100.

Na obrazku 3.3 dopravné oneskorenie je T' = 2. Ukazeme, ¢o sa stane s aproxi-

maciou ak tito hodnotu znizime na 7' =1 (obr. 3.3).

12 [ |
| ——M=50,0=27.48, a = 26.89
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Obr. 3.4: Diracov impulz s optimalnymi parametrami pomocou obdlznikovej
ndhrady, e = 0,5;£ =0,25;T =1

Ak porovname tento obrazok s predchadzajicim, nevidime Ziadne vyrazne zlep-
senie. To nie je v silade s kapitolou 2.4, kde je vysvetlené, ze pre vacsie dopravné
oneskorenie dostaneme horsiu aproximaciu. Dévodom toho je, ze hodnoty volnych
parametrov nie si rovnaké. Pre 7" = 1 sme dostali & = 26,89 a 6 = 27,48. To,

Ze preco maju volné parametre nizsie hodnoty spoc¢iva vo volbe premennych ¢ a &,
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ktoré zostali nezmenené oproti predchadzajicim prikladom. To znamena, Ze aproxi-
mujeme ten isty obdlznikovy pulz, ktory nie je idedlna ndhrada Diracovho impulzu.
Z toho dovodu nemdzeme dostat lepsie vysledky. Samozrejme ak by sme znizili €
a &, ¢o v tomto pripade mozeme urobit pretoze & a & maji pomerne nizke hodnoty,
tak by sme ziskali lepsiu aproximaciu.

& = 248,61 a ¢ = 83,06. Pre taku velki hodnotu & uz nie sme schopni vypocitat
zobecnené Laguerrove funkcie pomocou Matlabe. To znamena, ze musime zvacsit
¢ a & Tym zhorsujeme ndhradu Diracovho impulzu, ¢o znizi poziadavky na volné

parametre (a samozrejme zhorsuje aproximéaciu).

3.2.2 Nahrada Diracovho impulzu trojuholnikovym pulzom

V predchadzajucej casti prace sme odvodili optimalne parametre pre aproximaciu
Diracovho impulzu tak, Ze sme ho nahradili obdlZnikovym pulzom. Ako to uz bolo
spomenuté vyssie, hlavna nevyhoda toho bola, Ze jeho derivaciou sme zaviedli novy
parameter £. Tym sme pridali dalsiu volnost do vypoc¢tu optimalnych parametrov.

V tejto casti prace Diracov impulz nahradime trojuholnikovym pulzom (obrazok

3.5) a tym sa vyhybame zavedeniu dalSieho parametru.

Obr. 3.5: Ndhrada Diracovho impulzu trojuholnikovym pulzom
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Trojuholnikovy pulz (podobne ako obdiénikovy) sme zvolili symetricky podla
bodu T'. Jeho sirka je € , jeho vyska % aby mal jednotkovi plochu. Pre takto na-
vrhnuty trojuholnikovy pulz opat plati, ze pre ¢ — 0 jeho tvar sa blizi k tvaru
Diracovho impulzu. Dalej pre volbu e vzhladom na velkost dopravného oneskorenia
plati
<T,

N ™

podobne, ako pre obdlznikovy pulz.

K vypoctu optimalnych parametrov potrebujeme okrem funkcie f(¢) aj jeho de-
rivaciu. Z obrazku 3.5 vidime, Ze trojuholnikovy pulz sa sklada z dvoch priamok.
Ak tieto priamky derivujeme, dostaneme konstantné hodnoty. Z toho vyplyva, Ze
derivdcia trojuholnikového pulzu sa sklad4 z dvoch obdlznikovych pulzov od T — %
doT aodT doT — % Vyska tychto pulzov sa rovné sklonu jednotlivych priamok,

¢o je

RO Mo | B
|

pre priamku od 7' — % do T (oznacime ako y), a

pre druht priamku od 7" do T + % (ozna¢ime ako y,). Derivaciu trojuholnikového
pulzu vidime na obrazku 3.6. Za pripomenutie stoji, Ze na tomto obrazku je znazor-
neny pripad, kde € > 2. Z toho vyplyva, ze vyska derivacie trojuholnikového pulzu je
mensia ako vyska samotného trojuholnikového pulzu. Pre € < 2 by to bolo opacne.

Aby sme dokéazali vypocitat hodnoty optimalnych parametrov pre trojuholnikovi
nahradu Diracovho impulzu, potrebujeme urc¢it rovnice priamok, z ktorych sa sklada

tato funkcia. Smernicovy tvar rovnice priamky je:
y=Fkt+gq. (3.15)

Pre priamku y; dosadime do rovnice 3.15 body [T — %;0} a [T ; %} Dostaneme
sustavu rovnic:

g
et T——
k( 2)”’

= kT +q.

0
) (3.16)
e
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Obr. 3.6: Derivacia trojuholnikového pulzu

Po vyrieseni tychto rovnic obdrzime koeficienty

4
A
g2’

4 2
q:——2T+—.
£ 5

Dosadenim do 3.15 dostaneme rovnicu priamky y;:

4 4 2
= -t — =T + —. 3.17
Y1 2 -2 + - ( )

Podobnym postupom uréime rovnicu pre priamku y,. Do vztahu 3.15 dosadime
body [T; %} a [T + %; 0}. Tym obdrzime stistavu rovnic:

(3.18)
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ktoré opat dosadime do vztahu 3.15. Tym sme odvodili rovnicu priamky ys:

4 4 2
=—=5t+ 5T+ —-. 3.19
Y2 22 2 - ( )
V tejto chvili nasleduje vypocet momentov pre urcenie optimalnych parametrov
& a ¢. K tomu vyuzijeme rovnice 3.5 a 3.6. Pre trojuholnikovy pulz a jeho derivaciu

tieto vztahy vyzeraju nasledujicim sposobom:

T VYV NI 4 2\?
mo= [ vyt = | ( t 2T+—> at+ [ (— St + 2T+—) dt,

0 T_% T

00 T T+<

4 4 2 2 4 2 2

mlz/th(t)dtz /t( 51 —2T+—) dt + / t(—€—2t+€—2T+g> dt,

0 T_% T

00 T+=

= lfz(lt)dt— / 1(4t vy )2dt / ( ! 4T+2>2dt

m_; = ¢ _T t 52 52 J t 2 2 )

o0 T 4 2 T+% 4 2 T+ 4 2
,ulz/t(f’(t))zdt: /t(€—2> dt + / t(—€—2> dt = /t(;) dt.
0 T—¢ T T ¢

2 2

V koeficientoch mg, m; a m_; integrujeme druhti mocninu priamok y; (od bodu

T — % po bodu T) a y2 (od bodu T po bodu T + % ). Pre vypocet u; integraly

2 2
od T — % doT aodT doT + % vieme zlucit, pretoze vyrazy (é) a (_54_2> sa
rovnaju.

VyrieSenim rovnic pre tychto koeficientov dostaneme vztahy:

4
my = —
0 35’

4
my = —
T

4
moy= [—45T —8T'In(T) + (47° + €* + 4¢T) In (T + %)-

— (47% + &2~ 4eT) In (T _ g)]
16
- 2T
M1 63

Teraz ukazeme aj pre trojuholnikovi nahradu, ze pre ¢ — 0 pomer optimalnych
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sa blizi k T

SHie}

parametrov

. . My
lim— =lim — =
e—0 g e=>0m_

4
= lim 3¢ =
0 8% —4eT — 8eTn (T) + (4T + &2 + 4eT) n (T + §) —
~ (4T? 4+ & — 4eT)In (T — g)] (3.20)
3
= lim c
e—0

3|—4eT — 8T In (T) + (AT? + > + 4eT)In (T + § ) —

— (4T% 4 €2 —4eT) In (T — g)]

Ak v tejto chvili dosadime nulu za ¢ do predchadzajicej rovnice, ¢itatel zlomku sa

bude rovnat nule. Z menovatela dostaneme:

3 [—45T — 8T (T) + (477 + &2 + 4¢T ) In (T i %) _

~ (47° + &~ 4eT) In (T - g)] — 3 [4T° 0 (T) — 471 (T)] = 0.
Takze aj menovatel, aj citatel vztahu 3.20 sa rovna nule po vypocte limity. Z toho

dovodu vyuzijeme L’Hospitalovo pravidlo. Derivécia ¢itatela je 3e2, derivaciou me-
novatela podla ¢ dostaneme vyraz:

3 —4T—8Tln(T)+(4T+25)1n(T+%) +(4T—25)1n(T—%)+

3.21
AT? 4+ 2 + 4eT  AT? + &% — 4T (321)
2T + ¢ 2T — ¢ '
Tym sme z limity 3.20 po pouziti L’Hospitalova pravidla dostali:
) 3e?
lim
e—0 € €
3| —AT — 8T'In (T) + (AT + 2¢)In (T + §) + (4T — 2¢) In (T — § )+
L AT? £ 4 AeT | AT? £ % — 4eT
27+ ¢ 27 — ¢
(3.22)

Opét sktsime dosadit nulu za premenni € do vztahu 3.22. Na prvy pohlad vidime,

ze Citatel zlomku sa rovnd nule, z menovatela po dosadeni dostaneme:
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3[—4T—8T1n(T)+(4T+25)1n(T+g) +(4T—25)1n(T—%)+

4T2+52+45T+4T2+52—45T
2T + ¢ 2T — ¢

AT?  4T?
:3[—4T—8Tln(T)+4Tln(T)+4Tln(T)+ 1:0.

- + -
2T 2T
Vidime, Ze aj menovatel sa rovna nule. To znamena, ze opéf vyuzijeme L’Hospitalovo

pravidlo. Derivacia citatela je 6e, po derivacii menovatela obdrzime vztah:

3[2111 (T+%) —2In (T—%)] (3.23)

Z toho napiseme limitu:

lim 0c = lim c

| T T | T B e B
(3.24)

Vidime, ze zase sme dostali vyraz typu ,,0“. Z toho dovodu aj tretikrat vyuzijeme

L’Hospitalovo pravidlo. Derivaciu menovatela vypocitame naledujicim sposobom:

alm(T+g) —m(T_%)]

1
Oe T+

1 1 (1)_ B
2 - 2/ (3.25)
AT
AT? — &%

derivacia Citatela sa rovna jednej. Po dosadeni do vztahu 3.24 dostaneme limitu:

2 2 2
lim < :lim#:limﬂﬂ < :4T =T

“In (T + f) —In (T _ f) es0 AT es0 AT AT~ (3.26)
2 2 AT? — &2

S tym sme dokazali aj s trojuholnikovou nahradou Diracovho impulzu, ze pomer
optimalnych parametrov & a & pre € — 0 je:

A

lim & =T. (3.27)
e—=0 o

Teraz nasleduju grafické ukazky aproximéacii s odvodenymi optimalnymi para-
metrami. Pre & a ¢ vypocitané pomocou trojuholnikovej nahrady Diracovho im-
pulzu dostaneme hodnoty & = 110,02 a 6 = 55,57. Tieto parametre sme ziskali

pre T'=2 a ¢ = 1,25. Vyslednu aproximéaciu vidime na obrazku 3.7.
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Obr. 3.7: Diracov impulz s optimalnymi parametrami pomocou trojuholnikovej
nahrady, e = 1,25;7 = 2

Aproximéciu Diracovho impulzu ukazeme aj pre nizsiu hodnotu dopravného one-
skorenia, pre T' = 1. To je znazornené na obrazku 3.8, kde vypocitané optimélne
parametre maju hodnoty & = 25,76 a ¢ = 26,91. Premennt € sme zvolili rovnako,
ako v predchadzajicom pripade, ¢ = 1,25.

Ak porovname vysledné aproximécie pre 7' = 2 (obr. 3.7) a T' = 1 (obr. 3.8)
vidime, ze vysledky st velmi podobné napriek tomu, ze velkost dopravného one-
skorenia je odlisna pre obidve pripady. Dovodom toho je, Ze hodnota premennej
€ je pre obidve obrazky rovnaka, takze aproximujeme pomocou tej istej nahrady
Diracovho impulzu.

Ak vypocitame pomer ziskanych optimalnych parametrov & a ¢ pre uvedené

aproximéacie, dostaneme hodnoty:

a 110,02
— = — 1,98 ~
g 55,57 ’

pre aproximaciu na obr. 3.7 a
& 25,76
—=—"—=09~
g 2691 ’

41



12 | |
| ——M=50,0=2691,a=2576

10

(t-T)

0
apr

0 nvnﬂﬂn NI\I\,\/\/\/\I\/\A AN N
WYY UVV\VVVVVVV ~

0 2 4 6 8 10
t

Obr. 3.8: Diracov impulz s optimalnymi parametrami pomocou trojuholnikovej
nahrady, e = 1,25;T =1

pre aproximaciu na obr. 3.8. Vidime, Ze vysledky sa zhoduju s velkostou dopravného
oneskorenia, ¢o je v sulade s rovnicou 3.27. Odchylky st sposobené velkou hodnotou
premennej €.

MbZeme sa eSte pokusit vyhodnotit pouzité ndhrady Diracovho impulzu, obdlz-
nikovy a trojuholnikovy pulz. Ak porovname obrazok 3.3 s obrazkom 3.7 a obrazok
3.4 s obrazkom 3.8 (velkosti dopravnych oneskoreni si zhodné v obidvoch pripa-
doch) si vsimneme, Ze st velmi podobné. To spociva v tom, Ze vypocitané optimélne
parametre & a & maju skoro rovnaké hodnoty. To ale neznamens, ze obdlznikovy
a trojuholnikovy pulz by boli rovnocenné nahrady Diracovho impulzu. V obidvoch
pripadoch st znac¢né rozdiely vo volbe hodnoty €. V podkapitole 3.2.1 ¢ = 0,5
a v tejto Casti prace e = 1,25. Dalsi rozdiel spo¢iva v parametre £. TGto premennt
sme zaviedli derivdciou obdlZnikového pulzu a zvolili sme ho & = %, ¢o je najhorsia
mozné volba (z dévodu numerickych vypoctov v Matlbe). V pripade trojuholniko-
vého pulzu derivacia je jednoznacna, nie je potreba zaviest dalsi parameter.

7, vyssie popisanych rozdielov vyplyva, ze nie sme schopni presne urcit, ktora
nahrada Diracovho impulzu vyhovuje lepsie pre aproximaciu. Hlavnym dovodom je,

7e v pripade obdlZnikového pulzu figuruje dalSia premenna &.
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3.3 Potrebné vztahy k ur€eniu optimalnych paramet-

rov jednoduchych Laguerrovych funkcii

Doteraz k aproximécii posunutého Diracovho impulzu sme pouzivali zobecnené La-
guerrove funkcie. V tejto Casti porovname vysledky s jednoduchymi Laguerrovymi

funkciami. Defini¢ny vztah pre tieto funkcie vyzera nasledujicim sposobom:

Z <m”j n) )" ot (3.28)

n!

kde A, (0;t) znaci jednoduché Laguerrove funkcie. Rovnicu 3.28 sme ziskali tak, ze
sme dosadili & = 0 do rovnice 1.5.
Pre realizaciu jednoduchych Laguerrovych funkcii v Matlabe opéat vyuzijeme re-

kurzivny vztah 1.8 kde parameter o nahradime nulou. Tymto spésobom dostaneme:

omle o (2m+1—ot)ly,(o;t) —ml,_1(o;t)
I'(m+1) m+1 '

Pretoze v pripade jednoduchych Laguerrovych funkcii o sa rovna nule, jediny pa-

Am(05t) = (3.29)

rameter pre ktoré potrebujeme urc¢it optimalnu hodnotu je o. Touto problematikou
sa zaobera clanok [9], kde autor odvodi nasledujici vztah:
My
=/—. 3.30
P=A\ (3.30)
Medzi premennym p a volnym parametrom o je suvislost o = 2p. Z toho dostaneme

vztah pre vypocet parametru o pre jednoduché Laguerrove funkcie:

M,
i
V rovniciach 3.30 a 3.31 premenné M; a M, st miery signalu. M; reprezentuje ako
rychlo, Ms ako hladko signal f(t) klesa. Platia pre nich vztahy [9]:

o=2p=2 (3.31)

: (3.32)

My=%_ (3.33)
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Dosadenim rovnic 3.32 a 3.33 do vztahu 3.31 dostaneme finalny vztah pre parameter
o:

[usyar
(— (3.34)

/ tf2(t)dt

0

Ak sa pozrieme na tuto rovnicu, mdzeme si vSimnuf, je vyraz v Citateli zlomku
je moment pq, vyraz v menovateli je moment my. Tieto premenné si definované
rovnicami 3.5 a 3.6 v podkapitole 3.2.1. Z toho vyplyva, Ze rovnicu 3.34 mozeme

pisat vo tvaru

o=2]" (3.35)
mq

Aby sme vedeli uré¢it optimalnu hodnotu parametru o pomocou rovnice 3.35, opéat
potrebujeme nahradit Diracov vhodnymi funkciami. Tieto funkcie budt obdiznikovy

a trojuholnikovy pulz (podobne ako v podkapitole 3.2).

3.4 Aproximacia Diracovho impulzu jednoduchymi La-

guerrovymi funkciami pomocou obdlznikového pulzu

V podkapitole 3.2.1 bolo ukdzané ako zvolime obdlZnikovi ndhradu Diracovho im-
pulzu. K aplikovaniu vztahu 3.35 potrebujeme premenné p; a my. Ich hodnoty
pre obdlznikovy pulz si taktiez odvodené v podkapitole 3.2.1, ale pre tplnost ich

uvedieme znova:

1
my = —T,
3
2
M1 = =T.
3

Tieto hodnoty dosadime do vzfahu 3.35 a dostaneme:

— 92 /2%, (3.36)

V tejto chvili je dblezité si vSimnuf, Ze rovnica 3.36 neobsahuje premennt 7. To
znamend, ze dopravné oneskorenie nema vplyv na hodnotu parametru o (bude kon-

Stantné pre rozne T').
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Pomocou rovnice 3.36 uz sme schopni aproximovat Diracov impulzu jednodu-
chymi Laguerrovymi funkciami. Parametre € a £ zvolime rovnako ako v podkapitole
3.2.1: ¢ = 0,5 a ¢ = 0,25. Na obrazku 3.9 vidime takto ziskané vysledky. Modry
priebeh reprezentuje zobecnené, cerveny jednoduché Laguerrove funkcie. V legende
obrazku vidime hodnoty volnych parametrov. Pre jednoduché Laguerrove funkcie

pomocou rovnice 3.36 sme dostali

o=2 25 =2,[220 _y
¢ 0,25

Vidime, ze tymto parametrom sme obdrzali ovela horsie vysledky nez v pripade

zobecnenych Laguerrovych funkcii, kde oo = 110,04 a o = 55,31.
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Obr. 3.9: Porovnanie aproximécif Diracovho impulzu pomocou obdiZznikovej
ndhrady, € = 0,5;& = 0,25;T =2

Aproximécie ukazeme aj pre mensiu hodnotu dopravného oneskorenia, pre T =
= 0,2. To vidime na obrazku 3.10. Parametre € a £ sme zvolili nasledujicim sposo-

bom: £ = 0,01 a £ = 0,0025. Volny parameter o ma v tomto pripade hodnotu
€ 0,01
7= e T V00025
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Pretoze dopravné oneskorenie méa mensiu velkost nez v predchédzajtcich prikladoch,
dokézali sme znizit aj hodnotu premennych € a £. Z toho dévodu sme dostali lepsie
aproximéacie, ale vylepsSenie u zobecnenych Laguerrovych funkcii je nazornejsie, nez
u jednoduchych.
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80

60

40

(t-T)

0
apr

20

0 AAA AP T
VAR

0 0.5 1 1.5 2
t

Obr. 3.10: Porovnanie aproximécii Diracovho impulzu pomocou obdlZznikovej
nahrady, € = 0,01;¢ = 0,0025; 7 = 0,2

3.5 Aproximacia Diracovho impulzu jednoduchymi La-
guerrovymi funkciami pomocou trojuholnikového

pulzu

V tejto casti ukdzeme aproximéaciu Diracovho impulzu jednoduchymi Laguerrovymi
funkciami pomocou trojuholnikovej nahrady. V podkapitole 3.2.2 bolo vysvetlené
ako zvolit trojuholnikovi pulz a ako uré¢it jeho derivaciu. Dalej boli odvodené po-

trebné vztahy pre premenné i, a mq, ktoré tu uvedieme este raz:

4
my = T>
3e
16
— T
M1 53
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Tieto hodnoty dosadime do rovnice 3.35 a dostaneme:

Br 12
c=2/" =2 & =2/
ma 3ET7 €

Vidime, ze vysledna rovnica 3.37 pre vypoctu parametru o neobsahuje premenni

T, takze o opéit nie je zavisla na velkosti dopravného oneskorenia.

Aproximécie pomocou jednoduchych Laguerrovych funkeii s trojuholnikovou nah-

radou Diracovho impulzu ukazeme aj graficky (obrazok 3.11). Pre premennt € zvo-

lime hodnotu € = 1,25. Z toho vypocitame parameter o:

ako zobecnenymi.

12

10

(t-T)

)
apr

Obr. 3.11: Porovnanie aproximacii Diracovho impulzu pomocou trojuholnikovej
nahrady, ¢ = 1,25;T = 2

Aproximécie ukazeme aj pre mensiu velkost dopravného oneskorenia, pre T = 0,2.

Pre tuto hodnotu si mozeme znizit e, zvolime € = 0,15. Z toho ur¢ime parameter o:

12 12
\ = 1,25

Opét vidime, Ze jednoduchymi Laguerrovymi funkciami sme dostali horsie vysledky

K |

——M =50, 0 =55.57, « = 110.02
——M=50,0=554,a=0
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12 12
e 0,15

Vysledni aproximéciu vidime na obrazku 3.12. Ak tento obrazok porovname s obr.
3.10, mozeme si vSimnuft, zZe hodnoty volnych parametrov zobecnenych Laguerrovych
funkcii su priblizne rovnaké, parameter o je ale odlisny v pripade jednoduchych La-
guerrovych funkcii. Tato vlastnost dokazeme vysvetlit, ak porovname rovnice 3.36
(ndhrada Diracovho impulzu obdlznikovym pulzom) a 3.37 (trojuholnikova nah-

rada). V prvom pripade hodnota o je zavisla na premennych ¢ a £, presna zavislost
€
o=2,/2-.
S
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Obr. 3.12: Porovnanie aproximacii Diracovho impulzu pomocou trojuholnikovej
nahrady, ¢ = 0,15;7 = 0,2

Z toho vyplyva, ze ak znizime tieto parametre ale ich pomer zostane konstantny,

hodnota ¢ bude nezmenenda. V druhom pripade zavislost ¢ na premennej € je uda-

vana vyrazom
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Z toho je jasné, ze ¢im mensiu hodnotu ma e, tym vécsia bude o. Kvoli tejto vlast-
nosti dostaneme lepsie aproximaéacie trojuholnikovou nahradou v pripade jednodu-
chych Laguerrovych funkcii. To ale mo6ze prinasat otdzku o dalsom zvyseni hodnoty
parametru o. V dalsej podkapitole ukazeme, ako to ovplyvni aproximacie jednodu-

chymi Laguerrovymi fukciami.

3.6 Vyssie hodnoty parametru o pre jednoduché La-

guerrove funkcie

V tejto casti prace ukazeme aproximéaciu jednoduchymi Laguerrovymi funkciami
pre vyssie hodnoty parametru o nez to bolo odvodené v predchadzajicich podkapi-
tolach. Na obrazku 3.13 vidime aproximaciu pomocou obdlznikovej, na obrazku 3.14

pomocou trojuholnikovej ndhrady. Parameter ¢ ma hodnotu 50 pre obidve priklady.

10 [ [ |
—M=50,0=50.00,=0
—M=50,0=4.00,a=0
8
6
=
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Obr. 3.13: Porovnanie hodndt parametru o pri pouziti jednoduchych Laguerrovych

funkeif obdlZnikovou néhradou Diracovho impulzu, € = 0,5;& = 0,25; T = 2

Z uvedenych obrazkov vidime, ze vyssSia hodnota parametru o vylepsil aproxi-

maciu v obidvoch pripadoch. To mdze prinasat otazku o spravnosti odvodenych
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Obr. 3.14: Porovnanie hodndt parametru o pri pouziti jednoduchych Laguerrovych

funkecii trojuholnikovou ndhradou Diracovho impulzu, ¢ = 1,25;7T = 2

vztahov v kapitole 3.3. Odvodenie vychadza z rovnice 3.30, ktory pochadza z ¢lanku

[9]. Autor tento vztah dostal minimalizaciou kvadratického kritéria vo tvare

Z(f(t) -3

2

ConAin (p; t)) dt
0

Jr(p) = : (3.38)

[ rwar

kde A, (p;t) reprezentuje jednoduché Laguerrove funkcie s parametrom p (plati
o = 2p). To znamena, ze rovnica 3.30 uddva optimalnu volbu premennej p z hla-
diska tohto kritéria. My ale optiméalnu hodnotu parametru ¢ pocitame pre nahrady
Diracovho impulzu. Z toho dévodu ziskame slabé vysledky, ktoré by sa dali vylep-
sit zmensenim hodnot € a €. Samozrejme to isté plati aj pre zobecnené Laguerrove
funkcie, kde sme obmedzeni z vypoctového hladiska. Z dévodu spravneho porovna-
nia vysledkov sme ale pouzivali tie isté hodnoty premennych € a £ aj pre jednoduché

Laguerrove funkcie v predchadzajicich castiach kapitoly.
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4 Vyhodnotenie presnosti aproximacie Dira-
covho impulzu z hladiska energie

Pre matematické vyhodnotenie aproximacii sa pouzivaju rézne chyby, kritéria a nor-
my. Tieto metédy predpokladaji, ze aproximovana funkcia méa vsade konec¢né hod-
noty. To ale neplati pre Diracov impulz, pretoze v nule jeho hodnota sa rovna
nekoneénu. Z toho vyplyva, Ze pre vyhodnotenie aproximécii Diracovho impulzu

potrebujeme zvolif ini metédu, budeme pocitat energiu.

4.1 Odvodenie potrebnych vztahov pre vypocet ener-

gie

Plati, Ze ¢im vécsia je energia aproximacie Diracovho impulzu, tym lepsia je tato
aproximacia.

Pre energiu signalov mézeme napisat vztah [7]:

E= / ()2 dt. (4.1)

Pretoze zobecnené Laguerrove funkcie maju len redlne hodnoty a plati ¢ > 0, rovnicu

4.1 m6zeme zjednodusit na tvar:

E= 7 f2(t)dt. (4.2)

V rovniciach 4.1 a 4.2 f(t) je aproximovana funkcia, v nasom pripade aproximécia

Diracovho impulzu. Z toho dévodu vyuzijeme vztah 2.4 a dostaneme:

7f2(t)dt:7f(t)-f(t :7[20 AD (1) Zc A (g )| dt.  (4.3)

m=0

V tejto chvili mézeme pouzivat vztah:

D ai Zbg =22 aibj, (4.4)
i=s Jj=t

i=s

a z rovnice 4.3 dostaneme

7[% cmxg,g‘f)(a;t)-ivjmga)(at] 7[ Zc A (g1 8) CoANY (03 1) ] dt.

m=0 n=0 m=0n=0
(4.5)
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Konstanty vytkneme pred integral:

Or M N M N o0
/ [Z S A (01 CA (o 8) | dE = 30 3 CCl / A@ (3 H)AD (o 1)t
0 0

m=0n=0 m=0n=0
(4.6)

Teraz vyuzijeme ortonormalnost zobecnenych Laguerrovych funkcii. Pre integral
vo vyraze 4.6 plati rovnica 1.12; t.j. integrdl ma hodnotu 1 v pripade, ze m = n,

a hodnotu 0 v ostatnych pripadoch (m # n). Vyuzitim tejto vlastnosti z 4.6 dosta-

neme
M N o0 M M
3300, / A (g A (g1 8)dt = 3 3 CpuCin. (4.7)
m=0n=0 0 m=0 m=0

Vsimneme si, ze na pravej strane rovnice index n bol nahradeny indexom m. To je
korektna tprava, pretoze rovnica 4.6 ma nulovi hodnotu ak neplati m = n.

Zo vztahu 4.7 dostaneme

M

S S = 3 2 @s)

m=0 m=0
Tym sme obdrzali findlny vztah pre vypocet energie aproximovaného Diracovho

impulzu:

M
E=> C2, (4.9)
m=0

kde pre Diracov impulz plati C,, = A% (o; T), ¢o je hodnota zobecnenej Laguerrove;
funkcie v bode T

V tejto chvili vyuzijeme substitiiciu x = ot, ¢o sme pouzivali k odvodeniu vztahu
1.5. Tentokrat ale vztah bude vo tvaru z = oT, pretoze vo funkcii A (o;T) sa
vyskytuje premennda T namiesto t. Dovodom vyuzitia tejto substiticie je, aby sme
znizili pocet premennych a ulah¢ili dalsiu pracu s energiou. Rovnica pre zobecnené

Laguerrove funkcie vyzera nasledujicim spésobom:

| m n+<
N (o T) = | e (T CENREIEY
Fm+a+1) = m-—n n!
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Z tohto vztahu vidime, Ze jedine pod odmocninou sa nachadza parameter o bez pre-
mennej 1T'. Z toho dévodu upravime tito rovnicu:

| m n+<
om! Z(—l)n m+ a\ (1) 2 oot _
I'm+a+1) = m-—n n!

ol m! i m+a\ (eT)"*s __r
\/TF mrarD =" < ) c (4.10)

|
n—O —n n.

\/I ol m! i( 1y m+ « (gT)n+%€_U%
TVT(m+a+1) = m-—n n! '

Teraz uz sme schopni vyuzit substiticiu = o7 a dostaneme:

m+ o\ 2"t .
)\(a T) 1/ e — E2 4.11
(o; T Fm+a+1 nO < —n) n! ¢’ ( )

Pre energiu s vyuzitim rovnic 4.9 a 4.11 dostaneme:

M m! m m+a) " ]’
P> {m[ﬂ‘”"(m_n) l 671 } (4.12)

mO

Vsimneme si ze v rovnici 4.12 sa stale vyskytuje premenna 7. V tejto chvili
moze pripadat zbytocné, ze sme vyuzili vyssie spomenuti substitiiciu, pretoze jeden
z nahradenych parametrov je stale v odvodenom vztahu. Premennd 7' (dopravné
oneskorenie) je ale konstanta. To znamend, ze ak vypocitame energiu v zavislosti

na niektorom parametre, nasobenie s % ovplyvnuje len amplitidu tejto funkcie.

4.2 Urcenie zavislosti energie aproximovaného Dira-
covho impulzu na parametroch zobecnenych La-

guerrovych funkcii

Parametre, na ktorych zavisi energia aproximovaného Diracovho impulzu st «, x
a rad aproximécie M. Najprv ukdzeme zavislost energie na z, ktort ziskame pomo-
cou Matlabe. To vidime na obrazku 4.1. Pretoze plati x = o7, kde T je konstanta,
zavislost na volnom parametri o by vyzeral rovnako ako zavislost na x, akuréat s inou
mierkou na vodorovnej osi.

Teraz popiseme niektoré doélezité vlastnosti zavislosti energie na parametri x
na obrazku 4.1. Ak sa pozrieme na zaciatok priebehu, vidime, zZe pre malé r ma
nulové hodnoty. To je sposobené tym, ze parameter o postuva zobecnené Laguerrove
funkcie a s tym aj vysledné aproximécie doprava na cCasovej osi. Takze pre malé

hodnoty x, ¢o ma podobny vplyv ako o (podrobnejsie popisane na zaciatku prace),
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funkcie sa za¢inaji po bode dopravného oneskorenia. Dalsia dolezitd ¢ast je koniec
priebehu, kde energia ma opéat nulové hodnoty. To je naopak sposobené prilis velkymi
hodnotami parametru z. Zobecnené Laguerrove funkcie v tomto pripade si prilis
stlacené a z toho dévodu aproximéacie konverguji k nule pred hodnotou dopravného
oneskorenia. Posledna dolezita vlastnost je vinovity priebeh energie. Tvar zobecnenej
Laguerrovej funkcie vidime na obrazku 1.2. Pri s¢itani tychto funkcii s ¢asové body,
kde viac vin m4 rovnakd fazu. To sposobi mierne zvySenie hodnoty aproximécie
v tychto bodoch. Ak zmenime parameter o (alebo v tomto pripade parameter x),
zmenime aj umiestnenie vin v jednotlivich zobecnenych Laguerrovych funkcidch.
Tym padom aj body, kde viny maji rovnakd fazu budd umiestnené inde. Ak jeden
z tychto bodov bude v mieste dopravného oneskorenia (alebo dostatocne blizko),
zvysenie hodnoty vyslednej aproximacie bude uzitocné a mierne sa zvysi aj energia.

To je dovodom vzniknutia vlnovitého priebehu na obrazku 4.1.

° | |
|——M=20,a0=30]
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X

Obr. 4.1: Energia aproximovaného Diracovho impulzu v zavislosti na parametri z;
T=2

Na dalsom obrazku (4.2) ukazeme, ako sa zmeni priebeh energie v zavislosti
na parametri x ak zvysime rad aproximacie. Dalo sa ocakavat, Ze tvar priebehov

pre rozne hodnoty M bude podobné. Doélezité ale je, Ze energie pre vyssie rady maju
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maximéa pri vyssich ¢asovych hodnét. Dévodom je, ze pocet zobecnenych Laguer-
rovych funkcii v aproximéaciach je M + 1. Tym padom ¢im vacésiu hodnotu ma M,
tym viac funkeil pouzivame, ktorych dizka rastie s rasttcim rddom. Z toho dovodu
potrebujeme zvysit hodnoty premennej x (md ten isty vplyv ako parameter o), aby
sme viacej stlacili tieto funkcie.
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——M=20, =30
——M=30,a=30
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AW
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X
Obr. 4.2: Energia aproximovaného Diracovho impulzu v zavislosti na parametri x

pre rozne rady M; T = 2

Zavislost energie ukazeme aj na parametri o, vidime to na obrazku 4.3 pre rozne
rady M. Priebehy maji podobny tvar ako v predchadzajucich pripadoch, odlisnosti
vidime pre malé hodnoty a. To je sposobené tym, ze pre a = 0 dostaneme jedno-
duché Laguerrove funkcie, ktoré nie st posunuté na casovej osi. Tieto funkcie su
vhodné pre aproximéciu (oproti funkcidam s malou hodnotou parametru z) a z toho
dovodu maji nenulovi energiu. Vsimneme si ale, ze priebehy na obrazku 4.3 maju
maximéa pre a > 0. S tym je opat potvrdené, ze zobecnenymi Laguerrovymi funk-

ciami obdrzime lepsie aproximéacie Diracovho impulzu.
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Obr. 4.3: Energia aproximovaného Diracovho impulzu v zavislosti na parametri «
pre rozne rady M; T = 2

4.3 Optimalne volné parametre pre aproximaciu Di-

racovho impulzu pomocou energie

V predchadzajicej casti sme popisali ako zavisi energia aproximovaného Diracovho
impulzu na volnych parametroch. V tejto podkapitole ukazeme, ako zvolif ich hod-
noty optimélne. Ak sa pozrieme este raz na obrazok 4.3, vidime ze maximé priebehov
sa nachddzaji priblizne v bode a = 30. Uréime hodnotu parametru o (velkost do-
pravného oneskorenia je T'= 2, x = 30):
z 30
r=0l=0=—=—=15
T 2
Z toho pomer % je
a 30
—_ = — = 2
o 15
¢o je dopravné oneskorenie, t.j. plati rovnica 3.11. To znamen4, ze obrazok 4.3 po-

Y

tvrdzuje spravnost odvodenych vztahov v kapitole 3.

o6



Teraz sa vratime k obrazku 4.2, kde volny parameter « je 30. Podla vztahov
v kapitole 3 pre optimalnu hodnotu parametra x by malo platit x = «. Vidime ale, ze
to tak nie je, priebehy maji maxima pre vicsie hodnoty z. Pre vysvetlenie uvedieme
dalsie dva obrazky (4.4 a 4.5), kde vidime zéavislost energie na obidvoch volnych
parametroch. K ich vytvoreniu sme vygenerovali maticu o rozmeroch 122 x 202. Tato
matica obsahuje hodnoty energie (reprezentované farbami) pre kazdd kombinéciu

hodnot o = 0+ 120 a = 0 =+ 200. K vypoctu bola pouzita rovnica 4.12.
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Obr. 4.4: Maximalne hodnoty energie aproximovaného Diracovho impulzu

pre parameter x; T'= 2; M = 30

Na obrazku 4.4 st vyznacené maximalne hodnoty energie (Cervené body) ku kaz-
dej hodnote z. To je v silade s kapitolou 3 (a tym padom aj s literattirou [8]), pretoze
maxima sa priblizne nachddzaji v bodoch, kde o = x (x = ¢T'). Rozptyl je spdso-
beny vlnovitym priebehom energie a velkym krokom parametrov « a x.

Na obrazku 4.5 je zobrazena ta ista matica ako v predchadzajicom pripade. Roz-
diel spociva jedine v oznacenych hodnotach, ktoré si maximéalne energie pre kazdu
hodnotu parametru «. VSimneme si, Ze ¢ervené body na tomto obrazku reprezentuji

vysSie energie, ako na obrazku 4.4.
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Obr. 4.5: Maximalne hodnoty energie aproximovaného Diracovho impulzu pre

parameter a; T'= 2; M = 30

V tejto chvili vztahy pouzivané pre najdenie optimalnych parametrov zobecne-
nych Laguerrovych funkcii v kapitole 3 mézu pripadat nedostatocné, pretoze pre Di-
racov impulz sme schopni parametre zvolit lepsie. Je ale dolezité, ze vseobecne opti-
malne hodnoty parametrov a a ¢ by boli a,0 — o0o. To mozeme vidiet z pred-
chadzajucich obrazkov, kde velkost energie rastie s rastiicimi volnymi parametrami.
Nekoneénd hodnota volnych parametrov ale samozrejme nie je realizovatelna. Prave
z toho dovodu sa zaoberame s optimalnymi parametrami v kapitole 3. Uz sme spo-
minali, Ze obrazok 4.4 je v stulade s tam popisanymi vztahmi. Dévodom toho je,
ze pre Iubovolné z (alebo o) ndjdeme optimalne a podla rovnice % = T (v inom
tvare @ = x), o potvrdzuje tento obrdzok. V opacnom pripade ale, ak hladdme
optimalne o (alebo x) ku konkrétnej «, tak existuje lepsia volba, nez to popisuji
vztahy v kapitole 3. Prave to vidime na obrazku 4.5.

Aproximaciu Diracovho impulzu s parametrami, ktoré sme ziskali pomocou ener-
gie ukazeme aj graficky. To je zndzornené na obrazku 4.6 Cervenym priebehom.
Modry priebeh je aproximécia obdlznikovou ndhradou pomocou vztahov z kapitoly
3. Parametre pomocou energie sme ziskali z matice na obrazku 4.5 nasledujticim

sposobom. Pre hodnotu «, ktory sme obdrzali pomocou vzfahov 3.9 a 3.10 sme
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nasli optimalne z. Dostali sme hodnotu x = 174 a z toho sme vypocitali o:

x 174
r=0 0= 5
Na obrazku 4.6 vidime, zZe takto ziskané parametre davaji naozaj lepsie vysledky.

87.

Tym sme ukazali, ze pre o dokazeme zvolit o vhodnejsie, nez to udavaju vzorce
v kapitole 3. Ak by sme zvysili rad aproximacie, rozdiel medzi dvoma priebehmi by
bol este nazornejsi. To vyplyva z obrazku 4.2, kde je ukazané, ze s rasticim radom

maximalnu energiu obdrzime pre vécsie hodnoty parametra x.
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Obr. 4.6: Optiméalne parametre pomocou energie pre rad M = 30; T = 2

Ako zhrnutie este vysvetlime, kedy moze byt vyssie popisany postup pomocou
energie pri volbe volnych parametrov vyhodné alebo prave nevyhodné. Na obrazku
4.6 vidime, ze sme nasli lepsiu hodnotu parametra ¢ pomocou energie. Pre toto o ale
sme schopni najst lepsie a ak vyuzijeme vztah 3.11. Takto by sme mohli postupo-
vat do nekonecna. Postup pomocou energie ma ale jednu velki vyhodu. Pre T' > 1
7 rovnice % = T vyplyva, ze hodnota parametra « je vicsia, ako parameter o.
Z vypoctového hladiska sme prave najviac obmedzeni volbou . Pomocou energie
ale ku kazdej a dokdzeme najst vicsie o (¢o dava lepsie vysledky), nez pomocou

rovnice 3.11. Takze ak chceme zistit najlepsie parametre, pre ktoré este sme schopni
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vypocitat zobecnené Laguerrove funkcie, vhodna cesta je zvolit parameter a a po-
mocou energie ziskat optimalne o. Pre T' < 1 ale a bude mensia a obmedzit vypocty

moze velkost o. V tomto pripade staci pouzivat rovnicu 3.11.
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5 Aproximacia vybranych LTI SISO systé-
mov s dopravnym oneskorenim pomocou
zobecnenych Laguerrovych funkcii

V predchadzajucich castiach prace sme ukazali, Ze zobecnené Laguerrove funkcie st
vhodné pre aproximéciu Diracovho impulzu. V tejto kapitole sa poktsime aproxi-
movaf konkrétne systémy s dopravnym oneskorenim. Pre vyhodnotenie vysledkov

pouzivame kvadratické kritérium v tvare

/ — fupr (1)) dt
0

- , (5.1)
/ Ho

¢o je ekvivalentné rovnici 3.38. Vo vztahu 5.1 f(¢) je funkcia ktort aproximujeme,

fapr(t) je jeho aproximacia Laguerrovymi funkciami.

5.1 Aproximacia vybranych systémov s dopravnym one-

skorenim

Vybrané systémy definujeme ich operatorovym prenosom:

Fi(s) = . _:'[_ 1 e s (5.2)
10s T
Fy(s) = i+ " (5.3)
10s
Fg(S) = G_TS, (54)
(s 4 %) (s+ 1)(s + 3)(s +4)
1 —Ts
F4($) = m (& . (55)

Pre aproximaciu systémov vychadzame zo vztahu 2.3. Aby sme vedeli pouzivat
tito rovnicu, potrebujeme ur¢it hodnoty parametrov « a 0. Pretoze chceme porovnat
aproximéacie pomocou jednoduchych a zobecnenych Laguerrovych funkcii, vyuzijeme
vztah 3.35 pre jednoduché a vzfahy 3.1 a 3.2 pre zobecnené funkcie z kapitoly 3.
K tomu potrebujeme urc¢it momenty mg, mq, m_; a pu; pre kazdy systém. Vsetky

uvedené koeficienty pocitame numericky v programovom prostredi Matlab.
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Prvy uvedeny systém (popisany rovnicou 5.2) je systém prvého radu. Vysledné
aproximacie si na obrazkoch 5.1 a 5.2. Vidime, Ze zobecnenymi Laguerrovymi funk-

ciami sme obdrzali lepsie vysledky nez jednoduchymi.

1 x |

— impulzova charakteristika
——M=5,06=1140, a =27.62
0.8 M =10, 0 =11.40, o = 27.62 |
&\ ——M =50, ¢ =11.40, o = 27.62
0.6 I
< 04
0.2 \
0 A A\//k X-(N»-———
-0.2
0 2 4 6 8 10

t

Obr. 5.1: Aproximécia systému prvého radu zobecnenymi Laguerrovymi funkciami
(M =100, T = 2)

Systém popisany operatorovym prenosom 5.3 je systém druhého radu. Aproxi-
macie tohto systému st na dalsich dvoch obrazkoch (obr. 5.3 a obr. 5.4). Vidime, ze
sme dostali horsie vysledky ako v predchadzajicom pripade. To je sposobené tym, ze
impulzova charakteristika systému v bode dopravného oneskorenia prudko narastie,
po dosiahnuti maxima naopak prudko klesa. Zhorsenie aproximaéacii vidime hlavne
v pripade jednoduchych Laguerrovych funkcii, zobecnené funkcie opat davajui lepsie
vysledky:.
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K |
— impulzova charakteristika
——M=5,0=2.00,a =0.00
0.8 M =10, ¢ =2.00, a = 0.00 |
/\ ——M =50, 0 =2.00, a =0.00
) A
5 04
0.2

0 >€§

0 2 4 6 8 10
t

Obr. 5.2: Aproximacia systému prvého radu jednoduchymi Laguerrovymi
funkciami (M = 100; T' = 2)

10 ‘ |

— impulzova charakteristika

——M=5,5=50.89, « =111.28
8 M =10, 0 =50.89, a = 111.28 |
——M =50, 0=50.89, « =111.28

a(t)

0 2 4 6 8 10

Obr. 5.3: Aproximacia systému druhého radu zobecnenymi Laguerrovymi
funkciami (M = 100; T' = 2)
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10 I T

— impulzova charakteristika
——M=5,0=8.50,«a=0.00
8 M =10, ¢ =8.50, @ = 0.00 |
——M =50, 0 =8.50, « =0.00

a(t)

0 Al \%_K//'E

4 6 8 10
t

Obr. 5.4: Aproximacia systému druhého radu jednoduchymi Laguerrovymi
funkciami (M = 100; T' = 2)

o
N

Treti uvedeny systém je Stvrtého radu. Vysledné aproximacie vidime na obraz-
koch 5.5 a 5.6. Vsimneme si, ze vysledky pre tento systém st ovela lepsie nez pre pred-
chadzajtice. To je spdsobené tym, Ze jeho impulzova charakteristika ma hladsi prie-
beh. Tym padom tento systém je vhodnejsi na aproximéaciu Laguerrovymi funkciami

ako predchadzajice, kde impulzové charakteristiky obsahuji zlomy.
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[
0.3 A

— impulzova charakteristika
——M=5,0=8.33, ¢« =26.16

M=10, 0 =8.33, a =26.16
0.2

——M=50,0=8.33, o =26.16 |
< o
0 —
0.1
0.2
0 5 10

15
t
Obr. 5.5: Aproximéacia systému stvrtého radu zobecnenymi Laguerrovymi
funkciami (M = 100; T' = 2)
0.4

K
0.3 /\

— impulzova charakteristika
——M=5,0=2.78, «=0.00

M=10,0=2.78, « =0.00
——M=50,0=2.78, «=0.00
0.2

g(t)
//

10

15
t
Obr. 5.6: Aproximacia systému stvrtého radu jednoduchymi Laguerrovymi

funkciami (M = 100; T' = 2)
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Stvrty vybrany systém je systém s komplexnymi pélmi. Z toho dévodu jeho im-
pulzova charakteristika ma kmitavy priebeh. Z obrazku 5.8 vidime, Ze aproximacia
jednoduchymi Laguerrovymi funkciami pre nizke rady neda dobré vysledky. Zobec-
nenymi Laguerrovymi funkciami ale obdrzime dobré aproximacie pre malé casové

hodnoty aj s nizkym radom.

0.3 ,

A — impulzova charakteristika

0.25 ——M=5,0=2299, a=6539 ||
\ —— M =10, 0 =22.99, a = 65.39

——M=50,0=2299, a=6539

0.2

0.15

|
0.1 \
0.05 \ A
|
|
|

a(t)

-0.05 S
|
-0.15 \e/
-0.2
0 5 10 15

t

Obr. 5.7: Aproximadcia systému s komplexnymi polmi pomocou zobecnenych
Laguerrovych funkciami (M = 100; 7' = 2)
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A — impulzova charakteristika
0.25 ———M=5,5=6.03,a=0.00 | |
——M =10, ¢ =6.03, = 0.00
0.2 \\ ——M=50,5=6.03,a=0.00 | ]|
0.15

0.1

|
0.05 f /f ; /\

a(t)

| /

o
S—
<=
L/

M

-0.15 \

A4

t
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15

Obr. 5.8: Aproximacia systému s komplexnymi polmi pomocou jednoduchych
Laguerrovych funkeii (M = 100; T' = 2)

5.2 Vyhodnotenie aproximacii vybranych systémov po-

mocou kvadratického kritéria

Vysledky kvadratického kritéria pre zobecnené Laguerrove funkcie znac¢ime premen-

nym Jig, pre jednoduché Laguerrove funkcie Jig. V nasledujicej tabulke vidime

hodnoty ziskané pre vybrané systémy pomocou vztahu 5.1.

Tab. 5.1: Vysledky kvadratického kritéria pre vybrané systémy

. , , Jra Jks
aproximovany systém
M=5 | M=10| M=50| M=5|M=10| M =50
Fl(s) 0,1165 | 0,0789 0,0371 0,2630 | 0,1906 0,0878
Fg(s) 0,2245 | 0,1757 0,0710 0,8193 | 0,4442 0,1797
Fg(s) 0,0319 | 0,0044 0,0001 0,1238 | 0,0409 0,0012
F4(S) 0,0650 | 0,0231 0,0002 0,7660 | 0,2840 0,0012

Vysledky kvadratického kritéria potvrdia spravnost predchadzajicich obrazkov.

Zobecnenymi Laguerrovymi funkciami sme dostali mensie hodnoty pre kazdu apro-
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ximaciu. Najvacsie rozdiely vidime pre posledné dva systémy, kde jednoduché Lagu-
errove funkcie davaju az desatkrat horsie vysledky. Dalej si viimneme, Ze s rasticim
radom aproximacie sa znizuje velkost kritéria v kazdom pripade. Najlepsi vysledok
sme dosiahli pre treti systém, kde zobecnenymi Laguerrovymi funkciami pre M = 50
hodnota kvadratického je Jio = 0,01 %.

5.3 Systémy s nerealizovatelnymi optimalnymi para-
metrami

Doteraz sme ukézali aproximacie zobecnenymi Laguerrovymi funkciami na réznych
systémoch s dopravnym oneskorenim. K tomu sme potrebovali urcit volné parametre
a a o, ¢o sme robili pomocou rovnic 3.1 a 3.2. Existuju ale systémy, pre ktoré
dostaneme prilis velké hodnoty volnych parametrov pomocou tychto vztahov. To
znamena, ze nedokazeme vypocitat zobecnené Laguerrove funkcie a nevieme vytvorit
aproximaciu pomocou nich. Pre znazornenie modifikujeme prenos stvrtého systému

(F4(s)) tak, ze ho vynasobime premennou s:

S
F(s)= — 5 Ts, 5.6
(5) 2 +s5+925° (5:6)

Pre tento systém urcéime optiméalne parametre pomocou Matlabu. Obdrzime hod-
noty & = 567,05 a 6 = 206,35 pre ktoré Matlab uz nie je schopny vypocitat zo-
becnené Laguerrove funkcie. Tym padom nedostaneme ziadne vysledky. V takych
pripadoch ale mozeme znizit velkost volnych parametrov. Dobra volba je znizif hod-
noty premennych & a & tak, aby sme zachovali ich pomer. Velkost parametru «,
pre ktori dokazeme vypocitat zobecnené Laguerrove funkcie je pre kazdy systém
ind. Bezpecna volba je znizit hodnoty premennych tak, aby platilo o < 100. V nasom

pripade vydelime obidve parametre ¢islom Sest:

a= 562’05 = 04,51,
o= 20035 gy g

Pre tieto hodnoty uz dokdzeme pomocou Matlabu uréit aproximéciu systému (obra-
zok 5.9). Vidime, ze impulzova charakteristika prudko narastie v bode dopravného
oneskorenia a po dosiahnuti maxima prudko klesa. Z toho vyplyva, ze tento systém
je narocné na aproximaciu a to je dévodom toho, zZe dostaneme velké optiméalne
parametre. Po zmenseni hodnot & a & ale stale obdrzime dobré vysledky, ako to

vidime na obrazku 5.9.
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— impulzova charakteristika
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Obr. 5.9: Aproximacia systému s nerealizovatelnymi optimalnymi parametrami

pomocou zobecnenych Laguerrovych funkeii (M = 100; T' = 2)

Aj pre tento systém ur¢ime hodnoty kvadratického kritéria. Vysledky st v tabulke
5.2.

Tab. 5.2: Vysledky kvadratického kritéria pre systém s nerealizovatelnymi

optimalnymi parametrami

J
aproximovany systém S
M=5|M=10 | M =50
F5(s) 0,1725 | 0,0992 | 0,0222

Vidime, ze ziskané hodnoty si dobré na to, Ze vypocitané optimalne parametre
boli modifikované. Pre rad 50 sme dostali vysledok Jig = 2,22 %, Co je lepsie, ako
v pripade niektorych systémov z tabulky 5.1
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6 Zaver

Hlavnym cielom diplomovej prace bolo ukazat moznosti aproximécie systémov s do-
pravnym oneskorenim pomocou zobecnenych Laguerrovych funkeii.

Na zaciatku prace si popisané zobecnené Laguerrove funkcie a vplyv volnych
parametrov « a o na ich chovanie. Tato cast obsahuje aj overenie toho, ze v Matlabe
generované funkcie su ortonormalne.

Dalsia kapitola sa zaobera aproximdciou impulzovej charakteristiky idedlneho
systému. Su odvodené potrebné vztahy a je popisany vplyv volnych parametrov
na vysledné aproximacie.

Tretia cast prace sa zaoberda optimalnymi hodnotami volnych parametrov. Su
prezentované dve nahrady Diracovho impulzu, pre ktoré su analyticky odvodené
potrebné vztahy. Je dokdzané, ze v pripade zobecnenych Laguerrovych funkcii po-
mer optimélnych parametrov je % =T'. Vysledné aproximacie st prezentované gra-
ficky. V tejto casti s odvodené vztahy k najdeniu vhodnej hodnoty parametra o
pre jednoduché Laguerrove funkcie. Vysledky st opéat ukazané graficky a porovnané
so zobecnenymi Laguerrovymi funkciami.

V dalsej kapitole st ¢iselne vyhodnotené aproximéacie Diracovho impulzu. Pre
tento ucel je zvolena energia, pretoze kvoli Specidlnym vlastnostiam Diracovho im-
pulzu klasické numerické kritéria nemozeme aplikovat. Je ukazané, ze v niektorych
pripadoch dokazeme vylepsit aproximécie ziskané pomocou odvodenych vztahov.

Posledna cast prace obsahuje vybrané LTI SISO systémy, na ktorych st porov-
nané aproximacie jednoduchymi a zobecnenymi Laguerrovymi funkciami. Na vyhod-
notenie je pouzité kvadratické kritérium. Aj tymto kritériom, aj grafickymi ukazkami
je overené, ze aproximacie zobecnenymi Laguerrovymi funkciami davaju lepsie vy-

sledky.
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Zoznam symbolov, velicin a skratiek

LTI SISO linearne ¢asovo invariantné systémy s jednym vstupom a vystupom -

Linear Time-Invariant Single Input Single Output Systems

189 () zobecneny Laguerrov polyném radu m
R+ mnozina kladnych redlnych ¢isel

['(n) gama funkcia

A% (g;t)  zobecnena Laguerrova funkcia radu m
(f(t),g(t)) skalarny sucin funkcii f(t) a g(t)

|f ()] absolitna hodnota funkcie f(t)

d(t) Diracov impulz

H(t) jednotkovy skok (Heavisideova funkcia)
Qa,o optimalne hodnoty parametrov a a o pre zobecnené Laguerrove funkcie
(a;b) otvoreny interval

la, b] uzatvoreny interval
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Zoznam priloh

A Obsah prilozeného CD
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A Obsah prilozeného CD

Zoznam suborov na CD:
e Diplomova praca vo formate PDF.
o V zlozke Matlab sa nachadzaji nasledujtce subory:

— calcLag.m - Funkcia pre vypocet zobecnenych a jednoduchych Laguerro-
vych funkcii.

— LagFunkcie.m - Vykreslenie zobecnenych Laguerrovych funkcii pre nizke
rady.

— OrthMatrix.m - Vypocet matice ortogonality pre zobecnené Laguerrove
funkcie.

— dirac_ M_ compare.m - Porovnanie aproximécii Diracovho impulzu a vy-
kreslenie zobecnenych Laguerrovych funkcii prevrézne rady .

— dirac_ alfa_ compare.m - Porovnanie aproximacii Diracovho impulzu a vy-
kreslenie zobecnenych Laguerrovych funkcii pre rozne hodnoty parametru
a.

— dirac_sigma_ compare.m - Porovnanie aproximacii Diracovho impulzu
a vykreslenie zobecnenych Laguerrovych funkcii pre rozne hodnoty para-
metru o.

— dirac_T_compare.m - Porovnanie aproximécii Diracovho impulzu a vy-
kreslenie zobecnenych Laguerrovych funkcii pre rézne hodnoty doprav-
ného oneskorenia.

— dirac_subs.m - Vykreslenie obrazkov pre obdlznikovi a trojuholnikovi
nahradu.

— dirac_ rectangle.m - Aproximacia Diracovho impulzu zobecnenymi a jed-
noduchymi Laguerrovymi funkciami pomocou obdlznikovej nédhrady.

— dirac_ triangle.m - Aproximécia Diracovho impulzu zobecnenymi a jed-
noduchymi Laguerrovymi funkciami pomocou trojuholnikovej nahrady.

— energy compare.m - Vypocet energie v zavislosti na parametroch alfa, x,
M. Vykreslenie priebehov.

— LagWithX.m - Vypocet Laguerrovych funkcii s parametrom x v bode T
(pre vypocCtu energie).

— energy table.m - Vykreslenie energie v zavislosti na parametroch alfa a x.
Néjdenie optiméalnych parametrov pomocou energie.

— optParameters.m - Numericky vypocet momentov pre optimalne para-
metre & a ¢ pre zadany systém.

— optimal F.m - Aproximécia vybranych systémov zobecnenymi a jedno-
duchymi Laguerrovymi funkciami.

Vsetky stibory boli napisané v programe Matlab R2016b.
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