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Anotace

Prace se zabyva nékterymi kinematickymi kiivkami, jejich stru¢nou historii,
matematickym popisem a uvadi ptiklady z jejich vyuziti v technice. Obsahuje piehled
zakladnich pojmu a definic z deskriptivni a analytické geometrie pfevzatych z literatury
nutnych k vysvétleni problematiky a lepsimu doplnéni prace na samostatnou publikaci.

Prace se nezabyva diferencidlni geometrii.

The bachelor’s thesis deals with some kinematic curves, their brief history, the
mathematical description and examples of their use in technology. It contains an
overview of basic concepts and definitions of descriptive and analytic geometry from
the literature to better explain the issues and to better complete the thesis to become a

separate publication. The work does not deal with differential geometry.
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1 Uvod

Zadanim prace bylo vyjasnéni pivodu technickych a jinych zajimavych kiivek,
se kterymi se bézné¢ setkdvame, vysvétleni vzniku, jejich matematicky popis

a znazornéni pomoci vhodného CAS' programu.

Prace je rozdé€lena do tii ¢asti. Zacina popisem a vysvétlenim potfebnych pojmil
a vztah z kinematické a analytické geometrie, dale obsahuje hlavni ¢ast
o kinematickych kiivkach v technice, kam jsem vybral kiivky vyuZzivané zejména
ve strojirenstvi, je zde vysvétlen vznik a vyuZiti kiivek spolu s matematickym popisem
a priklady pouziti. Prace se zamétfuje na popis a prezentaci kiivek, nikoli na feSeni
ktivek tak, jak se to provadi v diferencialni geometrii. Nepopisuji také konstrukéni
postupy, kiivky jsou vytvoreny programem GeoGebra a grafické soubory jsou ulozeny

jako pfilohy k préci.

Do prace, ktera je spiSe kompilativni, jsem nezahrnul kiivky pocitacové grafiky
ani charakteristické kiivky nékterych grafi z fyziky nebo matematické analyzy
¢i Casovych fad, ackoli i1 takové kiivky se mezi technické n€kdy fadi. Grafické nebo
empirické kiivky, jak se tyto oznaCuji, nelze popsat pomoci jednoduchého

matematického vyjadieni a nevyhovovaly by ani celkovému pojeti prace.

" CAS = Computer Algebra System



2 Geometrie krivek

V historii, ale 1 v soucasnych zdrojich, které se kiivkami Casto zabyvaji jinak nez
tato prace, je mozné se setkat s rozdilnymi definicemi kfivek i s rozdilnym pfistupem
pii jejich vySetfovani. Popis v minulosti vZdy odpovidal dostupnému matematickému
aparatu, v soucasnosti jde spiSe o to, jaké ulohy ve spojeni s kiivkami feSime. Jinak
se zabyvali kiivkami ve starovéku, kdy jiz byla popséna fada kiivek v této praci
uvadénych, a kdy se obdobné problémy fesili pouze geometricky a jinak dnes, kdy
se napiiklad pii feSeni uloh v technické mechanice vyuzivd diferencidlni geometrie
a vypocetni technika. J& jsem si ve vétSin¢ piipadii vybral zplsob obvykly
v kinematické geometrii a nejvice vyhovovujici vybranym kiivkdm a jejich pouziti.
S pomoci literatury pfipomenu zakladni pojmy a pravidla, se kterymi je mozné se pfi
takovém popisu kiivek setkat. Zacnu popisem zakladniho prostoru a soutfadnicovych

soustav, pomoci kterych se kiivky matematicky zpracovavaji.

2.1 Soustavy souradnic

Se zavedenim soufadnych soustav a naslednym rozvojem analytické, jinak také
soutfadnicové geometrie bylo mozné zacit fesit geometrické problémy algebraickymi
prostiedky. Pouziti soufadnych systémi umoziluje vyjadiit polohu kazdého bodu
v prostoru ve vztahu k jinému a zavést tak mezi jednotlivymi body matematické vztahy
vyjadiené vzorci. DalS§i moznosti pak nabizi vektorovy pocet formulovany pozdé&ji,

ktery je na systému soutadnic také zaloZzen. Nyni k samotnym soufadnym systémiim.

Eukleidovsky prostor pojmenovany po Eukleidovi’, ve kterém se zavadi
nasledujici soufadné systémy, a na ktery se ostatni zakladni definice odkazuji, zahrnuje

rovinu, kterd se znaci E,, a trojrozmérny prostor, ktery se oznacuje Es. Jde o prostor, ve

? Eukleidés (asi 325 pf. n. 1. — asi 260 pf. n. 1.) — alexandrijsky matematik a geometr



kterém plati Eukleidovskd geometrie’, tedy souhrn pravidel popisujicich napiiklad
vlastnosti zakladnich geometrickych utvara jako jsou pfimka, usecka, trojuhelnik nebo
také definici vzdalenosti, Cili metriku. S takovym vymezenim prostoru a vlastnostmi
objektll, které se v ném nalézaji, jsme zvykli pracovat jiz ze zdkladni Skoly. Kromé
tohoto totiz jeSt¢ existuji prostory zavedené pozdé¢ji, které do wurcité miry
Eukleidovskému prostoru odpovidaji, ale nemuseji splitovat vSechny jeho podminky.

Jde napftiklad o prostory zaktivené, uvazované v moderni fyzice.

, , v . T , , 4

Kartézska soustava souradnic, u jejihoz zrodu stdl René Descartes”,
povazovany spolu s Pierrem de Fermatem® za zakladatele analytické geometrie,
je zékladni a zaroven nejrozSifenéj$i a nejznaméjsi soufadnou soustavou. Jde

o pravouhlou pravotocivou anebo levotoc¢ivou soustavu — vzdy podle orientace os x a y.

Obrazek 1 - Levoto€iva a pravotociva kartézska soustava souiadnic

Na jednotlivych k sob¢ navzdjem kolmych ¢iselnych osach x, y, z vedoucich z poc¢atku,
tedy bodu O se soufadnicemi (0,0,0) - odtud také oznafeni Oxyz, se odecitaji
vzdalenosti pravé od pocatku k primétu néjakého bodu, které potom vyjadiené

napiiklad i pomoci proménnych tvoii jednotlivé soufadnice tohoto bodu v prostoru.

3 Zde odkazovana pravidla popsal Eukleidés v souboru knih Zaklady

* René Descartes (1596 - 1650) - latinsky Renatus Cartesius, adj. Cartesian, odtud také nazev kartézska
soustava, francouzsky matematik a filosof

> Pierre de Fermat (asi 1601 - 1665) — francouzky pravnik, v matematice spiSe amatér, piesto spolu
s Blaisem Pascalem (1623 - 1662) zakladatel kombinatoriky, podilel se na rozvoji teorie Cisel a
diferencialnim poctu
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Obrazek 2 - Kartézska soustava souiadnic v prostoru. Bod P o soufadnicich (x,y,z), jeho primét Q
do roviny xy a vyznacené jednotkové vektory i (1,0,0), j (0,1,0), k (0,0,1), které urcuji bazi
vektorového prostoru v této souiradné soustaveé.

Polarni soustava souradnic se pouziva pro zaznamendvani soufadnic v roving,
kdy se poloha libovolného bodu v roviné vzhledem k bodu pevné zvolenému, ktery je
obdobou pocatku v kartézské soustave, urcuje pomoci vzdalenosti od tohoto bodu a
uhlu sviraného s pevné zvolenym smérem. Vhodna je zejména u tutvarti nebo pohybu
jednoduchou matematickou zavislosti popsatelnych — nejvhodnéjSim piipadem
je kruznice nebo spirdla. Samotna myslenka zaznamenavani udaji o poloze pomoci uhlu

a radiusu pochazi jiz z 1. tisicileti pt. n. 1.°

9p°
120° 60°
150\'-‘ ) % " . 30°
180° . 0°
210° 7 ' . 330°
240° 300°
270°

Obrizek 3 - Sit’ polarnich souiadnic

% Podle [5]



Soufadnice zadané v jedné soustavé Ize prevadét do jiné. Prevod polarnich soutadnic na

kartézské a naopak je mozny nasledovné:

v Px,Y)
________ : x =rcos(p) r= W
¢ : y = rsin(¢p) @ = arctg2 (y,x)
? .
x

Obrazek 4 - Naznaceni vztahu mezi polarnimi a
kartézskymi souradnicemi

Funkce arctg?(y,x) se zavadi z toho divodu, ze cyklometricka funkce arctg(p), tedy
inverzni funkce ke goniometrické funkci #g(p), je definovana pomoci restrikce
puvodniho intervalu a nabyva hodnot (—g,g) Funkce arctg?(y,x) ma nasledujici
vyznam:
(arctg(%), x>0Ay>0
arctg2(y,x) = { arctg (%) + I, x<0

y
arctg(;)+2n, x>0Ay <0

Cylindricka (valcova) soustava soufadnic je rozSifenim poldrnich soufadnic
do prostoru. Je vhodna napiiklad pro popis kiivky na valcové plose, jakou je

Sroubovice.

Obrizek 5 - Poloha bodu P v cylindrickych souiadnicich



Ptevod cylindrickych soufadnic na kartézské a naopak je obdobny jako v piipadé

soutfadnic poléarnich, rozsifenych o osu z:

X = pcose p=\/ﬁy2

( 0, prox=0Ay =20
y = psing arcsin (X) prox =0
¢ = p
L—arcsin (X) 4+, prox <0
zZ=z p

Existuji 1 dalsi soufadné systémy, které se ale pro sviij specificky tcel pouziti tak
casto nevyskytuji. Z téch znaméjsich lze naptiklad zminit soufadnice eliptické nebo

sférické, pouzivané pii ur€ovani zemépisné polohy.

10



2.2 Krivky v kinematické geometrii

Kinematicka geometrie jako soucast deskriptivni geometrie zkouma geometrické
vlastnosti pohybu, nezabyva se rychlosti a zrychlenim. Nasleduje vybér zakladnich

pojmti a pravidel pouzivanych déle v textu nebo pfi popisu kiivek vibec.

Rovinna krivka, tedy kiivka v E; je jednoparametrickd mnozina bodt {X(u)},

jejichz soufadnice jsou dany funkcemi:

x=x(u), uej, JcR

y=y)

Kiivka se nazyva jednoparametrickd proto, Ze pohyb bodu, kterym je tvofena, lze

vyjadfit jako zavislost na jednom parametru.

Tec¢na (tangenta) 7 je pfimka, ktera se dotyka kfivky v jednom bod¢ — je urcena

timto bodem dotyku a teénym vektorem £, v ném.

y o
t, y

X [x(uo) ylug)]

.[_(——'/
/JL ‘+
1 0 n\ X 0 T X

Obrazek 6 - Te¢na t, teény vektor £, a normala kiivky n
day

v s 2 dx r 1z . . v . ; S
Teény vektor t = (E'@) ziskame derivaci soufadnicovych funkei kiivky po

slozkach.

11



Normala n kiivky k je kolmice k tecné v bod¢ dotyku Xj,. Na normale lezi stied

oskulaéni kruznice.

Trajektorie je stopa, kterou vytvari bod pii svém pohybu. Nahlizime-li na

parametr u jako na ¢as, miizeme fici, ze jednoparametrickd mnozina

Xx,y1}, ue]

je trajektorii pohybujiciho se bodu. V kinematice se kiivka bézné definuje jako

trajektorie néjakého pohybu.

Obalka (k) je kiivka, kterd ma s kazdou polohou kiivky & spolecnou te¢nu
v bod¢ dotyku 7. Je to dal§i moznost, jakou mize byt urena kiivka nebo obecnéji i

pohyb v roving.

Obrazek 7 - Vznik krivky jako obalky

12



Bodova obalka (m) je specidlnim typem obalky kiivky, kterou tvoii bod - kiivka
pii pohybu prochazi stale timto jednim bodem (m). Opét jde o dalsi zptlisob, jakym
muze byt ur€en pohyb, tedy i kiivka, ktera takovym pohybem vznika.

Obrazek 8 - Bodové obalky (m) a (n) kiivek m a n

Asymptota je piimka, ktera se s rostoucimi soufadnicemi limitné blizi ke kfivce,

kiivku tak ohranicuje. Jde o te¢nu kiivky v jejim nevlastnim bod¢€ — v nekonecnu.

Oskulaéni kruznice’ nejlépe aproximuje, tzn. dostateén& presné opisuje kiivku
v okoli urcitého bodu. Je tedy mozné takovou kruznici kiivku v okoli tohoto bodu

nahradit.

\‘lsc

Obrizek 9 - Oskulaéni kruZnice elipsy, naznaceno nalezeni stfedu oskula¢ni kruznice

7 7 latinského osculum - polibek

13



Krivost krivky udava velikost zakiiveni kfivky v bod¢ a je to pfevracena
hodnota poloméru kiivosti. Kruznice tak ma konstantni kfivost rovnou pievracené

hodnoté jejiho poloméru.

Polomér krivosti kiivky je polomér oskulacni kruznice — vzdalenost stiedu
oskula¢ni kruznice od te¢ného bodu. Polomér kiivosti R kiivky zadané parametrickymi

rovnicemi

x=x(), y=(t)

Ize vypotitat nasledovng®:

R VX' OP + [y' (0]2)3
x'(®)y" (@) —x"@®)y'(t)

Specifické body krivek jsou urcité charakteristické body, které napomahaji

popisu kiivek a jsou uvedeny na nésledujicich obrazcich:

= S

Obrazek 10 - Vlevo uzlovy bod M, vpravo bod vratu T

W

Obriazek 11 - Vlevo inflexni bod M, vpravo plochy bod M

8 Jako disledek odvozeni v [3] s. 28

14



Krome¢ toho jesté rozliSujeme body obecnéji:

e Singularni bod je bod, ve kterém neni mozné sestrojit teCnu, protoze tecny
vektor je nulovy nebo neexistuje. Jde napiiklad o uzlovy bod (také nasobny bod)
nebo inflexni bod (bod obratu) a bod vratu, ktery ma dvé opacné orientované
teCny, které¢ splyvaji. Méné formaln¢ fteceno, jde o bod, ve kterém
se vySetfovana kiivka ,,nechova* normaln¢, nahle zméni smér, protina sama sebe
a podobné — kiivka se stava degenerovanou. Singularni bod se také oznacuje

jako singularita a naopak.

¢ Regularni bod je bod, ktery neni singularni - v takovém bod¢ existuje te¢na.

Ekvidistanta nebo také paralelni kiivka je obélka pfimek rovnobéznych ve stalé
vzdalenosti s te€nami dané kiivky nebo také obdlka pfimek kolmych k norméldm dané
ktivky a vzdalenych od tecného bodu kiivky na ob¢€ strany o stalou délku, ale také
obalka kruznic stalého poloméru, jejichz stfedy lezi na dané kiivce. U obecné kiivky jde
o obdobu rovnobéznych piimek nebo soustfednych kruznic. Pro kiivku zadanou

parametricky rovnicemi

x=x(), y=()

Ize ekvidistantu vyjadit rovnicemi’

— ey'(t)
X =x(t)+
VIX' @1 + [y’ (D]
Y =y + ex'(t)

VIO + ' (O

?[3] s. 64
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Obrazek 12 - Vznik ekvidistanty: Piivodni kiivka k s ekvidistantou k a konstantni vzdalenost d na
normalach n — vzdalenost d odpovida symbolu ¢ v rovnicich vySe

Je ztejmé, ze pro kazdé d (¢) existuji dvé rizné ekvidistanty — tutéz vzdalenost je mozné
nanést 1 na druhou stranu normdaly pivodni kiivky, v tomto ptipadé pod piivodni kiivku
k.

Evoluta je obalka normal kiivky nebo také mnozina vSech stfedi oskulacnich
kruznic, tedy mnozina vSech stfedli kiivosti. Pro evolutu kiivky zadané parametricky
jako v piipad& ekvidistanty plati rovnice'®

[x' (O] + [y' (O]
x'(©)y" (@) —x" )y’ (t)

[x' ()] + [y' (D]
x'(®)y" (@) —x"({®)y'(t)

x =x(t) —y'(t)

x=y()+x'(t)

Obrazek 13 - Vznik evoluty

193] s. 40
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Evolventa je kiivka, ktera vznika odvalovanim teény po vlastni kiivce.
Evolventu vykresluje pevné zvoleny bod teCny. Specialnim piipadem, ktery
je podrobnéji popisovan v samostatné kapitole, je potom evolventa kruznice. Pti zadéni

kiivky parametrickymi rovnicemi jako v piipadé evoluty plati pro evolventu rovnice''

— _ x’(t) ! 2 ! 2
o J[x'(t)]2+[y'(t)]2f OOt
e y'(t) T
7= J[x'(t>]2+[y'<t>]zf POty @

3

ﬂhs

J

Obriazek 14 - Vznik evolventy

Posledni dvojice kiivek se zpravidla uvadi dohromady. Plati, Ze ptivodni kiivka
je evolventou své evoluty a zatimco evoluta dané kiivky existuje vzdy jen jedna,
evolvent je nekoneéné mnoho — evolventou dané kiivky je také kazda ekvidistanta této
evolventy. Nejednd se ale o jediné asociované kiivky — kiivky dané jinymi kiivkami

nebo definované pomoci jinych kiivek.

Neproménna rovinna soustava je oznaeni mnoziny geometrickych utvart
vr oy . r sow s e v s ’ s v v v r12
lezicich v jedné roving, jejichz vzajemna poloha a jejichZ tvar se pfi pohybu neméni “.

Dale se zavadi pevna soustava > a hybna soustava ¢. Hybna, uvnitf neproménna

"[3]s.42
12 podle [8]
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rovinna soustava se pohybuje po pevné rovinné soustavé — pevna soustava tedy urcuje
pravidla pohybu hybné soustavy - a jeji jednotlivé body nebo objekty pohybem tvofi
trajektorii nebo obélku takového pohybu.

OkamZité otaceni je oznaceni nahradniho pohybu, tedy ndhradniho otaceni,
které¢ nahrazuje pohyb mezi dvéma sousednimi, dostatecné blizkymi polohami o, &
hybné soustavy - pojem vyplyvéa z tvrzeni'> dokazaného v kinematické geometrii, kdy
kazdy pohyb v rovin¢ lze pfevést na elementarni pohyb otaceni nebo posunuti.

Nasledujici pojmy jsou disledkem zavedeni okamzitého otaceni.

Obrazek 15 - Elementarni pohyb otaceni (vlevo) a okamzZité otaceni (vpravo)

P6l pohybu (okamzity stied otaceni) S; je prusecik vSech normal trajektorii
bodli a obalek kiivek v kazdé dilci poloze (v kazdém dil¢im okamziku). Jedna se

o dusledek vyse uvedeného tvrzeni.

Pevna polodie je mnozina po6li pohybu, tedy bodl, které jsou okamzitymi

stiedy otaCeni pro ptislusné polohy pohybu.

Hybna polodie je mnozina bodi v hybné soustave, které se béhem pohybu

stanou okamzitymi stfedy otaceni, tyto body jsou tedy ,,budouci p6ly pohybu.

B1]s. 88
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Obrazek 16 - Odvalovani kiivky 4 po kiivce p

Nejlépe se da vznik pevné a hybné polodie pochopit na odvalovani jedné
kruznice po druhé jako na obrazku 14. Kruznice, po které se odvaluje jina kruznice, je
pevnad polodie takového pohybu - je to skute¢né mnozina bodul, které pro kazdy
okamzik pohybu pifedstavuji okamzity stfed otaceni. Naproti tomu kruznice, kterd se
odvaluje, ptredstavuje skutecné¢ budouci stiedy otaceni, protoze kazdym céastecnym
odvalenim se ztotozni tecné body obou kruznic — okamzity stied otaceni i do té doby
budouci. Zavedenim polodii, které se ne¢kdy oznacuji také jako poloidy, Ize kazdy
pohyb v roviné s vyjimkou pohybti, které maji pouze jeden pol nebo nemaji zadné poly
v E; (jsou v o), pfevézt na odvalovani (kotaleni) kiivky po kiivce. Pevna polodie je
jinak také zékladni nebo pevna kiivka, po které¢ se odvaluje hybnéd polodie, tvorici
ktivka. Zavedeni polodii neni samoucelné, kromé jiz zminéného ptrevodu riznych druht
pohybli na odvalovani dvou kiivek po sobé maji vyuziti naptiklad pii vySetfovani

mechanismi stroju.

Vratny pohyb je takovy pohyb, u kterého vzajemné¢ zaménime hybnou polodii
za pevnou. I zde totiz plati, ze pohyb je relativni — zalezi na poloze pozorovatele. Plati,

7e pohyby jsou navzijem vratné.

GeoGebra je volng dostupny software'® pro vyuku a fedeni uloh z matematiky
a geometrie. Je mozné pfimo generovat Java aplety pro pouziti na webovych strankach.

S jeho pomoci jsem pfipravil obrazky jednotlivych kiivek, které jsou dostupné jako

" www.geogebra.org — diky otevienosti komunity Ize postupy tvorby jednotlivych kiivek nalézt nejen
zde ale i na www.youtube.com nebo http://geogebrawiki.wikispaces.com/GB+GeoGebra+Tutorials
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prilohy k této praci — po otevieni ggb souboru je mozné v menu View - Construction

Protocol zapnout konstrukéni protokol a zjistit, jaky byl zvolen postup.

Maple™ je systém pocitadové algebry pro vyuku a vyuZiti matematiky napfic
védnimi obory. Umoznuje provadéni symbolickych i numerickych matematickych
vypoctl, jejich vizualizaci, dokumentovani i1 publikaci a export dat. Programem jsem
zpracoval zjednoduSenou ulohu o brachystrochrong, kterd je také pftilozena k praci

v nativnim Maple formatu.
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2.3 Matematicky zapis krivek

Krivky zadané explicitné odpovidaji zapisu y = f(x), ktery je bézny
v matematické analyze a takto zadanou kiivku Ize chapat jako graf funkce f's definicnim

oborem D. Ptikladem miiZe byt parabola, kterou lze zapsat jako funkci
y=px’+q

Krivky zadané implicitné odpovidaji zapisu F(x,y) = 0, ktery mizeme ziskat
vyjadienim z explicitniho popisu nasledovné: y — f(x) = 0. V ptipadech, kdy F(x,y) je
polynom, tedy:

m

P = S ey

p+q=0

se ktivka nazyva algebraicka. Stupeini rovnice (polynomu) je potom stupném kiivky.
Kiivka, kterd neni algebraicka, to znamena Ze funkce F(x,y) neni algebraicka, se nazyva
transcendentni. Jde napiiklad o kiivky funkci goniometrickych, cyklometrickych ¢i
logaritmickych nebo o nékteré kiivky v této praci zminéné — naptiklad cykloidu ¢i

fetézovku.

Parametrické vyjadreni krivek je vhodné znéckolika divoda. Napiiklad
kruznice zadana kanonickou, tedy jeji ,,normalni“ rovnici se stfedem v pocatku

odvozena z Pythagorovy véty

neumoznuje jednoduchy zapis v podob¢ zavislosti y = f(x) nebo x = A(y).
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Pti vyjadieni
X = +1r2—y2
y=4 [72 — x2

ziskame stejné rovnice se dvéma funkcemi v kazdé znich. Nadto kazdd zrovnic

v . v 7 v e voee W r r 15
predstavuje pouze ¢ast kruznice, coz jisté neni vhodné

Vrchni ¢ast: Spodni cast:
y =412 — x2 y=—/r2—x2
Prava strana: Leva strana:

y=yr?—y? y=—yr2—y?

Kromé toho existuje fada kiivek, u kterych zépis formou funkéni zavislosti neni mozny.
Proto se zavadi parametrické rovnice kiivek, kdy se namisto definice zpisobem y = f{x)
nebo x = h(y) zavadi parametr, nejcastéji ¢, ktery se pii kinematickém vnimani kiivky
povazuje za Cas. Rovnice pro x a y se potom zapisuji jako x = f(¢) a y = g(¢). Kazda
hodnota ¢ definuje bod (x,y) = (f(t), g(t)). Jednodussi je i urceni (vypocet) smeérového
vektoru takto zadané kiivky. Piikladem mohou byt parametrické rovnice zminéné
kruznice se stfedem v poc¢atku, kde parametr ¢ piedstavuje v Case proménny uhel ¢ a r
polomér kruznice nebo také vzdalenost tvoficiho bodu od pocatku. Jde tak o vyjadieni

polarnich soufadnic v kartézské soustave:

x(t) = rcost

y(t) = rsint

Existuji 1 kiivky, které nelze vyjadfit matematickym zdpisem. Patii sem razné

empirické, interpolacni nebo tvarove slozité kiivky.

15 Podle [7]
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3 Ki¥ivky v technice

V technice ma vyuziti zpravidla pouze ¢ast kiivky z téch, které budu popisovat,
a to naptiklad navzajem se odvalujici boky ozubenych kol nebo soucasti riznych
mechanismi, nékteré prevody pohybti a podobné. Technikou rozumim pro ucely této
prace stroje a podobna zafizeni nebo také stavby, kde se tvary kiivek v této praci
popisovanych také mohou vyskytovat. Pro popis jednotlivych kiivek je vhodné uvést
nejdiive jednotlivé druhy pohybu, pomoci kterych takové kiivky vznikaji. Potom

nasleduji konkrétni ptiklady s matematickym vyjadienim a piiklady z praxe.

3.1 Cyklické krivky

Cyklicky pohyb je takovy druh pohybu, jehoz polodie jsou obé kruznice anebo
jedna pfimka a druhd kruznice. Kfivky vzniklé timto pohybem se nazyvaji cykloidy,

ve specialnich piipadech také trochoidy'®, nebo evolventy kruznic.

3.1.1 Cykloida

Cykloidalni pohyb vzniké odvalovanim kruZnice po piimce a cykloida je kiivka
tvofena bodem pevné spojenym s kruznici, kterd se odvaluje po ptimce. Stfed cykloidy
se pohybuje po pfimce rovnobézné s ptimkou odvalovaci. Lezi-li bod vné kruznice (bod
A na obrazku 17), vytvoii se pii odvalovani smycka a jedna se o cykloidu
prodlouzenou, lezi-li uvnitf, vytvoii se vlna (bod C) a jde o cykloidu zkracenou

a nakonec, lezi-li na obvodu, vznika cykloida prosta (bod B).

1 7 feckého trochos — kolo, trochoidy se také nazyvaji kotalnice
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Obrazek 17 - Vznik cykloidy

Parametrické rovnice cykloidy'’:
x =rt —rsint

y =1 —rcost

kde » > 0 je radius odvalované kruznice a ¢ je uhel, o ktery byla tvofici kruznice
otocena. Takto vyjadfené rovnice lze jednoduse odvodit, uvédomime-li si, ze jde

soucasn¢ o posun a rotaci bodu.

Obdobné& potom pro zkracenou (d > 7) i prodlouzenou (d < r) cykloidu plati'®:

x =rt — dsint, y =1 —dcost

r>0, d>o0, r+d

Cykloida byla studovana a pojmenovana Galileem vroce 1599. Nasledné
studium vlastnosti cykloidy mnoha dal$imi matematiky vedlo i mimo jiné az k vyfeSeni

problému brachistochrony v roce 1696 Johannem Bernoullim'?,

7[3]s. 186
¥ [3]s. 147
19 [9]
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3.1.2 Evolventa kruznice

Evolventni pohyb vznikéd odvalovanim piimky po kruznici. Jde o vratny pohyb
k pohybu cykloidalnimu a evolventa, jinak také odvinovka je trajektorii evolventniho
pohybu. Tvoii ji bod, ktery je pevné spojeny s piimkou odvalovanou
po kruznici. Obdobné jako u cykloidy je mozné i u evolventy vytvorit zkracenou

a prodlouzenou variantu.

Obrazek 18 - Evolventa kruZnice
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Evolventa v praxi odpovida naptiklad odvijeni provazku zcivky — odtud také

odvinovka.

Priklady pouziti: Cykloidy a evolventy se vyuzivaji jako tvofici kfivky zubt
ozubenych kol, kde spliuji podminku, aby jejich spole¢nd normala pti odvalovani stale
prochézela te¢nou obou zakladnich kruznic a tim zstal zachovan nezménény

pfevodovy pomér.

Obriazek 19 - Pirenos pirevodu odvalovanim zubi

Kiivky cyklického pohybu, jehoz polodie jsou obé€ kruznice, je mozné rozd¢lit
do tfi skupin podle vzdjemného pohybu a urceni pevnych a hybnych polodii, jak

je uvedeno dale.

3.1.3 Epicykloida

Epicykloidalni pohyb — hybn4d polodie (tvofici kruznice) se odvaluje
po vnéjSim obvodu polodie pevné (zdkladni kruznice). Stejné¢ jako v prechozich
pripadech, i nyni lze vytvofit zkracenou a prodlouzenou variantu. Stfed zakladni
kruznice

je v pocatku.
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Obrazek 20 - Epicykloida

Cervené vykreslena epicykloida se nazyva nefroida — aby vznikla, musi platit » = R/2.

Parametrické rovnice epicykloidy® jsou:

x = (R + mR) cosmt + mRcos(t + mt),
y = (R + mR) sinmt — mRsin(t + mt),

R>0, m=§, p €N, q EN, NSD(p,q) =1

3.1.4 Hypocykloida

Hypocykloidalni pohyb — hybn4d polodie se odvaluje vnéjSim obvodem
po vnitinim obvodu pevné polodie. Na obrazku opét prostd, zkracend a prodlouzend

hypocykloida.

2 [3]s. 191
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Obrazek 21 - Hypocykloida

Cerven& znazornéna kiivka se nazyva asteroida, jde o ptipad, kdy » = R/4. Stied O

je pocatek.
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Parametrické rovnice hypocykloidy?':

x = (R — mR) cosmt + mcos(t — mt),
y = (R —mR) sinmt — m sin(t — mt),

R>0, m=§, PEN, qgEN, NSD(p,q)

3.1.5 Pericykloida

Pericykloidalni pohyb — hybnd polodie se odvaluje vnitinim obvodem

po vnéj§im obvodu polodie pevné. Parametrické rovnice jsou:

x = (R + mR) cosmt — mR cos(t + mt),
y = (R + mR) sinmt — mR sin(t + mt),

R>0, m=—B<—1, PEN, qEN, NSD(p,q) =1

q

Pericykloidy odpovidaji epicykloidam, proto je neznazoriuji.

Piiklady pouziti*®: Posledni tii specialni typy cykloid se vyskytuji napiiklad

u Wankelova motoru, Rootsova dmychadla, riznych druhii rota¢nich cerpadel, apod.

21 [3]s. 224
2 [4]s.22
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3.2 Kardioida

Kardioidicky pohyb je ureny dvéma bodovymi obélkami (a), (b) ptimek a, b,
£ ab = konst. Jde o vratny pohyb k pohybu eliptickému, ktery pro Gplnost uvadim jiz

v této kapitole, 1 kdyz elipsa je popisovana dale spolu s kuzeloseCkami.

Elipticky pohyb je uréeny dvéma piimkovymi trajektoriemi T, 7% bodi 4, B,
|AB| = konst.

b
1k
b %
| Y|
"il].'ll
\
\ 1
\ ,,,:-1"
":w"l. '.‘\. .-.i!"" ul:
\g},"ﬁj

Obrazek 22 — Elipticky (vlevo) a kardioidicky pohyb

Lze pomémné jednoduse dokazat™, Ze polodie kardioidického a eliptického
pohybu jsou kruznice. Staci si uvédomit, Zze pevna polodie je mnozina p6li pohybu
a tedy prusecikd normal trajektorii bodi A, B v daném okamziku. U eliptického pohybu
se hybna polodie dotykd pevné uvnitt a prochazi jejim sttedem”’. Vzhledem k tomu,
ze tyto pohyby jsou navzajem vratné, staci tak zaménit hybnou polodii za pevnou
a muZeme tak pomoci specialniho ptipadu epicykloidy, resp. hypocykloidy sestrojit
trajektorie obou téchto pohybi. Vysledek je na nasledujicich obrazcich — pevné polodie

oznacené p a hybné polodie 4.

2 [1]s. 104
#[1]s. 105
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Obrazek 23 - Pascalovy zavitnice (konchoidy)

Trajektorie kardioidického pohybu jsou konchoidy a nazyvaji se Pascalovy zavitnice.
Cervené zobrazena kiivka se nazyvé kardioida a vzniké v piipadé, Ze r = R. Stied pevné

polodie je umistén v po&atku. Parametrické rovnice kardioidy™:

x = 2rcost — rcos2t, y = 2rsint — rsint2t

2 Podle [3] s. 100
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Obrazek 24 — Elipsy jako trajektorie eliptického pohybu

Pokud tvofici bod lezi na hybné polodii, jsou trajektoriemi eliptického pohybu
usecky, v ostatnich pfipadech jsou to elipsy, které jsou jako kuzelosecky uvadény

v samostatné kapitole.
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3.3 Konchoida

Konchoidalni pohyb je uréen bodovou obalkou (b) ptimky b a trajektorii 7°
bodu B. Bod tvotici bodovou obalku nazyvame pélem a trajektorii 7° nazyvame fidici
ktivkou. Konchoida je trajektorii konchoidalniho pohybu, kterou tvoii bod M.
V ptipadé, ze bod M lezi na ptimce b, jde o konchoidu ptimou, pokud lezi mimo ni,

jedna se o kosou konchoidu.

Obrazek 25 - Vznik konchoidalniho pohybu

Nicomedova konchoida®® je piimou konchoidou piimky o dvou vétvich s Fidici

pfimkou jako asymptotou. Vice na obrazku, kde je p6l umistén v pocatku.

*% Nicomedes (asi 280 pf. n. 1. — asi 210 pf. n. 1.) — fecky matematik
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Obrazek 26 - Nicomedova konchoida

Parametrické rovnice Nicomedovy konchoidy”’:
x=acotgt=xlcost, y=azxlsint, a>0, [>0
V ptipadech, kdy je fidici pfimka nahrazena kruznici, mluvime o konchoidach
kruznic a jako trajektorie takového pohybu vznikaji opét Pascalovy zévitnice, které jiz

byly uvedeny.

Priklady pouziti: Vétev s vinou se vyskytuje jako pifimovod — pakovy mechanismus

pro piimocary pohyb.

2 Podle [3]s. 128
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3.4 Spiraly

Spiralu nebo jinak také zavitnici vytvoii bod, ktery se podle néjakého predpisu
pohybuje po piimce, kterd se rovnomérné otaci kolem pevné zvolen¢ho bodu. Je
to vhodny piipad pohybu pro zaznamendni v polarnich soutadnicich. Oto¢enim o 360°

se vytvoii jeden zavit spiraly, kterych mize byt nekone¢né mnoho.

3.4.1 Archimédova spirala

Tato spirala, kterou poprvé popsal Archimédes™, a ktera se také nazyva
rovnomernd, vznika v ptipad¢, kdy oba pohyby, posuvny i otacivy, jsou rovnomérné —
s ptislusnym stale stejnym otoc¢enim piimky kolem pocatku se bod posune po piimce
o stale stejnou vzdalenost. D4 se tedy fici, Ze se jednd o specialni piipad prodlouzené

evolventy, kdy velikost prodlouzeni je stejné jako polomér zakladni kruznice.

Obrazek 27 - Archimédova spirala

¥ Archimédés ze Syrakus (asi 287 pi. n. 1. — asi 212 pf. n. 1.) — fecky matermatik, fyzik a vynalezce
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Rovnice Archimédovy spiraly v polarnich soufadnicich:

p=ap, a>0

3.4.2 Logaritmicka spirala

Spiréla, kterou poprvé popsal” René Descartes, ma na rozdil od Archimédovy
spiraly proménlivou vzdalenost mezi jednotlivymi zavity — roste geometricky. Tato
vlastnost ma potom vyznam pii jejim vyuziti. Kiivka zaujala Jakoba Bernoulliho®

natolik, Ze ji nazval zézra¢nou spiralou.

Obriazek 28 - Logaritmicka spirala

Rovnice logaritmické spiraly v polarnich soufadnicich:

p = aeb?, a>0, b>0

* Podle [10]
30 Jacob Bernoulli (1655 - 1705) — §vycarsky matematik a fyzik, bratr Johanna Bernoulliho
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Raznych druhii spirdl je mnoho, ty jiz ovSem tak vyznamné vyuziti v technice
jako tyto hlavni dvé nemaji. Dale mezi spirdly patfi 1 jiz nékolikrat zminované

Pascalovy zavitnice.

Piiklady pouziti: U Archimédovy spirdly jsou to zejména svinuté, navinuté
pruziny nebo tvary pakovych mechanismut pro pievod pohybu z piimého na otocny, ale
také tvary lopatek odstfedivych Cerpadel. U logaritmické spirdly je to potom zejména
ktivka ostfi fezacich nastroju, kde je tieba brat v uvahu to, jakym zplisobem nabiha bfit
obrabéciho nastroje do materialu — te¢na v kazdém bodé této spiraly svira s privodi¢em

te¢ného bodu stéle stejny uhel, ¢imz je zarucen stejny thel fezu.
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3.5 KuZelosecky

Kuzelosecky jsou kiivky, které vznikaji fezem na kuzelové ploSe nebo jinak
feceno prunikem roviny a kuZelové plochy. Odtud také pochdzi jejich oznaceni. Timto
zptisobem je zkoumal jiz Apollonios z Pergy’' kolem roku 200 pi. n. I, ktery dal

jednotlivym kuzeloseckam také jména.

Obrazek 30 - Uhel svirany rovinou ¥ezu a iihel kuZelové plochy
a > P - elipsa, a = B - parabola, a < p - hyperbola

Rozlisuji se kuzelosecky singularni, jinak také degenerované nebo nevlastni
a regularni, coz jsou kuzelosecky, které nejsou singularni, a které jsou na obrazcich

vySe. Singularni kuzelosecky vznikaji v ptipadé, kdy rovina fezu neprochazi kuzelem

3! Apollénios z Pergy (asi 262 pi. n. 1. —asi 190 pf. n. 1.) — fecky geometr a astronom
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tak, jako na vysSe uvedenych obrazcich a nemaji pro vyuziti zvlastni vyznam — jde totiz
o bod, nebo ptimky, popt. o prazdny prinik - pro vrchol kuzelu lezici v nekonecnu

a rovinu fezu lezici mimo tento specialni kuzel (vélec).

Kuzelosecky se také oznacuji jako algebraické kiivky druhého stupné, protoze

je lze zapisovat algebraickou rovnici:

a11x2 + zalzxy + a22y2 + 2a13x + 2a23y + a33 = O

Existuje nékolik moznosti** k uréeni typu kuzelosetky z riizné zadanych rovnic.
Pro ucely prdce nema vyznam se jimi zabyvat. Naésleduje popis jednotlivych

kuzelosecek a jejich vyuziti.

3.5.1 Elipsa
Elipsa je uzaviena kiivka, pro kterou plati rovnice

x2 y2
2tpE=1

Geometricky se da také definovat jako mnoZina bodl v roviné, jejichz soucet
vzdalenosti od danych bodl F;, F> (ohnisek) je konstantni. Zaroven plati nasledujici
zésadni pravidlo® a to, Ze te¢na elipsy puli vngjsi uhly pravodi¢a bodu dotyku, jak
je znazornéno na obrazku 30. To ma zasadni vyznam pro ohniskové vlastnosti elipsy

uvedené na z&4ver u pouziti.

32 Naptiklad v [3]
312]s. 19
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Obrazek 31 - Elipsa, te¢na elipsy a pruvodi¢e bodu dotyku

3.5.2 Hyperbola

Hyperbola je kiivka, pro kterou plati rovnice

x2 2
=1
a? b2

Obdobn¢ jako u elipsy mtiizeme hyperbolu geometricky definovat jako mnozinu
bodl v roving, jejichz rozdil vzdalenosti od danych bodi F;, F; je konstantni. Te¢na

v

hyperboly puli vnéjsi uhly privodici bodu dotyku, jak je uvedeno na obrazku 31.
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Obrazek 32 - Hyperbola, tecna hyperboly a priuvodice bodu dotyku

3.5.3 Parabola

Parabola je kiivka, pro kterou plati rovnice:

y? = 2px, p>0

Zakladni definice paraboly je trochu jina, nez u predchozich dvou kuzelosecek
a to diky tzv. fidici ptimce (d). I tak lze definovat, ze parabola je mnozina bodu
v roving, které maji od daného bodu F a dané pfimky d stejnou vzdalenost. Tecna

L4

paraboly puli vné&jsi thel privodict. Vse je patrné z obrazku 32.

41



Obrazek 33 - Parabola, tena paraboly

Priklady pouziti: Kuzelosecky jsou pouzivané zejména pro své ohniskové
vlastnosti. Jsou i jiné vyskyty téchto kiivek, naptiklad rotacni hyperboloid jako chladici
veéze elektraren, elipsa jako tvar eliptickych pfevodu, anebo eliptické drahy u raznych
kloubovych mechanismi, ale prave vlastnosti te€en zminéné u jednotlivych kuzelosecek
spolu se zdkonem odrazu svétla nebo obecnéji vinéni zpiisobuji, ze se plochy tvofené

jednotlivymi kuzeloseckami pouzivaji nasledujicim zptisobem:

e FElipsa vzdy odrdzi paprsek (svételny, tepelny, zvukovy) vychazejici
z jednoho ohniska do ohniska druhého, coz se vyuziva u elipsoidnich
reflektori, které soustted’uji svétlo do urcité vzdalenosti

e Hyperbola ma tu vlastnost, Ze paprsek jdouci z jednoho ohniska se odrazi
tak, jako by vychazel zohniska druhého, hyperbola tedy rozptyluje
paprsky jdouci z ohniska — z vnéj$i i z vnitini ¢asti

e Parabola odrazi paprsek, ktery vychédzi zohniska rovnomérné s osou
a naopak paprsky, které sosou rovnomérné piichazeji, soustfed’uje
v ohnisku. Toho se vyuziva vSude tam, kde je tfeba paprsky usmérnovat

(svétlomety, megafony) nebo soustiedovat (astronomicky zrcadlovy

dalekohled — reflektor)
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3.6 Sroubovice

Prostorova krivka tedy kiivka v E; je jednoparametrickd mnozina bodl

{X[x,y,z]}, pro jejiz soutadnice plati:

x = x(u), u€l, ICcR

y=y)
z = z(u)
dx Q dz

Teény vektor kiivky E=( ), je obdobou te¢né¢ho vektoru rovinné

au’ du’ du

ktivky.

Sroubovy pohyb vznika sloZzenim otaceni kolem osy o a posunutim ve sméru
osy o, pricemz velikost posunuti je pifimo umérnd velikosti otoCeni. Je idedlnim
pfipadem pro vyjadfeni ve valcovych soufadnicich. Sroubovy pohyb muize byt

pravotoCivy anebo levotocivy.

Obrazek 34 - Vznik Sroubového pohybu

43



Sroubovice je prostorova kiivka vznikla $roubovym pohybem.

Obrizek 35 - Sroubovice

Parametrické rovnice v cylindrické soustavé vyplyvaji z pfedchozich informaci

o Sroubovém pohybu a Sroubovici:

r=a
y = asint
z=bt

Priklady pouZiti: Vinuta pruzina, zavit, Snekovy dopravnik, Archimédtv Sroub

pro ¢erpani vody, tocité schodiste, dvousroubovice DNA
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3.7 Brachistochrona

Brachistochrona je kfivka nejkratiiho ¢asu® nebo také nejrychlejsiho sestupu
€1 spadu. Predstavuje trajektorii, po které se hmotny bod nahrazujici odvalujici
se kulicku dostane plsobenim gravita¢ni sily z jednoho vySe polozeného bodu do
druhého

za nejkratsi dobu pii zanedbani tfeni.

Brachistochrona je ¢asti prosté cykloidy. Takové feSeni, které lze dokazat
pomd&rné slozitym zpasobem, pfinesl v roce 1696 Johann Bernoulli*’. Nasledujicim
postupem™® 1ze potom odvodit vzorec pro vypodet Gasu potiebného pro prob&hnuti této

drahy.

S ohledem na zdkon zachovani energie vyjadiime rovnost energie potencialni

a kinetické:

%mvz =mg(ya—y)
ze které vyjadiime rychlost
v =29(Ya-y)
a pfi uvazovani rovnice kiivky
y=y(x)

vyjadiime rychlost jako

_ds (dx)2 N <dy>2 _ (dx)2 N (dy dX)2 _ 152 dx
P \ar) T\ar) T \\at) T\&xar) TV ar

odtud nas zajima jiz jen ta ¢ast pohybu, kdy x-ova soufadnice roste s Casem

_ds 1+ y'"?

dt = |—~  _dx
v 29(Va—Yy)

a odtud pro cas

3* 7 feckého brachistos - nejkratsi, chronos - ¢as
35 http://www.matheraetsel.de/texte/FacharbeitChrBLP.pdf
36 Upraveno podle [11]

45



B 14y
A L
o 290a—Y)

Obriazek 36 - Vysledna brachistochrona proy, =1

Zpracovani v programu Maple je v ptiloze Brachistochrona.mw.

Dalgi podobnou aplikaci pievracené (inverzni) cykloidy je tautochrona’’ - k¥ivka
stejného Casu, po které se hmotny bod stejné jako u brachistochrony bez prokluzu
plisobenim gravitace dostane do cilového bodu za stejnou dobou bez ohledu na to,
z jakého bodu byl spustén. Jedna se o zajimava uZiti cykloidy, na které je moZné narazit.

Jako dopliikem se proto témito kiivkami nezabyvam podrobné.

37 7 feckého tauto - stejny
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Zpracoval jsem téma, které je v riznych obménach zaddavané a tim padem
1 popisované pomérné Casto. Snazil jsem se najit vlastni pisob pojeti, ktery by doplnil
stavajici prace. Zaméfil jsem se na podrobné vysvétleni zplisobu popisu a prezentace
kiivek, uvedeni plivodu jednotlivych kiivek a nalezeni vhodného piikladu z praxe.
V teoretické ¢asti jsem se vlastnimi slovy snazil popsat to, co jsem jinde tézko shanél
a co podle mého nazoru neni vzdy z dostupnych zdroji snadno pochopitelné. Doufam,
ze alespon takovym podrobnym popisem a piipravou vlastnich kinematickych kiivek

v GeoGebie jsem zadani splnil.

Zajimavé bylo zjisténi, kolik riznych zplsobl vede ke vzniku stejné kiivky
nebo také to, jak zdanlivé nepodstatné detaily predurcuji vybér kiivky pro konkrétni
pouziti. Obrazky typického pouziti kiivek jsem nakonec téméf nepouzil. Zvolené slovni
oznaceni je, myslim, dostate¢né a navic volné€ dostupnych obrazkl podobné velikych, ze
kterych by byl vyskyt kiivky jasny, mnoho neni, nékdy nejsou viibec a prace by mi tak

pii kombinovani riiznych fotografii pripadala neuspotfadana.
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