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Abstrakt

Predkladana diplomova préace se zabyva problémem stanoveni zobecnéného faktoru inten-
zity napéti a néasledného popisu rozlozeni napéti v okoli bimaterialového vrubu kombi-
naci analytickych a numerickych metod. Praci je mozné rozdélit do tii ¢asti. Prvni ¢ast
pojednava o zakladech lomové mechaniky a mechanice kompozitnich materiali. Druha
cast se zabyva metodami Teseni rovinné anizotropni pruznosti, za zakladé kterych jsou
ve treti casti sestaveny vypoctové modely. Prvni z nich slouzi k urceni vlastni hodnoty
exponentu singularity pomoci Lechnicky-Eshelby-Strohova formalismu. Druhy vypoctovy
model slouzi k stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti metodou W-integralu za-
lozeného na Bettiho recipro¢nim teorému. VSechny potrebné vypocty jsou provadény v
softwarech ANSY'S 12, Maple 12 a Silverforst FTN95. Vysledky budou srovnany s hod-
notami ziskanymi metodou ptimé extrapolace.

Summary

The presented diploma thesis deals with a problem of a generalized stress intensity factor
determination and a consecutive study of stress distribution around the bimaterial notch
tip, combining analytical and numerical methods. This task is possible to sectionalize
into three parts. The first part is dedicated to the fundamentals of the linear fracture
mechanics and the mechanics of composite materials. The second part deals with methods
of anisotropic plane elasticity solution. Pursuant to the solution the computational models
in the third part are created. The first model makes for determination of a singularity
exponent eigenvalue by dint of Lekhnitskii-Eshelby-Stroh formalism. The second model
makes for determination of the generalized stress intensity factor using W-integral method,
which is based on the Betti reciprocal theorem. All needed calculation are performed
in the software ANSYS 12, Maple 12 and Silverforst FTN95. Results will be compared
with the values obtained from a direct method of the generalised stress intensity factor
determination.

Klicova slova

Exponent singularity napéti, bimateridlovy vrub, Bettiho véta, komplexni potencial, LES
formalismus, ortotropni material, U-integral, zobecnény faktor intenzity napéti.
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Stress singularity exponent, bimaterial notch, Betti theorem, complex potential, LES for-
malism, orthotropic material, U-integral, generalized stress intensity factor.
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1. Uvod

V soucasné dobé je u konstrukénich materiali kladen diraz na minimélni hmotnost
vzhledem k potfebnym mechanickym vlastnostem. Misto konvencni oceli se stale ve vétsi
mire uplatnuji kompozitni materialy, jez vykazuji vyrazné smérové vlastnosti. To s sebou
prinasi problémy z hlediska posouzeni jejich chovani za provozu a stanoveni meznich stavii.
Takovou konstrukei je naptiklad dopravni letadlo Boeing 787 Dreamliner, jehoz nemalou
cast tvori uhlikova vldakna. Stanovenim odezvy takovych materidli se zabyva mechanika
kompozitnich material. Jsou zpracovany rozsahlé teorie, kdy pti znalosti geometrie a me-
chanickych vlastnosti jednotlivych komponent 1ze spolehlivé a presné popsat odezvu pri
daném zatézovani. Realné konstrukce vsak obsahuji rtizné tvarové a materidlové zmény,
které zptisobuji koncentraci napéti, coz s sebou prinasi nebezpeci vzniku a siteni trhlin.

Posouzenim napjatosti a deformace v okoli tvarovych zmén, materidlovych nespojitosti
a jejich koncentratorti napéti se zabyva lomova mechanika, jez je jedna z nejmladsich dis-
ciplin mechaniky téles. Jeji pocatky sahaji do obdobi druhé svétové valky a za jejiho
zakladatele je povazovan A. A. Griffith, jenz se zabyval lomovou mechanikou trhlin. Ne-
pochybné se zasadil o respekt k lomové mechanice jako védniho oboru, nicméné teoretické
zéklady lomové mechaniky, aniz by nékdo tusil o jeji existenci, polozil Gury V. Kolosov
v roce 1907 studiem napjatosti eliptického otvoru. Pozdéji doslo k zobecnéni na singu-
larni koncentratory napéti, pricemz trhlina je povazovana za jejich specialni pripad. To
umoznilo zkoumat napéti v okoli vrubu analogicky tomu u trhlin, kde je pole napéti
charakterizovano faktorem intenzity napéti. V softwarech zalozenych na metodé konec-
nych prvki existuji algoritmy, pomoci kterych 1ze faktor intenzity napéti vypocitat. Jejich
pouzitelnost je omezena pouze pro pripad trhliny v homogennim izotropnim materialu.
Vyvstava tedy potieba spolehlivého a rychlého feseni, jak stanovit charakteristiku vrubu
— zobecnény faktor intenzity napéti.

Zmnalost napjatosti a deformace v okoli singularniho koncentratoru je nezbytna pro
urceni podminek iniciace a rustu trhlin. Pro posuzovani se pouzivaji analytické a nume-
rické metody. Historicky starsi analyticky ptistup je zalozen na feseni parcialnich diferen-
cialnich nebo integrélnich rovnic. Mezi numerickymi metodami hraje dominantni roli me-
toda konecnych prvku. Analytické metody vyzaduji velmi idealizované modely geometrie
a zatizeni, nicméné jsou dulezité pro pochopeni procest v blizkosti korene koncentratoru
a k overeni presnosti numerickych vysledkt. Navzdory vysoké vypoctové rychlosti a ka-
pacity dnesni vypocetni techniky se musi oba pristupy kombinovat.

Obecné plati, ze napjatost v okoli obecného koncentratoru je urcena exponentem sin-
gularity a zobecnénym faktorem intenzity napéti, podobné jako u trhliny. Cilem predkla-
dané diplomové prace je sestaveni vypoctovych modeli a algoritmii pro stanoveni téchto
veli¢in. Zamérime se na bimateridlovy vrub slozeny ze dvou ortotropnich material, o
jejichz vlastnostech je pojednano v kapitole 4. Samostatna kapitola je vénovana prehledu
metod TeSeni rovinné anizotropni pruznosti, na zakladé kterych je pak sestaven algorit-
mus pro urceni vlastni hodnoty exponentu singularity. Pro stanoveni zobecnéného faktoru
intenzity napéti je pouzita metoda WU-integrdlu (v literatufe také oznaCovdna jako me-
toda H-integralu). Ta je zaloZena na platnosti Bettiho recipro¢niho teorému umoznujiciho

VUT v Brné, FSI UMTBM
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kombinovat vzajemné odezvy ruznych stavii napjatosti, napr. bimateridlovych vrubu a
kombinovat tak analytického a numerického ptistupu, napt. metodou konecnych prvk.

UMTBM VUT v Brné, FSI
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2. Problémova situace

»,Problémouvd situace je mestandardni situace, odlisnd od situace bézné, a to v tom,
ze jeji vyreseni vyzZaduje pouZit i jiné, meZ rutinni, tj. zndmé, resp. i algoritmizované,
¢innosti“!. Znamend to, Ze TeSitel musi pouzit ¢innosti informacni, hodnotici, tviré a
rozhodovaci a hledat metody feseni. Problém je nestandardni stav entity, ktery vyzaduje
feSeni. V souladu s [9] byl vytvoren proces Feseni problémové situace.

V okoli vrubu dochézi ke koncentraci a prerozdéleni napéti, coz muze mit za nasledek
nezadouci vznik plastickych deformaci, iniciaci trhlin a kone¢nou destrukei télesa. Aby
bylo mozné tyto stavy kvantitativné a kvalitativné posoudit, je nutné si uvédomit principy
zakonu lomové mechaniky, predpoklady a dusledky jejich aplikace.

2.1. Analyza problémové situace

Vysledkem analyzy problémové situace je vytvoreni dostatecné poznatkové a zkusenostni
béaze pro formulaci problému [9]. Ta je tvorena informacénimi zdroji uvedenymi v piehledu
pouzité literatury, na jejich zdkladé je formulovan proces feseni problémové situace. V
kapitolach 3, 4 a 5 jsou shrnuty teorie popisu anizotropnich materiali a feseni anizotropni
pruznosti, na jejich zakladé jsou sestaveny vypoctové modely.

2.2. Typ problému

Z hlediska pric¢innosti je problém stanoveni rozlozeni napéti v okoli vrubu problémem
primym. Pouziva se struktura systému podstatnych veli¢in, ktera bude uvedena v odstavci
2.4. Pro primou metodu je charakteristické, ze vstupem do algoritmu jsou podmnoziny
S0 az S5. Vystupem, tedy fesenim, jsou podmnoziny S6 a S7.

2.3. Formulace problému

Podle Janicek [9] je cil subjektem naformulovany vyrok o umyslu v budoucnosti néco
vytvorit nebo vykonat, pricemz impuls k tmyslu vychazi ze subjektu samého nebo z jeho
okoli na zakladé ukoli, pozadavki ¢i vyzev.

Cile prace jsou:

1. Aplikace teorie lomové mechaniky na nékteré konfigurace vrubu a bimateridlového
rozhrani.

2. Urceni zobecnénych faktoru intenzity napéti bimaterialového vrubu pomoci analy-
tickych metod v kombinaci s MKP.

3. Analyticky popis napéti v okoli bimaterialového vrubu.

1JANICEK, P. Systémové pojeti vybrangch obori pro techniky : Hleddni souvislosti, s. 32.
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Obr. 2.1: Podmnoziny systému podstatnych velicin ¥(£2).

Na zakladé vyse uvedenych cilti prace definujeme dil¢i problémy, a to problém stanoveni
vlastni hodnoty exponentu singularity a problém urceni zobecnéného faktoru intenzity
napéti, o jejichz procesu reseni je pojednano v kapitole 6.

2.4. Systém podstatnych velicin

Na zakladé atributu o strukturovatelnosti objektu [9, s. 22] je mozné vytvorit systém pod-
statnych veli¢in 3(€2) podle jednotného scénare udalosti. Ten lze povazovat za abstraktni
objekt se systémovymi vlastnostmi a lze tedy na néj aplikovat systémovy pristup.

2.4.1. Obecna tivaha o systému podstatnych velic¢in

Janicek [9] 1ika, ze vSe, co se déje, ma prevazné piicinny charakter. Pro kazdy objekt je
charakteristické, ze ma urcité okoli, zaujima urcitou polohu a ma urcity tvar. S okolim
ma urc¢ité vazby, pres které se realizuji interakce, jez objekt aktivuji a ovlivnuji. Akti-
vace vyvolava na objektu procesy, ty méni jeho stavy. Objekt se do svého okoli urcitym
zpusobem projevuje, coz ma urc¢ité dusledky. Uvedené entity se strukturované shrnuji do
systému podstatnych veli¢in slozenych SO az S8.

2.4.2. Vytvoreni systému podstatnych veli¢in

Zkoumanou entitou je objekt Qr, strukturné spojité téleso, ve kterém existuje bimateria-
lovy vrub (podobjekt). Ten je konkrétnim pripadem obecného singuldrniho koncentratoru
napéti. Koncentrator v sobé zahrnuje materialové a geometrické nespojitosti, jako jsou
trhliny a vruby riznych tvari. Vrub mé tzv. kotfen, v jehoz okoli vrubu dochéazi pii za-
tézovani soucasti ke koncentraci napéti.

UMTBM VUT v Brné, FSI
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Podmnozina SO - velic¢iny popisujici okoli entity

Entita je vazana k okolnim objektim pomoci rtznych vazeb. Zkoumany objekt miize
byt samostatné téleso, které je k okoli vazano kinematickymi vazbami, jako napriklad
zkusebni CT téleso upnuté ve zkusebnim stroji pomoci podpor nebo vetknutim. Nebo
je oblast Q2 soucasti vétsiho spojitého celku a hranice této oblasti jsou tedy myslené.
Podstatnou veli¢inou je tedy tuhost okoli, ktera je reprezentovana matici tuhosti (pripadné
poddajnosti). Pokud by byla tloha teplotniho charakteru, dalsimi dulezitymi veli¢inami
by se staly tepelné vlastnosti okoli, napr. tepelna kapacita, tepelna vodivost, atd. a s tim
spojené creepové charakteristiky.

Podmnozina S1 - geometrie a topologie entity

Objektovymi veli¢inami jsou rozméry hranice objektu, poloha a tvar bimaterialového roz-
hrani a predevsim geometrickd konfigurace vrubu, ktera je dana thly w; a wo od bimate-
ridlového rozhrani. Stred souradnicového systému je v koreni vrubu. Problém je uvazovan
jako rovinny, vSechny fezy v libovolném misté osy z jsou stejné. Vypoctovy algoritmus
umoznuje zvolit mezi stavem rovinné deformace nebo rovinné napjatosti. Napéti je ovliv-
néno pritomnosti riznych nehomogenit a defektti ve strukture materialu, tyto ovliviujici
charakteristiky muzeme oznacit jako metalurgické.

Podmnozina S2 - vazby a interakce entity s okolim

Jak jiz bylo feceno, zkoumany objekt muze byt samostatné téleso a hranice entity jsou
pak shodné s tvarem télesa. Nebo je objekt soucéasti vétsiho télesa a hranice pak vymezuje
vzniku singularity. Vazbovou veli¢inou pfi mechanickém namahéni je sila (mékké zatézo-
vani), prip. deformace (tvrdé zatézovani), kterd na entitu pusobi prostiednictvim vazeb.
Ve vazbach by mélo dochazet k minimalnim ztratam energie.

Podmnozina S3 - aktivace entity s okolim

Vrub je aktivovan dvéma zptisoby zatizeni soucasti. Prvni zptsob je silové zatézovani, kdy
zatizeni télesa je dano silovou soustavou. Silova aktivace se pak oznacuje jako mekké za-
tézovani. Druhym zptisobem je zatizeni deformacné — tvrdé zatézovani. To nastava tehdy,
jsou-li primarné v urcitych oblastech télesa zadany posuvy. Podle sméru zatizeni rozlisu-
jeme ruzné zatézovaci stavy, tzv. mody zatézovani. Existuji t1i zakladni médy zatézovani
— rozevirani (méd I), smyk (moéd II) a stfih (mdd III) (viz kapitola 3). Vrub vSak muze
byt namahan obecné. Tohoto stavu lze vzdy dosahnout kombinaci zékladnich moédu za-
tézovani.

Podmnozina S4 - ovliviiovani entity s okolim

Zména zatézovaciho stavu vznika zménou deformacniho a napéfového pole v okoli vrubu.
Tady vznika oblast, kde dochéazi k plastické deformaci — plasticka zona. Jeji tvar, a tedy i
tvar matematickych vzorct, ovliviiuje, zda nastane prostorova napjatost, nebo prostorova
deformace.
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Podmnozina S5 - oborové vlastnosti entity

Podstatné jsou materidlové vlastnosti obou materiali, ze kterych je bimateridlovy vrub
slozen, tj. Youngtv modul pruznosti F;, Poissonovo ¢islo v;; a modul pruznosti ve smyku
Gi;. Material entity je ortotropni, coz znamena, ze materidl ma v riznych, na sebe kolmych
smérech, rizné mechanické vlastnosti. Matice elastickych koeficientti potom obsahuje 9
nezavislych elastickych konstant. Konkrétné je uvazovan specialni typ ortotropniho ma-
terialu — transversalné ortotropni, ktery umoznuje problém fesit jako rovinny. Existuje
rovina kolma na smér vlaken, ve které se material chova isotropné. Pocet nezavislych elas-
tickych konstant se potom snizuje na 5, tj. Ey, v12, Es, 123 a G1o, kde 1, 2,3 jsou hlavni
materialové sméry. Déle je podstatnou velicinou zobecnény faktor intenzity napéti H;,
ktery, podobné jako faktor intenzity napéti u trhliny, udava charakter singularity v okoli
vrubu. Do této kategorie lze zaradit i geometrii entity, tj. thly w; a ws.

Podmnozina S6 - procesy a stavy

Procesy probihajici ve struktufe objektu posuzujeme na trovni mechaniky kontinua. Na-
péti v okoli vrubu se vypocte podle vztahit uvedenych v kapitole 3. Pro bimateridlovy
vrub je pocet singularnich ¢lent roven n = 2, proto z feSeni dostaneme dvé vlastni hod-
noty exponentu singularity J. Stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti se stanovi
na zakladé teorie W-integralu, ktera vyuziva Bettiho recipro¢niho teorému.

Podmnozina S7 - projevy entity

Vlivem vnéjsiho zatizeni dojde k vyvoldni napéti v okoli entity. Toto napéti zpravidla
neni homogenni (nemé tedy konstantni hodnotu v oblasti {27), ale mé své lokalni extrémy.
Pokud toto napéti prekro¢i mez kluzu, k cemuz dochazi i pti malém vnéjsim zatizeni, dojde
k plastizaci podoblasti. Tento stav je z hlediska meznich stavii nezadouci, nebot existuje
nebezpeci vzniku trhliny. Moznost vzniku trhliny kvantifikuje zobecnény faktor intenzity
napéti. Pokud je jeho hodnota mensi, nez kriticka hodnota zobecnéného faktoru intenzity
napéti H..;;, trhlina se nebude $itit, nebo se bude $ifit stabilné (v pripadé cyklické unavy).
Po ptekroceni této hodnoty se bude trhlina sitit nestabilné. Chovanim entity nad mezi
kluzu neni predmétem problému.

Podmnozina S8 - disledky projevi

Meznim stavem projevi je nestabilni siteni trhliny, ktera byla iniciovana v nebezpecnych
mistech vrubu. Timto mistem je zpravidla kofen vrubu. Mira pravdépodobnosti vzniku
trhliny zavisi na ostrosti korene vrubu, tj. poloméru jeho zaobleni.
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Obr. 3.1: Médy zatézovani trhliny. a) Rozevirani, b) Smyk, c¢) Stfih [7].

3. Linearné elasticka lomova
mechanika trhliny

Teorie lomové mechaniky je zaloZzena na posuzovani napjatosti a mezniho stavu stabi-
lity trhliny. Pro popis rozlozeni napéti v okoli bimateridlového vrubu se vychazi z pojmii,
které popisuji vlastnosti trhliny, protoze zakladnim typem porusovani je vznik a nestabilni
sitenim trhliny. Vztahy odvozené pro trhlinu lze pak pro vrub zobecnit. Linearné elasticka
lomova mechanika (LELM) je pouzitelna, predpokladame-li mezi napétim a deformaci li-
nearni zavislost, tj. plati Hooketiv zakon. Existuji dva pristupy posouzeni trhliny. Prvnim
je Griffithuv princip energetické bilance, druhym je Irwintv pristup faktoru intenzity na-
péti (K-koncepce) [27].

3.1. Mdédy zatézovani

Na napjatost v okoli trhliny ma vliv typ otevirani trhliny. Existuji t¥i zatézovaci mody,
jimiz muze byt trhlina naméhana (obrazek 3.1). Tyto médy, které zavedl Irwin (1960),
hraji dilezitou roli pii posuzovani trhlin z hlediska koncepce soucinitele intenzity napéti.

a) Mdd I - oznacuje se jako rozeviraci, dochézi k rozevirani trhliny. Napéti pusobi kolmo
na rovinu trhliny (Obr. 3.1a).

b) Méd II - zpusobuje smykova napéti, kterd jsou rovnobézna s rovinou trhliny a kolma
na jeji ¢elo. Nazyva se smyk (Obr. 3.1b).

c) Méd III — vyvolava smykova napéti rovnobéznd jak s rovinou, tak s ¢elem trhliny. Z
hlediska mechanismu je oznacovan jako strih (Obr. 3.1c).

3.2. Napjatost a deformace v okoli trhliny

Historicky nejstarsi metodou pro popis singularity pred celen trhliny je K-koncepce za-
lozena Irwinem (1960) vychazejici z praci Westergaarda a Williamse [29], [30]. Je prakticky
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Obr. 3.2: Napéti pusobici na element v kartézském (a) a polarnim (b) souradnicovém
systému s pocatkem v koreni vrubu. Poloha elementu je urcena polarnimi souradnicemi

(r,8) [7].

vvvvv

plasticka oblast. Napr. [18] uvadl, ze velikost plastické oblasti nesmi presahnout 2% tloust-
ky télesa.

Uvazujme spojité téleso s trhlinou s ostrym kofenem (polomér zaobleni se blizi nule,
viz obrézek 3.2). Predpokladdme-li linedrné pruzny materidl, tak napéti a posuvy pred
celem trhliny lze popsat rovnicemi

K,
w =200 [T 00, k= 10811 (5.10)

kde Ky, k = I,1I, 111 se nazyva faktor singularity napéti [4]. Funkce f;;; resp. ¢; jsou
funkce které zévisi pouze na soufadnici 0, Tesp. na soufadnici 9 a Poissonové éisle v.

Vv

3.1 se potom zapisi ve tvaru [18]

Ky cos i 1 —si 9 si 3
7= o 02 2%
K 9 9
o, = \/2—1? 3 [1 + sin - 5 sin — (3.2a)
Opy =T, —ﬁsm—cos cOS 9
W P 22 2]
v E V 21 2 21’ (3 2b)
2K (1+v) [T <in 6 9 9 cos? 5 0 ‘
= ———F/—sin= |2 —-2v— .
Yy E Voroha 2

UMTBM VUT v Brné, FSI



Be. Miroslav Hrstka 23

V!

Wi material 1

r

A

w2 materidl 2

Obr. 3.3: Bimaterialovy vrub charakterizovany thly w; a we, materialy 1, 2 a polarnim
soufadnicovym systémem (r, #) s poc¢atkem v kofeni vrubu [7].

Reseni obsahuje ¢len % , ktery pro r — 0 roste nade vSechny meze a urcuje oblast do-
minantni singularity v okoli trhliny zpiisobujici v ném velkou koncentraci napéti. Jestlize
dochéazi k obecné nespojitosti trhliny, tj. nastava kombinace zakladnich pripadi, dosta-
neme napjatost a deformaci v malém okoli korene trhliny superpozici dil¢ich zatézovacich
stavi.

Jiny pristup popisu napjatosti v okoli trhliny predstavuje Airyho funkce napéti. Uva-
zujme zatézovani médem I. Zavedeme Airyho funkci @, ktera je biharmonicka, tj. vyho-
vuje biharmonické rovnici

AAD = 0, (3.3)

kde A je Laplaceuv operator. Pak jsou napéti v okoli trhliny popsana vztahy

0?d 0?d 0?d
Op = —% =

5 — a8 o zy — Toy — ) 34
oy? v gz T T Tm 0xdy (34)

kdy se partikularni feseni ziska na zakladé okrajovych podminek. Podrobnosti jsou uve-
deny v [4, s. 667], [19].

3.3. Obecny singularni koncentrator napéti

Obecny singularni koncentrator napéti je prvek télesa, ktery zptisobuje rist napéti. Muze-
me si ho predstavit jako obecny vrub z jednoho nebo vice materialt, dislokaci, osamélou
silu, rizné otvory atd. Specialnim pripadem je bimateridlovy vrub, jehoz existence je spo-
jena s geometrickymi nespojitostmi a skokovymi zménami materidlovych vlastnosti. Jeho
geometrie je dana thly wy, we (obrazek 3.3) a materidlové charakteristiky odpovidajici ma-
teridlu 1 a 2 jsou ur¢eny Youngovymi moduly E; a Poissonovymi ¢isly v;5, kde ¢ = 1,2 [10].
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3.4. Rozlozeni napéti v okoli obecného singularniho
koncentratoru

V blizkosti kofene vrubu méa pole napéti singularni charakter. V okoli obecného singular-
niho koncentratoru muze byt napéti vyjadreno vztahem
n Hk:
O;i — Z T
/ i V2T

P F, (3.5)

kde n je pocet odpovidajicich singularnich c¢lent. Hj predstavuje zobecnény faktor in-
tenzity napéti (ZFIN). Indexy (7, j) znaci polarni soutadnice (r,6) s poc¢atkem v koreni
koncentratoru, funkce Fj;; je vysledkem limitniho analytického feseni problému a zavisi
na thlu @, geometrii koncentratoru a pouzitém materialu.

Hodnota p;, se nazyva exponent singularity napéti a je zavisla na konkrétnich okrajo-
vych podminkdch a konfiguraci koncentratoru (geometrie, material) [12]. Exponent sin-
gularity napéti zobecnuje prvni ¢len Irwinova vztahu [4, s.79] pro napjatost v okoli cela
trhliny a 1iké tedy, ze trhlina v homogennim materidlu je specialni ptipad obecného sin-
guldrniho koncentratoru napéti s exponentem singularity p, = 1/2 a faktorem intenzity
napeti K;, kde i = I, 11,111 odpovidd médu zatézovani [17]. Obecné pak pro ostré vruby
nabyva p hodnot z intervalu (0,1).
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4. Mechanika kompozitnich
materialt

Aby bylo mozné popsat napéti a posuvy v okoli vrubu, ktery se skladd z dvou orto-
tropnich materiall, je nutné globalné popsat odezvu tohoto materialu na rizny charakter
zatézovani. Zamérme se na anizotropni material, jenz je nejobecnéjsim pripadem kom-
pozitnich materiali. Cilem nasledujici kapitoly bude tvorba modelu materialu pomoci
zakladnich materialovych charakteristik, jez je mozné ziskat z tahové zkousky. Ortotropni
a izotropni materidly jsou pak specidlnim pripadem materidlu anizotropniho.

4.1. Definice a klasifikace kompozitnich materialt

Kompozitni materidly jsou slozené materialy sestavajici se ze dvou ¢i vice slozek, které
maji (vetsinou zna¢né) odlisné materidlové charakteristiky, pricemz kazda ze slozek vyko-
nava ruznou funkci. Material vyztuze a matrice je mozné kombinovat nejriznéjsim zpu-
sobem za predpokladu, ze mezi slozkami je dokonald adheze, dobrd smacivost a vhodné
deformacni a napétové vlastnosti. Neni vhodna prilis rozdilnd teplotni roztaznost [28].
Omezime se na konstrukéni kompozitni materidly. Ty se skladaji z:

e vyztuze - nosné casti, kterda udava pevnostni charakteristiky
e matrice - slozky udavajici tvar télesa

Zakladni ulohou mechaniky kompozitii je stanoveni deformacnich a pevnostnich charak-
teristik kompozitu na zakladé znamych mechanickych charakteristik a znamé geometrické
struktury.

Kompozitni materidly se na zakladé vlastnosti jednotlivych slozek rozdéluji:

1. Dle materialu vyztuze

e kompozity s kovovou vyztuzi (nejéastéji uzivanymi jsou W, Mo, Ti, Ni, Fe,...)
e kompozity s nekovovou vyztuzi
— anorganickou — napt. keramické materidly (AlyOs, SiC, TiB,), skla, uhli-
kova vlakna
— organickou — napf. ¢edicové vldkna, polymery (KEVLAR, pryskyftice), po-
lyamidova vlakna (NYLON)

2. Dle materidlu matrice

e kompozity s kovovou matrici (nejéastéji uzivanymi jsou Al, Ag, Fe, Mg, Co,...)
e kompozity s nekovovou matrici
— anorganickou — napt. keramické materidly (AlyOs, SiC, SiO,), skla, uhlik

— organickou — napf. polymery (polyestery, vinylestery, polyfenolické prys-
kytice, epoxidy, polyamidy,. .. )
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Obr. 4.1: Hlavni materidlové sméry L, T, T" kompozitni vrstvy dlouhovldknového kom-
pozitu.

matrice, V,,

vldkna, Vy

3. Dle geometrického tvaru vyztuze

e vlaknové kompozity
e Casticové kompozity

e skeletové kompozity

4.2. Mechanika dlouhovlaknovych kompozitt

Vldknové komporzity se dale déli podle globalni orientace vlaken na jednosmérné, dvou-
smérné, vicesmérné a s nahodnou orientaci a podle rozméru vlaken vzhledem k rozmérum
struktury na dlouhovlaknové a kratkovlaknové. Pro dosazeni pozadovanych vlastnosti se v
praxi pozivaji kombinace téchto vlastnosti. Z hlediska geometrické struktury se vldknové
kompozity rozdéluji na

e jednovrstvé — kompozitni material se skladd z vice vrstev stejné orientovanych

— dlouhovlédknové

— kratkovlaknové
e vicevrstvé — kompozitni material je slozen z vice vrstev rizné orientovanych

— laminaty — kompozit je z vice vrstev stejného materialu, rizné orientovanych
— hybridy — material, kde je kompozitni vrstva kombinovana s vrstvou kovovou
Mechanické vlastnosti kompoziti se stanovi na zakladé mechanickych charakteristik jed-

notlivych komponent a geometrického usporadani struktury. Odvozeni vypoctového mo-
delu vychézi z jedné vrstvy jednosmérné usporadaného kompozitniho materidlu (obr. 4.1).
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Hlavni materialové sméry jsou takové, ze po zatizeni v téchto smérech nedochéazi ke zkosu
[8]. Ve sméru vldken je to longitudindlni (podélny) smér L a v transverzalni roviné jsou to
dva transverzalni (pficné) sméry 1" a T”. Velic¢iny, které se tykaji vldken, se znaci indexem
f (z anglického ,fibre“) a indexy tykajici se matrice indexem m (z anglického , matrix*).

Pro stanoveni vlastnosti kompozitu z vlastnosti komponent se pouzivaji smésovaci
pravidla, a to naptiklad pro hustotu, modul pruznosti nebo Poissonovo ¢islo. Necht V7,
resp. V,,, je objem vlaken, resp. matrice v celkovém objemu kompozitu V.. Objemovy podil
vlaken a matrice se vypocte podle vztahu

Vi Vin

=2 u,= , 4.1a
L A 72 (4.1a)

nebo obecné pri vice komponentich

Vi .
vi=n b .index komponenty. (4.1b)
Pro objemové podily plati, ze

> wv;=1, i...index komponenty. (4.2)

Pro praktické vypocty je potieba urcit napéti v kompozitu. Pti zatézovani v longituni-
délnim sméru (podélné namahani) se vychazi z toho, ze cast celkové sily je prendsena
vldknem a ¢ast matrici. Necht tedy o je napéti pisobici ve vldkné a o, napéti plisobici
v matrici. Celkové napéti ve dvouslozkovém kompozitu o, je ddno vztahem

Oc = 0fVf + Oy = 0505 + 0 (1 — vy). (4.3)

Na zakladé rovnice (4.3) lze sestavit tahovy diagram (obr. 4.2), ze kterého se nasledné
stanovi pevnost kompozitu op,. a kritické pretvoreni €yy.i. Proces probiha ve ctyfech
fazich:

Oblast T — oblast linedrniho chovani vlakna i matrice

Oblast IT — oblast linedarniho chovani vlakna a nelinearniho chovani matrice
Oblast IIT — oblast nelinedrniho chovani vlakna i matrice

Oblast IV - oblast lomu matrice

K prasknuti vldkna dochazi mezi oblasti 111 a IV. Jestlize v tomto okamziku dojde i k
prasknuti celého materidlu, fikame, Ze jde o dobfe navrzeny kompozit [28]. Naopak pev-
nost Spatné navrzeného kompozitu je mensi nez pevnost matrice.

P1i zatézovani v transverzalnim sméru (pficné namahéni) a zatizené smykem je pev-
nost kompozitu dana pevnosti matrice. Uvedenym zplisobtim zatézovani odpovida 5 hod-
not pevnosti, a to podélnd pevnost v tahu op, 1, podélnd pevnost v tlaku opgr, pricna
pevnost v tahu op; 7, pri¢nd pevnost v tlaku opgr a smykova pevnost 7p 7.

Vyse uvedené modely plati pro idealni kompozity. Existuji i presnéjsi vypoctové mo-
dely, napt. model Hahniv, Adamstv, o nichz je vice pojednano v [1], [5].
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Obr. 4.2: Tahové diagramy vldkna, matrice a kompozitu.

4.3. Konstitutivni vztahy pro anizotropni a ortotropni
material

Nyni prejdeme do vypoctového modelu, které se nazyva mechanické kontinuum, a uve-
deme prislusné konstitutivni vztahy popisujici skutecnou materidlovou a geometrickou
strukturu. Z [8] vime, Ze pfi jednoosém tahovém zatézovani izotropniho materialu nedo-
chazi ke zkostim, pouze k pretvorenim. Naopak pri smykovém namahéni jsou nenulové
zkosy a nulova pretvoreni. U anizotropniho materialu, jenz se vyznacuje odlisSnymi smé-
rovymi vlastnostmi, to neplati.

4.3.1. Obecny anizotropni material

Predpokladejme linearni chovani materialu, tj. oblast I takového diagramu v obrazku 4.2.
Potom mayji konstitutivni vztahy tvar obecného Hookeova zdkona [28]

0ij = Cijmer, 1,7,k 1=1,2,3, (4.4)

kde o;;, resp. €1 je symetricky tenzor napéti, resp. pretvoteni. Cjji je tenzor materidlovych
konstant a obecny anizotropni materidl je z divodu jeho symetrie charakterizovan 21
nezavislymi elastickymi koeficienty matice tuhosti [3].

Misto ctyfindexovych symbolil je pro elastické koeficienty pouzito dvouindexové c,g,
kde a, 5 =1,2,...,6. Index o nahrazuje dvojici indext i, j a index 3 dvojici indexu k, [
takto [3]:

e jellii =7, nebok=1,jea=1ia =k, napt. Cii2 = C1o
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e je-li i # j nebo k # [, je a nebo [ rovno zbyvajicimu ¢islu z posloupnosti 1, 2, 3
zvétSenému o 3, napf. 01233 = Cg3, 03123 = Cn4

Podobné zjednodusime zapis prvkl tenzoru napéti a pretvoreni, a to:
e je-lit=j, resp. k =1, pak 0;; = 0y, resp. €;; = ¢;
o je-lii # j, resp. k # I, pak 0;; = 7,5, resp. €;; = 7i;
Castéji se Hooketiv zékon zapisuje v inverznim tvaru
ij = Siyjmor, 1,7, k,1=1,2,3, (4.5)

kde Sjji se nazyva tenzor elastickych moduld, pricemz pro néj plati stejné vlastnosti
uvedené pro tenzor materialovych konstant. Odtud a s pouzitim zkraceného indexovani
mé maticovy zépis inverzniho Hookeova zékona tvar [28]

€1 Su Sz Siz S S5 Sie| |01
€2 So1 Sz Saz Say Sas Sa| |02
€3 S31 S32 S33 S3a S35 Sse| |03
723 Sy Ss2 Siz Su Sis Sus| |Te3
V31 Ss1 Ss2 Ssz Ssa Sss Sse| |Ta1

Y12 Se1 Se2 Se3 Sea Ses Ses| |Ti2

4.3.2. Obecny ortotropni material

U ortotropniho materidlu existuji t¥i vzajemné kolmé (ortogonalni) sméry 1,2, 3. Plati
ekvivalence materialovych sméru 1,2,3 <> L,T,T’. Poc¢et nezavislych elastickych konstant
matice poddajnosti se redukuje na 9 a Hooketiv zakon se miize zapsat v maticovém tvaru
nasledovné

_81— _Sn Sz Si3 0 0 0 ] _01—
€2 Sor S2 S3 0 0 O 02
€| _ S31 Sz Sz 0 0 0| |o3 (A7)
V23 0 0 0 Sy 0 0|73
Y31 0O 0 0 0 Sy 0] |7m31
Y12 0O 0 O 0 0 Sﬁﬁ_ Ti2
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Obr. 4.3: Rez jednosmérnym ortotropnim kompozitem v roviné kolmé na smér vlaken
L, smérové elastické charakteristiky nezavisi na thlu 6.

Jednotlivé prvky matice poddajnosti S;; je mozné vyjadrit pomoci inzenyrskych (fyzikal-
nich) charakteristik £, v a G [8] v danych materidlovych smérech. Soustavu rovnic (4.7)
lze potom vyjadrit ve tvaru

€1 5 —B0 0 0o
€9 —ne o =% 0 0 0|0
v 12 1
S| _ 7w "B ? 0 01 os (4.8)
Y23 0 0 0 G_23 0 0 To3
V31 0 0 G%l 0| |31
2| |0 0 0 0 0 GL 712
Ze symetri¢nosti matice poddajnosti vyplyva, ze
Vo V3
—ﬁ = i OZ,B = 172737 (49>

E, Eg’

nezavislé parametry jSOll pOtOHl El, EQ, E3, V19, V13, V23, G23, G32, Glg.
Podobné jako u izotropniho materialu jsou hodnoty inzenyrskych konstant u obecného
ortotropniho materidlu jistym zptisobem omezeny [8], a to

E, Es E3 >0, G23, G32, Gia > 0, (410&)

(1 — V23V32) > O, (1 — V13V31) > O, (1 — V12V21) > O, (410b)

1 1
EoN 2 Ei\z2 E
11| < <Ej> . el < <E:> 7 <Ez> )

| |<(E2)% | |<(E1)% | |<(E3)%
V23 Es ) V13 Es ) V31 E, .

N

(4.10c)
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4.3.3. Transverzalné ortotropni material

U transversalné ortotropniho kompozitnitho materidlu existuje jedna hlavni ortotropni
rovina 2,3 (obr. 4.3), ve které jsou ve vSech smérech mechanické vlastnosti stejné a mate-
rial se chova izotropné. Tento pripad nastava v praxi u jednosmérného dlouhovlaknového
kompozitu s dostateéné hustou sit{ vldken. Upravou Hookeova zakona ziskdme [28]

€1 St Sz Sie 0 0 0 01

€2 So1 Sap Sas 0 0 0 02

€3 So1 Sza S 0 0 0 03 (4.11)
Y23 0 0 0 2(Sp2—S3) 0 0 Tog

Y31 0O 0 0 0 Ses 0| |31

gr] 0O 0 0 0 0 Sﬁﬁ_ Ti2|

Stejné jako u obecného ortotropniho materialu je mozné prvky matice poddajnosti vyja-
drit pomoci inzenyrskych materidlovych konstant, tj.

€1 E% L 0 0 0| |0

€ e AL 0 0o

€3 it | 0 0] |os 19
2(14+123) ( )

Y23 O O O E—g O O 723

Y31 0 0 0 0 & 0 |m

2| |0 0 0 0 0 GL T2

Vyraz pro prvek Sy, je primou analogii s pripadem izotropniho materidlu pro prepocet

mezi modulem pruznosti v tahu a ve smyku v ortotropni roviné
Ey

2(1 + v3)

a pocet nezavislych elastickych konstant se redukuje na 5, konkrétné E;, Es, v1a, Va3, G1a.

Gz = (4.13)

4.3.4. Rovinny anizotropni a ortotropni material

Zvlastnim pripadem obecného prostorového anizotropického materialu je rovinny anizo-
tropni material, ktery se pouziva jako vypoc¢tovy model tenké vrstvy kompozitu — laminy.
Predpokladejme, Ze element lezi v hlavni souradnicové roviné 1,2 a je v ni také zatézo-
van. Jde tedy o rovinnou napjatost, pricemz pro napéti v rovinach kolmych na 1,2 plati
nésledujici [8]

(4.14)
K prepoctu na rovinnou deformaci slouzi vztah (6.2) v kapitole 6.2. Pro p¥ipad anizotrop-
niho materidlu se vztah (4.6) redukuje na

o3=0, 731 =0, T73=0.

€1 S Sz Siie 01
go | = [S21 Sz Sa ) (4-15)
Y12 Se1 Se2 Ses| |Ti2
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a ma 6 nezavislych prvki. V pripadé rovinné ortotropie materidlu predpokladejme, ze
vzajemné kolmé osy 1,2 jsou hlavnimi ortotropnimi sméry. Rovnice (4.7) se redukuje na

F} = Fi ii 8} F} (4.16)
"2 0 0 Ses| |m2

Pokud pouzijeme inzenyrskych materialovych konstant, potom ma inverzni Hookelv za-
kon podle (4.8) pro rovinny pripad tvar

L v
&1 o Ty 0 g1
— v 1
1
712 0 0 Gl LT12

Nezavislé elastické konstant jsou pro tento piipad 4 a to Ey, Eo, 119, Gio [28].
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5. Metody reseni rovinné
anizotropni pruznosti

5.1. Muselisviliho komplexni potencialy

Historicky nejstarsim aparatem feSeni rovinné pruznosti pomoci komplexni proménné
je metoda Muselisviliho komplexnich potenciali. Je odvozena pro izotropni material a
nasledujici aparaty vychazi z jejitho zobecnéni. Rovnice popisujici napjatost a deformaci
se vyznacuji pritomnosti degenerovanych clent.

Pro feseni rovinnych problémi se zavadi dva komplexni potencialy, kdy vztahy pro
pole posuvt jsou stanoveny na zakladé Papkovicova Teseni [21],

2Gu =4(1 —v)¥ —grad(p+ 7 - ¥), (5.1)

kde w = u& + v§ + wZ je vektor pretvoreni s jednotkovymi vektory baze &, ¢, £ v
soufadnicovych smérech z, y a z, r = & + yy + 22 je polohovy vektor. Veli¢iny ¢ a
W =, & + ¢, § + 1.2 jsou skalarni a vektorové potencialy, které vyhovuji Laplaceovym
rovnicim

Ap =0, AW =0. (5.2)
Papkovicovo FeSeni vyhovuje rovnicim rovnovéhy (bez zahrnuti setrva¢nych ucinki)
82
c;graddivu — c2rotrotu = a—;; , (5.3)
ke 4G /3 G
@ =" &) G =—, (5.4)
p p

kde G je modul pruznosti ve smyku, p je hustota materidlu a x je modul pruznosti v tlaku.
P1i podminkach rovinné deformace, tj. u = u(x,y),v = v(z,y),w = 0, jsou potencidly
pouze funkcemi z a y a z rovnice (5.1) vyplyva

W, =0. (5.5)

Jelikoz jsou potencidly ¢, 1, a 1), harmonické funkce, mohou byt vyjadieny pomoci redlné
a imagindrni ¢asti néjaké analytické funkce f(z) a g(z) v oblasti uzaviené hranicemi télesa

¢z = %f(z>7 @by = %f(z>7 Y = %g(z>v (5'6>

pricemz R znaci redlnou a & imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla. Z predchozich vztahi,
Hookeova zakona a rovnice 5.1 lze odvodit nasledujici vztahy pro napéti a posuvy

0z + oy = 4R [f'(2)] |

oy — 0y + 2iTy, = 2[2f"(2) + ¢"(2)] , (5.7)
26+ iv) = T (2) = T 7). (5.
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Obr. 5.1: Vazebné hranic¢ni sily X a Y v kartézskych souradnicich a jejich vztah k tenzoru
napéti

kde % je tzv. Kolosovova konstanta®, pro kterou plati

1-2
P2 pro rovinnou deformaci,
2(1=v) (5.9)
1 —
k? = 5 v pro rovinnou napjatost.

Stanoveni napéti o, u rovinné deformace a e, u rovinné napjatosti plyne z rovnic

1 — 242
o, = v(oy+0,) = m(az + 0,) pro rovinnou deformaci, (5.10)
v 1—2k? : .
& = 17 V(ez +&,) = —2—]{2(595 +¢€,) pro rovinnou napjatost.  (5.11)

Necht X ds a 'Y ds jsou slozky sily puisobici na element hranice ds, kde s je délka kiivky
hranice, a necht je splnéna podminka, ze kladny smér s je orientovan ke vnéjsi normale
hranice n stejné jako souradnicovy smér y k z (obr. 5.1), t.j. pfi pohybu v kladném sméru
s ukazuje vnéjsi normala doprava. Potom

Xds =o0,dy — 1pydz, Yds=r1,,dy—o,dx, (5.12)
(X +iY)ds = —% (0, — 00 — 2i70y) dZ + (0, + 0,) ] . (5.13)
Dosazenim vztahu (5.7) dostaneme rovnici
(X +iY)ds = —id{f(z) + zf'(z) + g’(z)} . (5.14)
Vztahy (5.14) se pouziji v pripadé prvni okrajové tlohy (tj. na hranicich jsou predepsané

sily). Pro pripad druhé okrajové tlohy, kdy jsou na hranici predepsény posuvy, se aplikuje
vztah (5.8) [4].

! Gury Kolosov — matematik, profesor Petrohradské univerzity (1893 — 1936). Zabyval se problematikou
komplexnich potencialit v matematické teorii pruznosti. Jako prvni popsal singularni charakter napéti v
okoli eliptického otvoru s malym polomérem kiivosti vzhledem k jeho délce (1909).
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5.2. Lechnického formalismus

Zékladni rovnice anizotropni pruznosti se sklddaji z rovnic rovnovahy za podminek sta-
tického zatézovani (5.15a), geometrickych vztahu (5.15b) za podminek malych deformaci
a konstitutivnich vztahu (5.15¢). To jsou

aO'Z‘j
i =V, 1
oz, + f (5.15a)
1 au, auj
P , 1
0ij = Cijricrl (5.15¢)

kde indexy i, j,k,l = 1,2,3. Rovnice (5.15) tvoii soustavu 15 parcidlnich diferencidlnich
rovnic s 15 nezndmymi funkcemi u;, €5, 045, 4,j = 1,2,3, jez jsou zavislé na souradni-
cich z;, 1 = 1,2,3. V pripadé rovinné anizotropni pruznosti je pro stanoveni neznamych
funkci vyhodné zavést formulaci pomoci komplexni proménné. V literatuie existuji dva
ruzné pristupy linearni anizotropni pruznosti komplexni proménné. Prvni z nich, Lechnic-
kého formalismus (1963, 1968), vychazi z rovnic rovnovahy napéti a na né nasledujicich
rovnic kompatibility. Druhy, Strohav formalismus (1958, 1962), vychézi z rovnic kompa-
tibility posuvii nasledovanych rovnicemi rovnovahy. O Strohové formalismu je pojednano
v oddilu 5.3.

5.2.1. Vychozi diferencialni rovnice

V Lechnického formalismu je pro dvoudimenzionalni problém uvazovana oblast ohrani¢ena
valcovou plochou. Jeji fez muze byt jak konecny, tak nekonecny.

V dalsim textu zménime znaceni tenzori a vektorti na konvencni, pouzivané napiiklad
A% [8] A to U —> U, Uy —> V, U3 —> W, 2619 = Yoys 012 = Tzy; Cii1z = 0167 4S2331 = S45. Pak
mohou byt rovnice (5.15) vyjadreny jako

ou ov ow
TTe Ty o (5.16a)
ow v ow Ju ou  Ov '
’sz:a—y‘f‘&»%:z:%"f‘&fhy:a—y-i-%»
€x = S110, + S120y + Si30. + S1uTy. + S15Tez + S16Tay
€y = S1205 + Sx0y 4 S230, + SouTy. + Sa25Tpe + S26Tay ,
€, = S130; + S930y + S330, + S34Ty. + S35T5. + S36Tay (5.16b)
Vyz = S1405 + Soa0y 4 5340, + SuaTy. + SusTez + Sa6Tay
Vaz = S1504 + So50y + S350, + Sus5Ty> + 557wz + Ss6Tay
Yoy = S160 + S260y + S360, + Su6Ty> + S56Twz + S66Tay »
do, OT, oF 0T do, OF OTyr  OTys
Bz ayy_%: N dy oy O ox aZ =0, (5.16¢)

VUT v Brné, FSI
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kde F' je potencil objemovych sil fz, fy definovany jako
foe=—%- fy=—%- (5.16d)

Vsimnéme si, ze v (5.16¢) jsou napéti zavisla pouze na dvou souradnicich a objemové sily
pusobi v normélovém sméru na valcovou plochu a neméni se v zavislosti na poloze z této
plochy.

Pro napéti o, plati vztah

1
o,=Ax+ By+C — S (51304 + Sa30y + S3aTy + Sa57ez + S36Tay) (5.17)
33

kde A, B, C jsou libovolné konstanty a D je linearni funkce x a y definovana jako
D = Ss3(Ax + By + C). (5.18)

Obecné vztahy pro posuvy jsou vyjadireny pomoci rovnic

AS
233z2 —ayz+ U(z,y) +wrz — w3y + ug ,

_BS
B2+ arz+ V(e y) + wst —wiz + v,

u = —

(5.19)

Vv =
w = (Az + By + C)Ss32 + W(x,y) + w1y — wax + wo ,

kde nové funkce U, V', W, jsou libovolné funkce x a y a jsou vysledkem integrace uvedené
v [6, s. 32]. Konstanty «, wy, wy jsou libovolné.

V obecném teseni (5.19) znaci konstanty ug, vy, wo posuvy tuhého télesa a wy, we, ws
rotaci télesa vici osam x, y, z; « je relativni thel rotace kolem osy z, tj. ithel otoceni
stfednicové plochy na jednotku délky. A a B charakterizuji ohyb télesa v rovindch x — z
ay— 2.

Ke stanoveni neznamych funkei U, V', W uvazujme nejprve rovnice rovnovahy (5.16¢),
které musi spliovat dvé Airyho funkce napéti ¢(z,y) a ¥ (x,y) definované jako

82¢ 0? a% o o

’ = 4+ F = = — Ty, = 5.20
7 T o2 VT G2 T Tay axay dy Ty oz (5:20)

Aplikaci (5.20) eliminujeme U, V, W a dostaneme systém diferencidlnich rovnic, kde
funkce napéti ¢(x,y) a ¥ (z,y) musi splinovat

O*F . 4 OF 0*F
972 + (S16 + S%)axay (S11+ Si2) = oy

. . OF . . OF
Lyp+ Lotp = —2a0 + AS3y — BS35 + (S + 524)% + (515 + S25>8—

Ly + Lyth = —(S1g + S2) =

(5.21a)
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kde Lo, L3, L4 jsou diferencialni operatory druhého, tretiho a ¢tvrtého radu, které maji
tvar

R 82 R 82 R 82
Ly = 544@ - 2S45m + S558_y2 ;
R 83 R R 3 R R 83 R 83
Lz = —524% + (S25 + S46)M — (S + SSﬁ)W + S158_y3 ; (5.21b)
R 84 R 84 R R 84 R 84 R 84
Ly = 522@ - 2526@ + (S12 + Sﬁﬁ)m - 2S16W + Sna—y4

Resenim funkce napéti (5.21) jsou pak napéti, pretvoreni a posuvy vyjadieny pomoci
rovnic (5.20),(5.17) a (5.16b). Konkrétnimu feseni téchto veli¢in se realizuje splnénim
predepsanych okrajovych podminek. Rovnice (5.21) potom tvoii systém 15 diferencidl-
nich rovnic jako alternativu diferencialnich rovnic (5.16a)-(5.16¢).

5.2.2. Obecné reseni
Obecné feseni (5.21) muze byt vyjadieno ve tvaru

b =" 6@ h=yp® 4@ (5.22a)
kde
Li¢™ + Lyp™ =0,

(5.22b)
Ls¢™ + Lyyp® = 0.

Potencidly ¢, 1)(?) jsou partikularni feSenf nehomogenniho systému (5.21a). Partikularni
feSeni zavisi na tvaru funkei pravych stran (5.21a). V dalsim textu se budeme zabyvat
feSenfm obecného Feseni homogenniho systému (5.22b). Eliminujeme napi. funkei ™.
Z (5.22b); a (5.22b), ziskdme rovnici Sestého fadu

(LaLy — L3) 6™ = 0. (5.23)

Operator Sestého radu LsLs — L2 mize byt rozlozen do Sesti linearnich operatori
3 p
prvniho tadu, tj.

DgDsDyD3sDy D¢ =0, (5.24a)
kde 9 9
D= — — up— 5.24b
b= oy Mg (5.24b)
a p jsou koreny charakteristické rovnice diferencidlni rovnice (5.23), tj.
La(p)l2(p) = 15(n) = 0, (5.25a)
kde

lo(pt) = Sssp® — 2Suspt + Sua
Is(p) = Sisp® — (S1a + Ss6)p? + (Sas + Sag)pt — Sos (5.25b)
l4(u) = §11N4 — 2*§16N3 + (2§12 + gﬁﬁ)/l? — 2§26N + gzz .
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Lechnicky dokézal, Ze iy, neni redlné, jestlize deformacni energie je kladné. To znamena, ze
k. je vzdy komplexni nebo ryze imaginarni a sklada se ze tii part komplexné sdruzenych
Cisel, jestlize charakteristicka rovnice (5.25) je algebraicka rovnice Sestého fadu s redlnymi
koeficienty. Oznac¢me

Hiy3 = [y, Spr >0, k=1,2,3, (526)

Predpokladejme, Ze py jsou razné. (5.24a) bude potom feSeno jako Sest rovnic prvniho
radu:

D1¢™ = @y, Dygy = 3, Dsps = pa, Daps = @5, Dsps = g5, Dogs =0.  (5.27)

Postupnym feSenim predchozi rovnice v poradi ¢g, ©s, ©4, ©3, w2, ®™, dostaneme

3
oM = 2R d(zr), 2=+ uy. (5.28)
k=1
Podobné vyjadienim (5.23) pomoci ¢ a feSenim stejnym postupem jako v (5.24), (5.25),
(5.26), (5.27) obdriime
3
P = 2R3 (). (5.29)
k=1

¢, muzeme definovat jako slozenou funkci

Oby, _ 00y 0z, _ Ody 0%y _ 0¢p 0z O

Pr " 0mor  0n 0y 0wy Man (5.30)

Podobné se vyjadii . Substituce (5.28) a (5.29) do (5.22b) povede k homogennim rov-
nicim

2R D {la(pr) 0y (k) + Is ()04 (21)} = 0,
= (5.31)

23?’;1 {la ()% () + Lo (e )y (2) } = 0,

kde symbol derivace (") znaci derivaci podle komplexni proménné z;. Integraci prvni nebo
druhé rovnice (5.31) podle z; ziskdme vztah mezi ¢y a ¥y, tj.

@bk(zk) = nkqb;(zk) + arpzp + bk, k= 1,2,3, (5.32&)

kde

—ls(pw) _ —la(p) 7 (5.32D)
(k) (k)

a ay, by jsou libovolné konstanty. Uvazujme monoklinické materialy symetrické podle
roviny z = 0. Koeficienty polynomu l3(u) se vynuluji a rovnice sestého radu (5.25a) prejde
na dvé rovnice: lo(p) = 0 a ly(p) = 0. Necht py a ps jsou koreny ly(p) = 0 a us kofeny
() = 0, t). la(p1) = la(p2) = la(p3) = 0, coz vede k vysledku, Ze Iy (pu1), o (p2), la(pz) # 0

e =
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za predpokladu ruznych py. Pak 7y = n5 = 0 a n3 — oo. Abychom se vyhnuli koeficienttim,
které se mohou blizit nekone¢nym hodnotdm, zavedme

N o= = —l3(1) () 1

[
— = 1 3(#13)

L) 2T T ) T )
Volbou ag, by rovno nule a pouzitim (5.33), (5.32a), (5.28) a (5.29) dostaneme obecné
vyjadreni funkei napéti jako
o =2R{¢1(21) + Ga(22) + d3(23)} + 0,
1
v =20 { M6 (1) + hadh () + () + 0

Poznamenejme, ze A3 mize byt pro urcité materialy nulové. Abychom se vyhnuli nulovym
koeficientiim, miuzeme tyto koeficienty zahrnout do funkce a vytvorit tak novou funkci
napéti fx(zx),k=1,2,3

. (5.33)

(5.34)

1

filz) = ¢1(21),  falze) = ¢h(22),  fa(2s) = )\—3%(23)- (5.35)
Pouzitim téchto funkei a substituci (5.34) do (5.20) vyjadiime napéti jako
2 ¢l 2 ¢t 2 / 82¢(p) 7
0p = 2R {lel(zl) + 13 fo(z2) + N3)\3f3(z3)} + oy +F,
. . . 0P N
oy = 2R {f1(21) + fa(z2) + Aafs(23)} + 02 + F,
) ) . a2¢(p)
Toy = =20 {1 f1(21) + p2fo(22) + psAs f3(23) } — J (5.36)
0x0y
! ! ! a¢(p)
Tow = 2R{ A f1(21) + paa fo(22) + paf3(23) } + oy
. ) ) a¢(p)
e = IR D) + Mafi() + S} -
Funkce U, V', W se podle [6, s. 36] naleznou jako
3
U=2RY"anfr(z) +UP,
k=1
3
V=2RY" anfilz) + VP, (5.37a)
k=1
3
W =2R>" asefu(z) + WP,
k=1
kde
arg = pr(pn) + Mequ(pin),
azk, = [p2(pr) + Meqz(pn)] / ks
asg [p4(ﬂk) + k%(ﬂk)] /uk» ) 4y (537b)

arz = Asp1(ps) + qi(ps),
az = [Aspa(p3) + q2(p3)] / s,
ass = [Aspalps) + qa(pes)] /s,
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T

Obr. 5.2: Tecny a normélovy smér hranice oblasti materialu.

pi(uk) = 1pSi1 + Sj2 — mSie. ¢; (k) = pSss — Sja, §=1,2,4,5,6. (5.37c)
Funkce U ®) v® WP 4 (537a) jsou feseni rovnic [6, s. 32] a odpovidaji funkcim ¢®,
¢®) | F a linearnim funkeim S;;(Az + By + C), ay, —ax.

5.2.3. Okrajové podminky

Obecné vyjddreni napéti a posuvu v (5.36)a (5.37) obsahuji libovolné neznamé komplexni
funkce fi(zx), které se uréi splnénim predepsanych okrajovych podminek. Ty jsou obvykle
predepisovany pomoci vyslednych sil a posuvi. Protoze obecné vztahy pro napéti a posuvy
jsou vyjadreny pomoci funkei fi(zx), je tedy vhodné pomoci téchto funkei vyjadrit také
okrajové podminky.

Pruni okrajovd tloha:

Ouy + TyyNo = by, Tyyny +0yne =1y, Tyng + Tyeno =0, (5.38)

kde (%, t,,0) jsou vektory napéti predepsané podél hranice. Normalové vektory hranice
jsou vyjadreny jako
dy dx

3 2= cos ) = e (5.39)

n, = —sinf = —
Tecny smér s je volen tak, ze pii pohybu v kladném sméru s lezi oblast materidlu po pravé
strané (viz obr. 5.2). Dosazenim (5.20) a (5.39) do (5.38) a integrovanim vyslednych rovnic
podle s obdrzime

Q
<

— =t (s)+ec, —=t,(8)+cy, Y=c3, (5.40a)
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kde ¢q, ¢o, c3 jsou integracni konstanty a

. . (5.40b)
M@:A<@ Ff)@
Substituci (5.34) a (5.35) do (5.40a) ziskdme
N 0@
2R {pf1 + pafe + psds fst = ta(s) — oy +c,
2R{f1+ fot+ Asfs} =1y(s) — ag;p) + c2, (5:41)
R{MS1 + Aafo + [} = =) +cs.
Druhd okrajovd iloha:
u=1, v=0, w=1, (5.42)

kde (@, 0,w) jsou posuvy predepsané na hranici oblasti. Substituci (5.37) do (5.42) ob-
drzime

3
2R Y afi = —UP + U + wsy — o,
k=1
3 A
XRY asfr = VP +V — wsz — vy, (5.43a)
k=1
3 A
2R azpfr = W@ + W —wy,
k=1

kde U, V, W jsou vyjadfeny jako [6]

~ AS

U=1+ 233ZQ—|—ayz—wzz,

~ BS

V=t+"22—azz+wz, (5.43b)

W:w—l—(Ax—l—By—l—C)Sg?,z—wly—l—wzx.

5.3. Strohuv formalismus

Strohtiv formalismus, stejné jako Lechnického formalismus, slouzi k analyze dvoudimen-
zionalni elastické deformace téles s materialovou anizotropii. Rozdil je ovSem v tom, zZe
Lechnického formalismus vychazi z rovnic pro napéti a je tedy reprezentovan redukova-
nou matici tuhosti, kdezto Strohtiv z rovnic pro deformace a je vyjadren matici poddaj-
nosti. Lechnického formalismus muze byt pouzit k vypoctu obecnéjsich oblasti nez Stro-
hiv formalismus pro ¢isté dvoudimenzionalni problémy (napf. tah a krut anizotropického
prutu [6]). Strohuv formalismus, jak bude zfejmé z nasledujiciho, je vSak matematicky
elegantnéjsi a vypoctove stabilnéjsi.
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5.3.1. Obecné reseni

Zanedbame-li objemové sily f;, zakladni vztahy linedrni anizotropické elasticky jsou

1
0ij; =0, &j= §(Ui,j +uji), 0y = Cijmem, 0,7,k 1=1,2,3, (5.44)

kde Cjju je tenzor materidlovych konstant, ktery je symetricky a pozitivné definitni.
Dosazenim (5.44), do (5.44)3 za predpokladu plné symetrického tenzoru Cj i dostaneme

Oij = C’ijkluk7l . (5‘45)
Vysledna diferencidlni rovnice spliujici posuvy se ziska dosazenim (5.45) do (5.44)4, t.j.
Cijriurgy = 0. (5.46)

Vysledny vztah (5.46) je homogenni diferencialni rovnice druhého radu pro 2D deformace,
ve kterych ug, k = 1,2, 3 zavisi pouze na proménnych z; a xo. Obecné feseni pro uy zavisi
na jedné slozené proménné — linearni kombinaci z; a x5. Zvolme

up = apf(z), nebo w=af(z), (5.47a)

kde
z=x1+ puxs. (5.47b)

Konstanty a a p jsou neznamé a je potieba je urcit, f je libovolna funkce komplexni
proménné z. Derivaci slozené funkce (5.47a) podle z; se dostane

df d
Uk, = akd_icd_lz’l = ay(0i1 + o) f'(2), (5.48)

kde (") symbolizuje derivaci podle proménné z a ¢;; je Kroneckerovo delta [15]. Dalsi
derivaci podle z; a dosazenim do (5.46) dostavame

Cijrr (0 + 1612) (051 + pdjo)ar, =0 (5.49a)

nebo
{Cilkl + 1(Citgz + Ciapa) + N20i2k2} a =0. (5.49b)

Rovnice (5.49b) muze byt prepsdna do maticového tvaru jako
{Q+uR+R")+*T}a=0. (5.50)
Matice Q, R, T jsou realné matice 3 x 3 definované jako
Qik = Citkr,  Rir = Ciake,  Tix = Ciaga - (5.51)

Z rovnice (5.51) je patrno, ze Q a T jsou matice symetrické a pozitivné definitni,
jestlize deformacni energie je kladna [6]. Aby méla rovnice (5.50) netrivialni feSeni, musi
platit

det(Q + p(R+ R") + 1*T) =0, (5.52)
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coz dava homogenni rovnici Sestého Ffadu pro neznamou p. Protoze u a a stanovené z (5.52)
a (5.50) zavisi pouze na materialovych konstantach Cjjp, nazyvaji se tyto vlastni hodnoty
materidlu a vlastni vektory materidlu. Vlastni ¢islo p stanovené z (5.52) je ekvivalentni s
vlastnim ¢islem stanovenym podle Lechnického formalismu (5.25a) a jejich vychozi rovnice
(5.46) a (5.23) jsou odvozeny ze stejnych zdkladnich rovnic (5.44).

Po ziskéni 1 a aj pro posuvy (5.47) se napéti vypocitaji dosazenim (5.48) do (5.45)

0ij = Cijra (0 + pow)ar f'(2) = (Cijrr + pCijrz)arf'(2) (5.53a)
coz muze byt prepsano jako
i = (Qix + pRip)ar f'(2), 0w = (R + pTip)arf' (). (5.53b)

Pro zjednoduseni zavedeme z (5.50) a (5.53b) vektor b definovan

1
b= (R" +puT)a = —;(Q + uR)a (5.54)
a napéti jsou potom vyjadrena vztahy
01 = —ub,f’(z), 00 = beI(Z> . (555)

Stejné jako zavedeni Airyho funkce v Lechnického formalismu, tak i rovnice rovnovahy
(5.44); jsou automaticky splnény, jestlize zavedeme funkci napéti ¢;, i = 1,2,3 jako

031 = _¢i,27 02 = ¢z‘,1- (5-56)

Jednotlivé slozky napéti ¢; jsou kvuli symetrii tenzoru napéti (012 = 09;) na sobé zavislé,
coz je dano vztahy

P11+ P22=0. (5.57)
Porovnanim (5.55) a (5.56) dostaneme
61 = bif(2), nebo $=bf(z). (5.59)

Rovnice (5.52) je rovnice pro polynom sSestého stupné, jez dava Sest kofenti pro p.
Uvazime-li predpoklad, ze deformacni energie je vzdy kladna, pficemz nezalezi na typu
deformace, tak lze dokézat, ze u neni redlné. Protoze koeficienty v rovnici (5.52) jsou
realné, existuji tii pary komplexné sdruzenych koteni pu. Jestlize ux a ar, k=1,2,...,6
jsou materidlova vlastni ¢isla a vlastni vektory, mizeme zvolit

%(Mk) > 0, Uiy3 = [y, A + 3 =ay, b, +3= Ek, k= 1,2,3. (559)

Predpokladejme, ze kofeny py nejsou nasobné. Obecné teSeni se ziska superpozici Sesti
feseni z (5.47a) a (5.58):

w=> {anfe(z) + @ufrrs(Z)}, o= {bkfk(zk) + l_’kfk+3(5k)} ) (5.60)

k=1 k=1
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kde fp,k=1,2,...,6 jsou libovolné funkce a
2k = X1 + HUpTs . (5.61)
Pro realné reseni pole posuvil u a funkce napéti ¢ zavedme
firs=fr, k=1,2.3 (5.62)
a (5.60) prejde v

w=2R {Z uhialf. o2 {Z et} (569

co? mize byt prepsdno do tvaru
u=2R{Af(2)}, d=2R{Bf(2)}, (5.64a)
A=[a, a, as|. B=[b, b, b ],

FE =[G, Re), A ]

Kombinaci posuvi a vektoru funkce napéti vytvorime jeden sloupcovy vektor, (5.64) je

potom vyjadieno jako [6]
{“}:[AEHM}. (5.65)
¢ B B f(z)

5.3.2. Okrajové podminky

(5.64b)

Obecné feseni spliujici 15 rovnic (5.44) je odvozeno ve vztazich (5.64) pro posuvy a funkce
napéti, v kterych jsou matice A, B stanoveny z materidlovych charakteristik a f(z) je
neznama vektorova funkce, jez se stanovi ze znalosti okrajovych podminek. Pro stanoveni
téchto podminek je vyhodné vyjadrit okrajové podminky primo pomoci proménné f(z)
nebo nepiimo pomoci u a ¢. Posuvy predepsané podél hranice oblasti jsou predepsany

pouzitim rovnice (5.63) jako
u=2R{Af(2)} =1, (5.66)

kde @ = (1, Us, u3). Ke splnéni okrajové podminky vektoru napéti ¢t se musi najit jeho
vztah k funkci napéti ¢p. Podobné jako derivace (5.38), (5.39), (5.40) a (5.41) pro rovinny
problém (ng = 0) je t; vyjadiena pomoci Cauchyho formule jako

ti = 0Ny = 01N + 0;0N9 . (567)
Dosazenim (5.56) a (5.39) do (5.67) obdrzime
. dqﬁ, dl’l n dqﬁ, dl’z . dgb,

ti = dz; ds dzy ds  ds (5.68)
nebo jeji vektorovy tvar
t= do (5.69)
ds '
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Obr. 5.3: Pivodni a rotovany souradnicovy systém.

Poznamenejme, ze (5.39) byl pouzit pii odvozovani (5.69), a proto je nutné dodrzet stejnou
umluvu, tj. ze tecny smér s je kladny, jestlize pri pohybu timto smérem lezi material po
pravé strané. Situace je zobrazena na obr. 5.3.

Celkové napéti podél hranice je vyjadieno jako

/ tds = d(ss) — B(s1). (5.70)

Uzitim vztahu (5.42) a pfedepsanim ¢ = (f1, f5, £3) miizeme okrajové podminky vyslednych
sil psat ve tvaru

% — 2R {B dj(;(;)} —} (5.71a)
nebo o
O(s2) — @s1) = 2R {BF ()} |32 = [ s (5.71b)

Pokud je na hranici smér s volen ve sméru osy x; nebo xo, tak se vztah (5.69) redukuje
na (5.56), coz jsou vztahy dulezité pro vypocet napéti z funkce napéti ¢. K vypoctu
slozek napéti v jinych souradnicovych osach se pouziva transformacni pravidlo tenzoru
druhého tadu. Alternativni pristup k urceni téchto slozek je popsan v [26]. Necht (s,n)
jsou jednotkové vektory te¢ného a normalového sméru hranice oblasti a necht ¢, a ¢,, jsou
vysledné sily predepsané v teéném a normalovém sméru. Pak rovnice (5.69) prejde

th=0, t.=—¢, (5.72)
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kde () znamend derivaci podle slozky k. Slozky napéti jsou v soufadnicovém systému s
stanoveny pomoci rovnic

Onn = nTtn = nT¢ sy Ons = STtn = ST¢757 On3 = Z3Ttn = (¢75>37 573
_ Ty _ T Ty T, _ _ Ty (5.73a)
Oss = 8 ts = —S8 ¢n7 Ogp =N ts =N ¢n = Ons, 03 = 1/3 ts - _(¢,n>37

s” = (cosf,sinf,0), n’ = (—sinb, cosh,0), i3=(0,0,1). (5.73b)

Uhel 6 je orientovan proti sméru hodinovych ruficek vzhledem ke kladné ose z a ke
kladnému s.

Uvazujeme-li polarni souradnicovy systém (r,6), pak s a n oznacuje r a 0, derivace
Js a On jsou nahrazeny Or a rdf. Pak mohou byt predepsany nové vztahy mezi vektory
vyslednych sil a funkei napéti v polarnim soufadnicovém systému jako [6]

ty = ¢,r7 t. = ¢79/T7
o =n"d,, o =-8¢y/r, o=8"¢,=-n"¢,/r (5.74)

Og3 = (¢,r)37 Or3 = ((15,9)3/7”-
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Obr. 6.1: Bimateridlovy vrub s parametry: w; € (90°,180°) a wo = 180°, materialy 1, 2
jsou transverzalné ortotropni. Kladny smér thlu € je proti sméru hodinovych rucicek.

6. Reseni problému

Cilem nasledujici kapitoly je sestaveni vypoctovych modeli pro stanoveni vlastni hod-
noty exponentu singularity a zobecnéného faktoru intenzity napéti, které jsou nutné pro
urceni napéti a deformace v okoli bimaterialového vrubu. Objekt — bimateridlovy vrub je
urcen systémem podstatnych veli¢in (viz kapitola 2.4). Pti tvorbé dil¢ich modelu a dil¢ich
systému podstatnych veli¢in je postupovano v souladu s [9, s. 227].

Uvazujme konfiguraci bimateridlového vrubu podle obrazku 6.1. Hodnota thlu w; se
pohybuje v intervalu od 90° do 180°, tihel ws je roven 180°. Bimaterialovym rozhranim
je téleso rozdéleno na dvé oblasti s indexy I a II a zatiZeno napétim o,,,. Pro urceni
zobecnéného faktoru intenzity napéti a rozlozeni napjatosti v okoli vrubu jsou vytvoreny
2 vypoctové modely:

e Vypoctovy model vrubu pro stanoveni vlastni hodnoty exponentu singularity

e Vypoctovy model vrubu pro stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti.

6.1. Vypoctovy model vrubu pro stanoveni vlastni hod-
noty exponentu singularity

6.1.1. Model geometrie a topologie vrubu

Model je uvazovan jako rovinny. Pro urceni vlastnich ¢isel materidlu jsou jsou podstatné
veli¢iny thly lice wy a wy. Déle je to orientace vlaken kompozitu, ktera nabyva dvou uhli,
a to 0° u vlaken rovnobéznych s rozhranim a 90° pro vlakna kolméa na rozhrani.

VUT v Brné, FSI UMTBM



48 Be. Miroslav Hrstka

6.1.2. Model okoli objektu

Bimateridlovy vrub je vazan k okoli na pravé linii obecnou vazbou. Vztahy pro urceni
vlastni hodnoty d jsou vyjadfeny pomoci posuvi a napéti, které musi splinovat okrajové
podminky. Hodnoty téchto veli¢in ovsem nejsou podstatné z hlediska urceni §, proto je
model okoli objektu tvoren prazdnou mnozinou.

6.1.3. Model aktivace vrubu z okoli

Obdobné jako u predchoziho modelu okoli nehraje velikost zatizeni roli pii stanoveni d a
model aktivace je tvofen prazdnou mnozinou.

6.1.4. Model vlastnosti struktury vrubu

Materiadlovy model je linearné pruzny. Bimaterial se skladd ze dvou transverzalné orto-
tropnich materialu s 5 nezavislymi elastickymi charakteristikami (viz oddil 4.3.3), tj. E,
Er, vir, vrp, Grr. Pri zadavani v globalnim soutradnicovém systému x,y je nutné brat
ohled na orientaci vlaken. PTi zméné sméru z 0° na 90° je nutné prepocitat Poissonovo
¢islo v na hodnotu v globalnim soufadném systému z,y pomoci rovnice (4.9). Postup
je uveden v 6.3.5.

6.1.5. Model projevia vrubu

Podle podmnoziny S7 na strané 20 dochézi u zatizeného télesa k deformaci a vzniku nap-
jatosti. Mnozina je opét prazdna, protoze tikolem algoritmu je stanoveni vlastni hodnoty
exponentu singularity §.

6.2. Numericko-analyticky algoritmus pro urceni ex-
ponentu singularity

V druhé poloviné minulého stoleti byla formulovana teorie rovinné anizotropni pruznosti,
kterd byla vystavéna na vlastnostech funkci komplexni proménné, viz napt. [26]. Tato
teorie je nazvana podle jmen autort jako tzv. Lechnicky-Eshelby-Strohtiv formalismus
(LES formalismus). Existuji dva davody vyuziti charakteristickych vlastnosti funkei kom-
plexni proménné. Prvnim je, ze diferencovanost v oboru komplexnich ¢isel je ekvivalentem
harmonic¢nosti, tzn., jestlize ma funkce v komplexnim oboru derivaci (v teorii komplex-
nich ¢isel se takové funkce nazyvaji analytické), spliuje automaticky tzv. biharmonickou
rovnici a tudiz muze byt pouzita pro vyjadreni Airyho funkce napéti. Druhym divodem
pouziti komplexniho oboru je zjednoduseni popisu elastickych vlastnosti materialu, které
jsou v LES formalismu popsény pouze tfemi konstantami, tzv. charakteristickymi (vlast-
nimi) ¢isly daného materidlu. Anizotropni materiél je charakterizovan tfemi komplexnimi
Gsly g, kde i = 1,2,3 a jejich komplexné sdruZenymi protéjsky. Cisla p; jsou vlastni
(charakteristickd) ¢isla matice 3 x 3, jejiz prvky zavisi na elastickych konstantach mate-
ridlu. V pripadé ortotropniho materialu dochazi k zjednoduseni v disledku symetricnosti
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matice tuhosti, prip. poddajnosti (viz kapitola 4.3.2). Pocet charakteristickych ¢isel ma-
teridlu snizi na dvé! a nenulové slozky tenzoru napjatosti a deformace se redukuji pouze
na slozky v roviné xy [25]. Ortotropie je jediny pripad anizotropie, kdy jsou Lechnického
a Strohuv formalismus formalné nerozlisitelné.

6.2.1. Napéti a posuvy v okoli koncentratoru typu vrub

Pro formulaci rovnic pro vypocet exponentu singularity vyjdeme z inverzniho tvaru Ho-
okeova zakona
E; = SZ‘J’O'J' s (Z,] = 1,2,6) (61)

kde bylo pouzito zkracené indexovani tenzort, tj.,
1l+— 11, 2+—22, 6<¢+—12+— 21

Matice S;; se nazyva matice poddajnosti. Rovnice (6.1) plati pro stav rovinné napja-
tosti. Pro ptipad rovinné deformace je nutné prvky matice poddajnosti prepocist podle
vztahu [25]
S =8, - SZ‘3Sj37
S33
Vlastni ¢isla materidlu p; zavisi na materidlovych charakteristikach a jsou kofeny
rovnice ¢tvrtého radu

i,j=1,2,6. (6.2)

Mt 200202 +1=0, (6.3a)

kde
S 2512 + Se6

Sy’ P= 2¢/511522

Rovnice (6.3) je zvlastnim pripadem charakteristické rovnice Sestého fadu (5.23) danou
Lechnickym, kapitola 5.2. Koreny charakteristické rovnice (6.3) jsou

A= (6.3b)

1:)\_1/4n+m,u2:)\_1/4n—m, pro 1< p< oo, 6.4

1
= o = A"V 24+ m2, pro —1<p<l, (6.5)
p=pa =AY pro p=1, (6.6)

kde

F F (6.7)

Pripad p = 1 odpovidd materidlu s kubickou symetrii a pfipad A = p = 1 materi-
alu izotropnimu. Jde o tzv. degenerované pripady anizotropie, které neumoznuji aplikaci
Lechnického a Strohova formalismu.

LObecné se ortotropni materil nelisi od anizotropnfho, mé tedy také 6 charakteristickjch &fsel.
Nicméné v piipadé tlohy formulované pro ortotropni materidl je mozné ji rozdélit na rovinnou (,in-
plane*) charakterizovanou 4 vlastnimi ¢isly a mimorovinnou (,anti-plane®) danou 2 vlastnimi éisly.

VUT v Brné, FSI UMTBM



50 Be. Miroslav Hrstka

Pro pfipad anizotropniho materidlu, tj. p # 1, se vztahy pro posuvy u;, napéti o;; a
vyslednou silu podél poloptimky vedouci z pocatku souradnic T; mohou psat ve tvaru

u; = 2R {Z Aij f; (Zj)} : (6.8a)

J=1

Ti = 2R {i Lz‘jfj(zj)} : (6.8b)

o = —2R {i Lijﬂjf;(%’)} ;02 =2R {i Lijf;(zj)} ; (6.8c)
j=1

=1

kde? z; = 1 + pj22 a symbol (') znadi derivaci podle komplexni proménné z;. Pro matice

A S1HT + S12 S1145 + S12
Sioft1 + S22/pi1 S12ft2 + S22/ o

I Ry 2 iy 2
L= [ . . ] . (6.9)

Vektorové funkce f;(z) zavisi na konkrétni tloze a musi byt zvoleny tak, aby vyhovovaly
okrajovym podminkam dané tlohy.

6.2.2. Stanoveni komplexnich potenciali

Napéti v okoli vrcholu trhliny jsou imérnd 7%~ a posuvy r°, kde r znadi vzdalenost

od cela vrubu a ¢ je charakteristickd (vlastni) hodnota exponentu singularity px. Aby
byla deformacni energie kladna, musi byt § > 0 a aby mélo napéti singularni charakter,
pak 0 < 1. Charakteristickd hodnota ¢ zavisi na lokalni geometrii a na materidlovych
charakteristikdch bimaterialu. Nezndmé potencidly f;(z;) se hledaji ve tvaru

fEh=v/z" =12 J=1I11II (6.10)
Horni index J zna¢i pifslusnost k jednotlivym oblastem bimateridlu (viz obr. 3.3), V}/
jsou vektory komplexnich koeficientii. Soufadnice Z; a z se uvazuji jako polarni a pomoci
polarnich souradnic se zapisuji v nasledujicim tvaru

J_ T
Z5 = r(cos + pj sinf). (6.11)

2Kartézské souradnice x1, zo jsou ekvivalentni se soufadnicovym systémem z, y, se kterym se pracuje
v dalsich kapitolach.
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6.2.3. Okrajové podminky pro sestaveni matice soustavy

Uvazujme konfiguraci vrubu podle obréazku 3.3, kde indexy I, I] znaci jednotlivé oblasti
materidlti. Potom muzeme predepsat okrajové podminky a podminky spojitosti napéti a
vyslednych sil nasledovné:

T =0 pro 6 = wy
T!—TH =0 prof=0
u —u'=0 prod=0

TH =0 prof=—w,.

(6.12)

Cilem je ur¢it neznamé vlastni ¢islo exponentu singularity 6 a jemu odpovidajici neznamé
vektory gbj tak, aby byly splnény okrajové podminky (6.12).
Dosazenim predpokladaného tvaru potencidla f;(z;) z (6.10) do (6.8a) a (6.8b) se
dostane
I = ATz + ATZV (6.13a)
T = L' Z7V + L"Z‘”V (6.13b)

kde

= diag [zl ) 25 } = diag {(zl + il w2)°, (21 + ugl’g)ﬂ = (6.14)
= 1% diag {(cos 0 + pul sin#)°, (cos§ + pg sin 9)5} : ‘

Operator diag zna¢i diagonalni matici, tzn. vsechny prvky mimo hlavni diagonélu jsou
nulové. Pro bimaterial tvoreny dvéma anizotropnimi prostredimi se z okrajovych podmi-
nek (6.12) a vztahi pro posuvy a vyslednou silu (6.13) dostane homogenni soustava osmi
algebraickych rovnic

[Bg ~-B, —-Bl Eéﬂ [Lfvf}

I ~1 II 11 <51
X, f? -X; =X, ‘ LV 0. (6.15)
X X, 0 0 Lv"
{ o o X X J v
kde
Bj=iA’zZ}(L")"', X/=L'ZP(L’)"', j=0,12 J=I11II, (6.16a)
Z7 = diag[1,1], Z{ = diag {ei”‘;, ei”‘;} , (6.16b)
6.16
Z] = diag [|u]|°e 75, |3 e 5]
Vztah (6.15) se d& prepsat zkracené jako
K(6)v=0, (6.17)
kde . .
=LV LV =[v] v, J=I11IL (6.18)
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_}‘* mm_r_l ;= subs{delta=deltal , Re{DETmm) ) :
> mm i 1 := subs{delta=deltal,Im({DETmm)) :
> gl := plut(mm_r_l,delta1=—1. i b
> 62 := plot{(mm i 1,deltal=-1..1, color=blue):;
> print{display{{G1l,&2}));
GF =PLOT(...)
G2 =PLOT(..)
-1l
,’f\'. 4 %10
{
/ \ /\
/ | 2, %1071 / \
| | { I'\,
| II | \
I I
[ II i \
/ | | \
7 T T T T i T
‘AR A" o\
\/ |I / \ i~ \/
| | /
| _2 w10 \, |
II | I|I |
| | \ |
II II | II
| ! |
|I _4,):10-21_ |II II
| ||I \ |I
\ | 1 \ /
1 | \
|
I'|I—6, xl,iu'“ . \ If/
\ [ ]
|IlII |II
_.%}x 10-2L
_} delta resl := fsolve(mm r 1,deltal=0.8);:
L delta resi =0.38062451473952

Obr. 6.2: Grafické zobrazeni rovnice (6.19) a FeSeni pomoci prikazu fsolve v softwaru

Maple.

Matice K je matice soustavy, jejiz prvky jsou funkci vlastni hodnoty d. Aby soustava

(6.17) méla nenulové feseni, musi platit

det (K(6)) = 0. (6.19)

Vyraz (6.19) vede na nelinedrni rovnici proménné §, jez muzeme chapat jako vlastni
¢islo matice K, tudiz je to rovnice charakteristicka dané konfigurace vrubu a bimateria-
lového rozhrani a vektory v!, v!! jsou vlastni vektory odpovidajici §, které se dostanou
ze soustavy rovnic (6.17) po zpétném dosazeni vlastni hodnoty 6 do matice K. Rovnice
(6.19) ma alespon dva kofeny v intervalu (0, 1), tj. kofeny d; a 5. Dalsim FeSenim rovnice
(6.19) jsou pak pomocna FeSeni —d01 a —d, a jim odpovidajici vlastni vektory v/ ., vl
[25]. Pomocné feseni nemaji fyzikdlni vyznam, nicméné jejich znalost umoznuje vyjadreni

hodnot zobecnénych faktort intenzity napéti H; pomoci tzv. W-integralu.

6.2.4. Volba matematické teorie

Vyse vypoctovy algoritmus je fesen kombinaci analytickych a numerickych metod v soft-
waru Maple 12. Vstupni hodnoty jsou Youngovy moduly pruznosti E,, E,, Poissonova

30 W-integralu je pojednano v kapitole 6.4.
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¢isla vy, v,., moduly pruznosti ve smyku G, jednotlivych materiali. Dale jsou to thly
¢el vrubu od materiadlového rozhrani w; a wo. Hlavni materidlové sméry jsou totozné se
smeéry zvoleného kartézského soufadnicového systému. Modul pruznosti ve smyku G, je
zavisld elastickd konstanta a vypocte se podle rovnice (4.13). Pfesnost vypoctu byla 13
¢islic (prikaz Digits).

Funkce (6.19) je nelinearni. K nalezeni jejich kofent bylo zvolena Newtonova metoda, k
jejimu vyvolani slouzi prikaz fsolve. Druhym parametrem piikazu je pocatecni priblizeni
[16], které volime v blizkosti hledaného korene. Ptiblizeni je mozné zjistit z grafu funkce,
tj. z pruseciku s vodorovnou osou § (viz obrazek 6.2). V odstavci 6.2.2 bylo feceno, ze se
kofeny hledaji na intervalu (0,1). Resenim jsou ale i kofeny na intervalu (—1,0) [20]. Ty
nazveme tzv. pomocnym feSenim a oznacime je 0,4y, pricemz vzhledem k symetrii feseni
plati

dpom,i = —0i, (6.20)

kdei = 1,...nan je pocet kofent na intervalu (0,1). Pomocné feseni nema zadny fyzikalni
vyznam, ale je dilezité pro vypocet zobecnéného faktoru intenzity napéti metodou W-
integralu, o ¢emz bude pojednano v nasledujicim textu.

6.3. Vypoctovy model vrubu pro stanoveni zobecné-
ného faktoru intenzity napéti

6.3.1. Volba matematické teorie

Zobecnény faktor intenzity napéti se urci na zakladé znalosti singuldrniho feseni vyply-
vajictho z numericko-analytického algoritmu 6.2 a numerického feseni ziskaného metodou
konec¢nych prvka. Vypoctovy algoritmus se sklada ze dvou ¢asti — z urceni pole posuvi a
napéti na vzdalenosti r. od korene vrubu a vypoctu zobecnéného faktoru intenzity napéti
metodou V-integralu.

Pole posuvi a napéti bylo vypoc¢teno pomoci CAE softwaru ANSYS 12. Pro snadné
opakovani vypoctu bylo vytvoreno makro Vrub_inp.mac. Volitelnymi vstupnimi parame-
try jsou elastické konstanty jednotlivych material, thel wy, polomér kruznice, na které
maji byt vypocteny posuvy a napéti, zatizeni a hustota sité, jez je fizena zménou poctu
uzli na kruznicich. Aby byla zachovana pozadovana rovnomeérnost sité, byly navrzeny
algoritmy pro prepocet déleni jednotlivych car.

Stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti bylo stanoveno numericky na zakladé
teorie W-integralu. Vypoctovy algoritmus byl naprogramovan pomoci programovaciho ja-
zyka FORTRAN v softwaru Silverfrost FNT95. Vstupni veli¢iny jsou nac¢itany ze souboru
vytvorenych pii feseni v softwarech Maple a ANSYS. Vypocet integralu je proveden Rom-
bergovou metodou [22, s. 1054].

6.3.2. Model geometrie a topologie vrubu

Uloha je charakterizovana jako rovinna. Geometrie vrubu je urcena rozméry vzorku A,
B, 1ihly cel w; a wy. Cely model se skldada s dil¢ich submodeli, jejich topologie ma vliv
na homogenitu a rovnomeérnost sité konec¢nych prvki. Jsou ohraniceny kruznicemi kolem
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A/2

Obr. 6.3: Rozméry modelu vzorku a jeho jednotlivych oblasti. Na poloméru r. jsou
vyhodnocovany posuvy a napéti.
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K,L,O

Obr. 6.4: Kvadraticky osmiuzlovy a degenerovany triangularni typ prvku sité kone¢nych
prvku PLANE183.

kotrene vrubu o polomérech R;, Ry, mezi nimiz je dalsi s volitelnym polomérem r., na
kterém vyhodnocuji posuvy a napéti slouzici pro vypocet W-integralu. Déle je to ¢tvercova
oblast s predepsanym poc¢tem uzli s rozmérem C' (obr. 6.3). Konkrétni hodnoty jsou
uvedeny v tab. 6.1.

A [mm)] B [mm] C [mm] Ry [mm)] Ry [mm)]
180 180 40 0,0005 10

Tab. 6.1: Rozméry modelu vzorku pro MKP analyzu.

P1i tvorbé sité byly pouzity osmiuzlové kvadratické prvky PLANE183 (obréazek 6.4).
Pro feseni singularnich tloh software ANSYS umoznuje pouziti prikazu KSCON, ktery
vytvori kolem koncentratoru sit trianguldrnich prvka s posunutymi uzly P a N do 1/4
délky hrany OI a OJ. Primarné tento piikaz neni pouzit, protoze méa vyznam pouze v
modelovani singularity kolem ¢ela trhliny v homogennim izotropnim materialu.

6.3.3. Model okoli objektu

Vymezena uvolnéna geometrie vzorku je soucasti obecného celku materialu. Na pravé linii
jsou predepsany nulové posuvy u, ve sméru osy = a posuv jednoho uzlu ve sméru osy y z
divodu statické urcitosti. Uzliim na levé linii vzorku je zadén stejny posuv ve sméru osy «x,
aby bylo zamezeno nezéddouci deformaci (obr. 6.5). To je realizovani prikazem coupling.

6.3.4. Model aktivace vrubu z okoli

Vzorek je silové zatézovan podle obrazku 6.1. Na levé linii je predepsédna okrajova pod-
minka tlaku (piikaz pressure) o velikosti —o,,, (obr. 6.5). Systém ANSYS pak prepocita
zatizeni do jednotlivych uzla.
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Obr. 6.5: Sit koneénych prvki v softwaru ANSYS s vazbami a zatizenim.

Obr. 6.6: Konecnoprvkova sit vypoctového modelu metody koneénych prvki v blizkosti
korene vrubu.
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6.3.5. Model vlastnosti struktury vrubu

Bimateridlovy vrub se sklada ze dvou transverzalné ortotropnich materiala, které maji
5 nezavislych elastickych konstant (viz pokapitola 4.3.3). Materidlovy model je linedrné
pruzny [8, s. 36]. Software ANSYS vyzaduje zadavani charakteristik v kartézském soutrad-
nicovém systému z,y, z (obr. 3.2). Vstupy jsou moduly pruznosti E,, E,, E., Poissonova
¢isla vyy, vy, Vz, a moduly pruznosti ve smyku* Gy, Gyz, Gz Zména sméru vldken se
mize provést dvéma zptusoby: zménou globalniho souradnicového systému nebo zménou
materidlovych charakteristik. Prvni ze zptisobt je nevyhodny z hlediska nutnosti nasledné
transformace zpét do ptvodniho systému. Proto byl zvolen druhy pristup, kdy zména
smeéru vlaken o 90° je provedena zaménou souradnicovych indext x <+ y. Poissonovo ¢islo
Vye je pak nutné prepocitat zpét na vy, pomoci rovnice (4.9). Pro moduly pruznosti ve

smyku plati G, = Gy, .

6.3.6. Model projevia vrubu

Podle podmnoziny S7 na strané 20 dochézi u zatizeného télesa k deformaci a vzniku
napjatosti. Hodnoty téchto veli¢in jsou odec¢itany na kruznici poloméru r..

6.4. Urceni zobecnéného faktoru intenzity napéti me-
todou V-integralu

Pro vyjadreni posuvi a napéti v okoli singularniho koncentratoru napéti je dale nutné
urc¢it hodnotu zobecnéného faktoru intenzity napéti. Existuje nékolik riuznych metod [11]
[13], napf.:

e Metoda primé extrapolace
e Metoda W-integralu

V dalsim textu bude detailnéji popsana metoda W-integralu a metoda primé extrapolace,
které jsou pouzity pro vypocet a ovéreni hodnoty faktoru intenzity napéti.

Reseni nelinearni rovnice (6.19) poskytuje typové riizné fegeni vlastni hodnoty § v z-
vislosti na geometrii a materidlu zkoumaného vrubu. Ty mohou byt jak realnd, tak kom-
plexni, feSenim mohou byt rizné nebo nasobné hodnoty. Pocet kofent zavisi na typu
singularniho koncentratoru. Vyjdeme ze vztahu (5.60) Strohova formalismu, které se pro
dand Teseni § daji prepsat podle nasledujiciho [6]:

Pripad 1: § jsou riznd a realna,

u(r,0) = Hr'n(9),

5 (6.21a)
o(r,0) = Hr'A(0),

4Pro piipad rovinné tlohy by podle kapitoly 4.3.4 stac¢ilo 5 nezavislych elastickjch konstant. P¥i jejich
zadani do systému ANSYS dochézelo k varovnym hlaSenim a proto bylo nutné zadat elastické konstanty
transverzalné ortotropniho kompozitnitho materialu.
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w1

lice vrubu Iy g

Obr. 6.7: Integracni kiivky I'y, I's, I'g/, I'. kolem kofene bimateridlového vrubu s neza-
tizenymi lici.

Pripad 2: § jsou ruznd a komplexni, § = g =+ ie,
u(r,0) = r** {Hr'*n(0) + Hr *“n(6)},

. S 6.21b
o (r,0) = ' {HrX(0) + Hr “A(0)}, (6.21b)

Metoda WU-integralu je matematicky aparat pro stanoveni zobecnéného faktoru intenzity
napéti zalozeny na Bettiho reciprocnim teorému. Ten tika, ze je-li téleso vystaveno pu-
sobeni dvou systémi sil, tak prace vykonana prvnim systémem na slozkach deformace
druhého systému je stejnd jako prace, kterou vykona druhy systém na slozkach deformace
prvniho [14],[8, s. 38]. Zvolme prvni systém u, t jako singuldrni feseni (aktudlni) a druhy
systém 4, t jako feSeni doplitkové (komplementarni, pomocné), kde t je vektor napéti
pusobici na elementech ds. Pri zanedbani objemovych sil miizeme Bettiho teorém zapsat
jako

f} (ut —a"t) ds =0, (6.22)

kde horni index 7" znac¢i maticovou (vektorovou) transpozici a I" je néjakéd uzaviend kiivka,
kterd se sklada z hladkych krivek I'y, I'r/, I's, ', jak je vidét na obrazku 6.7. Protoze
plati predpoklad, ze vektory napéti ¢, t jsou na licich vrubu nulové (krivky I'y a I's ), tak

plati
/FE <uTi—'&Tt> ds = —/F

kde I'., I'g jsou cesty jdouci od lice = —wsy k lici # = wy proti sméru hodinovych rucicek.
Potom W-integrél definovan jako

u't —a't) ds = u't — a’t) ds, (6.23)
T

R/ R

U = (uTi—ﬂTt> ds = —U =

5 (ut —a"t) ds (6.24)
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je nezavisly na integracni cesté I'. Priblizenim integrac¢ni cesty do oblasti dominujici sin-
gularity a zvolenim vhodného doplitkového feseni mizeme vyjadrit W-integral jako funkci
koeficientii H — zobecnénych faktort intenzity napéti.

Pro uvazovany bimateridlovy vrub jsou na intervalu (0,1) dvé rizné nendsobné realné
vlastni hodnoty exponentu singularity, vyjdeme proto z rovnic (6.21a). Zvolme pro zjed-
noduseni jako integracni cestu oblouk kruznice smétujici proti sméru hodinovych rucicek
(—ws — wy). Vektor napéti vyjadiime z rovnice (5.74), do které dosadime (6.21a), t;

t=q,/r=Hr"'N(0). (6.25)

Ptripomenme, ze vektor vysledné sily ptisobici na kfivce mezi body s; a so je definovan
pomoci funkce napéti ¢ vztahem

T = Ad = d(s2) — p(s1) = / 7 4(s) ds. (6.26)

S1

Jako dopliikové feseni zvolme to, které odpovida pomocnému feseni (6.20). Rovnice (6.21a),

a (6.25) lze potom prepsat jako
u(r,0) = flr_‘“ ),
a(r.0) = fr-n(6) 6o
t(r,0) = Ar-21X(0).

Symboly () a () znaci derivaci podle thlu 6. Singularni a doplikové feseni dosadime do
(6.24), kdy volime H = 1. Dostaneme W-integral

V= H /_ i (0" ()X (8) — AT ()N (0)) v df =
—H/ 0141 T(9>)\’(9> poOHI— 141 T(9>)\/(9>> 49 —

e /_ “; (n"@X () — A" (O)X(9)) A9, (6.28)

ktery je nezdvisly na poloméru r. Funkce n(6) a X'(6), resp. 7)(0) a 5\/(9) se ziskaji z
feSeni (6.13a) a (6.13b) pro exponent vlastni hodnotu ¢, resp. —9 (viz dodatek A). Pro
ortotropni material tedy plati

772‘(9) — 2R {Ailvl eI (InR1(0)+i01(0)) 4+ Agpvo ed(lnRg(G)—H‘I’g(Q))} 7 (6.29a)
N(6) = 2R {Lilfulé6(5—1)(111]%1(9)-0—1\1/1(9))(_ sin @ + iy cos0) + (6.290)
+ Ligvz6 @~ DIROHR0) (_gin g 1+ 11y cos ) } | '
kde
R¥(0) = (cos O+ R{u})? + (3 {pi} sin ), (6.30a)

0 pro 6 =0,

v, — arccotg(cos @ + R {p;})/S {1} sin ) pro 0 € (0,7), (6.30D)
arccotg(cos @ + R{p;})/S{p;}sinf) — 7 pro 6 € (—x,0),
—T pro 6= —m.
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R{u}, resp. I{u} znadi redlnou, resp. imaginarni ¢ast vlastniho ¢isla materidlu. Obdobné
se dosp&je k funkefm pomocného FeSeni 7)(6), A(6) dosazenim vlastni hodnoty —é.

Nyni definujme druhy W-integral, kdy za pole posuvii w a vektortt napéti ¢ zvolme hod-
noty ziskané metodou koneénych prvki (MKP) " a ¢"'%7 (kapitola 6.3). Dosazenim

spolecné s (6.27) do (6.24) a polozenim H = 1 obdrzime

w1 A~
vt = [ (@M (0) - 0T (0) ) 1 do. (6.31)
o
Integracni cesta se voli ve vétsi vzdalenosti r od korene vrubu, kde numerické reseni MKP
dosahuje dostatecné presnosti®. Dosazenim (6.31) a (6.28) do (6.23) diky nezdvislosti na
integracni cesté dostaneme vztah pro zobecnény faktor intenzity napéti

Y _ S <“MKP7"_6_13\/(9) - T‘5ﬁT(9)tMKP> rdf
L eNe - aeNe)

—ws

(6.32)

6.5. Urceni zobecnéného faktoru metodou primé ex-
trapolace

Metoda primé extrapolace je dalsi metodou stanoveni zobecnéného faktoru intenzity na-
péti, ktera kombinuje numerické a analytické metody. Napéti v okoli kofene vrubu vyja-
diené pomoci jednotlivych singularnich slozek muze byt zapsano jako

0 = H1?”61Fz‘j1(9) + HQT(SZF;‘J'Q(Q), (6.33)

kde (i, ) je uvazovany souradny systém a Hy, Hy jsou neznamé faktory intenzity napéti.
Zvolme 2 libovolné tihly 64, 6, a jim odpovidajici napéti o;; z rovnice (6.33) ziskané pomoci
metody konecnych prvkii. Dostaneme soustavu dvou rovnic, jez je mozné zapsat maticové
jako
5 5
o) erl0)] ] 634

o i1(62) ?”52Fz‘jz(92) H,
Zkouma se zavislost H;, Hs na polarni soutadnici r [11]. Pozadované faktory intenzity

napéti se ziskaji extrapolaci feseni (6.34) do r = 0. F}; jsou funkce popsané rovnici
(A.llc).

O'Z‘j(T’, 91):| ‘

0ij(r,02)

>Volba integra¢ni cesty pro W-integral s hodnotami ziskanymi vypoc¢tovym modelem metody koneénych
prvki bude diskutovana v kapitole 7.2.
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7. Diskuse

V nasledujici kapitole byly diskutovany testované vypoctové modely na konkrétnich
materidlovych konfiguracich. Jak jiz bylo uvedeno, material se predpoklada jako transver-
zalné ortotropni a je charakterizovan 5 nezavislymi elastickymi konstantami Ey, Er, vir,
vrr a Grr. Index L znaci longitudindlni smér, tj. podélny a T', T transverzalni (pricny)
smér (viz kapitola 4). Smér vldken oblasti I je kolmy na materidlové rozhrani, u oblasti I1
rovnobézny s rozhranim. Daéle je studovan vliv stavu rovinné napjatosti a rovinné defor-
mace.

Pro uvazované materialové konfigurace byly hodnoty Poissonovych ¢isel vpr = 0,3,
vrr = 0,3 a modulii pruznosti ve smyku Gy = 30 GPal. Rozméry télesa vypocétového
modelu metody konecnych prvkiu jsou uvedeny v odstavci 6.3.2 na strané 55.

7.1. Vypocet vlastni hodnoty exponentu singularity

Vlastni hodnota exponentu singularity ¢ byla stanovena pomoci numericko-analytického
algoritmu popsaného v odstavci 6.2. Bylo zjisténo, ze rovnice (6.17) pro thel lice vrubu
(90°, Wyne.) mé na intervalu (0, 1) dva realné koreny. Uhel wyye, nazveme mezni thel, kdy je
pouZitelny vypoctovy model pro stanoveni rozlozeni napéti. Uhel je z4visly na dané mate-
ridlové konfiguraci a po jeho prekroceni se vlastni hodnota § stava komplexni. Zvlastnim
piipadem je materidlova konfigurace £, = 50 GPa, E,; = 100 GPa, F;» = 100 GPa,
E,, = 50 GPa, kdy jsou vlastni hodnoty exponentu singularity az do thlu w; = 180°
realné. To muze byt zdivodnéno tim, Ze rozdil materidlovych charakteristik neni tak
rozdilny jako u ostatnich pripadta a konfigurace se tak vice blizi trhliné homogenniho pro-
stfedi. Vysledky pro rizné materidlové konfigurace jsou shrnuty v tab. 7.1.

. E; [GPa] 50
material 1
E, [GPa] 100
By E, [GPa] 50 50 100 200 400
material 2
E, [GPa] 400 200 50 50 50
Wnez [°] 155 171 180 173 166

Tab. 7.1: Hodnoty meznich uhli w,,., pro vybrané materidlové konfigurace. Stav rovinné
deformace. Hodnota mezniho thlu je zaokrouhlena na jednotky.

Na obrézku 7.1 je zavislost vlastnich hodnot  na thlu lice w;. ZvétSovanim tohoto thlu
se vlastni hodnoty § blizi ¢islu 0,5, coz je vlastni hodnota exponentu singularity trhliny
lezici na bimateridlovém rozhrani [23]. Déle je vidét, ze po dosazeni mezniho thlu wy,.. se
imaginarni ¢ast stava nenulovou. K jejimu stanoveni neni vypoctovy model pouzitelny.

1Software ANSYS umoziiuje zaddvani Poissonovych ¢isel dvéma zpiisoby, a to PR — ,major Poisson’s
ratio“ a NU — ,minor Poisson’s ratio®“. Prvni z uvedenych moznosti je historicky starsi a oznacuje Poisso-
novo ¢islo v, které bylo ziskdno z podélné tahové zkousky. Podobné je tomu u druhého ptipadu, ktery
odpovida hodnoté vpy,.
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Obr. 7.1: Zavislost vlastnich hodnot exponentu singularity na thlu lice vrubu w;. Mate-
ridl By = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E,, = 400 GPa, E,» = 50 GPa, rovinnd deformace.

Vlastni vektory se stanovi ze soustavy rovnic (6.17) dosazenim vlastnich hodnot ¢; a
02 do matice K. V tabulce 7.2 jsou shrnuty vlastni vektory pro 4 ruzné uhly w;.

7.2. Vypocet zobecnéného faktoru intenzity napéti

Zobecnény faktor intenzity napéti byl stanoven pomoci metody W-integralu popsané v
kapitole 6.4. Byl studovan vliv poloméru kruznice r., na které byly stanovovany posuvy a
napéti metodou konecnych prvki. Vypoctovy model umoznuje zvolit polomér r. od 1 pym
do 1 cm. Na obrazcich 7.2 a 7.3 je vidét, ze hodnoty ZFIN vykazuji znac¢né oscilacni
vlastnosti v blizkosti korene vrubu. To je zptisobeno numerickou neptresnosti metody ko-
necnych prvkia z hlediska singularity. Proto je treba volit pole posuvii a napéti dale od
korene. To je hlavni vyhoda pouziti metody W-integralu, kdy se pro vypocet voli hod-
noty napéti a posuvi, které presnéji odpovidaji skute¢nosti nez v tésné blizkosti korene.
Pro stanoveni ZFIN byly v dalsich vypoc¢tech voleny poloméry integracnich cest 2 mm
a vice. W-integraly stanovené pro poloméry nad touto hodnotou mohou byt povazovany
za nezavislé na integracni cesté. Jistou nestabilitu vykazovala hodnota ZFIN H; pti pod-
mince rovinné deformace, kdy hodnoty trvale klesaly. Uvedené zavislosti byly testovany
pro ruzné materialové konfigurace a charakter reprezentuje stav rovinné napjatosti, resp.
rovinné deformace.

Presnost stanoveni ZFIN je mozné posoudit i z hlediska presnosti stanoveni jednotli-
vych W-integrali. Chyba integrace byla zvolena 10710, coZ je mozné z numerického hlediska
povazovat za nulu. Pro singuldrni a dopliikové feseni se integral (6.28) pohyboval na této
hranici. To je v souladu s teorii, nebof obé feseni jsou navzajem ortogonalni vzhledem k
integralu (6.28), coz zpusobi, ze jejich W-integral je nulovy. Integral regularniho reseni a
MKP (6.31) nabyval nenulovych hodnot, nebot feseni metodou koneénych prvki v sobé
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I I
@l | 6 H | & oL >
v Uy
—0,3827240542—0,2766784357i | 0,6821027272—0,0390670083i
—0,2499559925—0,8452770808i | 0,6822002934+0,2604081374i
—0,3827240542—0,9121773264i | 0,6821027272+0,1133443730i
—0,2499559925—0,5957404205i | 0,6822002934+0,11336058551
0,3287997113—0,0771684090i 0,0387267384+4-0,09015117011i
0,891251783240,3026649061i | —0,1294962956—0,9867135935i
0,328799711340,0698969782i 0,03872673844-0,2260288272i
0,89125178324-0,18946429781 | —0,1294962956—0,7558058594i
0,0324974771—0,1112334056i 0,7248742498+-0,26863593241
0,99086003414-0,06904662391 | —0,4674112538—0,4288575260i
0,032497477140,0015909818i 0,7248742498+-0,6460131411i
0,9908600341+0,0485096212i | —0,4674112538—0,4165602687i
—0,6239285986—0,1027569909i | 0,7504449525+0,1001003342i
0,7742356443—0,02670714721 | —0,6525217516+0,0320571383i1
—0,6239285986—0,04615520951 | 0,750444952514-0,079283177i
0,77423564434-0,0572741952i | —0,6525217516—0,06893776551

35 | 0,874 | 1,552

90 | 0,567 | 0,946

130 | 0,516 | 0,732

165 | 0,523 | 0,533

Tab. 7.2: Vlastni vektory odpovidajici jednotlivym vlastnim hodnotam § a oblastem
bimateridlu I, II. Materidl E,; = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E,» = 400 GPa, E,» = 50 GPa,
rovinna deformace.

zahrnuje jak singularni feSeni, tak i ostatni ¢leny Williamsova asymptotického rozvoje,
které jsou generovany geometrii a predepsanymi okrajovymi podminkami.

Dale bylo nutné posoudit vliv velikosti sité na hodnotu zobecnéného faktoru intenzity
napéti. Na obr. 7.4 jsou zavislosti hustoty sité na kruznici poloméru r,, tedy na integracni
cesté U-integralu. Jednotka zkoumané veli¢iny je pocet prvkii na oblouku kruznice s ve-
likosti stiedového tthlu 90°. Optimélni hodnota byla stanovena na 45 prvkia/90°. Dalsim
zjemnovanim jiz nedochazelo zpresnovani hodnoty ZFIN. Navic pii dvojnasobném zjem-
néni sité se vypoctovy cas zvétsil ctytrikrat.

Z vysledktu vypoctovych modeli je patrné, ze pocet singularnich ¢lentt pro bimate-
ridlovy vrub je n = 2 (rovnice (3.5)). Z toho vyplyvd, ze pole napéti se skladd z dvou
poli napéti odpovidajici danym vlastnim hodnotam exponentu singularity a zobecnéného
faktoru intenzity napéti. Na dominantniho chovani s hlediska singularity ma vyraznéjsi
vliv vlastni hodnota exponentu singularity 0. Napf. v [6] je pro posuzovani charakteru
napjatosti vybrana vétsi hodnota 0 a k ni dopoc¢ten ZFIN. U specidlniho pripadu trhliny
kolmé na rozhrani ortotropnich materialta lze rozlisit jednotlivé zatézujici mody, kdezto u
bimateridlového vrubu neni mozné z hodnot ZFIN usuzovat charakter naméahani.
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Obr. 7.2: Zavislost zobecnénych faktort intenzity napéti na poloméru integracni cesty
re. Material E,y = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E;» = 400 GPa, E;» = 50 GPa, w; = 120°,

rovinnd napjatost.
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Obr. 7.3: Zavislost zobecnénych faktort intenzity napéti na poloméru integracni cesty
re. Materidl E; = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E,» = 200 GPa, Ey, = 50 GPa, w; = 120°,

rovinné deformace.

Na obr. 7.5 jsou hodnoty zobecnénych faktori intenzity napéti pro rizné tuhly lice w;.
Vzhledem k tomu, Ze nelze srovnavat dvé hodnoty zobecnénych faktort intenzity napéti,
nebot fyzikalni rozmeér je zavisly na tihlu lice a materialovych vlastnostech, je mozné pouze
sledovat jejich velikost a alespon opticky rozliSovat jejich dominantni vliv v asymptotic-
kém rozvoji napéti. Nicméné z obr. 7.5 je zejmé, ze se zvétsSujicim se tthlem lice vrubu se

UMTBM
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Obr. 7.4: Zavislost zobecnénych faktort intenzity napéti na hustoté sité na poloméru r..
Materidl £,y = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E,, = 200 GPa, E,, = 50 GPa, w; = 170°,
rovinna deformace.

jejich vliv vyrovnavd, stejné jako rozdil mezi vlastnimi hodnotami ¢ (viz obr. 7.1). Vol-
bou pouze dominantni hodnoty pro stanoveni rozlozeni napéti bychom se potom dopustili
podstatné chyby.

45

I
40 - H,
35 |-
30 |-
25 |-
20 |-
15 -
10 -

Hy, [MPam'~% H, [MPam!~%]

90 120 140 160

Obr. 7.5: Zobecnéné faktory intenzity napéti pro ruzné uhly w;. Material E,; = 50 GPa,
E, =100 GPa, F,» = 400 GPa, Ey, = 50 GPa, rovinnd deformace.
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7.3. Rozlozeni napéti v okoli bimaterialového vrubu

Na obr. 7.6 jsou prubéhy napéti singuldrniho feseni a napéti stanovené metodou konec-
nych prvki. Oba pribéhy lze povazovat za shodné do poloméru » = 0,5 mm, coz odpovida
hodnotdm vypoctenym napt. v [11] pomoci metody piimé extrapolace. Singularni feseni
tedy vykazuje vétsi presnost v tésné blizkosti kofene vrubu, naopak metoda konecnych
prvki poskytuje spolehlivé hodnoty mimo oblast dominujici singularity. To je zptsobeno
vlivem ostatnich ¢lent Williamsova rozvoje pro mimo oblast singularity. Navic zalezi na
hustoté a topologii sité v blizkosti kotene, pricemz chyba ZFIN se pohybovala v fadech
tisicin MPa m'~°. V piipadé izotropniho homogenniho materidlu se singularita mode-
luje pomoci prikazu KSCON, ktery pouziva degenerované triangularni prvky s posunutymi
uzly [13]. Pro bimateridlovy vrub slozeny z ortotropnich materidli to nemé vyznam, proto
bylo nutné vysettit singularitu na radidlnich vzdalenostech v faddech mikrometri a zvo-
lit tak odpovidajici sif. Bylo zjisténo, Ze tento problém ftesi volba osmiuzlového prvku
PLANE183, ktery méa kvadratické bazové funkce. Na obr. 7.7 jsou srovnany prubéhy na-
péti s pouzitim ¢tyfuzlového PLANE182 a osmiuzlového kvadratického prvku PLANE183.
U prvniho uvedeného typu prvku dochazi k poklesu napéti v nékolika prvnich uzlech ko-
necnoprvkové sité vlivem numerické nestability, coz by se negativné projevilo predevsim u
méné husté sité. Velikost prvku ve vysetfované oblasti byla 0,02 ym (obr. 6.6). Pramérny
pocet prvki konec¢noprvkové sité byl 30322.

3000
— singularni feseni ——
£ 1000 MKP feseni ——
=) 300 P
8
© 100 |
| | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 [mm]
1000
— singularni feseni ——
£ 100 MKP feseni ——
2 10k
>
S 1+
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 [mm]
Obr. 7.6: Napéti v radidlnim sméru na uhlové sourfadnici # = —10°. Material

E, = 50 GPa, £, = 100 GPa, E,» = 200 GPa, Ey,» = 50 GPa, w; = 150°, rovinna
deformace. Na svislé ose je logaritmicka stupnice.

Za vyse uvedenych predpokladt je mozné stanovit a posoudit rozlozeni napéti a po-
suvil v okoli bimateridlového vrubu. Byly posouzeny rozdily singuldrniho feseni a feseni
metodou konec¢nych prvki v zavislosti na thlu lice wy. Z obr. 7.8 a 7.9 je patrné, ze na
vzdalenosti . = 0,001 mm jsou obé pole napéti a posuvi priblizné stejna. Pti zvétsovani
uhlu lice wy se obé Teseni vice priblizuji, coz je patrné na posuvech 7.8d, 7.8e, 7.9d a 7.9e.
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Na bimateridlovém rozhrani jsou splnény okrajové podminky (6.12). To znamenad, ze
vsSechny slozky napéti s nenulovym priamétem do osy x, tj. osy rovnobézné s bimateria-
lovym rozhranim, musi byt soucasné s posuvy spojité. Tomu odpovidaji vSechna napéti s
vyjimkou o, (obr. 7.8a a 7.9a). Na licich vrubu jsou nulovid normalova napéti, coz patrné
u smykovych napéti o,, (obr. 7.8c a 7.9¢) a o, pro thel —ws,.

Bylo zjisténo, ze zpresnovanim Teseni, tj. priblizenim ke koreni vrubu, se hodnoty na-
péti v ur¢itych tsecich nepfiblizuji (napf. thel 70° obr. 7.8b). V [24] byl zkouman vliv
T-napéti na odchylky vyse uvedenych reseni pro pripad trhlin kolmych na rozhrani orto-
tropnich material, kde je popsano podobné chovani. T-napéti popisuje vliv dalsiho ¢lenu
Williamsova rozvoje a mé vliv na dalsi iniciaci a sifeni trhliny. Vyvstava tak nutnost dalsi
studie, jestli podobné chovani nevykazuje i uvazovany bimateridlovy vrub. Predkladana
préace se timto dédle nezabyva.

Nésledné byla vykreslena napéti a posuvy na poloméru r. = 0,5 mm (obr. 7.10). Je
vidét, ze singularni feSeni se znacné 1isi od reseni metodou konec¢nych prvki. To odpovida
situaci ilustrované na obr. 7.6. Okrajové podminky ale ztistavaji splnény. Singularni feseni
poskytuje mimo oblast singularity nizsi hodnoty napéti o, a oy, nez metoda konecnych
prvki.

20000
PLANE 183 ——

PLANE 182 ——
17000 -

14000

11000

o, [MPa]

8000

5000

2000 | | | | | | | | |
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

7 [pm]
Obr. 7.7: Singularita napéti v tésné blizkosti kotene vrubu vypoctového modelu metody
kone¢nych prvku za pouziti prvku sité koneénych prvki PLANE182 a PLANE183. Mate-
ridl £, = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E,» = 200 GPa, E» = 50 GPa, w; = 150°, rovinna
deformace, § = —20°.
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Obr. 7.8: Pribéh napéti a posuvi po kruznici o poloméru r. = 0,001 mm. Material
Ezl = 50 GPa, Eyl = 100 GPa, EZQ = 400 GPa, Eyz = 50 GPa, w1 = 900, rovinna
deformace.
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Obr. 7.9: Pribéh napéti a posuvii po kruznici o poloméru r. = 0,001 mm. Material
E,1 = 50 GPa, Ey,; = 100 GPa, E,» = 400 GPa, E,» = 50 GPa, w; = 150°, rovinna

deformace.
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Obr. 7.10: Pribéh napéti a posuvi po kruznici o poloméru r. = 0,5 mm. Material

Ezl = 50 GPa, Eyl = 100 GPa, EZQ = 400 GPa, Eyz = 50 GPa, wp =

deformace.

130°, rovinna
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Existuji metody stanovujici kriteria sifeni trhliny z kofene obecného singularniho kon-
centratoru napéti, napt. [11], [12]. K vyhodnocovani se pouziva napéti oy polarniho sou-
fadnicového systému, tj. napéti kolmé na radidlni smér (viz obr. 3.2b). To se prepocte ze

slozek kartézského souradnicového systému x, y, z pomoci vztahu
O+ 0 Op — O .
Oop = ;_ v _ 5 Y 0820 — 7y, sin 26. (7.1)

Na obr. 7.11 jsou vykreslena napéti oy na vzdalenosti r. = 0,001 mm.
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Obr. 7.11: Prubéh napéti oge na kruznici o r, = 0,001 mm. Materidl £,; = 50 GPa,
E,1 =100 GPa, F,» = 200 GPa, Ey = 50 GPa, w; = 130°, rovinna napjatost.

7.4. Vypocet zobecnéného faktoru intenzity napéti me-
todou primé extrapolace

Hodnota ZFIN ur¢eného pomoci W-integralu byla ovérena metodou piimé extrapolace
popsané v odstavci 6.5. V [11] je doporucena volba napéti ogg, nicméné v nasem pii-
padé byla testovana volba napéti o,. Na obr. 7.12 je zavislost ZFIN H; a H, na polarni
soufadnici . Hodnoty ZFIN pro konkrétni materidlové charakteristiky stanovené obéma
uvazovanymi metodami jsou uvedené v tab. 7.3. Obé hodnoty se radové shoduji a je tedy
mozné konstatovat, ze je vhodné zvolit i slozky napéti kartézského souradnicového sys-
tému. Rozdil je zptisoben tim, ze metoda W-integralu zahrnuje vsechny ¢leny Williamsova
rozvoje diky polim napéti a posuvi ziskanych metodou konecnych prvki, pricemz urcu-
jeme pouze prvni dva Cleny a ostatni zanedbame. Kdezto u prfimé metody je zahrnut vliv
dalsich ¢lent Willimasova rozvoje do hodnot ZFIN. Stejné hodnoty bychom dostali pro
napéti o,. Pouzity typ prvki konecnoprvkové sité byl PLANE183.
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Metoda H, [MPam!%] H, [MPam!~%]
U-integral 1,272153 3,750523
Prima extrapolace 1,431243 4131153

Tab. 7.3: Hodnoty zobecnénych faktort intenzity napéti stanovené metodou W-integralu
a pifmé extrapolace. Material £,y = 50 GPa, E,, = 100 GPa, E,» = 200 GPa,
E,» = 50 GPa, w; = 140°, rovinna deformace.
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g g
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14 4 E
1,2 I | I 3 I | |
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7 [mm] 7 [mm]

Obr. 7.12: Stanoveni zobecnénych faktoru intenzity napéti Hy, Hy metodou piimé ex-
trapolace. Materidl £, = 50 GPa, E,; = 100 GPa, E,» = 200 GPa, E,» = 50 GPa,
wy = 140°, rovinné deformace.

7.5. Pouzity hardware

Vypocet vlastni hodnoty exponentu singularity softwarem Maple a zobecné-
ného faktoru intenzity napéti softwarem Silverfrost:

e Hardware: procesor AMD Athlon 64 X2 Dual-Core TK-55 1,80 GHz 32 biti, ope-
racni pamét RAM 2 GB

e Cas vypoctu: 34 s (Maple)
e Cas vypoctu: 25 s (Silverfrost)
Vypocet pole napéti a posuvi softwarem ANSYS:
e Hardware: procesor Intel Core i5 2,80 GHz 64 bit1, opera¢ni pamét RAM 8 GB

e Cas vypoctu: 35 s (pfi hustoté sité 45 prvki,/90°)
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8. Zavér

Cilem predkladané diplomové prace byla aplikace lomové mechaniky na bimaterialovy
vrub slozeny ze dvou ortotropnich materialli, analyticky popis napéti v jeho okoli a na-
sledné stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti. Pro tento ucel byla nastudovana
problematika linearni lomové mechaniky trhlin a obecnych singularnich koncentratori na-
péti. Omezeni linearni lomové mechaniky spociva v rozmérech plastické zény vzhledem k
rozmérum trhliny, pricemz v pripadé nezanedbatelné velikosti plastické zony pred celem
trhliny je nutné pouzit teorii elastoplastické lomové mechaniky [17].

V ramci resersni ¢asti bylo pojednano o zakladnich pojmech linearné elastické lomové
mechaniky trhliny v homogennim izotropnim materialu, jez poskytuje zaklad pro zobec-
néni na problém vrubu. Déale byly uvedeny analytické pristupy reseni rovinné anizotropni
pruznosti, tzv. Lechnického a Strohtv formalismus, ktery s vyhodou vyuziva vlastnosti
funkeci komplexni proménné. 7 diivodu historického vyznamu byla uvedena také teorie Mu-
selisviliho komplexnich potencidli, jez uvazuje material izotropni. Vztahy z ni vyplyvajici
jsou zékladem Lechnického formalismu. V kapitole 4 bylo provedeno rozdéleni kompozitti
z hlediska pouzitého materialu a geometrie. Nasledné byly uvedeny konstitutivni vztahy
pro anizotropni, ortotropni material. Jednotlivé materialy bimateridlového vrubu se sloze-
ného ze dvou dlouhovldknovych jednosmérnych a dvouslozkovych kompoziti a pro jejich
popis byl zvolen model transverzalné ortotropni.

Déle byl na zékladé vyse uvedenych poznatki sestaven vypoctovy model pro stano-
veni exponentu singularity. Bylo zjisténo, ze v ptipadé ortotropniho bimaterialového vrubu
existuji v intervalu (0,1) dvé nendsobna feSeni vlastni hodnoty exponentu singularity ¢.
Jejich pocet se postupné snizi na jedna s rostoucim thlem lice vrubu w;. Navic existuji i
tzv. pomocnd TeSeni odpovidajici vlastnim hodnotdm exponentu singularity na intervalu
(0, —1). Nemaji zadny fyzikalni vyznam, jsou ovSem potiebnd pro vypocet ZFIN pomoci
U-integralu. Vlastni hodnota exponentu singularity d je obecné komplexni a je funkei ge-
ometrie a materidlovych vlastnosti. Aby byl vypoctovy algoritmus pouzitelny, musi byt
hodnota ¢ redlna. To je splnéno pro thly mensi nez wy,.., po jehoz dosazeni zacne byt
nenulovéa imaginarni slozka vlastni hodnoty exponentu singularity. Popis napjatosti v pii-
padé komplexnich exponentti singularity se prace nezabyvala. V pripadé vrubu slozeného
z dvou stejnym materiali s vzajemné otoCenymi vlakny o 90° existuje realnd hodnota ¢
az do thlu w;=180° a je rovna hodnoté 0,5, coz odpovida také trhliné na rozhrani téchto
materiali.

Nasledné byl sestaven vypoctovy model pro stanoveni zobecnéného faktoru intenzity
napéti metodou W-integralu. Zjistilo se, ze optimalni polomér kruznice r,., na které jsou
odecitany posuvy a napéti z modelu metody konec¢nych prvki je 2 mm a vice, nebof v me-
nsi vzdalenosti vykazuje hodnota ZFIN oscilacni vlastnosti. Horsi stabilita byla pfi stavu
rovinné deformace, kdy hodnota H; méla se zvétsujicim se polomérem klesajici charakter.
Déle bylo zjisténo, ze zvétsujicim se tthlem lice vrubu w; se rozdil ¢iselnych hodnot ZFIN
zmensuje. Je nutné si uvedomit, ze obé hodnoty nelze kvantitativné porovnévat, protoze
maji jiné fyzikalni jednotky, ovSsem z hlediska jejich ¢iselné hodnoty lze usoudit jejich
prispévek do celkové napjatosti. Nejvetsi rozdil vykazovaly ZFIN pro thel lice w; = 90°.
V pripadé dominance jednoho singularniho ¢lenu v asymptotickém rozvoji napéti v okoli
vrubu ma vétsi vliv vlastni hodnota exponentu singularity nez ZFIN, proto z hlediska
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Vv

Optimélni hustota sité na poloméru r. je 45 prvki/90°. Pii zvétsovani zvétsovani déleni
poloméru 7., jiz nedochazelo ke zméné ZFIN, pricemz vypoctovy cas se ménil s kvadratem
stupné zjemnéni. Nasledné byla porovnany hodnoty ZFIN stanovené metodou V-integralu
a pomoci metody primé extrapolace.

Analytické a numerické reSeni metodou koneénych prvki vykazovaly dobrou shodu do
vzdélenost » = 0,5 mm od korene vrubu. Ve vétsich vzdalenostech se singularni reseni
stava méné presné, naopak MKP poskytuje realnéjsi vysledky. Na bimaterialovém roz-
hrani je skokova zména napéti o,. To je v souladu s podminkami spojitosti normalovych
slozek napéti. Software ANSYS tuto skutec¢nost modeluje jako spojity prubéh s velkym
gradientem, kdezto analytickym fesenim ziskame nespojitost. Déle byl posuzovan vliv
volby typu prvku na napéti jako funkci radidlni souradnice. Ukazalo se, ze kvadraticky
osmiuzlovy prvek PLANE183 lépe postihuje singularni pole napéti. Ctyfuzlovy prvek
PLANE182 zpusoboval vétsi poddajnost materialu v koreni koncentratoru. Popsané za-
véry maji vyraznéjsi vliv u ridsich konecnoprvkovych siti, protoze zména poddajnosti
nastava u nékolika prvnich uzli. Z prabéht napéti a posuvi na obr. 7.8 a 7.9 je mozné
usoudit, ze napéti stanovend analyticky a numericky na vzdalenosti od c¢ela vrubu dané
hodnotu poloméru r vykazuji mensi odchylky pti vzrastajicim thlu lice vrubu w,. Existuji
hodnoty thli wy, kdy nedochazelo dalsim zmensovanim poloméru r k zmensovani rozdilu
mezi analytickym a numerickym fesenim. To by mohlo byt zpiisobeno vlivem dalsich ¢lenti
asymptotického rozvoje napéti odpovidajicich vlastnim hodnotam exponentu ¢ blizkych
1, jako je tomu u T-napéti. Pro piipad trhlin kolmych na rozhrani vénuje [24].

Zavérem je mozné Tici, ze se podarilo splnit zadané cile prace. Metoda W-integralu
poskytuje vhodny aparat pro popis singuldrnich feSeni. Vyhodou je moznost vyjadieni
ZFIN z pole napéti a posuvi déle od oblasti dominujici singularity, kde neni vlivem
numerické nestability zarucena presnost vysledki. Tento dusledek byl ¢astecné zmirnén
volbou kvadratického prvku PLANE183. Z hlediska posouzeni singularity v okoli kofene
vrubu poskytuje kombinace analytickych a numerickych metod stabilni a uspokojivé vy-
sledky. Pro stanoveni zobecnéného faktoru intenzity napéti pouze numerickym pristupem
vyzaduje potiebu vyrazné hustsi sité v okoli korene vrubu. To implikuje vyssi vypoctové
¢asy. Reseni tohoto problému by spoéivalo v metodé hraniénich prvki, u které je hustota
sité irelevantni. Stanoveni napjatosti v okoli bimateridlového vrubu je prvnim krokem ke
stanovené kritérif iniciace trhliny z kofene vrubu, coz je cilem dalsi prace véetné rozsireni
o tulohy zahrnujici rezidualni napéri a piezoelektrické vlastnosti materiali.
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Vv e 4 oWV e
9. Seznam pouzitych velicin a
symbolu
III 111 Index oblasti materidlu/moéd zatézovani
A B, C [m] Rozméry télesa vypoctového modelu MKP
Cijki [Pal Tenzor materialovych konstant
E; [Pa] Youngiv modul pruznosti v tahu daného sméru
fi [Nm—3] Objemov4 sila
1i(%)) [Pam] Muselisviliho komplexni potencial
3 Potencial objemovych sil
G [Pal Modul pruznosti ve smyku danych smeéru
H [MPam!~?] Zobecnény faktor intenzity napéti
K [MPam?| Faktor intenzity napéti
LT1T Index longitudinalniho a transverzalnich sméru
n; -] Slozka normdlového vektoru
D -] Exponent singularity
r [m] Polarni soufadnice
Te [m] Polomeér integracni cesty
R [m] Polérni souradnice v komplexni roviné
Ri, Ry [m] Polomeéry kruznic submodeli vypoc¢tového modelu
MKP
Si -] Slozka tecného vektoru
Sijkl [Pal Tenzor elastickych modulu
t; [Pal Slozky vektoru napéti
tMKP [m] Slozky vektoru napét{ stanoven0 metodou koneénych
prvki
t; [m] Slozky doplitkového Feseni vektoru napéti
T; [N] Vektor vysledné sily
Ui, Uy UV, W [m] Slozky vektoru posuvi
uMKEP [m] Slozky vektoru posuvil stanoven0 metodou koneénych
prvki
U [m] Slozky doplitkového feseni vektoru posuvi
v; -] Objemovy podil dané komponenty
vf Slozka vlastniho vektoru dané oblasti .J
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1% [m?] Objem dané komponenty
v/ Vektor komplexnich koeficienti dané oblasti J
T1, To [m] Rovinné kartézské souradnice
x, Y, 2 [m] Kartézské souradnice
2, Zj [m] Polérni soufadnice v komplexni roviné
) -] Vlastni hodnota exponentu singularity
dpom -] Pomocné feseni vlastni hodnoty exponentu singularity
dij -] Kroneckerovo delta
r Obecna integracni cesta
A Laplacetuv operator
€ijs Vij -] Slozka tenzoru pretvoreni
7 Bézova funkce
6 [rad] Polarni soufadnice
K [Pal Modul pruznosti v tlaku
Yy Bazova funkce
1 -] Vlastni ¢islo materidlu
Vij ] Poissonovo ¢islo v danych smérech
) [kg m?] Hustota materidlu
Tappl [Pa] Napéti pusobici na bimateridlovy vrub
Tijs Tij [Pa] Slozka tenzoru napéti
Opd;i [Pa] Tlakova pevnost v daném sméru
Opti [Pa] Tahova pevnost v daném sméru
TPij [Pa] Smykova pevnost v daném sméru
bi [Pam™1] Slozka funkce napéti
P Airyho funkce napéti
W, W% U-integral
v, [rad] Polarni soufadnice v komplexni roviné
Wy, Wy [°] Uhel lice vrubu daného materialu
LELM Linearné elastickd lomova mechanika
MKP Metoda konec¢nych prvki
ZFIN Zobecnény faktor intenzity napéti
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A. Dodatek

A.1. Aplikace teorie funkci komplexni proménné na
ortotropni materialy

P1i popisu ortotropnich vlastnosti materialu se s vyhodou vyuziva transformace kartéz-
ského systému do komplexni roviny. Uvazujme komplexni vlastni ¢islo materidlu u, jehoz
redlnd Cast, resp. imaginarni ¢ast se znaci u', resp. p”, tj.

po=p +ip. (A.1)

Komplexni proménna
2 =x1 + pry = (v + p'wo) +ip" o (A.2)

transformuje prostor dany rovinou x1, xs do komplexni roviny z. Transformaci si muzeme
predstavit jako deformaci. Potom p’ znad¢i zkos ve sméru neménné x; a y” pretvoreni ve
smeéru zo. P¥imky se transformuji na primky, a rovnobézky opét na rovnobézky. Bod (0, 1)
se presune na bod (¢, ). Poloha ostatnich bodu se méni paralelné s bodem (u/, ") a
umeérné vzdalenosti od osy x;. Pak ¢tverec je transformuje na rovnobéznik, jednotkova

kruZnice na elipsu s jednotkovymi vektory poloos €Y, €9, jak je vidét na obrdzku A.1.

Imz)
) T2 p(p', 1)
1 eg
. R
= 0 oY1 -1 0 v
=m1 e} /1 Rez

Obr. A.1: Transformace roviny 1,2, do komplexni roviny z. Jednotkova kruznice se
transformuje na elipsu.

V poléarnim souradném systému

r1 = rcosb,

i (A.3)
T9 = rsinf
muze byt rovnice (A.2) piepsana do tvaru
z=1r{(cosf + p/sin ) +i(u" sinh)} = rRe (A1)
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kde nové polarni souradnice komplexni roviny (R, V) jsou [26]

Rcos ¥ =cosf + ' sin 6,

A5
Rsin¥ =y" sin#. (4.5)

Potencial f ma v pripadé vrubu tvar
f=H2V, (A.6)

kde V je vektor komplexnich ¢isel nastaveny tak, aby byly splnény okrajové podminky;,
prip. podminky spojitosti posuvil a napéti na rozhrani materidli. H je libovolnd kon-
stanta, na zakladé které je v kapitole 6.4 odvozen zobecnény faktor intenzity napéti.
Vyraz 2° je diagonalni matice definovand vztahem (6.14). Pro f tedy plati

fi(z1) ZHvlzf = HU1?”5R‘1$ 0V

i AT
f2(Z2) :Hvzzg = HU2T6Rg eld¥2 ( )

Déle je tieba zavést vztahy mezi polarnimi soufadnicemi (r,6) a souradnicemi (rR;, ¥;)
komplexni roviny Rez a Imz

R(0) = (cos 0 + 1) + (u! sin6)”, (A.8a)
0 pro 6 =0,
w, — arccotg(cos @ + uf)/pl sin ) pro 6 € (0,7), (A.SD)

arccotg(cos@ + p)/pl sinf) —x pro 6 € (—m,0),

- pro 6= —m.
Podle vztahu (6.8a), (6.8b) a (A.6) plati
ui(r,0) =2R{Ai f1(21) + Ainfo(22)} =
=2 {Ailelzf -+ Aiszzzg} =
=2 {Ailelr‘;R‘f(Q) elov10) 4 Aiszzr‘SRg(Q) ew%(e)} =
:21"53? {Ailel ea(lnR1(9)+i\IJ1(9)) + Ay Hu, ea(lnR2(9)+i\112(9))} 7

¢i(r,0) =2R{Li f1(21) + Liz fo(22)} =
=2R {Lilelzf + Liszzzg} = (A.9Db)
— R {Lilel eI (InR1(0)+i¥1(0)) 4 LinHuvs ed(lnRg(G)—H‘I’g(Q))} 7
bio(r,0) =2r°R {LﬂHvlézf_l(— sin @ 4 ju1 cos 9)} +
+ LioHvy6 251 (— sin @ + pug cos 9)} =
= 2R {Lilelé 0= (InR1 (6)+1%1(9)) (—sinf + py cosf) +
+ Lig Huyd o0~ D (Inf2(0)+102(0)) (—sin 0 + p9 cos 9)} ,
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To se muze zkracené zapsat jako

Ui(?”, 9) = Hréni(e)a (Aloa)
i(r,0) = Hr'\i(9), (A.10D)
Bio(r,0) = Hr'X(0), (A.10c)
kde
0i(0) = 2R { Aqyvy OO 1 Ay RO HT2(O) ] (A.11a)
Xi(0) = 2R {Lﬂu1 RO+ O) 4 10, e5<1“R2<">+i“/2<9>>} : (A.11b)

Ni(0) = {Lﬂm(s O DR (OF1O)(_ gin  + p1y cos ) +

_ (A.11c)
+ Lig8 e D FO)+%2(0)(_gin g + 115 cos 9)} .
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