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Uvod

Prace, kterou drzite v rukou, vznikla na zdkladé uptfimného zaujeti komplexnimi Cisly. Tato
zvlastni ¢isla, mé nezndmd aZ do studia na vysoké skole, si velmi dlouho hledala své misto v ma-
tematice i v béZném Zivoté. Jejich objev a vyvoj v pribéhu staleti byl sloZity a ¢asto byla tato cisla
odmitana jako ,nedostatecnd” ¢i ,,neskutecna”. Presto jsou dnes hojné vyuzivana a tvofi zaklad
pro dalsi vyvoj a objevovani nového. D3 se fici, Ze ackoliv je béZny ¢lovék sotva postiehne, maji
své nezaménitelné misto na poli matematiky a dalSich obor(. Skryvaji se v geometrii ale také
v elektronice ¢i programovani. Jejich vlastnosti vyuZivaji také architekti, inZzenyfi a hlavné fyzi-

kové.

Vedle komplexnich Cisel ovsem existuji i dal$i velmi zajimava cisla, nazyvana kvaterniony. Jejich
nazev pochazi z anglického slova ,, Quaternion” znamenajici doslova ,,Ctvefice”. A skutecné jsou
tato Cisla Ctyréleny vychazejici z vySe zminénych komplexnich &isel. S témito Cisly se, na rozdil od
komplexnich Cisel, ve Skole nesezndmime, a proto se staly hlavnim tématem mé prace. Vedle
popisu komplexnich Cisel a jejich vlastnosti se tedy cilem prace stalo vysvétleni historického vy-
voje kvaterniond, shrnuti poznatk( o kvaternionech, popis jejich vlastnosti a vyuZiti v praxi.

Text samotny je rozdélen do 4 hlavnich kapitol. V prvni kapitole je stru¢né shrnut historicky vyvoj
komplexnich Cisel a kvaternionl, jejichZ objev je pfirozenym navazanim na vyvoj komplexnich
Cisel. Prvni ¢ast této kapitoly je prevainé Cerpana ze zdroju [3], [4], [5], [15], [30], [43] a [60].
Druhd ¢ast prvni kapitoly je Cerpana prevazné z [3], [4], [45], [59] a [60]. Druha kapitola zavadi
nezbytné pojmy pro zkoumani a popis komplexnich Cisel a kvaterniond, které jsou uzivané v dal-
Sich kapitolach a Ize je nalézt také v literature zabyvaijici se algebraickymi strukturami a linearni
algebrou. Hlavnimi zdroji této kapitoly byly [2], [21], [35], [37], [47], [51], [54] a [66]. Nasledujici
kapitola se zaméruje na shrnuti poznatkl o komplexnich ¢islech. Vedle zakladnich vlastnosti je
zde vysvétlen geometricky vyznam komplexnich Cisel a jejich bézné vyuziti v praxi. Zdrojem pro
tuto kapitolu se staly hlavné texty [2], [6], [8], [16], [17], [22], [24], [28], [31], [32], [39], [42],
[46], [48], [56], [65], [67] a [76]. Posledni kapitola je cele zamérena na kvaterniony. Je zde zkon-
struovano téleso kvaternionl, zavedeny vlastnosti a vyznam kvaternion( a jejich rGzné tvary.
V této kapitole jsou pouzité pojmy prevaziné z [2], [8], [13], [25], [29], [34], [44], [45], [51], [52],
[53], [54], [55], [58], [62], [63], [64], [66], [74], [75] a [77]. Déle v této praci budeme pro ilustraci
pouzivat obrazk( vytvorenych v programu GeoGebra a tabulky ¢i schémata prevdiné cerpana
z vySe uvedenych zdroja.



1 Historie

1.1 Historie komplexnich cisel

1.1.1 Vyvoj vedouci k objevu komplexnich ¢isel

Historie, nebo spiSe prehistorie, komplexnich Cisel zacala jiz v 7. stoleti, kdy indicky matematik
Brahmagupta, ktery jako prvni vyuZzival nulu jako plnopravnou ¢islici, stanovil pravidla pro poci-
tani se zapornymi Cisly a zavedl vzorce pro reseni kvadratické rovnice (poznamenejme, Ze uznani
zapornych cisel bylo predpokladem k objevu cisel komplexnich).

Na praci indickych matematik(l navazali matematici arabského svéta (napfiklad Mohammed ibn
Musa Al-Khowarizmi (780-850) ve své Algebre). Dlikazy v arabské matematice byly bézné prova-
dény geometricky. Timto pravidlem se fidil i Omar Khayyam (1048-1131). Tento persky mate-
matik se mezi prvnimi pokousel o feSeni obecné kubické rovnice, oviem pouze geometrickou
cestou. Protoze mu z konstrukci pro jednotlivé typy kubickych rovnic vychazela , nesmyslna“
Cisla, usoudil, Ze fesit obecnou kubickou rovnici Ize pouze geometricky a pfiznaval, Ze v jeho
dobé vysledna cisla nemohou byt presné stanovena.

Postupem ¢asu se zacal arabsky svét a jeho kultura stéle vice setkavat s kfestanskou Evropou.
Dila arabskych matematik( se stale ¢astéji prekladala do latiny a byla studovana kfestanskymi
uéenci. Diky prekladim Al-Khowarizmiho Algebry a dila Omara Khayyama se kfestansky svét se-
znamoval s vysledky arabského badani, s Cislem nula i se zapornymi Cisly, ktera byla v obou své-
tech dlouhou dobu odmitdna jako plnohodnotna.

Prvnim Evropanem, ktery v souvislosti se zrodem komplexnich Cisel stoji za zminku, je Leonardo
da Pisa (1170-1250) znamy dnes jako Fibonacci. Tento matematik z dvora sicilského krale Fried-
richa Il., cisare fimského, navdazal na perské matematiky a stejné jako Omar Khayyam tvrdil, ze
obecnou kubickou rovnici nelze Fesit algebraicky, ale pouze geometricky. Nicméné dokazal, Ze
kuptikladu rovnici x3 + 2x2 + 10x = 20 nelze fesit pouze pomoci pravitka a kruzitka.

Ke konci 14. stoleti uz bylo zndmo, Ze obecnou kubickou rovnici x3 + ax? + bx + ¢ = 0 Ize re-
dukovat na jednodussi formu x3 + px + g = 0, a tedy, jsou-li koeficienty a hodnota neznamé
kladna Cisla, Ize rozlisit tti zakladni typy kubické rovnice:

(1) x¥* +px=gq;

(2) x* =px+gq;

(3) x* +q =px;
Okruh hledani vzorce pro feseni kubickych rovnic se zUzil pouze na tyto tfi typy kubickych rovnic.

O nékolik desitek let pozdéji, presnéji roku 1453, byla dobyta Konstantinopol. Tato udalost, pro
Byzantskou FiSi znamenajici konec jeji existence, prinesla neocekdvany rozvoj védy. Dila antic-
kého svéta, dosud bezpecné uloZena v Konstantinopoli, byla pfevezena do Italie, kde spolu s pre-
lozenymi dily perskych matematik( a objevem knihtisku podnitila poc¢atek Renesance. Véda, do-
sud vyhrazena pro Uzky okruh vzdélancd, si pomalu nachazela cestu k prostsim lidem. Kubické
rovnice viak stale zGstaly nevyfeseny.!

Prvnim matematikem, ktery vyvratil starou domnénku o nefesitelnosti kubickych rovnic alge-
braickou cestou, se stal Scipione del Ferro (1465-1526). Tento profesor na univerzité v Bologni

1V roce 1494 Luca Pacioli (1445-1514) vydal dilo Summa de Arithmetica, Geometria, Proportione et Pro-
portionalita, které bylo jakymsi kompendiem dosavadnich poznatkd, zaloZzeném na praci Fibonacciho.

V tomto dile Pacioli poznamenal, Ze v sou¢asném stavu vyvoje matematiky, neni mozné vyresit obecné
kubickeé rovnice.



nasel feSeni pro rovnici typu (1) a mozna i feSeni pro druhé dva typy rovnic. Svij objev si, jak
bylo v této dobé zvykem, nechal pro sebe. V obdobi Renesance se totiz védéni velice cenilo.
Profesofi a védci méli své donatory, ktefi je financné podporovali a ochranovali. Vyménou za to
jim jejich oblibenci ziskdvali véhlas a sldvu na vefejnych soutézich a disputacich s Sirokym publi-
kem. K vitézstvim vyuZivali pravé vlastni ¢asto tajny vyzkum. Tajemstvi, jak resit kubické rovnice
daného typu, proto Scipione del Ferro predal az pred svou smrti. Vybral si svého zeté Annibala
della Nave a Antonia Maria Fiore, jednoho ze svych nadanych zaka.

Fiore vyuZzil del Ferrovo tajemstvi k ziskani sldvy ve vefejnych soutéZich. Sdm inicioval takova
klani, ukladal soupefiim zdanlivé nefesitelné rovnice a nakonec v roce 1535 vyzval i Niccolo Fon-
tanu z Brescie (1499-1557). NepFedpokladal, Ze bylo ho tento , Koktal“? mohl porazit navzdory
tvrzenim, Ze Fontana rovnéz ovlada feseni urcitych kubickych rovnic. Fontana, ktery spravné od-
hadl, jaké rovnice mu Fiore zada, se po néjaké dobé dopracoval od feseni rovnic typu (2) ke
zpUsobu, jak fesit rovnice typu (1), s jehoZz pomoci soutéz nad Fiorem vyhral. Navzdory oéeka-
vani si vSak své védomosti nechal jesté nékolik let pro sebe.

Sdélil je az v roce 1539 milanskému matematikovi Girolamo Cardanovi (1501-1576), ktery ho
ujistil, ze jeho poznatky nezverejni dfive, nez to udéld Fontana sam. V roce 1542 se ovsem Car-
dano a jeho Zak Lodovicco Ferrari (1522-1565) od Annibale della Navea dozvédéli, Ze stejnou
metodu jako Fontana objevil uz del Ferro. Na zakladé tohoto faktu se Cardano necitil byt vdzan
slibem mléeni a uverejnil vzorce pro feseni kubickych rovnic v dile Ars Magna (1545). Shrnul
v ném poznatky o feseni rovnic prvniho az ¢tvrtého stupné (ty objevil jeho Zak Lodovicco Ferrari)
a u kubickych rovnic uvedl vzorec dnes znamy jako Cardanuiyv, ¢i Cardano-TartagliGiv. Dilo Ars
Magna obsahuje také jeden pro nés velmi vyznamny objev, tzv. casus irreducibilis.® Tato &isla
obsahujici odmocniny ze zapornych Cisel, budouci komplexni ¢isla, se objevuji i u kvadratickych
rovnic, jak si Cardano pfi svém studiu rovnic spravné vsiml. Pro jejich ,,nesmyslnost” je ale od-
soudil a oznadil jako ,neuzitecna”.

1.1.2 Rozvoj predstav o komplexnich cislech

Na Cardanovo dilo navazal pozdéji Rafael Bombelli (1530-1590), dalsi z matematik( na univerzité
v Bologni, ktery v roce 1572 vydal tfisvazkovy spis I’Algebra. V této knize Bombelli uved| vypocet
odmocnin pomoci fetézovych zlomkd, pravidla pro pocitani se zapornymi Cisly a pro pocitani
s odmocninami ze zdpornych Cisel, které na rozdil od Cardana sice povazoval za Cisla, ale nadale
osm pravidel, v sou¢asné symbolice vyjadrené jako:
+D (D) = +i; DD = —i; DD = —i; (D) = +i;
(+D)(+i) = -1; DD =1; DD =1 =D(=) =-1.

Postupem casu s témito zvlastnimi Cisly pocitalo stale vice matematik(l. Bézné je zacal pouzivat
napfiklad Thomas Harriot (1560-1621) nebo Albert Girard (1595-1632). Druhy ze jmenovanych
v roce 1629 vydal knihu L‘/nvention nouvelle en I'algébre, ve které pfipustil, Ze kubické rovnice
maiji, formalné vzato, zdporné a ,nemozné” (komplexni) koreny a jejich pouzivani dokonce zd(-
vodnil. Pfesto je odmital jako uZitecné a plnohodnotné feseni rovnic. Vedle toho také formuloval
tzv. zdkladni vétu algebry, ktera nutné znamend uznani zadpornych a komplexnich &isel.

2 Kdyz bylo Niccolovi $est let, byl zranén francouzskymi vojaky pFi plenéni vesnice. Mél rozseknuta Gsta a
klenbu Ustni dutiny. Zranéni sice prefZil, ale Spatné srostlé rany mu zpUsobily vadu feci a pfinesly mu pfiz-
visko Tartaglia, , Koktal”. Pfesto se stal vybornym matematikem, hlavné diky své pili a samostudiu. Jeho
pfinosem je mimo jiné i prvni preklad Euklidovych Zdkladd do italstiny a Sestidilny kurz matematiky Gene-
ral Trattato de numeri e misure (1556).

3 Pfipad, kdy se v Cardanové vzorci vyskytuji odmocniny ze zaporného &isla, pfestoze ma rovnice redlné
koreny.
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Také René Descartes (1596-1650) odmitl uznat tato ¢isla jako pInohodnotné feSenirovnic a jejich
vyskyt povaZzoval za znameni nefesitelnosti problému. Oznacil je jako ,imagindrni“ (1637, ve
spise La Géométrie) a tento nazev vyrazlim, obsahujicim odmocninu ze zapornych cisel, uz za-
stal. Ani Isaac Newton (1643-1727) ¢i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ackoliv s nimi
bézné pracovali, nechdpali podstatu komplexnich ¢isel ani jejich vyznam. Leibniz o nich dokonce
tvrdil, Ze jsou ,,divem analyzy, netvorem svéta ideji a obojZivelnikem mezi bytim a nebytim*“.*
Prvnim, kdo se vice zabyval pochopenim komplexnich Cisel, byl anglicky matematiky John Wallis
(1616-1703). Tento profesor Oxfordské univerzity vénoval pozornost hlavné otazkam ciselnych
interpretaci. Ve své Treatise of algebra uznal zaporna Cisla a jako prvni naznacil smysluplnou
geometrickou interpretaci komplexnich Cisel. Jeho myslenka o vztahu téchto Cisel s body roviny
ale bohuzel neméla velky ohlas.

Jinak tomu bylo u vyzkumu Abrahama de Moivre (1667-1754). Tento francouzsky védec, ktery
opustil Francii po zruseni Ediktu nantského (1685) a presidlil do Anglie, vychazel z poznatk(i Rod-
gera Cotese® (1682-1716). V roce 1722 zvefejnil formuli, dnes zndmou jako Moivretv vzorec:

(cos@ +isingp)™ = cosng + i sinng.
Cislo n uzité v této formuli mohlo byt podle Moivrea pouze kladné. Diikaz platnosti formule pro
vSechna realnd cisla provedl az Leonhard Euler (1707-1783). Tento matematik se, kromé Moivre-
ovy formule, zabyval problémy s logaritmy, o kterych si v letech 1727-1731 dopisoval s Johan-
nem Bernoullim (1667-1748). Euler svymi vypocty odhalil vztah mezi exponencidlou, logaritmem
a goniometrickymi funkcemi a roku 1740 stanovil, Ze funkce

y=2cosx a y=e¥ +e
naleZi téze diferencialni rovnici a musi si byt rovny. Toto pozorovani zverejnil v roce 1743 jako
vzorce:

eix + e—ix eix _ e—ix

cost = ———, sint = -
2 20

Nakonec dospél i k formuli, kterou jiz dfive objevil R. Cotes, a v roce 1748 publikoval spis Intro-
ductio in analysin infinitorum, kde uvedl mimo jiné i vztah
e = cos¢ +ising.

Sam Euler vyjadioval komplexni Cisla pomoci goniometrického tvaru
X+ yi =r(cos¢ + isingp)

a chapal je jako body roviny s kartézskymi souradnicemi x, y a kofeny rovnice z" = 1 reprezen-
toval jako vrcholy pravidelného n-uhelnika. Vedle jizzminéného od Eulera pochazi také oznaceni
imaginarni jednotky (do té doby znagené jako v/—1) symbolem i (1777). Eulerova prace vedla
k rozvoji teorie funkci komplexni proménné, které se vénoval napfiklad Jean-Baptist le Rond
d’Alembert (1717-1783). Koncem 18. stoleti se komplexni Cisla uz béZzné pouZzivala k pocitani a
byla uzndvana jako témér plnohodnotna ¢isla. Chybélo uz ,,jen” objevit smysluplnou geometric-
kou interpretaci.

Jak uz bylo zminéno, prvni kdo se geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel zabyval, byl an-
glicky matematik John Wallis. Podobny osud jako jeho dilo méla i prace norského kartografa a
geodeta Caspara Wessela (1745-1818) nazvana Om Directionens analytiske Betegning, et Forsgg
anvendt fornemmeling til plane og sphaeriske Polygoners Oplgsning (1799). Ve spolupréci s Dan-
skou akademii véd je zde rozpracovan vektorovy pocet v roviné a zavedena geometricka inter-
pretace komplexnich Cisel a jejich operaci jako bod0 ¢i vektor( v roviné. C. Wessel déle zavedl|
imaginarni osu, vektory reprezentoval jako komplexni Cisla a operace s vektory provadél jako
operace s komplexnimi Cisly. Dospél také ke goniometrickému tvaru komplexniho cisla a

4 Z dopisu Leibnitze Christiaanu Huygensovi (1629-1695) roku 1675.
5 Byl prvni, kdo poznamenal vztah —ig = In(cos ¢ — i sin @) v traktdtu Logometria (1714). Jeho formule
se ale nestala vSeobecné zndmou a podobné jako Wallisova prace zcela zapadla.
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k Moivreové vété. Jeho prace, snad proto, Ze ji psal dansky, zcela zapadla. PfeloZena byla aZ po
sto letech, v roce 1897, do francouzitiny a v angli¢tiné poprvé vy$la aZ roku 1999.°

Zasadni zlom ve vztahu ke komplexnim &islim pfisel az v roce 1799, kdy Carl Friedrich Gauss
(1779-1855) zverejnil prvni dikaz tzv. zdkladni véty algebry. Pozice komplexnich Cisel byla posi-
lena a na pocatku 19. stoleti se geometrickou predstavou komplexnich &isel zabyvalo hned né-
kolik matematik(l souc¢asné. Ve Francii to byl Lazare Nicolas Marquerite Carnot (1753-1823),
ktery ve svych pracich diskutoval problematiku zapornych a komplexnich Cisel. Od néj pochazi i
termin , komplexni Cislo“. Jeho myslenky ovlivnily dalSiho francouzského matematika Zijiciho v
Londyné, abbého Adriena-Quentina Buéeho (1748-1826). Ten si uvédomoval rozdil mezi znakem
operace a znaménkem Ccisla. Tvrdil, Ze ¢islo ma svou ,velikost” a svij ,,smér”, pticemz , velikost”
Ize chapat aritmeticky a ,smér” geometricky. Symbol i povaZoval za znak kolmosti a Cislo a + bi
bral jako vektor v roviné. Své poznatky vydal v roce 1806, ale jeho dilo zastinila prace vydana
v témze roce v Pafizi pod ndzvem Essai sur une maniére de représenter les quantités imaginaires
dans les constructions géométriques. Tato kniha Svycarského matematika Jeana Roberta Ar-
ganda (1768-1822) vyvolala v letech 1813-1814 velkou diskusi o povaze a chapani komplexnich
Cisel. Argand vyslovil podobné myslenky jako Caspar Wessel ¢i abbé Buée a interpretoval symbol
i jako otoceni roviny 0 90° inspirovan rovnostii - i = —1. Mimo to zavedl dodnes uzivany termin
»modul”, resp. ,modulus” pro absolutni hodnotu.

Z dalsich matematik(, ktefi psali o geometrické interpretaci komplexnich cisel, jmenujme anglic-
kého Johna Warrena (1768-1822) a francouzského C. V. Moureya. Oba nezavisle na ostatnich
matematicich v roce 1828 publikovali podobné poznatky, nicméné zUstali v pozadi véhlasnéjsich
jmen. Dilo Warrena ale pozdéji ovlivnilo vyzkum irského matematika, sira Williama R. Hamiltona
(1805-1865). Mezitim Augustin Louis Cauchy (1789-1857) a Siméon-Denis Poisson (1781-1840)
publikovali své prace o funkcich komplexni proménné a o integraci v komplexni roving.”

Vyvoj predstav o geometrické interpretaci komplexnich ¢isel nakonec dovrsil Carl Friedrich
Gauss.®2 Komplexnim &islim se dostalo vieobecného uznani po vydani Gaussovy prace Theoria
residuorum biquadraticorum v roce 1831. Rovina komplexnich Cisel, kterou Gauss zavedl, je
proto dodnes nazyvédna po ném.° Komplexni ¢&isla ztratila tajuplnost a byla zavedena zakladni
aritmetika komplexnich Cisel dana algebraicky:
x+yd)+ @ +y'D=x+x)+ @ +y)i
(x+yD) - +y'D)=(@x"—yy)+ xy' +yx)i
nebo v goniometrickém tvaru pro nasobeni:
r(cos@ +ising) -r'(cos@’ +ising’) =rr'(cos(ep + ¢") + isin(p + ¢")),
kde r znamena modul (normu) komplexniho Cisla.

Gaussovo pojeti komplexnich ¢isel upravil William Rowan Hamilton v roce 1833. Komplexni Cisla
zavedl jako dvojice redlnych Cisel s operacemi sc¢itani a nasobeni a takto upravenou aritmetickou
teorii komplexnich cisel publikoval v roce 1837 jako druhou cast prace Theory of conjugate
functions, or algebraic couples; with a preliminary and elementary essey on algebra as the
science of pure time. Vedle toho zde uvedl tzv. zdkon moduld

llell - 1181l = Il - Bl
kdea =x +yialla| =x%+ y2.

6V angli¢tiné dilo dostalo nazev On the Analytic Representation of Direction: An Attempt.

7 Léta 1825-1850 jsou brana jako po¢atek moderni komplexni analyzy.

8 Geometrické pfedstavy komplexnich &isel vyuZil jiz v roce 1799 ve své disertaci, pfi diikazu tzv. zdkladni
véty algebry.

91 kdyZ podobnou pfedstavu prezentoval jiZ v roce 1821 A. L. Cauchy.
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1.2 Historie kvaternionu

1.2.1 Prehistorie

Chceme-li zkoumat vyvoj kvaternion, je tfeba se napred vrétit sto let pred W. R. Hamiltona,
kterému je jejich objev pfipisovan. Zakladni ideu kvaternionového nasobeni totiz znal uz L. Euler.
Svédci o tom jeho dopis Christianu von Goldbachovi z roku 1748, ve kterém uvadi skladani ctve-
Fic redlnych ¢isel odpovidajici ndsobeni kvaternion(.'® Sougin ¢tvefic redlnych Cisel znal také
C. F. Gauss, ktery si své poznatky nechaval pro sebe, a Olinde Rodrigues (1795-1851), ktery jej
vyuzival pro popis obecnych rotaci.

Nicméné vyvoj vedouci k objevu kvaterniont skutec¢né zapocal aZ po zavedeni algebry komplex-
nich cisel, presnéji v roce 1831, kdy Gauss ve svém dile Theoria residuorum biquadraticorum
zaznamenal problém rozsifeni komplexnich cisel na vétsi Ciselny obor, ve kterém by stéle platily
vsechny aritmetické zakony (tj. axiomy komutativniho télesa). Timto problémem se pfirozené
zacali matematikové zabyvat ihned po vyfeseni otazek tykajicich se komplexnich ¢isel. Postupné
se rodila teorie hyperkomplexnich ¢isel zalozena na procesu ,,.zdvojeni“*' a ivahéch o strukturach
viceslozkovych Cisel. Touto problematikou se zabyvali napfiklad George Peacock (1791-1858),
Augustus De Morgan (1806-1871) Arthur Caley (1821-1895) ¢i bratfi Charles a John Thomas Gra-
vesovi (1810-1860 a 1806-1870). Prvni jmenovany jiz v roce 1834 uvedl v dile Report on the Re-
cent Progress and Present State of Certain Branches of Analysis myslenku, Ze algebry mohou byt
konstruovany axiomaticky, bez ohledu na jejich uréenou interpretaci. De Morgan na to navazal
v roce 1841, kdy publikoval On the Foundation of Algebra. V tomto dile zavedl symbolickou al-
gebru pro vysvétleni operaci specifickych algeber s ohledem na scitani, odcitani, nasobeni a dé-
leni, jednotkovy a nulovy prvek, komutativnost, asociativnost, distributivnost a axiom rovnosti
(tj. zabyval se definici komutativniho télesa a jeho axiomy).

Vratme se nyni k teorii hyperkomplexnich Cisel. Bylo jasné, Ze séitani ve strukture viceslozkovych
Cisel bude provadéno po slozkach a Ze bude mit vSechny potifebné vlastnosti (tj. bude asociativni,
komutativni, bude existovat nulovy prvek a ¢isla opacnd). Nasobeni v této strukture bylo tfeba
definovat tak, aby splfiovalo vSechny, nebo alespon témér viechny, aritmetické zakony. Takovy
pozadavek oviem stanoveni definice ndsobeni velice komplikoval. Néktefi matematici se snazili
rozsitit obor komplexnich Cisel na vétsi Ciselny obor, jini brali problém obecnéji a studovali struk-
tury hyperkomplexnich cisel bez pozadavku vlastnosti jinych Ciselnych obord.

1.2.2 Algebra trojic

Bylo pfirozené, Ze hledani oboru hyperkomplexnich cisel se, po Uspéchu pro n = 2 (obor kom-
plexnich Cisel), zaméfil na n = 3, tedy na ,aritmetizaci bodU trojrozmérného prostoru”. Prvni
pokusy o takovou aritmetizaci Ize nalézt jiz v 18. stoleti v praci C. Wessela. Tato prace, jak vime,
ovlivnila vyzkum W. R. Hamiltona. Ten se po roce 1837, kdy publikoval reprezentaci komplexnich
Cisel jako dvojice realnych Cisel, zaméfil na nalezeni rozumného vzorce pro ndsobeni trojic real-
nych &isel (a, b, ¢), resp. trojslozkovych &isel. Ta zacal po doporuceni svého pfitele Charlese Gra-
vese psat jakoa + bi + ¢j, kdea =a x 1 =a x (1,0,0),i = (0,1,0),j = (0,0,1). Podle tohoto
méla byt Cisla 1, i, j zaklad nové struktury a Cisla i, j jakési nové jednotky. Pfi definovani operaci
sCitani a nasobeni Hamilton zachoval pfirozenou definici pro séitani a definici pro modul

10 Tento fakt vzpomenul Wilhelm Blaschke (1885-1962) u pfileZitosti oslav 250 let od Eulerova narozeni.
11 ZpUsob, jakym Hamilton ,vytvofil“ komplexni &isla z &isel redlnych.
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(lla + bi + cj|| = a? + b? + c?), ale nalézt takové nasobeni, které by zachovalo distributivnost
vzhledem ke séitani a navic splfiovalo zdkon moduld, se mu nedafilo.*

Hamilton bral v Uvahu, Ze je nasobeni definované jako
(a1, by, ¢1) X (az, by, ¢3) = (ag + byi + c1j) X (az + byl + ¢3)) =
= a,a; + b1byi% + c1cj% + bicy i + ¢ byji + (a1by + biay)i + (a ¢y + c1ay)).
Problémem u takového nasobeni se stala &isla i?, j2, ij a ji. Usoudil, 7e i? = j2 = —1, ale netusil,
co ma délat s Cisly ij a ji v algebfe trojic. SnaZil se najit pfipad, kdy jsou si tyto souciny rovny,
pokousel se s nimi pocitat. Pro pfiklad uvedme pokus polozit ij = ji = 1 a zaroven s tim zacho-
vat pravidlo i? = j2 = —1. Potom:
(ay, by, 1) X (az, by, c2) =
= (aya; — byby — c163 + bicy + ¢1by) + (a1by + b1ay)i + (ai62 + c1a2))
PoloZime-li nyni (ay, b1, c;) = (0,1,1) = (a,, b,, c,) dostaneme nésleduijici:
(0,1,1) X (0,1,1) =(0—1—1+1+1)+ (0)i + (0)j = 0.

AC o to nestal, vychazely mu stale ze soucinu dvou nenulovych &isel i nuly. Takové struktury, ve
kterych nelze bez omezeni délit, Hamiltona neskutecné rozéilovaly. Ani u hledani soucinu, ktery
by splnoval zdkon modulii, se mu nevedlo Iépe. Nakonec se v roce 1843 rozhodl svi{j témér tfi-
nactilety boj s trojicemi vzdat®® a zaméfit se na Ctvefice redlnych Cisel s jednotkami i, j, k (tj. Cisla
a+ bi+cj + dk).

1.2.3 Kvaterniony

Je jasné, Ze Hamilton nehodlal zahodit sviij dlouholety vyzkum a zpocatku se snaZzil algebru ¢tve-
fic naroubovat na nepodareny pokus s trojicemi. Pohraval si s myslenkou polozit i? = —1,
j?=—1aij = k = —ji, kde &islo k je zatim nedefinovana konstanta rovna 1 nebo —1 (Hamil-
ton tak byl prvnim, kdo zvazil pouZziti nekomutativniho nasobeni). PouZil nové definované vztahy
na ndsobeni obecnych trojic, ale misto nové trojice mu vychazela Ctvefice, u které si nebyl jist,
zda ji lze vyjadfit jako trojici. Nakonec tento problém na ¢as odlozil a zabyval se funkcnosti zd-
kona moduld. Ale ani zde nedospél k uspokojivému vysledku. Kriticky poznamenal, Ze soucin
dvou trojic bude skutecné ctvefice. Vzhledem k tomu, co mu stale vychazelo, si Hamilton uvé-
domil, Ze jeho trojice jsou jen urcitym ,degenerovanym* pfipadem toho, co nazyval ,kvaterni-
ony” (tj. ¢tvefice (a, b, ¢, d) nad zékladnimi ¢isly 1, i, J, k).

Hamilton se dale trojicemi nezabyval a rozhodl se pokracovat v upevnéni pravidel pro , kvater-
niony*“. Zachoval ptedpoklad, e i? = —1, j2 = —1aij = k = —ji, ale nyni musel vypo¢itat hod-
noty ik, ki, jk, kj a k2. ProtoZe pracoval se vztahem ij = k = —ji, usoudil, Ze ani ik a ki nebo
jk a kj nebudou nutné komutativni. Pfedpokladal ale, Ze novd algebra bude zachovavat zdkon
asociativity a tak stanovil nasledujici:

ki =j = —ik; jk =i=—kj; k?=-1.

Posledni vzorec, nasobeni Ctyt zakladnich jednotek 1, i, j, k, Hamilton objevil dne 16. fijna 1843,
kdyz Sel, v doprovodu své Zeny, na zaseddni Kralovské irské akademie podél Royal Canal v Dub-
linu. Blizko Broughamského mostu dostal ndpad jak vyresit zbyvajici problém. Nad$en svym ob-
jevem vzal Hamilton kapesni nozik a formuli

i?=j?=k*=ijk=-1,

12 Na svilij boj s trojicemi vzpominal Hamilton roku 1865 v dopise svému synovi Archibaldovi. Pfipominal
mu, jak se ho s bratrem ptali u kazdé snidané roku 1843, zda jiZ umi nasobit trojice a on musel s politova-
nim fici, Ze ne.

13 Dnes jiz vime, Ze jeho boj byl marny (viz [3]).
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kterou mél zatim jen v hlavé, vyryl do kamene Broughamského mostu (dnes toto misto oznacuje
pamétni deska).* T¥inact let dlouhd cesta od komplexnich &isel ke kvaternionim dspésné skon-
Cila.

Zbytek svého Zivota Hamilton zasvétil zkoumani novych &isel, jejich vlastnostem a aplikaci.’® Byl
tak nadSen svym objevem, Ze o kvaternionech zacal pfednaset v Kralovské akademii véd jesté
téhoz roku a své vysledky publikoval na pokracovani v sérii On quaternions; or on a new systém
of imaginaries in algebra, ktera vychazela v letech 1844-1850. Pravem se domnival, Ze kvaterni-
ony jsou nejmensim rozsitenim komplexnich cisel a o¢ekaval od nich stejné dulezité vysledky.
Dokazal pro kvaterniony platnost aritmetickych zakond (ovsem s vyjimkou komutativity pro na-
sobeni). V roce 1846 publikoval spis, ve kterém predstavil pojmy ,skaldrni“ a ,vektorovd” ¢ast
pro realnou a imaginarni slozku kvaternionl a zavedl i znaceni téchto dvou casti. Déle v tomto
spise fesil pfipad nasobeni kvaterniond, které maji ,skaldrni“ ¢ast rovnou nule. O rok pozdéji
ziskal dvé ceny za sv(j vyzkum (prvni od Kralovské irské akademie a druhou od Kralovské spolec-
nosti Edinburghu).

Hamilton poté napsal jesté dvé rozsahlé monografie o kvaternionech. V prvni z nich, nazvané
Lectures on quaternions®® (1853), zvefejfiuje veSkeré dosavadni objevy, co se kvaternion( tyce,
mimo jiné také fakt, Ze pomoci kvaternion( lze vyjadfit tfirozmérny vektorovy prostor nad téle-
sem realnych Cisel (poloZil tim zaklady vektorového poctu). Tato prace obsahovala také jeho ob-
jev skaldrniho a vektorového nasobeni, které Hamilton definoval jako ¢asti soucinu dvou obec-
nych kvaternion(.

Jak jiz bylo zminéno, Hamilton mél velka ocekavani od kvaternion(. Jeho pfedstavy ani predstavy
jeho nésledovnik(, ktefi se pokouseli o geometrickou reprezentaci kvaterniont,!” o rozvinuti
matematiky zaloZené na kvaternionech se nenaplnily. Vyznam komplexnich Cisel zlstal nepre-
konan, i kdyZ nelze popfit, Ze kvaterniony maji své misto, zvlasté pak ve vyjadrovani 3D rotaci.

140 svém objevu, psal hned druhy den svému pfiteli Johnovi T. Gravesovi, ktery problematiku kvaterniond
pochopil velmi rychle. ,Nova“ ¢isla ho zaujala natolik, Ze jesté v prosinci téhoz roku nalezl dalsi systém
hyperkomplexnich ¢isel s osmi zakladnimi jednotkami. Svij objev publikoval aZ v roce 1848, kdy uz byl
znam stejny obor sestrojeny nezdvisle na Gravesovi A. Caleyem (1845). Tato Cisla dnes nazyvame jako
oktdavy, oktoniony ¢i Caleyho oktety.

15 Jejich téleso se, z Ucty k jejich objeviteli, dnes oznaduje pismenem H.

6 Druhd kniha, Elements of quaternions, byla vydana roku 1866.

177 praci na toto téma uvedme dilo W. F. Donkina On the geometrical interpretation of quaternions
(1850).
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2 Uvodni pojmy:

Predtim, neZ se zaéneme zabyvat télesem komplexnich Cisel a télesem kvaterniond, je tfeba za-
vést zakladni pojmy. Nejprve ale pfipomenme nejdulezitéjsi mnoZiny Cisel a jejich znadeni. Sym-
bolem N znacime mnozinu viech pfirozenych cCisel a symbolem Z znacime mnozinu cisel celych.
MnoZina ptirozenych Cisel je podmnozinou Z. NadmnoZinu celych Cisel budeme znacit Q a jeji
prvky nazyvat raciondlni ¢isla. Tato Cisla Ize zapisovat jako podil dvou celych &isel. Vedle racio-
nalnich cisel existuji ¢isla iraciondlni, kterd jako podil dvou celych cisel vyjadfit nelze (protoze
maji neukonceny a neperiodicky desetinny rozvoj). Sjednocenim Cisel racionalnich a iracional-
nich ziskdme mnoZinu R, jejiz prvky nazyvame redlna Cisla. Existuji jesté dalsi nadmnozZiny mno-
ziny R, jmenujme napfiklad mnoZinu C a H. O téch budeme mluvit v nasledujicich kapitolach.
Pro jmenované mnoziny plati vztah
NcZcQcRcCcH,
ktery pro nazornost uvddime na Obrazku 2.1.

Obrazek 2.1 Vztahy mezi mnozinami N, Z, Q, R, C, H

Poznamka:
e (Cislo 0 budeme chapat jako prvek mnoZiny pfirozenych &isel, tj. 0 € N.

Nyni uvedeme nejdulezitéjsi pojmy, které budeme bézné pouzivat v nasledujicich kapitolach bez
odkazu na pfislusné definice.

Definice 2.1: Necht A je neprazdna mnozina. Operaci (binarni) na mnoziné budeme chapat jako
zobrazeni mnoziny A X A do mnozZiny A. Je-li x operace na mnoZiné A, pak pro vSechna
x,y € A budeme misto  ((x,¥)) psat x x y.

Poznamka:
e Je-linalibovolné neprazdné mnoziné A definovana bindrni operace *, pak fikdme, Ze je
mnoZina A uzavienda vzhledem k operaci *.

Definice 2.2: Necht A je neprazdnd mnozina a *,° jsou binarni operace na A. Pak budeme uspo-
fadanou dvojici (resp. trojici) (A,*) (resp. (A,o,* )) nazyvat algebraickou strukturou (algebrou)
s jednou operaci (resp. se dvéma operacemi).
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Definice 2.3: Necht *,0 jsou binarni operace na A a x,y,z € A jsou libovolné prvky. Potom

(i) algebraicka struktura (A,*) je asociativni, pravé kdyz plati
xx(yxz)=(xx*y)*z

(i) algebraicka struktura (A,*) je komutativni, pravé kdyz plati

X*y =Y*X.
(iii) algebraicka struktura (A,*,0) je (*,0) - distributivni, pravé kdyz plati
xo(yxz)=(xey)x(xoz) A (yxz)ox=(yox)*(zox).

(iv) prvek e € A je neutralni vzhledem k operaci *, pravé kdyz plati
exx=x AN X*e=4Xx.

(v) prvek x je inverzni k prvku x vzhledem k operaci *, pravé kdyz plati
xX*xxX=e N X*xx=e.

Poznamka:

e  Existuje-li v algebraické struktufe (A,*) prvek neutrdlni (resp. inverzni), budeme ji na-
zyvat algebraickou strukturou s neutralnim (resp. inverznim) prvkem.

e Kazda struktura ma nejvyse jeden neutralni prvek a pro kaZdou asociativni strukturu
existuje ke kazdému prvku nejvysSe jeden inverzni prvek.

e  Prvek, ktery ma k sobé prvek inverzni, nazyvame invertibilnim prvkem.

e Velmi ¢asto u binarnich operaci narazime na multiplikativni (resp. aditivni) symboliku.
V takovém pripadé se binarni operace znaci - (resp. +) a nazyvame ji nasobeni (resp.
sCitani). Neutralni prvek e potom nazyvame jednotkovym (resp. nulovym) a zna¢ime jej
1 (resp. 0). Prvek X inverzni k x zna¢ime x~* (resp. - x).

Definice 2.4: Necht (A,*) je algebraickou strukturou s jednou binarni operaci. Pak ji budeme
nazyvat

(i) grupoid, je-li uzaviena vzhledem k operaci *.

(i) pologrupa, je-li asociativnim grupoidem.

(iii) monoid, je-li pologrupou s neutrdinim prvkem.

(iv) grupa, je-li pologrupou s neutrdlnim prvkem a inverznimi prvky.

Poznamka:
e Je-li navic grupa komutativni, nazyvame ji Abelova (abelovska) grupa.
e  Pro komutativni pologrupu plati navic obecny komutativni zakon.
e Vlibovolné grupé plati pro kazdé x, y:
D)=x N (xy)=y-x.
Definice 2.5: Necht (A,*) je algebraicka struktura. Pak fekneme, Ze
(i) struktura (A,*) je s kracenim, pravé kdyz
Vx,y,zEA)x*xy=xxz2=>y=2 N (VX,y,ZEA)y*X=2z2*xxX =Yy =12
(pak fikdme, Ze Ize prvkem x kratit ve strukture (A,*)).
(i) struktura (A,*) je s délenim, pravé kdyz
(Vx,y€EA)Ez,zZ €EA)zxx=y N x*xz =y
(pak Fikame, Ze prvkem x Ize délit ve struktufe (A,*)).

Poznamka:
e  Existuji-li ve vztahu (ii) jedind z, z" € A, pak fikdme, Ze struktura je s jednoznaénym dé-
lenim.

Definice 2.6: Necht (A,*), (B,o) jsou struktury. Pak B je podstrukturou A, pravé kdyz plati:
(1) B0 A BCA;
(2) Operace o je restrikci operace *, tj. plati
(Vx,y€EB)x*y=xo0Y.
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Definice 2.7: Necht (A,*), (B,0) jsou struktury. Rikdme, Ze zobrazeni f: A — B je homomorfni
(homomorfismus) struktury (A,*) na strukturu (B,o), pokud plati

(1) f je surjekce (zobrazeni mnoziny <A na mnozinu B);

(2) (Vx,y€A) flx*xy)=f(x)ef(¥).

Je-li navic zobrazeni f prosté (tj. je-li f bijekce), pak je to zobrazeni izomorfni (izomorfismus).

Poznamka:

eV homomorfnim zobrazeni f: (A,*) — (B,°) plati:
e f(en) =esp; L
e (VxeA) f(x)=f(x).
e Je-li * komutativni (resp. asociativni) operaci, pak i operace o je komutativni (resp.

asociativni) operaci.
e Homomorfnim obrazem grupy je grupa.
e Je-li f: A — Bizomorfni zobrazeni, je zobrazem’f‘1 také izomorfismus. Pak fikame, Ze
struktury (A,*), (B,°) jsou vzajemné izomorfni a piseme A = B.

Definice 2.8: Necht (A,*), (B,°) jsou struktury. Rekneme, 7e (B,°) lze izomorfné vnofit do
(A,*), pokud existuje podstruktura struktury (A,*) takova, Ze je vzdjemné izomorfni se struk-
turou (B,o). Pak piseme (B,°o) < (A,*).

Definice 2.9: Necht (A,o,*) je algebraicka struktura se dvéma binarnimi operacemi. Pak tuto
strukturu budeme nazyvat
(i) polookruh, je-li struktura (A,0) komutativni pologrupa, (A,*) je pologrupa a struktura
(A,o,*) je (o,*) - distributivni.
(ii) okruh, je-li struktura (A,°) Abelova grupa, (A,*) je pologrupa a struktura (A,,*) je
(o,%) - distributivni.

Definice 2.10: Necht (A,0,*) je okruh a a,b € A jsou libovolné prvky a a # e,,b # e,. Tyto
prvky a, b nazyvame délitelé nuly, pravé kdyz plati
axb=e,.

Definice 2.11: Necht (A,o,*) je okruh. Pak jej budeme nazyvat
(i) obor integrity, pokud je (A,°,*) netrividlni, komutativni, s jednotkovym prvkem a bez
délitell nuly.
(ii) téleso, je-li struktura (A \ {e.},*) grupa.
(iii) pole, pokud je (A,°,*) komutativni téleso.

Podobné jako u struktur s jednou operaci mizeme definovat podstrukturu také u struktur se
dvéma operacemi:

Definice 2.12: Necht (A,o,*), (B,*,¢) jsou struktury. Pak B je podstrukturou A, pravé kdyz plati:
(1) B® AN BC A,
(2) B je uzaviena vzhledem k operacim o,* a plati
(Vx,yEB)Xxoy=Xx*xYy ANX*xy=Xx0Y
(tj. operace * je restrikci operace o a operace ¢ je restrikci operace *).

Definice 2.13: Necht (cA,o,), (B,*,9) jsou polookruhy. Rikdme, e zobrazeni f: A — B je ho-
momorfni (homomorfismus) struktury (A,e,*) na strukturu (B,*,¢), pokud plati

(1) f je surjekce;

(2) (Vx,y€A)flxoy)=f)*xf(y) A (Vx,y €EA) flx*y) = f(x) o f(¥).
Je-li zobrazeni f bijekce, pak jej nazyvame izomorfnim (izomorfismem). Struktury (A,o,*),
(B,*,°) jsou potom vzajemné izomorfni a piseme A = B.
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Poznamka:
eV homomorfnim zobrazeni f: (A,o,x) — (B,*,0) plati:
e pokud existuji e,, e, pak
fle.))=e. A f(e) =e.;
e pokud pro x € A existuji prvky X., X, pak
f@) =) A f(x) = f(x),
o Je-li o (resp. *) komutativni operaci, pak i operace x (resp. ¢) je komutativni.
e Je-li o (resp. *) asociativni operaci, pak i operace * (resp. ¢) je asociativni.

Definice 2.14: Necht (A,0,%), (B,*,0) jsou struktury. Rekneme, Ze (B,*,?) Ize izomorfné vnofit
do (A,e,*), pokud existuje podstruktura struktury (A,o,*) takova, Ze je vzajemné izomorfni se
strukturou (B,*,9) . Pak piseme (B,*,0) < (A,o,%).

Poznamka:

e Necht (A,*), resp. (A,o,*), je algebraicka struktura s jednou, resp. se dvéma opera-
cemi. Nadale budeme operaci o znadit aditivné ,+“ a operaci * budeme znacit multipli-
kativné,,-“. Strukturu (A,*), resp. (A,o,*) nyni budeme chapat jako strukturu (A,-),
resp. (A, +,).

Definice 2.15: Necht struktura (T, +,-) je pole a V je neprdazdna mnozina. Mnozinu V, na které
je definovano
(i) Scitani: (Vg,g € V) (H!g € V) ut+v=z
(i) Nasobeni prvkem z T": (Va eT) (Vg € V) au eV,
nazveme vektorovym prostorem nad polem T, pravé kdyzZ spliiuje nasledujici vlastnosti:
(1) struktura (V, +) je komutativni grupou;
(2) ndsobeni prvkem z T je asociativni, tj.
(Va,B €T) (Vu € V) (af)u = a(Bu);
(3) definované scitani a nasobeni je distributivni:
(Va,B €T) (VueV) (a+pu = au+ Py,
(Va €T) (Vuv€V)a(u+v) = au+ av;
(4) ve strukture V existuje jednotkovy prvek vzhledem k nasobeni prvkem z 7°:
(VEEV)l-g=g.

Poznamka:

e  Prvky V nazyvame vektory.

e  Prvky T nazyvame skalary.

e Neprazdnou podmnozinu W vektorového prostoru V nad polem T nazveme vektoro-
vym podprostorem prostoru V, pravé kdyz je W vektorovym prostorem nad polem T
spolu s operacemi definovanymi prostoru V (tj. pro kazdé o € T a kazdé u,v € W je
u+veW,au €W).

e Linearné nezavisly systém (soubor) vektord, ktery generuje cely prostor V nazyvame
bazi vektorového prostoru V. Pocet jeho prvkil nazyvame dimenzi prostoru V, kterou
znacime dimV.

e Vektorovy prostor nad R resp. nad C nazveme redlnym, resp. komplexnim vektorovym
prostorem.
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Definice 2.16: Vektorovy prostor V nad R nazveme vektorovym prostorem se skalarnim souci-
nem, pravé kdyZ je na ném definovano zobrazeni V XV — R (skalarni soucin), které dvojici
vektorliu, v € V pfifazuje skaldr u - v € R tak, Ze plati nasledujici vztahy:

(1) symetrie: (VuveV)u-v=v-y
(2) pozitivita: (VEEV)E-EZO A (g‘g=0<=>g=0),
(3) bilinearita:  (Vu,v,weV)(u+v) - w=u-w+v-w,

Poznamka:
e Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem a W je jeho libovolny podprostor.
Pak vektorovy podprostor prostoru V
w={weV;(vue W)w-u=0}
budeme nazyvat ortogonalnim dopliikem podprostoru W v prostoru V. Navic plati
w+wt=v.

Definice 2.17: Necht V je vektorovy prostor nad R. Zobrazeni || - ||: V — R budeme nazyvat
normou (absolutni hodnotou) prvku prostoru V, pokud spliiuje podminky:

(1) (vueV)lullz0 A (uf=0<u=0)

@ (viev)(vre® Ju-r] =] -Irl

) (vwyeV)|lu+uyll < [lull + [z

Definice 2.18: Necht V je vektorovy prostor nad R se skalarnim souéinem. Pak normu definu-

jeme takto:
(Vue) lufl = Ju-u

Poznamka:
e Vektor s normou jedna (||g|| = 1) nazyvdme unitdrni (jednotkovy) vektor.

Definice 2.19: Necht V je vektorovy prostor nad R, na kterém je definovand norma. Pak tato
norma indukuje konkrétni skalarni soucin:

1
(VuveV)u-v=2(lu+ol - ul’ - )

Definice 2.20: Redlny vektorovy prostor A dimenze n budeme nazyvat redlnou algebraickou
strukturou dimenze n, jestliZe jsou na mnoZiné A definovany binarni operace ,,+*, ,,-“, které
spliuji podminky

(1) (Vx,y,zeA)x-(y+z)=xy+xz, (x+y) - z=xz+Yyz

(2) (vx,y € A) (Vr e R) r(xy) = x(ry) = (rx)y.

Definice 2.21: Necht A je redlna algebraicka struktura s normou || - ||. Strukturu A budeme
nazyvat normovanou, pokud norma || - || splfiuje podminku

(Vx,y € A) llx-yll = llxll - [lyll-

Definice 2.22: Redlnou algebraickou strukturu <4 nazveme podilovou strukturou, pokud pro
Vx,y € A takové, ze xy = 0, plati
x=0vy=0.

Poznamka:
e KaZda normovana struktura je zaroven podilova.
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Definice 2.23: Necht A je normovana algebraicka struktura. Potom vektorovy prostor nad po-
lem R, ktery je generovany jednotkovym prvkem struktury A4 nazveme redlna ¢ast struktury A
(znacime Re(A)). Ortogonalni doplnék k Re(A) nazyvame imaginarni slozka struktury A (zna-
¢ime Im(A)).
Kazdy prvek x € A lze jednoznaéné vyjadrit jako soucet prvki z Re(A) a Im(A):

x = Re(x) + Im(x),
kde Re(x) € Re(A) a nazyva se redlna éast prvku x. Im(x) € Im(A) a vyjadfuje imaginarni
Cast x.

Definice 2.24: Necht A je algebraicka struktura a necht na A existuje zobrazeni
A — A, které kaidému prvku x = Re(x) + Im(x) € A p¥ifazuje prvek
x* = (]Re(x) + Im(x))* = Re(x) — Im(x)

a pro libovolné prvky x,y € A spliiuje podminky:

(i) (*=x;

(i) Cey)* = y*x*.
Pak takové zobrazeni budeme nazyvat konjugace a o struktufe A budeme mluvit jako o struk-
tufe s konjugaci.

Poznamka:
e Jeziejmé, ze plati
Re(x) = %(x + x*), Im(x) = %(x — x*).
e Algebraickd struktura A je readlna, pravé kdyz pro Vx € A plati:
x = x*,

Definice 2.25: Algebraickd struktura A je pékné normovana, pokud pro Vx € A takovy, Ze
x # 0 plati

(1) x+x*e R;

(2) xx*=x*x A x*x>0.

Poznamka:
e Algebraicka struktura A je alternativni, pravé kdyz pro Va, b € A plati
(aa)b = a(ab), (ba)a = b(aa), (ab)a = a(ba)
(to znamen3, Ze alternativita je oslabenim asociativity).
e Je-lialgebraickd struktura A pékné normovana a alternativni, pak je normovana algebra
s délenim.

Definice 2.26: Necht A je pékné normovana algebraicka struktura. Potom norma kazdého prvku
X € A jerovna

[lx]] = Vxx*.

Poznamka:
e Jejasné, ze ||x||? = xx*.

Véta 2.1: Necht A je pékné normovana algebraicka struktura. Pak pro nenulovy prvek x € A
existuje prvek inverzni ve tvaru
x*
_1 — ]
|12

2.1 Caley-Dicksonova konstrukce

Tato konstrukce (nékdy uvadéna jako Caley-Dickson(v proces) se pouziva pro konstrukci alge-
braickych struktur komplexnich cisel, kvaternion( ¢i oktdv. Lze s ni vytvofit posloupnost alge-
braickych struktur, kterd vychazi ze struktury redlnych Cisel takzvanym zdvojovanim. Na Caley-
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Dicksonové konstrukci je zajimavé to, Ze s kazdou aplikaci na libovolnou algebraickou strukturu
ztratime nékterou z vlastnosti plvodni struktury. Caley-Dicksonovu konstrukci zavedeme nej-
prve obecné, nasledujici Vétou 2.1.1.

Véta 2.1.1: Necht A je pékné normovana algebraicka struktura s konjugaci. PoloZme
A = A X A, kde prvky A" jsou usporddané dvojice prvki z A, tedy
A ={(x,y);x,y € A}.
Déle definujme pro V(x, y), (w, z) € A’ operace scitani, nasobeni a konjugace predpisy
(1) (vy)+Ww,z) =x+w,y+2);
(2) (x,y)-(w,2) = (xw — z*y, yw* + zx);
(3) (x, }’)* = (X*, —}’)
Pak plati:
(i) A je pékné normovana algebraicka struktura s konjugaci.
(ii) Algebraicka struktura A je pfirozenym zplsobem vnorena do struktury A" zobrazenim,
které kazdému x € A pftirazuje prvek (x,0) € A".

Poznamka:
e ProVa,b € A’ kdea = (x,y),b = (w,z) plati
(1) llall®> = I I = llxI1? + lIyll%
(2) a= Re(a) + I(a), kde Re(a) = %(a +a*) eRal(a) = %(a —a*) € A\ R;

(3) a-b=3(la+bl?~ llall - [IbI».

Definice 2.1.1: Sestrojeni algebraické struktury A" ze struktury A nazyvame Caley-Dicksonovou
konstrukci (procesem) a strukturu A" nazyvame Caleyho interaci struktury A.

Poznamka:
e Podle Caley-Dicksonovy konstrukce dostdvame interace:
R” = C, tj. komplexni Cisla;
R = C" = H, tj. kvaterniony;
H" = ©, tj. oktoniony.
e R,C H,O jsou jediné podilové, normované algebraické struktury.
e VSechny podilové struktury jsou dimenze 1, 2,4, nebo 8.

Véta 2.1.2: Necht A je pékné normovana algebraicka struktura a A" jeji Caleyho interace. Pak
jeA

(i) komutativni, pravé kdyz A = R.

(ii) asociativni, pravé kdyz je A komutativni a asociativni.

(iii) alternativni, pravé kdyzZ je A asociativni.

(iv) pékné normovanad, praveé kdyz je A alternativni.

Poznamka:
e Podle Véty 2.1.2 plati, Ze R je komutativni a asociativni pékné normovan3, C je komu-
tativni a asociativni pékné normovana, H je asociativni pékné normovana a O je alter-
nativni pékné normovana algebraicka struktura.
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3

Komplexni Cisla

3.1 Konstrukce télesa komplexnich cisel

Véta 3.1.1: Necht R je komutativni téleso realnych Cisel. Polozme C = R X R, kde prvky C jsou
usporadané dvojice realnych Cisel, tedy

C={(xy)xy€R}

Dale definujme pro V(x,y), (w, z) € C operace s¢itdni a nasobeni predpisy

(1) Coy)+Ww,z) =(x+wy+2z);
(2) (x'}’) : (W'Z) = (.XW —Zzy,yw +ZX);

Pak struktura (C, +,-) je komutativni téleso.

Dukaz:

(a)

(b)

(d)

(C,+) je abelovska grupa:

e Necht (x,y), (w,z) € Cjsou libovolné prvky. ProtoZe x,y,w, z € R, tedy
x+w,y+2z€R,pak (x,y) + (w,z) € Camnozina C je uzaviena vzhledem k operaci
scitani.

e Necht (r,s),(x,y), (w,z) € Cjsou libovolné prvky. Pak

[(rs)+ ]+ W2)=T+xs+)+Wz)=(+x)+w,(s+y)+2)=
=(r+@+w),s+@+2)=(s)+[(xy)+W2)]
tedy struktura (C, +) je asociativni.
e  Analogicky bychom dokazali, Ze struktura (C, +) je komutativni.
e Necht (x,y) € C je libovolny prvek. Pak
(e, y)+(0,0) =(x+0,y+0) =(x,y),
tedy prvek (0,0) je neutralni (nulovy) prvek struktury (C, +).
e Necht (x,y) € C je libovolny prvek. Pak také (—x, —y) € C a plati
(x,y) +(=x,—y) = (x—x,y —y) = (0,0),
tedy prvek (—x, —y) je inverzni (opacny) prvek struktury (C, +).

Analogicky bychom dokazali, Zze (C,-) je komutativni pologrupa s neutralnim (jednotkovym)
prvkem (1,0).

Struktura (C, +,-) je (+,) - distributivni:
e Necht (r,5),(x,y), (w,z) € Cjsou libovolné prvky. Pak
[((rs)+ )] w,2) =T +x5+y) (wz2) =
=(r+xw—(s+Y)z,Tr+x)z+(s+y)w) =
=(w+xw—sz—yz,rz+xz+sw+yw) =
=(w—=sz,rz+sw)+ (xw —yz,xz + yw) =
= (7", S) ' (W'Z) + (X,Z) ' (W:Z):
tedy struktura (C, +,") je (+,-) - distributivni.

Ke kazdému nenulovému prvku z C existuje vzhledem k operaci ndsobeni v mnoZziné C prvek
inverzni:
e Necht (x,y) € Cje libovolny prvek takovy, ze (x,y) # (0,0). Hleddme prvek (w, z) € C
takovy, ze
(.X, y) ' (W, Z) = (1'0)
Pak
(xw—yz,xz+yw) =(1,0) =2 xw—yz=1 A xz+yw = 0.
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Upravou dostaneme
Yy 2 2
zZ=— N x°“+ 0(x#0vy=+0),
1y y ( y #0)
x

— 2 2
W—m AN x“+y iO(XiOVyiO).

Tedy ke kazdému nenulovému prvku (x,y) € C existuje v (C,-) prvek inverzni tvaru

N = (o)

x2+y2’x2+y2

Véta 3.1.2: Téleso redlnych ¢isel R Ize izomorfné vnofit do télesa (C, +,-).
Dukaz: viz [6].

Poznamka:
e ProtoZe je téleso redlnych ¢isel R izomorfné vnofeno do télesa C, miZeme ztotoZnit
vzory a obrazy, tj. mlZeme psat
(Vx € R) x = (x,0).

Véta 3.1.3: Téleso (C, +,-) je pékné normované.
Dukaz: viz [2].
Véta 3.1.4: Binomicka rovnice x2 + 1 = 0 ma v télese (C, +,-) Fedeni.

Dulkaz: viz [76].
3.2 Definice a vlastnosti komplexnich cisel

Definice 3.2.1: Téleso (C, +,-) zkonstruované z télesa redlnych ¢isel, ve kterém je rovnice

x% + 1 = 0 teditelna, nazyvdme télesem komplexnich &isel. Jeho prvky (tj. uspofadané dvojice

realnych cisel) budeme nazyvat komplexni Cisla.

Komplexni ¢islo (0,1) se nazyva imaginarni jednotka a znadi se i. Pro tuto jednotku plati
i?=-1.

Poznamka:
e Téleso komplexnich cisel je redlna algebraicka struktura dimenze 2 s bazi B = [1,i],
které nelze usporadat.
e Téleso komplexnich Cisel je az na izomorfismus jedinad struktura, ktera je minimalnim
rozsifenim struktury R a ve kterém je rovnice x? + 1 = 0 fesitelna.
e Rovnice x? + 1 = 0 ma v télese komplexnich &isel pravé dvé feseni, a to +i.
e  Proimaginarni jednotku i plati:
i2=-1, 3=—i, i*=1
Obecné pro libovolné n € N:
i4n+1 — i, i4-n+2 — _1’ i4-n+3 — —i, i4n =1.
Véta 3.2.1: Kazdé komplexni Cislo Ize psat ve tvaru
z =a+ bi,
kde a, b jsou realna cisla.

Poznamka:
e Platnost Véty 3.2.1 je zfejma z definice komplexniho ¢isla a imagindrni jednotky:
(Va,b € R) (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,b)(0,1) = a + bi.
e \lyraz z = a + bi budeme nazyvat algebraickym (nebo také kartézskym) tvarem kom-
plexniho cisla.
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o Je-liz = a + bi libovolné komplexni ¢islo a
1. b =0, pak ¢islo z nazyvdme redlné.
2. b # 0, pak z nazveme imaginarni cislo. Je-li navic a = 0 mluvime o z jako o ryze
imagindarnim disle.
e  Komplexni ¢isla v algebraickém tvaru s¢itdme a nasobime jako dvojcleny, tj. je-li
z=a+biav=c+dipak
z+v=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
zv = (a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Definice 3.2.2: Je-li z = a + bi libovolné komplexni Cislo, pak realné Cislo a se nazyva realna

¢ast komplexniho Cisla z a realné Cislo b se nazyva imaginarni ¢ast komplexniho &isla z. Znadime
a = Rez, b = Imz.

Véta 3.2.2: Pro kazdé z,v € C, kde z = a + bi av = ¢ + di, plati:
(1) Re(z+v) =Rez+ Rev, Im(z +v) =Imz + Imv;
(2) (Vt € R) Re(tz) =t - Rez;

Definice 3.2.3: Necht z = a + bi je libovolné komplexni ¢islo. Komplexni ¢islo
z*¥=a—bi
se nazyva komplexné sdruzené cislo k Cislu z.

Poznamka:
e C(islo z* = a — bi nazyvame také konjugované k &islu z.

Véta 3.2.3: Pro kazdé z, v € C, plati:
(1) (zxv)*=z*+v%
(2) (zv)* = z*v%
3) (z)* =2z
(4) (—2)* = —z%
1\* 1
5 () =5
(6) z? =z*z & z € R (tj.Imz = 0);
(7) z=—2z* & z¢& R (tj.Rez = 0);
(8) z+ z* =2Rez, z— z*= 2Imazi,

(9) Rez = ALY P
2i

Definice 3.2.4: Necht z = a + bi je libovolné komplexni Cislo. Nezaporné realné Cislo

llz|| = v a? + b? = Vzz*
budeme nazyvat norma (absolutni hodnota) komplexniho Cisla z.
Komplexni ¢islo z takové, Ze ||z|| = 1 nazveme komplexni jednotka.

Véta 3.2.4: Pro kazdé z, v € C, plati:
(1) lzlz0 A (llzll =0 z=0);

(2) llzvll = llz|l - llvll;

(3) llzll = llz*]l = ll—=zll;

@) |zl = llvlll < llz vl < llz|| + [lvl;
z|| _ lzl

5 Z([ = Nz, 0:

(5) || or vFO

(6) zz* =|z||%
1 l_z _ =z

) 27 == = e

8) Nz~ = |zl
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Poznamka:
e ZVét3.2.3a3.2.4ihned plyne, Ze (C, +,-) je pékné normované téleso s konjugaci.

Priklad:
a) Naleznéte pro Cislo z = 4 + 3i Cislo opacné, konjugované, inverzni a jeho normu.
b) Prodislaz =4+ 3iav =1+ isoucet, rozdil, soucin a podil Z
Reseni.
a) —z=-4-3i, z¥=4-3i,
lz|ll = V16 +9 = V25 = 5,

1z 4-3i _4-3i _ 4 3 .
T 7zt (a+30)-(4-30) 25 25 25

b) z+v=0l+3D+0+i)=5+4i,
Zz—v=(4430)—(1+i)=3+2i
z-v=(@4+30) - (1+)=A-3)+@+3)i=1+7i

1 (+D-(4-30) _ (4+3)+(4-3)i _ 7 | 1.

v
-=v-z = = .
z 25 25 25 ' 25

Z

Poznamka:
e  Pro komplexni ¢isla Ize definovat také jejich n-té mocniny, které se fidi stejnymi pravidly
jako realna cisla:
(i) Pro(vneN) z"=z-z-z---z kde nasobkl z je pravé n.
(i) z2°=1, z! =z

i n_ 1)_” _ 1

(iii) Je-lineZan <0, pak z —(Z =
Pro praktické pocitani mocnin se nejcastéji pouziva tzv. goniometricky tvar komplexniho Cisla,
ktery uvedeme v samostatné kapitole.

3.3 Geometricka reprezentace komplexnich cisel

ProtoZe mnozina komplexnich cisel C je zaroven mnoZinou uspofadanych dvojic redlnych Cisel,
Ize kazdé komplexni Cislo zobrazovat jako body v Kartézském soufadnicovém systému Pxy. Ro-
vinu viech komplexnich Cisel nazyvame Gaussova rovina. Osu x této roviny nazyvame osa realna
a vyznacujeme na ni redlnou ¢ast komplexniho ¢isla. Osu y Gaussovy roviny budeme nazyvat
osou imaginarni a vyznacovat na ni budeme imaginarni ¢ast komplexniho cisla. Priisecik téchto
os budeme oznacovat P (pocatek).

Je-li z = a + 0i, pak jeho obraz v Gaussové roviné leZi na redlné ose. Je-li naopak z = 0 + bi,
pak jeho obraz leZi na ose imaginarni. Pokud z = a + bi, kde a # 0 a b # 0, pak jeho obraz v
Gaussoveé roviné lezi mimo obé osy. Viz Obrazek 3.3.1.

y
a A(2)

P X
Obrazek 3.3.1: Znazornéni komplexniho Cisla v Gaussové roviné
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Z obrazku je jasné, Ze spojnice obrazu komplexniho Cisla a po¢atku P ma podle Pythagorovy véty
délku

Va2 +b?| = Ya? + b?,
tedy je zfejmé, Ze je to norma (absolutni hodnota) komplexniho Cisla definovana v Definici 3.2.4.
Je-li ¢islo z komplexni jednotka, tedy

lzll =/ + b7 = 1,

pak mnoZina vSech takovych Cisel z vytvofi v Gaussové roviné jednotkovou kruznici se stfedem
v pocatku P. Viz Obrazek 3.3.2.

A
y
1
,,,,, ’;IA(Z)
24
Sy
—1 P 1 X
1

Obrazek 3.3.2: Mnozina vSech komplexnich jednotek (jednotkova kruznice)

Dale ze zobrazeni ¢isla z = a + bi v Gaussové roviné plyne, Ze ke kazdému komplexnimu ¢islu
je pfifazen orientovany uhel @ s vrcholem v poc¢atku P, ktery svira spojnice obrazu komplexniho
Cisla s pocatkem P a kladna ¢ast realné osy. Tento Uhel budeme nazyvat argument (amplituda)
komplexniho cisla a budeme jej znacit arg(z).

Véta 3.3.1: Mnozina vSech komplexnich Cisel C tvofi vektorovy prostor nad télesem R, ktery je
izomorfni s euklidovskym vektorovym prostorem R2.

Dukaz: viz [2].

Ke kazdému komplexnimu Cislu je tedy ptifazen pravé jeden polohovy vektor, stejné tak kaz-
dému vektoru z R? Ize pfifadit pravé jedno komplexni ¢&islo. Velikost vektoru je rovna normé
prislusného komplexniho ¢isla (viz Obrazek 3.3.1).

A

y

W

Obrazek 3.3.1: Komplexni cislo jako vektor
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ProtozZe lze ztotoZnovat komplexni Cislo s vektorem, lze v Gaussoveé roviné znazornit vlastnosti

operace s komplexnimi Cisly:

1. Je-liz = a + bi zobrazeno v Gaussoveé roving, pak ¢isla —z, z* jsou po fadé osové a stie-

dové soumérna s Cislem z (viz Obrazek 3.3.2).

y

b ..............................

Obrazek 3.3.2: Obrazy Cisel —z, z*

.Z*

2. Operace scitani a odcitani komplexnich Cisel z, v znazornime jako soucet a rozdil pfislusnych

polohovych vektor( (viz Obrazek 3.3.3).

1
’ zZ+v
R
f o //?
/// ‘-‘I‘
////
‘II‘II‘/{_,__,_,__,__,_,_,.;Z
P|
{ \\
N
AN
N
-v f_,__,__,__,_,__,__,_\;lz + (—U)

Obrazek 3.3.3: Sc¢itani a odcitani komplexnich Cisel v Gaussové roviné

3. Nasobeni a déleni komplexnich Cisel Ize rovnéz znazornit v Gaussové roviné. K tomu je za-
potiebi znalost argumentl a norem nasobenych (délenych) Cisel. Pfiklady zndzornéni téchto

operaci jsou na Obrazku 3.3.4 a 3.3.5.

28



oA
=

o
v
Y /"'Z
0 /
]r e
o+ 8|/ A \
P @ x
Obrazek 3.3.4: Nasobeni v Gaussove roviné
A
y
A
v
i
///// ///// ‘\\\
/& /
4 E .
P ‘,“"(p -5 :,' X
YA
/) ;
T
2 v

Obrazek 3.3.5: Déleni v Gaussové roviné

Poznamka:

Ze zobrazeni ndsobeni a déleni je jasné, Ze lze tyto operace chdpat jako sloZeni stejno-

lehlosti a rotace o konkrétni uhel kolem pocatku P.

plexni jednotkou:

Specialnimi pfipady jsou nasobeni redlnym ¢i ryze imaginarnim cislem a ndsobeni kom-

Cislo z = a + bi libovolnym realnym &islem r, pak je vy-
sledkem dislo rz, které ma stejny smérovy vektor jako Cislo z. Zméni se pouze

+ bi imaginarni jednotkou, pak se norma z nezméni a ob-
raz z se otoci kolem pocatku P v kladném smyslu o pravy Uhel.

Je-li ¢islo z = a + bi ndsobeno ryze imagindrnim komplexnim &islem v, pak se
jeho norma zvétsi o ndsobek normy Cisla v a vysledny obraz se otoci kolem po-

1. Nasobime-li komplexni
norma o nasobek r.
2. Nasobime-licisloz = a
3.
¢atku P v kladném sméru o pravy uhel.
4.

Je-li ¢islo z = a + bi nasobeno komplexni jednotkou, pak se norma z nezméni a

obraz z se otoci o argument komplexni jednotky.

Nejbéznéjsi geometrické interpretace

Véta 3.3.2: Necht v,z € C jsou libovolna komplexni ¢isla. Pak transformaci, kterd je déna pravi-

dlem:

(i)

Ukont s komplexnimi Cisly Ize zapsat nasledujici vétou:

z +— z* odpovidd osova soumérnost podle osy x.

(i) z ~— —z odpovida stfredova soumérnost podle pocatkuP.
(iii) z = v + z odpovida posunuti o vektor Cisla v.
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(iv) z+—> 1z, kder € R, r # 0, odpovida stejnolehlost se sttedem v pocatku P a koeficien-
temr.

(v) z v kz, kde k je komplexni jednotka, odpovida otoceni kolem pocatkuP o argument
Cisla k.

(vi) z+— vz, kde v € C, v # 0, odpovida slozeni stejnolehlosti a oto¢eni kolem pocatku P.

3.4 Goniometricky a exponencialni tvar komplexnich cisel

V Gaussoveé roviné lze vyjadFit komplexni isla dvéma zpUsoby:
1. Pomoci soufadnic redlné a imagindrni osy roviny.
2. Pomoci normy komplexniho ¢isla a jeho argumentu.

Prvni zpUsob jiz zname (je jim algebraicky tvar komplexniho ¢isla). Podivejme se nyni na druhy
zpusob vyjadreni komplexnich cCisel, tedy pomoci normy a argumentu. Nejprve se zamérime na
komplexni jednotky, které maji normu rovnou jedné.

Véta 3.4.1: Necht k € C je komplexni jednotka. Pak Ize toto Cislo psat ve tvaru
k =cosg +ising,
kde ¢ je argument komplexni jednotky k.

Dukaz:
Vychazejme ze zobrazeni komplexni jednotky v Gaussové roviné (viz Obrazek 3.4.1). Vime, ze
komplexni jednotka ma normu rovnou jedné a proto hned plati, Ze je-li k = ¢ + di komplexni
jednotka, pak

c=cos@p-1, d=sing- 1.

Dosadime-li tyto rovnosti za c, d ziskdme opravdu tvar k = cos ¢ + i sin ¢. i
A
y
1f-------- o ok
//'\/ :
N d
) |
Q) | _
P 1 X

Obrazek 3.4.1

Poznamka:
e Pro ndasobeni komplexnich jednotek plati
(cos@ +ising) - (cosd +isind) = cos(p + &) + isin(p + 95).

Nyni Vétu 3.4.1 zobecnime pro vSechna komplexni Cisla:
Je-liz = a + bi libovolné komplexni Cislo, pak podle Obrazku 3.4.2 plati:

a=cose-||z|, b=sing-|Zz|.
Dosadime-lido z = a + bi, ziskame tvar

z=cos@-||lz|| +i-sing-|z|.
Prostou Upravou ziskame

z = ||z||(cos @ + i - sin @).

Tim jsme dokdazali nasledujici vétu:
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Obrazek 3.4.2

Véta 3.4.2: Je-li z € C libovolné komplexni Cislo. Pak jej Ize zapisovat
z = ||z||(cos ¢ + i - sin ).

Poznamka:
e Tvar popsany ve Vété 3.4.2 budeme nazyvat goniometricky (polarni) tvar komplexniho
Cisla z.

a i b 2 H . . . s .
Izl asing = ek Protoze jsou funkce sin a cos periodické s perio-

dou 21, neni Uhel ¢ jednoznacné uréen. V praxi proto budeme pocitat pouze s jedinou
hodnotou, a to s Ghlem z intervalu (0,27). Tento Uhel budeme znacit Arg(z).
e Jelliz =0, pak||z|| = 0 a Arg(z) neni jednoznacné urcen.

e Jejasné, zecosp =

Priklad: Vyjadrete Cislo z = 2 + 2i v goniometrickém tvaru.
Reseni.
e Nejprve musime najit normu a argument éisla z:

Izl = VETE = B;
a 1

2

COoS = ==
LTI RN

sin =t _2_1
LTI RN
_T[

=7

e  Goniometricky tvar tedy bude
T . . T
zZ = \/g(cosz +1i- smz).

Jsou-li komplexni ¢isla z, v v goniometrickém tvaru, Ize pro né lehce zavést operace scitani a
déleni.

Véta 3.4.3: Jsou-li z, v libovolnd komplexni Cisla, kde z = ||z||(cos ¢ + i - sing) a
v = ||v||(cosé + i - sin &), pak plati:

(i) zv =zl I|lvll- (cos(p + &) +i-sin(p + §)).

(i) 2= lzll (cos(p — &) +i-sin(p — 6)), kde v # 0.

v vl

Dukaz: viz [17].
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Poznamka:
e Podivame-li se zpét na znazornéni téchto operaci v Gaussoveé roviné, je jasné, Ze Véta
3.4.3 skutecné plati (viz Obrazek 3.3.4 a 3.3.5).
e  Prolibovolna dvé nenulova Cisla z, v navic plati:

(1) Arg G) = Arg(z*) = —Arg(z);
(2) Arg(—z) =+ Arg(2).

S vyjadienim komplexniho Cisla v goniometrickém tvaru Ize spojit zavedeni komplexniho Cisla v
exponencialniho tvaru. Pfi odvozovani tohoto tvaru vyjdeme z Eulerovych vzorc(:

(1) e =cost+isint,t € R;

(2) e @ =cost —isint,t € R.
Mame-li libovolné komplexni ¢islo z = ||z||(cos ¢ + i - sin @), |ze poloZit ¢ = t. Potom

z = ||z|| e.

Véta 3.4.4: Pro libovolné nenulové komplexni ¢islo z € C plati

z = ||z|| e*.

Poznamka:
e Prolibovolnd dvé komplexni isla z, v psana v exponencialnim tvaru
z = ||z|| ¥, v = ||v|| €% plati
(1) zv = |iz|l - llvl| e*¥*;

(2) Z=1el Gicp-),

v vl
e Dileje-ligp € R, pak plati:
) fle] = 1
(2) e”i® = e%ﬂ = (eiw)*;
(3) Arg(ei"’) = .

Jsou-li komplexni ¢isla psana v goniometrickém ¢i exponencialnim tvaru, Ize pro né jednoduse
definovat jejich n-tou mocninu. Vypocet n-té mocniny komplexnich Cisla lze sice provadét, je-li
komplexni &islo v algebraickém tvaru, ale tento postup je velmi zdlouhavy a naroény?é:

Priklad: Naleznéte ¢tvrtou mocninu Cisla z = 3 + 1.

Reseni.

z* =B +i)*=81+108i +54(—1) + 12(=i) + 1 = 28 + 96i.

Pro vy$si mocniny se proto pro jednoduchost pouZiva goniometricky nebo exponencialni tvar

komplexniho cisla. Vzorec pro vypocet n-tych mocnin v téchto tvarech lze odvozovat pomoci
Moivreovy formule!® nebo pomoci soudinu komplexnich &isel (viz [76] nebo [17]).

18 yypocet n-té mocniny komplexniho &isla v algebraickém tvaru provadime jako n-tou mocninu dvojélenu
podle binomické véty. ProtoZe se umocnuje také imaginarni jednotka, musi se vysledek nasledné upravit
zpét do tvaru a + bi.

19 podle Abrahama de Moivre (1667-1754) plati: (cos @ + i sin @)™ = cosng + i sinng.
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Véta 3.4.5: Je-liz = ||z||(cos ¢ + i - sin @) libovolné komplexni &islo a n libovolné celé ¢islo, pak
plati
z" = ||z]|*(cosng + i - sinng).

Poznamka:
e Vztah popsany ve Vété 3.4.5 Ize psat Obecnéji (viz Poznamka u Véty 3.4.2):
z™ = ||z||*(cosn(e + 2km) + i - sinn(p + 2kn)), k € Z.
e Je-li komplexni Cislo psano v exponencidlnim tvaru, plati podle Véty 3.4.5
z" = ||z||* e™?,n € 7.
e Pomoci Véty 3.4.5 |ze n-té mocniny zndzornit v Gaussoveé roviné:

y n

P X
Obrazek 3.4.3: Zobrazeni n-té mocniny komplexniho ¢isla

Specialnim pfipadem mocnin komplexnich ¢isel jsou n-té odmocniny. Pravidlo pro jejich vypocet
popisuje nasledujici véta:

Véta 3.4.6: Pro kazdé nenulové komplexni Cislo z = ||z||(cos ¢ + i - sin ¢) a kazdé nenulové
n € N ma binomicnkd rovnice x™ = z pravé n navzajem rlznych fedeni. Reeni této rovnice Ize
zapsat ve tvaru

+ 2kn + 2km
x, = +/z]l (cos—q) " +isin2 T - ),
kdek = 0,1,2, ..., (n — 1).

Duikaz: viz [46].

Poznamka:
e VSechny n-té odmocniny komplexniho Cisla maji stejnou absolutni hodnotu a jejich ar-

gumenty se lisi o celociselné nasobky Cisla 27” Tedy odmocniny komplexniho &isla lze
zobrazit v Gaussové roviné, kde véechny obrazy &isel V/z se zobrazi na kruznici se stie-
dem v pocatku P o poloméru m

e  Binomické rovnice Ize vyborné vyuzivat k hledani pravidelnych n-uhelnik.

e Je-li||z|| = 1, pak obrazy ¢&isel 3z lezi na jednotkové kruznici.

e Je-lin = 2, pak se ¥z zobrazi na stfedové soumérné body z, —z.
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e Binomicka rovnice x™ — 1 = 0 ma nasledujici vlastnosti:
(i) Jejimi kofeny jsou komplexni jednotky.
(i) Soucin dvou libovolnych kofenU je opét kofen této rovnice.
(iii) Jeji kofeny nazveme n-té odmocniny z jedné.
e Dale pro n-té mocniny a odmocniny komplexnich &isel plati:
(Qp+2km
(1) ¥z ="z el ), k=01,..(n—1);
(2) Arg(z") =n-Arg(z);
n 1
(3) Arg(Vz) =~ Arg(2);

(4) llzI™ = llz"ll, ||¥z]| = VllzlI.

Priklad: Naleznéte vsechny osmé odmocniny z jedné a zndzornéte je v Gaussové roviné.

e Nejprve vyjadrime Cislo 1 v goniometrickém tvaru:
1 =||1|] (cos 0 + i sin0).
¢ Nyni najdeme obecné feseni:
8 0+2km . . 0+2km km . . _km
Xy = \/T(cos ——+isin— ) = cos—-+1 sin-~

e Dosazenim za k dostaneme osm vrchol( pravidelného osmiuhelniku zobrazenych pro

nazornost na Obrazku 3.4.4:
Xg=cos0+i sin0 =1, »
X1 = COS=+ i sin>; T x
1= 4 4’ A
n, ., . T ,
X = COS7 +1 sinz =1
X3 = cosZ+ i sin AN
37 4 4’ A =3 N x
X4 =cosmw+isinm =—1; X4t P o = T X
x5 = cosZ + i sin>Z; 4/
5 4 4’ \\\\\ //,r
3 . . 3m I
Xg = COS— + 1 sin—; .
2 2 X5 o " Xy
71 ., . I S e T
X7; =cos— + 1 sin—. PR B
4 4 Xg

Obrazek 3.4.4

Poznamka:
e Hleddme-li druhou odmocninu z komplexniho ¢isla, miZzeme docela dobfe vyuZit alge-
braického tvaru a nasledujiciho vzorce:

Véta 3.4.7: Libovolné nenulové komplexni ¢islo z = a + bi md pravé dvé druhé odmocniny, a to

a—+ Z —a + zZ
I II+£ Il IIl.

2= T 2 2 ’

Kdee =1, pravé kdyzb = 0a e = —1, pravé kdyz b < 0.

Dukaz: viz [16].
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Poznamka:

a+y/lizll —a+y/lizll

Tz AV TNT =z ¢
b=2xy, =x*-y?=a.

e Polozime-lix = pak

3.5 Maticové vyjadireni komplexnich Cisel

Poslednim zplsobem vyjadreni komplexnich Cisel, na ktery se zaméfime, je maticovy zapis. Toto
vyjadreni je velmi jednoduché a je zaloZeno na znalostech z maticového poctu.

Kazdé komplexni ¢islo z = a + bi Ize vyjadfit jako redlnou ¢tvercovou matici 2 X 2 ve tvaru

(% o

kde a, b jsou redlna cisla.

Poznamka:
e  Proimaginarni jednotku i plati

i = (_01 é)

o Je-li komplexni Cislo z vyjadifeno v maticovém tvaru, Ize je normu chapat jako odmoc-
ninu z determinantu pfislusné matice, tedy

l|lz]| = Vdetz.

Priklad: Vyjadrete Cislo z = 4 + 3i v maticovém tvaru a vypoctéte jeho normu pomoci determi-
nantu pfislusné matice.
Reseni.

e Nejprve vyjadfime komplexni ¢islo z v maticovém tvaru:

z=4+3i=("% %)

e Determinant pfislusné matice je:
detz=4-4—-(-3)-3=16+9 = 25.

e Nyni lehce spocitame normu &isla z:
llz|l = Vdetz = 5.

e Pro kontrolu spocitdme normu Cisla z v algebraickém tvaru:
lzll = Va? + b2 =V16 +9 = 5.

3.6 Uziti komplexnich cisel v praxi

Komplexni ¢isla maji v dnesni dobé velmi Siroké vyuziti a snad nejcastéji se vyuZivaji v geometrii.
Nékteré pripady jsme jiz zminili, a proto jen pfipomeneme nejcasté;si:

1. rotace okolo stfedu v roviné;

2. posunuti o vektor;

3. stejnolehlost a podobnost trojuhelnikd;

4. vysetfovani n-uhelnikd a déleni kruhu.
Vedle téchto prikladd Ize uvést jesté dalsi:

5. déleni usecek daného poméru;

6. meéreni ahlg;

7. teSeni kvadratickych rovnic a geometrické znazorfiovani mnozin.
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Podivejme se nyni na posledni dvé uvedenad vyuziti komplexnich Cisel. Prvnim je feSeni kvadra-
tickych rovnic. Zde se komplexnich &isel vyuziva specidlné pro rovnice, u kterych je D < 0. Pro
takové rovnice reseni v oboru realnych &isel neexistuje. Ovsem bereme-li v Uvahu, Ze rovnice
ax? + bx + ¢ = 0, kterd ma determinant zaporny, ma kofen (kofeny) v oboru komplexnich ¢&i-
sel, ziskdme pro rovnici nasledujici fesent:
—b £ i/|ID||

2a '
Znamena to, Ze rovnice typu ax? + bx + ¢ = 0 je v oboru komplexnich &isel fesitelnd a ma v
ném dokonce dvé feseni.

X1,2 =

Druhym vyuzitim je geometrické zndzorfiovani mnozin. Pfipomenime, Ze v Gaussoveé roviné lze
znazornovat body i pocetni operace. Vedle toho lze velice snadno v této roviné znazornit mno-

Ziny bodl dané vlastnosti a fesit nerovnice obsahujici komplexni ¢isla. Podrobné o tom Ize nalézt
napfiklad v [24] nebo [46]. Pro ilustraci zde uvedme dvé ulohy:

Priklad: Urcete mnoZinu vsech bodd Gaussovy roviny, které
1. spliuji podminku ||z]| = 2.
2. vyhovujici nerovnostem 0 < Rez < Imz < 2.
Reseni.
1. Protoze platiz = ||2]|(cos ¢ + i sin ¢) avolime-li ¢ libovolné z intervalu (0,27} zobrazi

se Cislo z v Gaussoveé roviné vzdy jako bod kruZnice se stfredem v poc¢atku P a polomérem
A

v A
2. Volme pro pfiklad ¢, = P2 =7
T . . T
zy =2 ( = in —)-
1 cos +1i sin_);
s , .. T
Zy =2 (cos— +1i sm—).
3 3
Zobrazenim vSech takovych Cisel ziskdme mnoZinu zobrazenou na Obrazku 3.6.1.

y

Obrazek 3.6.1

2. Tuto Ulohu rozdélime na 3 rlizné nerovnosti, které postupné zobrazime v Gaussoveé ro-
viné a konecny vysledek ziskame jako jejich prlnik:
a. Musiplatit podminka 0 < Rez < 2, tedy vysledkem jsou ty body Gaussovy roviny,
které maji redlnou ¢ast z intervalu (0,2).
b. Pro0 < Imz < 2 ziskdme mnozZinu vsech bod, které maji imaginarni ¢ast z inter-
valu (0,2).
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c. Posledni nerovnosti je Rez < Imz. VSechny tyto body se zobrazi jako polorovina
s hrani¢ni pfimkou y = x obsahujici kladnou poloosu y.
Pranikem v$ech t¥i mnoZin ziskdme trojuhelnik s vrcholy PXY, kde X = [2,2] a
Y = [0,2], a véechny body leZici uvnitF tohoto trojuhelniku (viz Obrazek 3.6.2).

Obrazek 3.6.2

Vedle geometrie maji komplexni Cisla i dalsi vyuzZiti, napfiklad v kinematice a pfi reSeni elektric-
kych obvodi. Podrobné k tomu lze najit v [8] a [65]. Jejich znalost je také podminkou k pochopeni
zakonitosti algebry kvaterniond, o které pojednava nasledujici kapitola.
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4 Kvaterniony

4.1 Definice kvaternionu

Definice 4.1.1: Kvaternionem nazveme usporadané ctvefice Cisel (a, b, ¢, d), obvykle psané jako
vyraz
q=a+bi+cj+dk,
kde a, b, ¢, d jsou redlna ¢isla a i, j, k jsou imaginarni jednotky,
t.i2= —1,j2= —-1,k?= -1,
které spliuji nasledujici vztahy:
i?=j?=k?=ijk=-1,

Poznamka:
e  Kazdy kvaternion Ize tedy chapat jako linedrni kombinaci prvka 1,1, j, k.
e Zevztah( v Definici 4.1.1 lze pomoci asociativniho zdkona odvodit zdkladni vztahy mezi
jednotkami, naptiklad:

ij(—1) =—k
ij =k.
Analogicky ziskdame nasledujici:
ik= —j ki=j,
kj= —i jk =1,
ji= —k ij=k*
Z téchto rovnosti Ize ndsobenim jednotkami ziskat dalsi vztahy:
kji=1 ijk= -1,
ikj=1 jki= -1,
jik=1 kij = —1.

e Uvedené vztahy pro jednoduchost piSeme v tabulce:

1| i|Jj|k|=1=i|-j|-k
v 1]l k|-1-i|-j|-k
i =1 k=i =i] k]
jlj|=k|=1]i|-j| k| 1]|=i
k| k| j|—i|-1|-k|—j]| i

—k|—k|=j| i [1|Kk|j|-i|-1

e  Prosnadnéjsi zapamatovani pravidel pro nasobeniimagindrnich jednotek se pouziva na-

sledujici schéma: o

Nasobime-li prvky i, j, k v kruhu, pak nasobenim dvou

téchto prvkl po sméru (proti sméru) hodinovych ruci-

¢ek dostaneme kladny (zdporny) tieti prvek. Pokud

provedeme soucin vsech tfi prvkd po sméru (proti @ ﬂ
sméru) rucicek, ziskame €islo —1 (+1).

20 pro jednotky i, j, k neplati komutativni zakon, ale plati pro né zakon antikomutativni (tj. ij = —ji).
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4.2 Zpusoby zapisu kvaterniont

Kvaterniony lze chapat rGizné, tedy existuje i nékolik zpUsobU jak tato Cisla zapisovat:
1. Usporadana ctvefice redlnych Cisel
q=(ab,cAd), a,b,c,d € R.
Pak je kvaternion chapan jako vektor v prostoru R*.
2. Usporadana dvojice redlného Cisla (skalaru) a trojrozmérného vektoru
q=(av)=a+y, a €ER,vERS,
kde v = ib + jc + kd a i, j, k tvofi ortonormdlni bazi v R3.
3. Uspotradana dvojice komplexnich Cisel
q:(a;ﬁ), a,ﬁE(C.
4. Linedarni kombinace prvkd 1,i,j, k
q=a+bi+cj+dk, ab,cdeR

S timto zpUsobem jsme se setkali jiz v definici a nazyvame jej algebraickym tvarem kva-
ternionu. Pfipomina ndm komplexni Cisla a je pravdépodobné nejcastéji pouZivanym
tvarem. Pokud je kvaternion vyjadien v tomto tvaru, pak o Cislech a, b, ¢, d hovofime

jako o komponentech kvaternionu q.

Poznamka:
e Jejasné, ze je-lic = d = 0, kvaternion a se zméni v obycejné Cislo komplexni
q =a+ bi.

e  Mame-li kvaternion q v algebraickém tvaru, pak jej Ize rozdélit na dvé ¢asti. Realné Cislo
a predstavuje redlnou (skalarni) ¢ast q a znacime jej obvykle Rq (nebo také Sc(q)).
Vyraz bi + c¢j + dk predstavuje imaginarni (idedlni, nebo také vektorovou) ¢ast kva-
ternionu q. Znacime ji Imq (nebo Vec(q)). Kazdy kvaternion pak Ize psat jako vyraz

q =Rq + Img,
kde
Rq = a,
Imq = bi + c¢j + dk.

e Je-liImq = 0, pak se kvaternion g nazyva skalarni kvaternion a ztotoZriujeme jej s re-

alnym &islem a.

e Je-li naopak Rq = 0, pak kvaternion g oznalujeme jako ryze imaginarni (ryzi) kvater-

nion. MnoZinu v3ech takovych kvaternionti oznacujeme H,.

4.3 Konstrukce télesa kvaterniont

Nyni podle Caley-Dicksonovy konstrukce sestrojime téleso kvaterniont z télesa komplexnich ¢i-

sel.

Véta 4.3.1: Necht C je pékné normované téleso komplexnich cisel s konjugaci. Polozme
C' = C X C, kde prvky C' jsou uspofadané dvojice komplexnich &isel, tedy
C' ={(x,y);x,y € C} ={(a+bi,c+di);a+bic+dieC}
Dale definujme pro V(x,y), (w, z) € C' operace s¢itdni, ndsobeni a konjugace predpisy
(1) Coy)+Ww,2)=x+wy+2);
(2) (x,y) - (w,2) = (xw — z*y, yw* + zx);
(3) (x' }’)* = (X*, _3’)
Pak plati:
(i) C'je pékné normovana algebraicka struktura s konjugaci.

(ii) Algebraicka struktura C je pfirozenym zplsobem vnofena do algebraické struktury C’

zobrazenim, které kazdému x € C pfifazuje prvek (x,0) € C'.
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Dukaz:

(a) Algebraicka struktura C' je téleso.
o Struktura (C',+) je komutativni grupa:
Necht (7, s), (x,y), (w, z) € C jsou libovolné prvky, kde r, s, x,y,w, z € C. Pak:

1.

x +w,y + z € C. Potom plati, ze

y)+Wwz2)=x+w,y+2) e,
tedy mnozZina C’ je uzaviena vzhledem k operaci scitani.
Cy)+wz)=+wy+2)=w+x,z+y) =W, 2)+ (x,y);
tedy struktura (C', 4+) je komutativni.
(r,s) + ((x,y) + (w,z)) =rs)+x+w,y+2z)=
=(r+@x+w),s+@+2)=(C+x)+w,(s+y)+2) =
=(r+xs+y)+Wz2)=(rs)+xy)+Wz2),
tedy struktura (C', +) je asociativni.
(x,¥)+(0,0) =(x+0,y+0) =(x,y),
tedy prvek (0,0) je neutrélni prvek struktury (C', 4+) vzhledem k operaci séitani.
(x,y) + (=x,=y) = (x + (=x),y + (=) = (0,0),
tedy prvek (—x, —y) je inverznim prvkem struktury (C’, +).

Tedy (C', +) je komutativni grupa.

o Struktura (C',-) je nekomutativni pologrupa s neutralnim prvkem:
Necht (r,s), (x,y), (w, z) € C' jsou libovolné prvky, kde r, s, x,y,w, z € C. Pak:

1.

xw, z*y, yw* € C. Potom plati, ze
,y) - (w,2) = (xw — z*y,yw* + zx) € C',
tedy mnoZina C' je uzaviend vzhledem k operaci nasobeni.
Protoze

x,y) - (w,z) = (xw — z*y, yw* + zx)

ANWw,z) - (x,y) = (xw — zy*, x*z + wy),
plati napfiklad pro (x,y) = (1,0) a (w, z) = (0, 1)

(x, }’) ' (W' Z) = (1'0) ' (0, l) = (0' l)
=+

(w,2) - (x,y) = (0,i) - (1,0) = (0,—0),
tedy struktura (C',-) neni komutativni.
(r,s) - ((x, y) - (w, Z)) = (r,s) - (xw — z*y, yw* + zx) =
= (r(xw — z*y) — (yw* + zx)*s, s(xw — z*y)* + (yw* + zx)r) =
= (r(xw — z*y) — (y*w + z¥x¥)s, s(x*w* — zy*) + (yw* + zx)r) =
= ((rx — y*s)w — z*(ry + x*s), (sx* — yr)w* + z(—y*s + x1)) =
= (rx —y*s,ry + x*s) - w,2z) = ((r,s) - (x,¥)) - W, 2),
tedy struktura (C',-) je asociativni.
Prvek (1,0) je neutrdinim prvkem struktury (C’,-) vzhledem k operaci ndsobeni nebot
plati:

(x,y)-(1,0) = (x =0,y +0) = (x,¥);

(1,0)- (x,y) =(x—0,0+y) = (x,¥).

Tedy struktura (C',-) je nekomutativni pologrupa s neutralnim prvkem.

o Struktura C' je (+,.) - distributivni:
Necht (r,s),(x,y),(w,z) € C' jsou libovolné prvky, kde 7,s,x,y,w,z € C. Pak musi platit

vztahy:

(1) (T, S) ' ((x'}’) + (W, Z)) = (T, S) ' (x)’) + (T, S) ' (W'Z);
(2) ((x' Y) + (W, Z)) ' (T, S) = (x)’) ' (T, S) + (W' Z) ' (T', S)'

Skutecné:

(1) (r,5) ((xy) +Ww,2) =

=rs) x+wy+z2)=0k+w)— @ +2)*s,sx+w)*+ (y+2)r) =
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= (rx +rw — y*s — z¥s, sx* + sw* + yr + zr) =

= (rx — y*s,sx* + yr) + (rw — z*s,sw* + zr) =
= (T!S) ' (x;y) + (T',S) ' (W,Z).

(2) () +xy)-w,2) =
=r+x,s+y)-(wz) = ((r +x)w —z*¥(s +y), (s + y)w* + z(r + x)) =

= (rw + xw — z*s — z*y, sw* + yw* + zr + zx) =

= (rw — z*s, sw* + zr) + (xw — z¥y, yw* + zx) =
= (T',S) ’ (W!Z) + (x’Y) ' (W!Z)'

Tedy struktura C' je (+,.) - distributivni.

o Ke kazdému nenulovému prvku (x, y) existuje ve strukture (C',-) prvek inverzni:
Necht (x,y) € C' je libovolny prvek takovy, ze (x,y) # (0,0). Hleddme prvek (w,z) € C' ta-
kovy, ze
(x»J/) ' (W'Z) = (1'0)
Pak
(x,y) - (w,2) = (xw — z*y, yw* + zx) = (1,0).

Dostavame tak soustavu dvou rovnic

xw—z*¥y =1

yw* +zx =0,
tj. soustavu

xX*w* —zy* =1

yw* +zx = 0.
Prvni rovnici vyndsobime —y, druhou x* a seteme.
Mdame
-y
* *Y o — _
Wy*++xx¥)z=—-y=>z= —yy* T

X

Yy ++xx*
Ke kazdému nenulovému prvku (x,y) € C' tedy existuje v (C',-) inverzni prvek

= (e )
24 yy* + +xx*’ yy* + +xx*/

Z druhé rovnice vyjadfime w* = — gz, tedyw =

Struktura C’ je tedy téleso.

(b) Téleso komplexnich &isel C Ize pfirozené (izomorfné) vnofit do télesa C'.
Necht Cj = {(x,y) € C'; ¥y = 0} € C' a necht jsou definovany pro viechny prvky z C; restrikce
operaci s¢itani a nasobeni na mnoziné C’ jako vztahy

(1) (x,0) + (w,0) = (x +w,0);

(2) (x,0)-(w,0) = (xw,0).
Struktura (Cy, +,°) je tedy podstrukturou struktury (C', +,-).
Dale definujme zobrazeni f: C — C' takové, které kazdému prvku x € C pfifazuje prvek
(x,0) € C'. Toto zobrazeni je surjektivni a prosté (tj. bijekce), jak Ize lehce dokézat, a plati pro
néj podminky homomorfismu:

(1) Mx,y€eQ)flx+y)=x+y0)=(x0+ (0 =f)+fQ);

2) (WVx,y€Q)flx-y)=(x-y,0=x0)-»0) =[x f).
Zobrazeni f je izomorfismus a proto mGzeme psat (C, +,-) = (Cq, +,°). Protoze
(Ch,+,) € (C',+,), Ize psét (C, +,-) < (C', +,-). Pro kazdy prvek x € C plati v zobrazeni
f:C—C"

x = (x,0).
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(c) C'jetéleso s konjugaci definovanou vztahem (3).
Necht (x,y), (w, z) € C’ jsou libovolné prvky, kde x,y,w, z € C. Pak skute¢né plati
(1) ((»)*)* = & =)* = (x,y).
(2) ((x, v) - (w, Z))* = (xw — z¥y, yw* + zx)* = ((xw — z¥y)* —(yw* + Zx)) =
= ((ew)* — zy*, —yw* — zx) = (*w* — (=2) (=y)*, (=y)w* + (=2)x) =
= W*x* — (=y)*(=2), (=2)x + (=y)w*) = (W, 2)* - (x, y)*.
Tedy téleso C' je s konjugaci.

(d) C'je pékné normované téleso.
Necht (x,y) € C’ je libovolny nenulovy prvek. Pak musi platit:
(1) Coy)+xy)* e R
(2) (x:}’) : (X'Y)* = (X.}’)* : (x:}’) A (x;y)* : (X’Y) > 0.
Skutecné:
(1) Coy)+y)*=0,y) + (% —y) = (x + x%,0),
protozZe z izomorfniho zobrazeni f plyne
(Vx € C) x = (x,0),
pak (x + x*,0) = x + x*. JelikoZ x € C, plati x + x*=2Rex € R.
2) oy - oy)* = (xy) (x%—y) = (xx* = (=y)y, y(x)* + (=y)x) =
= (xx* + y*y,yx — yx) = (xx* + y*y,0).
(x,¥)* - (x,y) = (0*x = y*(=y), (=y)x* + yx*) = (xx* + y*y,0).
ProtoZe Ize podle zobrazeni f psat (xx* + y*y,0) = xx* + y*y a xx* y*y € C, tedy
xx* > 0ay*y >0, plati (x, y)* - (x,y) = (xx* + y*y,0) = xx* + y*y > 0.
Tedy téleso C' je pékné normované. O

Definice 4.3.1: Téleso (C’, +,-) zkonstruované z télesa (C, +,-) nazyvame télesem kvaterniont
a znacime jej (H, +,-).

Poznamka:
e Prvku (a + bi,c + di) € C' odpovida kvaternion a + bi + ¢j + dk. Vynasobenim dvou
kvaternionlia + bi + ¢j + dk ar + xi + yj + zk, kde
a,b,c,d,r,x,y, z € Rdostaneme
(a+bi+cj+dk) (r+xi+yj+zk)=
= (ar —bx —cy —dz) + (ax + br + cz — dy)i +
+(ay — bz + cr + dx)j + (az + by — cx + dr)k,
vyndsobenim odpovidajicich prvk z C' dostaneme
(a+ bi,c+di) - (r+xi,y+zi) =
= ((ar — bx — cy —dz) + (ax + br + cz — dy)i,
(ay — bz + cr + dx) + (az + by — cx + dr)i),
tedy souciny si odpovidaiji.
e  Konjugovany prvek k prvku (a + bi,c + di) € C', kde a, b, c,d € R je prvek
((a + bi)*,—c — di) = (a — bi,—c — di). Tomu odpovidd kvaternion
a — bi — ¢j — dk, ktery je konjugovany k prvku a + bi + cj + dk.
e Algebraickd struktura H ma, mimo vySe zminéné, také dalsi vlastnosti. Napriklad tvori
podilovou algebraickou strukturu a je normovana (viz [54], [66] nebo [2]).

4.4 Operace a vlastnosti kvaterniont
Pro pocitani s kvaterniony je dlleZité znat zakonitosti zakladnich operaci (tedy scitani, odcitani,
nasobeni a déleni) a zakladni vlastnosti kvaterniond (jako je kvaternion konjugovany, inverzni ¢i

jednotkovy, norma kvaternionu, aj.). Vedle téchto zakladnich operaci uvedeme i dalsi pocetni
operace a vlastnosti, dilezité pro praci s kvaterniony.
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Definice 4.4.1: Necht p, g € H jsou libovolné kvaterniony, kde
p= (a,y) =a+bi+cj+dk, q= (r,g) =r+xi+yj+zk. Soucet p + q je definovan
takto:
pta=(av)+(ru)=
=(a+bi+cj+dk)+ (r+xi+yj+zk)=
=(a+r)+b+x)i+(c+y)j+d+2)k=
= (a +rv+ g).

Poznamka:
o Jellip=a+bi+cj+dkaa=>b=c=d=0,pakkvaternion p nazyvdme nulovym.
Tento kvaternion je neutralnim prvkem vzhledem ke scitani v H.

Priklad: Vypoctéte soucetp + gqprop =15+3i—j+ 2k, q=2+6i +8j — k.

Reseni:

p+rgq=@+r)+b+x)i+(c+y)j+{@+2)k=
=(15+2)+B+6)i+(-1+8)j+(2+(-D)k=17+9i+7j + k.

Definice 4.4.2: Necht p,q € H, kdep = (a,v) = a + bi + ¢j + dk a
q = (r,u) =7+ xi + yj + zk, jsou libovolné kvaterniony. Nasobeni kvaternionii v algebraic-
kém tvaru definujeme jako vztah
pq=(av) (ru)=(a+bi+cj+dk) (r+xi+yj+zk)=
=a(r+xi+yj+zk)+bi(r+xi+yj+zk)+
+cj(r + xi+yj + zk) + dk(r + xi + yj + zk) =
= ar + axi + ayj + azk + bri — bx + byij + bzik +
+crj + cxji — ¢y + czjk + drk + dxki + dykj — dz =
=(ar —bx—cy—dz) + (ax + br + cz — dy)i +
+(ay — bz + cr +dx)j + (az + by —cx + dr)k
(viz Poznamka u Definice 4.3.1).

Poznamka:
o  Neutrdlnim prvkem vzhledem k nasobeni v H je, podle Véty 4.3.1, kvaternion
q=1,0),ti,g=a+bi+cj+dk,kdea=1Ab=c=d=0.

Véta 4.4.1: Necht p, q € H jsou libovolné prvky, kde p = (a,v) a q¢ = (r,u). Pak Ize nésobeni
kvaternion( psat nasledujicim zplsobem

prq = (ar—g-g,ag+rg+gxg) =ar—v-utau+rv+uvxuy,
kde - znadi skalarni a X znaéi vektorové nasobeniv R3.

Diikaz:
Vychazi pfimo z definice nasobeni:
pq = (a,g)-(r,g) =(a+bi+cj+dk) (r+xi+yj+zk)=
= ar + axi + ayj + azk + bri — bx + byij + bzik +
+crj + cxji — ¢y + czjk + drk + dxki + dykj — dz =
=ar—(bx+cy+dz)+a(xi+yj+zk) +r(bi+cj+dk) +
+[(cz — dy)i + (dx — bz)j + (by — cx)k] =
=ar—v-utau+rv+uvXu. O

Poznamka:

e Vztahpq = ar —v-u+ au + rv + v X u oznacujeme jako Grassmaniiv produkt (na-
sobeni). Toto nasobeni je obecné nekomutativni. Avsak v celém jeho vzorci existuje
pouze jedind nekomutativni ¢ast, a to vektorovy soucin. Proto bude-li komutativni tento
soucin, bude komutativni cely vysledek. Komutativni je napfiklad nasobeni skalarem (re-
alnym cislem).
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e Dulezité u nekomutativniho nasobeni je, Ze R(pq) = R(gp).

Definice 4.4.3: Nechtg e Har € R, kde g = (a, y) je libovolny kvaternion. Nasobeni kvater-
nionu skalarem (redlnym cislem) definujeme jako
rq =qr = (r,0) - (a,v) = (ar,vr).

Poznamka:
e PiSeme-li kvaternion q v algebraickém tvaru pak je toto ndasobeni definovano takto:
rq=qr =ra+rbi+rcj+rdk.

Pfiklad: Naleznéte soutin pq a qp kvaterniondp=1+i+j+k;q=2+3i —2j + k.
Reseni:
e Nejprve vypocteme pq podle definice ndsobeni:
pq = (ar —bx —cy —dz) + (ax + br + cz — dy)i +
+(ay — bz + cr + dx)j + (az + by — cx + dr)k = 8i + 2j — 2k.
e Nyni vypocitame gp:
qr = (ar —bx —cy —dz) + (ax + br — cz + dy)i +
+(ay + bz + cr — dx)j + (az — by + cx + dr)k = 2i — 2j + 8k.
e  Pro kontrolu pouzijeme predpis Grassmanova nasobeni
pq=2—0B-2+1D)+@Bi—-2j+k)+Qi+2j+2k)+ Bi+2j—5k) =

= 8i+ 2j — 2k;
aqp=2—-B-2+1)+Qi+2j+2k)+3i—-2j+k)+ (-3i—2j+5k) =
= 2i — 2j + 8k.

Poznamka:
e Necht g € H. Pak kvaternion —q je opaénym ke kvaternionu g = (a,v), jestlize plati
—q=(—a,—v) = —a—bi—cj —dk.

e Necht p,q € H jsou libovolné prvky. Operace od¢itani je vlastné pficitani opacného
prvku, tj.
p—q=p+(=q).
e Mdme-li dva kvaternionyp = (a,v) =a+ bi+¢j + dk a
q = (r,u) =7+ xi + yj + zk, pak plati
p—q=(av)-(ru)=(av)+(-r—-u)=
=(a+bi+cj+dk)+ (—r—xi—yj—zk)=
=(a-1rN+b-x)i+(c—y)j+d-2)k=
= (a ) g).
e Odcitani kvaternionl neni komutativni, ale plati
p—q=—(q—p).
Priklad: Odectéte kvaterniony z Prikladu na pfedchozi strané (43).
Reseni:
p—q=A5+3i—j+2k)—(2+6i+8j—k)
=(15+4+3i—j+2k)+(—2—-6i—8j+k)=13—-3i—9j + 3k.

Poznamka:
e Nechtq € H, kdeq = (a, 2). Pak kvaternion g* nazyvdme konjugovanym (sdruzenym)

ke q praveé kdyz
¢* = (a,v)* = (a,—v)
e ZVéty 4.3.1vime, Ze ke kazdému q € H existuje pravé jeden kvaternion g*.
e Kvaternion g* Ize znacit také g, q, q°.
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e  Mame-li kvaternion g = (a, g) = a + bi + c¢j + dk, pak bude prvek g* vypadat takto:
q* = (a,—y) =a—bi—cj—dk.
e Je-li kvaternion chapan jako ¢tvefice g = (a, b, ¢, d), je jasné, Zze k nému konjugovany
prvek bude mit nasledujici tvar
q* = (a,—b,—c,—d).
e Z Definice 4.4.6 pfimo vyplyva nasledujici Véta 4.4.2.

Véta 4.4.2: Necht p,q € H jsou libovolné kvaterniony. Pak
(1) x@)*=p*+q%
(2) pER & p=p¥%
(3) p = —p* < pje ryzi kvaternion.
Je-lip = a+ bi+cj + dk, pak
(4) p+p*=2q
(5) pp* =p*p =a’® + b+ c? +d°.

Poznamka:
e Vztah (1) Véty 4.4.2 Ize aplikovat téZ na tfi a vice prvkd.

Pfiklad: Naleznéte konjugovany kvaternion ke kvaternionu g = 4 + 3i — 2j — k.
Reseni.
qg*=a—-bi—cj—dk=4—-Bi—-2j—k)=4-3i+2j+k.

Normu kvaternionu zavedeme pomoci Definice 2.26 a konjugovaného kvaternionu.

Definice 4.4.4: Necht g € H. Realné Cislo
lgll = Vqq* = Va2 + b2 + 2 + a2

budeme nazyvat normou (absolutni hodnotou) kvaternionu gq.
Plati-li navic, Ze

llgll =1,
budeme kvaternion g nazyvat jednotkovym (unitarnim) kvaternionem a mnozinu vsech tako-

vych kvaterniont budeme oznacovat Hl;.

Poznamka:
o Je-li ||g]| normou kvaternionu, pak jeji druhou mocninu mdZeme zapisovat
2
lgll* = a® + b* + ¢* +d* = a® + v]|
e  Pro libovolné kvaterniony p, g plati

lIpqll = ligpll-
e Da se dokdzat, Ze kazdy jednotkovy kvaternion g € H; Ize psat ve tvaru

q = (cos @, Usin ),
kde ¥ je jednotkovy vektor z R3 a ¢ je Ghel z intervalu {(—m, ) (viz Kapitola 4.6).
e Soucinem dvou jednotkovych kvaternion( je opét jednotkovy kvaternion.
e Inverzni kvaternion k jednotkovému je opét jednotkovy kvaternion.
e Jejasné, Ze mnozina jednotkovych kvaterniond H; tvofi grupu spolu s operaci ndasobeni
a tato grupa je podgrupou grupy (H \ {0},).

Ptiklad: Pro kvaternion ¢ = 2 + i — 2k + 4j naleznéte normu.
Reseni.
lgll = Vag* = Ja? + b2 +c? +d? =

=22 +124+(-2)2+42=V4+1+4+16 =25 =5.
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Véta 4.4.3: Necht p, g € H jsou libovolné kvaterniony, kde p = (a, y) aq= (r, g), aa € R. Pak
plati:
(1) llgl =0 A (lgll =0 & q=0);

(2) llaqll = llall - llql;
(3) llpgll = lipll - llqll;
(4) llqll = llg*ll = ll—qll;

5) =lpll <a<lipll A =lipll < |lz]| < lipll;
(6) [Cipll =1lqIDl < llp £ qll < lipll + llqll.

Dukaz: viz [45], [52], [13] a [25].

Poznamka:
e Vyndasobime-li libovolny kvaternion jednotkovym kvaternionem, pak se jeho norma ne-
zméni (vyplyva ze vztahu (3) Véty 4.4.3).
e  Pro nasobeni kvaternionl pq a gp plati
lipgll = llgpll.
e Zevztahu (5) ve Vét& 4.4.3 vyplyva [lall < lIpll A |[z|| < lIpll.
e Protoze (H \ {0},") je grupa, pak ke kazdému g € H, g # 0 existuje inverzni kvaternion
q~! € H dany vztahem
_ q*
=
llqll?

e Je-li g unitarni (jednotkovy) kvaternion, plati g~* = g* (dtkaz viz [13]).

Pfiklad: Naleznéte inverzni kvaternionproqg =1+1i —j + k.
Reseni.
e Nejprve nalezneme kvaternion konjugovany a normu kvaternionu q:
qg*=1—-i+j—k,
lqll = V4 =2.
e Nyni vypocitdme kvaternion inverzni:
4 q _1-itj-k _1 i, k
T TP~ "2 Ti avi %

e Nakonec provedeme kontrolu (musi platitgqg™! = g7 1q = 1):

-1 - j— (Aolpl k)
qq” =1 +i ]+k)( Yl )—

4

“Griried) s G eie e Goio1-Bi
(T4 r)k=1
Pa=(@-Le ) i
bbb Do (b2
t(GHi-i-)k=1

Definice 4.4.5: Necht p, q € H jsou libovolné prvky, kde g # 0. Déleni kvaternion( je ddno pred-
pisem

q llqll?
Poznamka:
e Jejasné, Ze stejné jako nasobeni, ani déleni neni obecné komutativni, tj.
pq ' #q 'p.
e  Pronormu podilu plati
p lipll
= = =5 0.
IZl = oy a=
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Pi‘iklad:VypoététeSprop =142i+4j+6kag=1—-i—j—k.
Reseni:
e Nejprve nalezneme kvaternion g~ 1:
1 _ q _  1+itj+k  _ 1+it+j+k
T ek~ ooy ¢
e Nynimdzeme nalézt pg~ ' a g~ 1p:

—1 _ (1+2i+4j+6k)-(1+i+j+k) _ ( 53\, 1. 9. 1,
rq —( )(4 )—( 24)+4l+4]+14k,
1, _ (+i+j+k)-(1+2i+4j+6k) _ ( 3 1.,1.,9
qgp= " —( 24)+14l+4]+4k.

Definice 4.4.6: Nechtp,q € H,kdep = a+ bi+ cj + dkaq = r + xi + yj + zk. Skalarni sou-
¢in kvaternionl p, q definujeme jako
p-q=ar+bx+cy+dz.

Poznamka:

e Zdefinice je jasné ze tento soucin je komutativni.

e  Skaldrni soucin Ize psat jako
_p*q+q*p pqg*+qp*
B 2 B 2

p-q

Definice 4.4.7: Necht p, q € H. Jestlize plati

p-q=0,
pak budeme o p, g hovotit jako o kvaternionech ortogonalnich (kolmych).
Poznamka:

e Plati-li rovnost p - ¢ = 0 a zdroven jsou p, g jednotkovymi kvaterniony, pak fikdme Ze
P, q jsou ortonormalni.

Definice 4.4.8: Necht p,q € H, kde p = a + bi + ¢j + dk a q = r + xi + yj + zk. Vektorovy
soucin kvaternionl p, g definujeme jako vztah
p X q=(cz—dy)i+ (dx — bz)j + (by — cx)k.

Poznamka:
e Vztah z pfedchozi definice lze psdt p X q = _pq;‘”’_
e  Vektorovy soucin ryze imaginarnich kvaternionl je antikomutativni, tj.p X ¢ = —q X p.

e Proryzeimaginarni kvaterniony plati distributivnost vektorového nasobeni vzhledem ke
sCitani, th. p X (q+7r)=(@xq)+ (p xX71).
e Dale pro ryze imaginarni kvaterniony plati vztahy

(1) pXx(@Xr)+gx(Txp)+rx(pPxq)=0 (Jacobiho identita);
2) pxs)-@xr)=@E-Q)-r)—(>(p -ris-q) (Lagrangeova identita)
(viz [45]).
Definice 4.4.9: Necht p, g € H. Rekneme, Ze p, q jsou rovnobézné kvaterniony, jestlize
pxq=0.
Poznamka:
e Jsou-lip,q € H ryze imaginarni kvaterniony, které jsou kolmé, pak
pXq=p-q.

Priklad: Vypoctéte (a) skalarni soucin, (b) vektorovy soucin kvaternion(
p=1+i+j+kaq=1—i—j—k.Rozhodnéte, zda jsou kolmé nebo rovnobézné.
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Reseni.
(@ pg=ar+bx+cy+dz=1+(-1D+ (-1 +(-1)=-2;
tedy kvaterniony p, g nejsou kolmé.
(b) pxq=(cz—dy)i+ (dx —bz)j+ (by —cx)k =
=(-1+Di+(-1+1Dj+(-1+Dk=0.
Kvaterniony p, g jsou rovnobézné.

Definice 4.4.10: Necht p, q € H. Rikdme, 7e g = (a, y) =a+ bi+cj+dk,
p= (r, g) =r + xi + yj + zk jsou si vzajemné rovné, pravé kdyz plati
(a=r)Ab=x)A(c=y)A(d = 2).
Tedy
q=p Sa=rANv=1U

Definice 4.4.11: Necht p, ¢ € H. Rekneme, Ze p je ekvivalentni s g, znadeno p ~ q, jestlize exis-
tuje @ € H \ {0} tak, ze
ap = qa.

Poznamka:
e 7 predchozi rovnosti vyplyva, 7e p ~ q, pravé kdyz p = a~1qa.

Pfiklad: Rozhodnéte, zda kvaterniony g =i + j,p = i + k jsou ekvivalentni. Pokud ano, nalez-
néte prvek a.
Reseni.
e  Musime nalézt takovy kvaternion a = a + bi + cj + dk, aby platila rovnost
(a+bi+cj+dk)(i+j)=({+k)(a+bi+cj+dk).
e Nejprve upravime levou stranu rovnosti:
L=(a+bi+cj+dk)(i+j)=ai—b+cji+dki+aj+bij—c+dkj=
=(-b—-c)+@a—-d)i+ (a+d)j+ (b—)k.
e Nyni obdobné upravime druhou stranu:
P=(+k)la+bi+cj+dk)=ai—b+cij+dik+ak + bki+ckj—d =
=(-b-d)+(@a—-c)i+b-—-d)j+ (a+)k.
e L =P, pravékdyZc =d Aa = b.Tedy kvaternion a takovy, Ze ap = qa existuje a
p~q.
e Volime-linapf.a=b=1,c =d =0, mdme
a=1+1.
Ovéfime,ze (1 + (I +j) = ({+k)(A +10):
L=A4+)-((+))=i+j—-1+ijj=—1+i+j+k;
P=(>(+k)-Q+D)=i+k—-1+ki=—-1+i+j+k.
Poznamka:

e Da se dokazat, Ze kaZdy kvaternion tvaru q = a + bi + ¢j + dk je ekvivalentni s kon-
krétnim komplexnim Cislem

q% = a+iyb%+c? +d>.
o Ddle Ize dokazat (viz [45]), Ze plati p~q pravé tehdy a jenom tehdy, plati-li
Rp=Rq A llpll = liqll.

4.5 Maticovy zapis kvaternionl

Kvaterniony lze psat pomoci matic tak, aby scitani a nasobeni kvaternionl odpovidalo séitani a
nasobeni matic. Uvedeme nyni dva zpUsoby zapisu, a to zapis v komplexni matici a zapis v matici
redlné.
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1. Kvaternion g = a + bi + ¢j + dk lze psat jako komplexni matici 2 X 2 ve tvaru

G )

kde x, y jsou komplexni ¢isla ve tvarux = a + bi, y = ¢ + di.

Pro imaginarni jednotky 1, i, j, k definujeme matice takto:

1= 1) =0 %) = ) k= o)
Skute¢né plati i? = j2 = k? = ijk =-1
izz((l) —Oi)'((l) —Oi)z_((l) (1))‘
=0 (1)_)’(—01_(1)):_((1) D
o= oG =G )
=Gy 2 DT D20 D¢ 9= 9

Kazdy kvaternion psany jako komplexni matice lze tedy vyjadrit jako linearni kombinaci téchto
Ctyr prvka. Skutecné:

q=a+bi+cj+dk=a((1) 2)+b(6 i)l)+c(_01 (1))+k((l) (l))z
. . . . x
:(a;bl a—Obi)+(—c(-)i-di CJE)dl):(—actrbc;i Ztii):(—y* v

kdex =a+biay =c+di.

Takto vyjadrené kvaterniony tvofi mnoZinu matic M a pro vSsechna A, B € M, kde

A= (e Don=(" L)om

X y w AN xX+w y+zy.
(1) (—y* x*) + (—z* w*) - (—(y* +z%) x*+ w*)’
5 X Y\/w z\_ xw — yz* xz + yw*
) (—}’* x*) (—Z* w*) B (—(x*z* +y*w) x*w* — y*z)'
Pro tyto matice plati také
X o yN_(x* =y
(1) (_xy* ;*) -G )
(2) |_y* o = = () =+ yry =lx 1P+ Ly 112

(3) Je-li kvaternion unitarni, pak determinant pfislusné matice je roven jedné.

Pfiklad: Vyjadrete kvaterniony p =2+ 3i —5j+ 8k a q = —4 + 3i +j + k jako komplexni
matice a naleznéte jejich soucet a soucin.

Resenti.
e Nejprve nalezneme obé komplexni matice:
p=2+3i-5j+8k= (—ac-:—bc;i Z-{_—CIZ) B (; : gi _25—+3?l)'
_ L _(a+bi cH+diy_[(—4+3i 1+1
a=—a+3i+j+l=(10 cT) = (0100 Sas)
e Nyni obé matice se¢teme a vynasobime:
(2+3i —5+8i)+(—4+3i 1+1i)=(—2+6i —4+9i).
54+8i 2-—3i —14+1i —4-3i 4490 -2-6i/
(2+3i —5+8i)'(—4+3i 1+1i)=(—20—19i 43—12i)
5480 2-3i —-1+4+1i —4-3i —43 —12i —-20+19i/°

Pro kontrolu provedeme také klasicky soucet a soucin kvaternion(:
p+q=2+3i—5j+8k)+(—4+3i+j+k)=—-2+60i—4j+9k;
pq=2+3i—-5/+8k) - (—4+3i+j+k)=—-20—-19i + 43j — 12k.
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2. Kvaternion g = a + bi + cj + dk lze psat jako redlnou matici 4 X 4.

x
—y* 3*) komplexni matice kvaternionu g a x = a + bi,y = c + di jsou Cisla
komplexni, ktera lze vyjadfrit jako redlné matice x = (—ab 2) ay= (—Cd (j), pak lze kvater-

Skutetnd, je-I (

nion q psat jako realnou matici 4 X 4

a b c d
| -b a -—-d c¢
Ay = —c d a -b/

—d —c b a

kde a, b, ¢, d jsou realna cisla.

Pro kvaternion g = a + bi + c¢j + dk existuje také druha realnd matice:
a —-b d -—c
b a —-c —d
—d ¢ a —-b [
c d b a
Tento tvar budeme naddle povaZovat za pravou reprezentaci kvaternionu realnou matici.

A2=

Konjugovany kvaternionk g = a + bi + c¢j + dk (tedy g* = a — bi — ¢j — dk) |ze psat jako ma-
tici

a —-b —c —-d
P - b a d —C
A% = c —d a b |

d c —b a

resp.

a b —-d c
« | =b a c d
A% = d —c a b

—c —d —-b a

Je jasné, Ze matici konjugovaného kvaternionu g* ziskame transpozici matice kvaternionu q.

Pfiklad: Vyjadrete kvaternion ¢ = —4 + 3i + j + k jako redlnou matici.

Reseni.
a —-b d -c -4 -3 1 -1
- _ e _|b a - —-d\l_(3 -4 -1 -1
q=—4+3i+j+k=\_3 ¢ 4 -p |7\ 21 1 -2 -3
c d b a 1 1 3 -4

Vyjadreni kvaternionu pomoci matice se vyuziva k jednodussimu nasobeni kvaternionl (viz [52]
nebo [58]) a také k vyjadieni rotace pomoci kvaterniond. Vedle jmenovanych, ma maticové vy-
jadreni kvaternionl i dalsi vlastnosti. Lze je nalézt napriklad v [53].

4.6 Geometricky vyznam kvaterniont

Podivejme se nyni na unitarni a ryze imagindrni kvaterniony a jejich vyznam. Tyto kvaterniony
maji specialni vlastnosti a tvofi zvlastni podstruktury algebry H. Pfipomerime jejich vlastnosti:
e Unitarni kvaterniony maji normu (absolutni hodnotu) rovnou jedné a jejich mnozinu
oznacujeme Hi;.
* Ryze imaginarni kvaterniony, jejichz mnoZinu znaCime H,,, maji redlnou ¢ast rovnou
nule (tedy obsahuji pouze vektorovou ¢ast).

Vychazime-li z definice ryze imaginarniho kvaternionu, je jasné, Ze jej Ize zapisovat jako uspora-
danou trojici redlnych cisel. Kazdému konkrétnimu ryze imaginarnimu kvaternionu proto odpo-
vida konkrétni vektor z prostoru R3. Tedy kvaternion v = (0,2) = xi + yj + zk reprezentuje

50



vektor v = (x,y, z) (viz Obrazek 4.6.1) a da se dokazat, Ze mnozZina vSech ryze imagindrnich kva-
terniond H, tvofi vektorovy prostor nad télesem realnych isel a Ze je tento vektorovy prostor
izomorfni s euklidovskym vektorovym prostorem R3 (d(kaz viz [2]).

Obrazek 4.6.1: Vztah mezi vektory z prostoru R3 a ryze imaginarnimi kvaterniony

Ryze imagindrni kvaterniony tedy popisuji vektorovy soucin:
Mame-li dva vektory u, v, kterym odpovidaji dva kvaterniony u = ri + sj + tk a
v = xi + yj + zk, mGZeme jejich soucin psat jako
uv=—(rx+sy+tz)+[(sz—ty)i+ (tx —rz)j + (ry — sx)k].

Vezmeme-li imaginarni ¢ast soucinu u v, dostaneme ekvivalenci k vektorovému soucinu u X v,
pro ktery plati (bereme-li u, v z prostoru R3) nasledujici

sz —ty

r s t
uxv=| |=<tx—rz),

ry — SX
Z toho vyplyva, Ze soucin dvou ryze imaginarnich kvaternion( definuje vektorovy soucin odpo-
vidajicich vektord z prostoru R3.

Pro nas je ovsem dUleZité, Ze je kvaterniony z mnoZiny H,, moZné chapat jako obrazy bodU tro-
jdimenzionalniho prostoru (praveé diky izomorfismu vektorového prostoru H, s prostorem R3).
Kazdy kvaternion u = ri + sj + tk se tedy jednoznaéné zobrazi v kartézském soufadnicovém
systému Pxyz jako bod U o soufadnicich [r, s, t] (viz Obrazek 4.6.2).

4
V4

’ ""‘T"U[r; s, t]

Obrazek 4.6.2: zobrazeni kvaternionu u v Kartézském soufadnicovém systému Pxyz

Pro libovolné dva ryze imaginarni kvaterniony u = ri + sj + tk a v = xi + yj + zk proto plati
nasledujici véta:
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Véta 4.6.1: Vzdalenost obrazd U, V ryze imaginarnich kvaternionl u = ri + sj + tk,
v = xi + yj + zk se rovna normé jejich rozdilu, tj.

dWU,V) = —x)2+ (s = y)? + (t - 2)? = |lu—vl.

Podobné mizZeme definovat vzdalenost od pocatku P, soucet a rozdil ¢i soumérnost podle po-
¢atku pro obrazy U,V kvaternionlu = ri + sj + tk,v = xi + yj + zk:

e  Provzdalenost U od pocatku P plati

d(P,U) =+r?+ 52 +t% =|u.
e Soucet U + V definujeme jako bod Z, pro ktery plati
Z=U+V=[rstl+[xyzl=[r+xs+yt+z].
o Rozdil U — V lze psat jako soucet U + (—=V).
e Obraz —U soumérny podle polatku P obrazu U ma soufadnice [—71, —s, —t].

Nyni se podivejme na unitarni kvaterniony a jejich geometricky vyznam. Pfipomenme, Ze uni-
tarni (jednotkové) kvaterniony maji normu jedna. Pak Ize v mnoZiné ryze imaginarnich H, nalézt
takové kvaterniony, které jsou ryze imaginarni a soucasné unitdrni. Tyto unitarni kvaterniony
tvofi mnoZinu (podmnoZinu H, a prinik mnoZin H,, a Hy), kterou Ize zndzornit v Kartézském
soufadnicovém systému Pxyz. MnoZina obraz( vSech unitarnich ryze imagindrnich kvaterniond
vytvofi v prostoru kulovou plochu se stfedem v poc¢atku P a o poloméru 1 (tj. jednotkovou sféru,
viz Obrazek 4.6.3).

Obrazek 4.6.3: Zobrazeni mnoziny vSech unitarnich ryze imaginarnich kvaterniont

Dalsim dllezitym vyznamem ryze imagindrnich a unitarnich kvaternionl je schopnost popsat
rotaci v trojdimenzionalnim prostoru. Rotaci pomoci kvaternion( Ize nalézt napfiklad v [23], [45],
[29], [8] nebo [73].

4.7 Goniometricky tvar kvaternionu, signum a argument

Pro dalsi praci s kvaterniony bude tfeba uvést dalsi ze zplsob( zapisu kvaternion(, ktery nazy-
vame goniometrickym tvarem nebo také polarni formou kvaternionu. Tento tvar se uziva pfi
vypoctu mocniny ¢i odmocniny kvaternion(, pro geometrickou reprezentaci a vyjadfovani rotaci
pomoci kvaternion(.

Nejprve se zaméfime na kvaterniony unitarni (tedy ty, jejichz norma se rovna jedné). Goniome-
tricky tvar takovych kvaternion( popisuje nasledujici véta:
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Véta 4.7.1: Necht g € H je unitarni kvaternion g = a + v. Pak existuje pravé jeden thel
¢ € (0, ) takovy, Ze cosp = a a sing = ||g|| Kvaternion g proto lze psat pomoci uhlu ¢ a
unitarniho (jednotkového) vektoru 9 € R3 jako

q =cos@ + Using,

v

|
Duikaz: viz [34] nebo [13].

kde vektor U =

v||

Poznamka:
e Existence Uhlu ¢ plyne z definice unitarniho kvaternionu a jeho normy, kdy pro unitarni
. . , 2
(jednotkovy) kvaternion g = a + v plati rovnost a? + ||v|| =1.

e ProtoZe ¥ je unitarni vektor, tj. ||0]| = 1, pak je % = —1. To znamena, Ze vektor ¥ je
imaginarni jednotkou.

|
+

- oy o . 1 k
Priklad: Vyjadrete unitarni kvaternion g = St =575V goniometrickém tvaru.
Reseni.

. 1., i j k
o Jelig :E E—%——umtarm pak jeho norma se rovna jedné:

lgll =VaZ + b2+ cZ+d? = [;+;+5+;=VI=1.
e Protento kvaternion dostaneme goniometricky tvar postupnym dosazovanim do vzorce

q = cos @ + Usin ¢:

cosp =a= 1

smfp—”v”—m— f—+ +— \[

_v 5‘5‘5 i—j-k _ V3(i=j=k),
V3 V3 3’
2

=

C)

. 1. N i
ProtoZe cos ¢ = sasing ==, je Uhel ¢ = 3
e  Goniometricky tvar kvaternionu q tedy bude

—ﬁ(i_j_k)) sin g

q=cos<p+ﬁsin(p=cosg+( 3

Nyni Vétu 4.7.1 zobecnime pro vSechny kvaterniony q € H.

Véta 4.7.2: Necht g € H je libovolny kvaternion g = a + v. Pak Ize takovy kvaternion vyjadfit
v goniometrickém tvaru:
q = llqll (cos ¢ + Using),
kde i = 2 — e
ded ol a ¢ = arccos (” ”)
Duikaz: viz [63].

Poznamka:

”a” asing = % Vyplyva to ze vztahu:

a=a+v =gl (;o+=r) = ||q||( = -”2”)
fall * Tlal ol * Tl lal

e Uhel ¢ budeme chépat jako Ghel mezi vektorem q € R* a redlnou osou, vyraz 9 sin ¢
budeme chépat jako projekci g na podprostor R3 ryze imaginarnich kvaternion.

e Uhel ¢ se vidy vyjadFuje v radidnech, obvykle jako nasobek ¢&isla 7. Pro jednoznaénost
budeme Ghel ¢ brat z intervalu (—m, ).

e Jejasné, zecosp =
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Priklad:
Reseni.

Je jasné, Ze Uhel @ je orientovany, tj. je-li méfen proti sméru hodinovych rucicek, pak je
jeho hodnota kladn3, je-li naopak méren po sméru hodinovych rucicek, je jeho hodnota
zaporna.
U kvaterniond mizeme zavést funkci signum

q

sgn(q) ol
kterd ke kvaternionu q pfifazuje jednotkovy kvaternion se stejnym smérem v ¢tyfdimen-
ziondlnim prostoru.
V souvislosti s tim Ize kvaternion g = a + v = ||q|| (cos ¢ + D sin ¢) zapisovat i timto
zpUsobem:
q = llqll (cos ¢ + sgn(v) sin p).

Naleznéte goniometricky tvar kvaternionu g = 2 + 2i — 2j + 2k.

Postupujeme podle Véty 4.7.2 o goniometrickém tvaru a postupné dosazujeme do
vzorce q = ||q|| (cos ¢ + Usin ¢):

gl =VE+4+4+4=4

. _ vl _ va¥ara _ Viz _2v3 _ V3
sing===——=—=—=—;

lall — 4 4 4 2’
5= 2 — 2i-2j+2k _ 2(i—j+k) _ i—j+k _ V3(i—j+k).
Tl T2 T T 2s T v s
cosgp=-=2=1
AR TR
_
P =73

Goniometricky tvar kvaternionu tedy bude vypadat takto:

q=4 (cos (g) + —B(i;Hk) sin (g))

Definice 4.7.1: Necht q € H je libovolny kvaternion ve tvaru g = ||q|| (cos ¢ + 0 sin¢). Uhel ¢
budeme nazyvat argumentem (amplitudou) kvaternionu q a znacit jej budeme Arg(q) = ¢.

Je tfeba

poznamenat, Ze ryze imagindrni kvaterniony vyjadiujeme v goniometrickém tvaru jinak.

Jejich vyjadreni ziskdme pomoci jejich obrazu v Kartézském souradnicovém systému, kterému
se vénovala Kapitola 4.6. Méjme tedy libovolny ryze imagindarni kvaternion u = ri + sj + tk,

ktery je

zobrazen v Kartézském soufadnicovém systému Pxyz, a ktery s osou x svird uhel w.

Zvolime-li pro tento kvaternion druhy urcujici Uhel, naptiklad o, pak podle vztah(i na Obrazku
4.7.1 ziskdame nasledujici:

sinw =

CoOsw =

sino =
coso =

Po dosa

Tim jsm

N 2
Lrs tedy Vt? + s? = ||u|| sin w;

ﬂull
Tl tedy r = ||u|| cos w;

t
_t — /12 2 cin e
@, tedy t t“ 4+ s<sinag;
S5 — /72 2
m,tedys t“ 4+ s<coso.

zenido u = ri + sj + tk a nasledné Upravé ziskame
u=ri+sj+tk =||ul|(icosw + j sinw cos g + k sin w sin 7).
e dokazali Vétu 4.7.3:
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Obrazek 4.7.1

Véta 4.7.3: Kazdy nenulovy ryze imagindrni kvaternion u = ri + sj + tk |ze psat v goniometric-
kém tvaru

u = |lul]|(icosw + j sinw cos o + k sin w sin g),

kde usporadana dvojice (w, o) je argument kvaternionu u (Arg(u) = (w, 7)).

Poznamka:

4.8

Zvolime-li jiny druhy fidici dhel g, vyjde ndm poradi vyrazi cosw, sinwcoso a
sin w sin g ve Vété 4.7.3 jinak (viz [77]).
Je-li kvaternion u navic unitarni, pak pro néj lze psat
u = (icosw + jsinw coso + k sinw sing).

Tento vyraz je ovsem také vyjadienim imaginarni vektorové jednotky ¥ (viz [78]).
Je-li ¢ = ||ql| (cos ¢ + Usin @) goniometricky tvar libovolného nenulového kvaterni-
onu q=a+uv, pak lze za imagindrni vektorovou jednotku 9 dosadit vyraz
(icosw + jsinw cosa + k sinw sin ). Ziskame dplny goniometricky tvar kvaterni-
onu?!

q = |lqll (cos@ + (icosw + j sinw cosa + k sin w sin g) sin ).

Exponencidlni tvar a mocnina kvaternionu

Zde zavedeme s pomoci Eulerova vztahu exponencialni tvar kvaternionu. Tento tvar spolu s go-
niometrickym tvarem vyuZijeme pro vypocet mocnin a odmocnin kvaternion(.

Véta 4.8.1: Necht g € H je jednotkovy (unitarni) kvaternion ve tvaru

v

q =a+ v =cos@ + Usin ¢, kde vektor U = :=. Pak Ize kvaternion q zapisovat ve tvaru

[

q=cosg +0sing = e??.

21 Tento vyraz se oviem z praktickych divodu pro reprezentaci kvaternionl nevyuZiva.
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Poznamka:
e Véta 4.8.1 vyplyva ze zavedeni goniometrického tvaru pro unitarni kvaternion a z Eule-
rova vzorce.
e Pron € N (dokonceipron € R)vtomto pfipadé zlistava v platnosti obdoba Moivreovy

véty, tj.
~ n ~ . ~ . =~
(e“"’) = (cos¢@ + Usingp)" = cosng + Usinng = e?"?.

- . o s . 1,0 j k
Priklad: Naleznéte exponencialni tvar unitarniho kvaternionu g = 5t % — é -
Reseni.

e Zptedchoziho pfikladu vime, Ze goniometricky tvar kvaternionu je

_ ~ _ T, (V3(-j-K)\ . T
q—cos<p+vsm<p—cos3+(—3 )sm3.

e  Exponencidlni tvar se ziska snadno dosazenim pfislusnych vyrazd do vzorce eV?:

» = 3’
ik .. .
f=222_— i-j—k _ V3(i-j-k)
V3 V3 3
2
e Tedy
- w3i-j-k)  V3(i-j-K)m
el? = g3 3 =e 9

Nasledujici vétou zavedeme exponencialni tvar pro libovolny kvaternion g tvaru
q = liql (cos ¢ + U sin ¢):

Véta 4.8.2: Necht g € H je libovolny kvaternion ve tvaru ¢ = a + v = ||q|| (cos ¢ + 0 sin ¢),

~ v esr s . v
kde vektor ¥ = ”;—” Pak exponencialnim tvarem kvaternionu g budeme rozumét vztah

q = liqll (cos ¢ + Dsing) = ||q|| *®.
Dutikaz: viz [2] nebo [64].
Pfiklad: Kvaternion g = 2 + 2i + 2j 4 2k vyjadrete v exponencidlnim tvaru.
Reseni.
e  Pro exponencialni tvar bude nutné nalézt nejprve normu kvaternionu g, vektor 9 a Uhel

Q.
llqll = V4 +4+4+4=4

_2i42j+42k _ 2(i+j+k) _ i+j+k _ V3(i+j+k),

e

D

ol = 23 NN 5
Q= g, protoze
L PR
. lvll _ va+a+2 _ viz _ 23 _ 3
Slan:_: = — — = —
llall 4 4 4 2
e  Exponencidlni tvar kvaternionu tedy bude:
. T V3(i+j+k) V3(i+j+k)m
q=Illqll e’ = |l4lles” s =|[4lle

Pro kvaterniony plati obdoba Moivreovy véty:

Véta 4.8.3: Je-li ¢ € H libovolny kvaternion v goniometrickém tvaru, tj.
q = llql| (cos ¢ + U sin ). Pak pro libovolné n € N plati
q" = l1q||"™ (cos@ + Using)™ = ||q||™ (cosnep + ¥ sinne).

Duikaz: viz [45], [2] nebo [64].
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Poznamka:
e Véta4.8.3 platii pron € Z (dikaz viz [45]).
e Nesmime zapominat, Ze nasobeni kvaternionl neni komutativni, proto pro vyrazy
(r + @)%, (p + )3, atd. budeme psat
(»+@)?=p*>+pq+aqp+q*

(® +@)° =p3 +p%q +pap + qp* + q4*p + qpq + pq* + ¢3;
atd.

e ProtoZe Ize kvaternion g vyjadfit v exponencidlnim tvaru, pak i mocnina q lze vyjadfit
v exponencidlnim tvaru jako

" = ||q|I* (cos ¢ + Dsin @)™ = ||q| e?"¥.

Priklad: VypocCtéte patou mocninu kvaternionu g = 4 (cosg + Usin g)
Reseni.
. Podle vzorce pro mocnéni kvaternion( ziskame patou mocninu snadno:
= ||qlI® (cos5¢ + 0 sin5¢) = 4° (cos + D sin 53 )

V posledni ¢asti této podkapitoly se zamérime na odmocniny kvaternionu jako na specidlni pfi-
pad mocnéni. Pro takové pripady oviem obecné Véta 4.8.3 neplati, nebot odmocriovani kvater-
niond neni jednoznacné (tj. u jedné odmocniny, stejné jako u komplexnich cisel, vyjde vice raz-
nych vysledka).

Mame-li toto na zfeteli, pak pro libovolny kvaternion g = ||q|| (cos ¢ + ¥ sin @) € H, jehoz vek-
torova (imaginarni) ¢ast neni rovna nule, plati:

W—\/ gl <Cos((p+ m) n@)

prom=0,1, ...,k — 1. (viz [45]).

Dosazenim za m ziskdme postupné k navzajem rliznych odmocnin, které maji stejné odmocniny
z ||q|| a vektor 7, ale rozdilné argumenty.

Pfiklad: Naleznéte viechny paté odmocniny z kvaternionu g = 2 + 2i + 2j + 2k.
Reseni.
e Nejprve vyjadfime kvaternion v goniometrickém tvaru:

5 o N ||v||)
q = ligll (cos ¢ + P sinp) = ||q]| (uqn Tl -

llqll
i+2j V12 1 . 2i+2j+2k 2V3
— VAT AT Ax 4 (%4 2iH2t2k viz\ _ (1 2i42j+2k 2V3Y _
4+4+4+4(4+ Va+a+4 4) 4(2+ Viz 4)
_ 2(i+j+k) V3) 1 (i+j+k).\/_§ _
_4(2+ 2V3 7)_4(2+ V3 2)_
_ V3(i+j+k) . m\ _ T .. T
=4 (Cos§+Tsm§) =4 (cos§+vsm§)

e Nyni dosadime do vzorce pro odmocriovani a ziskdme vzorec pro nalezeni vSech péti
odmocnin z q:

W =1 llqll (co —((p+2n'm) + ﬁsin—((pinm)),
\/_ _ 2 <COS( +2mn) (;+iﬂ'm)>.

e V3echny paté odmocniny z g jsou tedy:
+2m0)

5\/50 = 4 <cos(3T+ﬁsin@> =34 (cosl—n5+ ﬁsinlls);
5\/61 = V4 <cos@+ﬁsin@> =4 (COS + Dsin 15)

+ ¥Usin
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Zaver

Tato bakalarska prace ve své Uvodni ¢asti prinesla vyvoj zakladnich matematickych predstav od
uznani nuly a zapornych Cisel, pres komplexni Cisla, az k objevu kvaternion(. Kvaterniony byly
pfijaty zahy po svém objeveni. Vzapéti bylo na tento objev navdzdno konstruovanim dalsich ci-
sel, oktoniond. Vyvoj v matematice poté pokracoval dal, chapani novych cisel se zdokonalovalo
a principy jejich vyuZiti byly nakonec nalezeny.

S konstrukci novych Cisel se ovsem ztracely jednotlivé algebraické vlastnosti. Komplexni Cisla
ztratila vlastnost x = x*, kvaterniony ztratily komutativitu pro nasobeni a oktavy asociativitu.
Tyto zakonitosti dodrZuje Caley-Dickson(iv proces, uzivany pro konstrukci novych téles z télesa
redlnych Cisel, ktery byl v této praci vyuzit.

Prace dale ptipomenula poznatky o komplexnich Cislech, jejich geometrickém vyznamu a prak-
tickém vyuZiti. Uvedla vyjadieni komplexnich Cisel v rGznych tvarech, kupfikladu v goniometric-
kém ¢i algebraickém. Vyklad byl podporen ilustrativnimi pfiklady a obrazky pro co nejlepsi po-
chopeni zakonitosti komplexnich cisel, které tvofi zaklad pro studium kvaternion( a jejich vlast-
nosti.

Hlavni ¢ast prace byla vénovana pravé kvaternionm. Prace uvedla zpUsoby zapisu téchto cisel,
jejich konstrukci, vlastnosti a operace. V ilustrativnich pfikladech byla demonstrovana funkénost
definovanych zakon( a ukazany nejduilezitéjsi vlastnosti. Dale byla v této ¢asti popsana geome-
tricka reprezentace kvaternionl a nastinéno jejich praktické vyuziti a vyznam.

Prace si kladla za cil shrnout poznatky o komplexnich ¢islech a seznamit s kvaterniony. Tento cil
povazuji za splnény. Bakalafska prace obsahuje uceleny prehled poznatkl o komplexnich ¢islech
a kvaternionech. Diky ilustrativnhim obrazkim (vytvorenych v programu GeoGebra) pfinasi jasny
vyklad geometrického vyznamu jak komplexnich ¢isel, tak kvaterniond.

Za nejpfinosnéjsi, nejzajimavéjsi a zdroven nejobtiznéjsi cast prace povaZzuji predchazejici stu-
dium kvaterniond. DuleZitost téchto Cisel podle mne spodiva v zejména v jejich schopnosti po-
psat tfirozmérny prostor a rotace, jez se vyuziva predevsim k animaci. Vedle prohloubeni po-
znatk(l o komplexnich Cislech, mé tato prace obohatila o zcela nové poznatky z oblasti teorie
hyperkomplexnich Cisel a o nové chapani souvislosti matematiky s redalnym svétem.
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