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Uvod

V této praci bych se chtéla zabyvat rovnici difuse, ktera spada do oblasti par-
cialnich diferencialnich rovnic. Je to velmi siroké a slozité téma, proto se omezim
na jeho nejjednodussi ¢ast a tento text bude pouze urcitym tvodem do matema-
tického modelu difuse.

V prvni ¢asti bych se chtéla zabyvat tim, jak prejit od reality k matematickému
modelu, tedy podrobné odvodit rovnici difuse. Dalsi ¢ast by se méla tykat toho,
jak analyticky vyjadrit feseni této rovnice v jedné dimenzi s riznymi okrajovymi
podminkami separaci proménnych neboli Fourierovou metodou a uvést vlastni
priklady, jejichz feseni budu zobrazovat v Matlabu jako grafy i animace. Ptirozené
bude nasledovat numerické feseni. Pro tyto ucely jsem si vybrala metodu siti,
na kterou bych se chtéla podivat ve vice variantach. Nejprve si vyzkousim tuto
metodu v jedné prostorové proménné a feSeni se pokusim srovnat s jiz nalezenym
analytickym fesenim v piikladech z pfedchozi ¢asti prace a zjistit, jestli vybrané
metoda vhodné aproximuje analytické feSeni. Numericky budeme TesSit rovnici
difuse i ve vicedimenzionalnim prostoru.

Hlavnim cilem a pfinosem této prace budou vlastni kédy v Matlabu, pomoci
kterych si bude moci uzivatel po zadani pocate¢nich podminek zobrazit graf
numerického feseni rovnice difuse a animaci, kde bude vidét, jak se feSeni méni s

Casem.



1. Par slov k difusi

Difuse je fyzikalni déj, pii kterém dochazi k vzajemnému prolinani ¢astic jedné
latky mezi ¢astice druhé latky v diisledku rozdilnych koncentraci. Rikdme, Ze tyto
latky difunduji. Céstice latky se pohybuji tak, aby byla koncetrace dané latky
stejna ve vSech bodech oblasti, kde difuse probiha, tedy aby nastala rovnovaha.

Proces difuse se odehrava na zakladé nahodnych pohybi molekul (tzv. Brow-
niv pohyb) a jejich srazek. Tento pohyb je chaoticky a nikdy nemtizeme fici, kde
se ktera castice latky bude v urc¢itém case nachéazet. Da se vsak vypocitat, jaka
bude jeji priblizna vzdalenost od ptvodni polohy. Tento problém vytesili Albert
Einstein a Marian Smoluchowski na pocatku 20. stoleti (dle [7]). Matematicky
model samovolného chaotického pohybu ¢astic se nazyva ,ndhodna prochéazka“.

Nejprve se védci domnivali, ze difuse je zalezitosti pouze tekutin. Miize vsak
probihat nejen v kapalinach a plynech, ale i v pevnych latkach. Jeji rychlost je
ovlivnéna fadou faktort. Zavisi na stfedni volné draze ¢astic (proto je difuse v
plynech rychlejsi nez v kapalindch), na teploté latek a v kapalindch na jejich
rozpustnosti. V pevnych latkdch mizeme mluvit o tzv. tepelné difusi, ke které
dochézi nyni na zakladé jinych ,koncetraci tepla“. V tomto pripadé je faktorem
ovliviiujicim rychlost difuse, tedy rychlost ,transportu® tepla, tepelna vodivost
(kazdy si jisté prestavi, co se déjé, kdyz zahfivame jeden konec kovové tyce).

Prikladem difuse je osméza, kdy latky o rtznych koncetracich difunduji pres
polopropustnou membranu, nebo jednoduse priprava caje, pri které latky sacku
¢aje difunduji do horké vody. Nasledujici text bude pojednavat o toku latek ur-
¢itou oblasti, ale stejné tak bychom mohli hovotit o tepelném toku, stacilo by
zameénit nékteré pojmy, které jsou vsak analogické. V dalsi kapitole odvodime
rovnici difuse, kterda vypada z matematického hlediska naprosto stejné jako rov-

nice vedeni tepla.



2. Odvozeni rovnice difuse

Pro odvozeni rovnice difuse potfebujeme zavést nékolik pojmi a vét.

Definice 2.1. Necht f : R" — R je redlnd funkce diferencovatelnd v bodé

xo = (21,2, ...,x,) € R™. Vektor

V) - (L) O 2T )

nazveme gradientem funkce f v bodé xg.

Gradient funkce f v bodé xq vyjadiuje smér nejvétsiho rustu funkce f v tomto
bodé. Je to vektor, ktery je kolmy na vrstevnici grafu funkce f v bodé xq. Je tedy

jistou analogii k derivaci v bodé realné funkce jedné realné proménné.

Definice 2.2. Necht F = (fi,...,f,) : R" — R" je vektorové pole spojité
diferencovatelné v bodé xq. Cislo

8f1 (Xo) 4 4 afn(Xo)

divF(x0) = B e D

nazveme divergenci vektorového pole F v bodé xg.
Divergence vektorového pole vyjadiuje velikost zdroje vektorového pole.

Definice 2.3. Difusni tok je mnozstvi latky [kg], které projde jednotkou plo-
chy [m?] za jednotku ¢asu [s]. Difusni tok budeme znacit J a jeho jednotkou je

kgm=2s1.

Velmi dulezitym stavebnim kamenem pro odvozeni rovnice difuse je Gaus-
sova véta. Jeji dikaz je uveden v literatue (napiiklad reference [4], str. 389),
takze si ukazeme jen jeji odvozeni, které nam zaroven pomiize pochopit jeji
smysl — fyzikalni vyznam véty.

Méjme omezenou oblast Q C R?, kterou si rozdélime na nekoneéné mnoho
infinitezimalnich krychli. Budeme pocitat tok vektorového pole F = (f,, f,, f»)

ven z jedné z téchto krychli. K tomu postaci secist toky pres Sest jednotlivych

7
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Obrazek 1: Krychle

stén krychle. Uvazujme soufadnicovy systém s pocatkem v bodé (z,y, z) (jeden
z vrcholu krychle), osy pak opisuji 3 hrany krychle o délkach Az, Ay a Az, viz.
Obréazek [Il Sténu tvofenou body (x,y, z), (x,y, z + Az), (z,y + Ay, z + Az) a
(x,y+Ay, z) ozna¢ime Sy, tok touto sténou J; a normalovy vektor ke sténé S ny.
Sténu tvofenou body (z+Ax,y, z), (z+Ax,y, 2+ Az), (r+ Az, y+Ay, 2+ Az) a
(x+ Az, y+ Ay, z) oznaéime Ss, tok touto sténou Jo a normalovy vektor ke sténé
Sy ngy. Pro zbylé 4 stény analogicky.

Tok sténou S; vyjadiime jako integral pfes tuto plochu z x-ové slozky F se zna-
ménkem ,-“ (protoze nas zajima tok ve sméru vnéjsiho normalového vektoru, tzn.

ven z krychle, viz. Obrazek [I):

Jl = —/ fx dydz
S1

Protoze se jedna o hodné malou krychlicku, hodnoty x-ové slozky F se nebudou
na 57 vyznamné ménit. Vezméme tedy pouze hodnotu f, ve stfedu stény Si,

ktery oznac¢ime pismenem A, a muzeme psat:
Ji = —f.(A)AyAz, kde AyAz je obsah plochyS;.
Analogicky se vyjadii tok pres sténu So:

Jo = f.(B)AyAcz.
8



Podivejme se nyni na hodnoty f.(A) a f.(B):
f+(B) = f.(A) 4+ (zména slozky f, ve sméru osy = na intervalu(z,z + Ax))

Protoze hrana krychle je velmi mala, hodnoty zmény slozky f, na ni nebudou
vyznamné a misto abychom scitali zmény na tsecce, pfes kterou nas zména za-
jiméa, vynasobime zmeénu slozky f, v jednom bodé délkou hrany krychle. Za tento
bod si zvolime (z,y, z). Na takovou volbu mame pravo (i kdyz bychom si podle
predchozich tvah méli zvolit bod A), protoze rozdil téchto zmén bude velmi maly,

podobné jako v predchozim. ..

Neboli:
£o(B) ~ () + D)
Tedy:
Jo (fx(A) " %m) AyA-.

Jak jiz bylo predeslano, celkovy tok z krychle bude roven souctu tokt pres stény

krychle, proto si vyjadiime J; + Ja:

Ofe(,y,2)

Ji+ Jo = or

AzAyAz.

Zcela stejnym postupem bychom odvodili, jak vyppada Js + J4 a J5 + Jg:

Tyt gy o Ho@::2) %“;/y’ 2) ArAyAz

Js 4+ Jg =

8fz<g’y’z)AxAyAz.

z

A pro celkovy tok J plati:

J ~ afx(x> Y, Z) + 8fy(:)3, Y Z) + 8fz(93, Y, Z) ALL’AyAZ =
Ox Jy 9z

=divF(x,y,2)AV,



J

Obréazek 2: Soucet toku

kde AV je objem infinitezimalni krychle. Tento tok lze také vyjadrit takto:

J = / / F-ndS.
povrch krychle

A abychom dostali tok celou oblasti §2, secteme toky pres vSechny infinitezimalni
krychle. Uvedme si na jednoduchém piikladé, pro¢ to tak mizeme provést. Méjme
néjakou uzavienou plochu K, ktera ohranicuje objem V', ktery rozdélime na dveé
¢asti V; a Vs plochou Kjy (¢imz dostaneme i dvé uzaviené plochy K; a Ks), a
spojité vektorové pole T (viz. Obrazek 2]). Budeme pocitat tok tohoto vektorového
pole hranicemi mnozin V; a V5.

Tok hranici mnoziny V;:

// T-ndS+// T -n; dS
K Ko

Tok hranici mnoziny V5:

// T-ndS+// T -n, dS
Ko Ko

Ziejmé plati, Ze nyg = —ny, coz zpusobi, Ze pfi secteni tokidl hranicemi mnozin V;
a Vs se druhé s¢itance u obou toki ode¢tou (plyne ze spojitosti vektorového pole
T), a dostaneme tok hranici mnoziny V.

Pro spocitani celkového toku oblasti €2 si tedy mtzeme dovolit secist toky infini-

tezimalnimi krychlemi a dostavame:

// F~ndSm///dideV.
o9 Q
10



A tim jsme odvodili Gaussovu vétu, zvanou cCasto také vétou o divergenci nebo
Gauss-Ostrogradského, kterou si uvedeme ve znéni, které potiebujeme pro odvo-

zeni rovnice difuse:

Véta 2.1. (Gaussova) Necht Q € R? je oblast ohranicend plochou 99, v jejimz
kazdém bodé existuje vnéjsi normalovy jednotkovy vektor n k plose 9S). Dale necht

F = (fi, f2, f3) : Q — R3 je vektorové pole takové, Ze f; jsou spojité na Q a

ofi
ox;

Vx € Q, Vi € {1,2,3} existuji parcialni derivace 52 (x), které jsou spojité na )

a spojité prodlougitelné na Q. Pak

J[[awpav=[[ Fonas

Dukaz: viz. [4], str. 389. O

Pro odvozeni rovnice difuse dale potrebujeme znat vztah mezi jiz zminénym
difusnim tokem a koncentraci. K tomu nam poslouzi tzv. Fickuv zakon, nékdy
nazyvan také Prvni Ficktv zakon ¢i Zakon difuse (viz. [8]). Je tfeba poznamenat,
Ze se jednad o empirii. Roku 1855 Adolf Fick, némecky fyziolog, poprvé zverejnil
v ¢lanku ,,On Liquid Diffusion® (viz. [10]) zédkony tykajici se transportu latek
v tekutinidch véetné Zakona difuse, ktery je zaloZzeny na pokusech, pii kterych
zjistoval koncentrace a tok soli ve vodnim roztoku.

Zakon difuse plati pouze v izotropnich a izomorfnich materidlech. Izotropni
jsou takové, které maji ve vsech smérech stejné mechanické vlastnosti, izomorfni

maji v kazdém bodé stejné slozeni.

Zakon 2.1 (Fickuv). Velikost difusniho toku v izomorfnich izotropnich materid-

lech je primo umérnd gradientu koncentrace:
J=-DVcg,
kde D € R je difusni koeficient [m?/s] a c je koncentrace [kg/m?®].

Muzeme tedy fict, ze difusni tok probiha proti sméru gradientu koncentrace

a je umérny jeho velikosti.

11



Nyni méame potfebny matematicky a fyzikalni aparat a prejdeme k vlastnimu
odvozeni rovnice difuse.

M¢éjme libovolnou oblast Q C R3, ktera je neménna v éase a splituje piepo-
klady Gaussovy véty. Necht funkce ¢ = ¢(t,x) : R x Q — R, kde t € R je ¢as a
x € Q, je t¥idy C'(R x Q) a udéva koncentraci v daném bodé a ¢ase v oblasti
Q, necht J : R x Q — R3 je vektorové pole difusniho toku, které také spliuje
predpoklady Gaussovy véty, a n je vnéjsi normélovy jednotkovy vektor k plose
0.

Podle zakona zachovani hmotnosti plati, Ze ¢asova zména hmotnosti difundu-

jici latky v oblasti €2 je rovna ¢istému toku latky ven z oblasti €2, neboli:

[l [ o

Podle Gaussovy véty miizeme pravou stranu rovnosti ([II) upravit do tohoto tvaru:

//mJ(t,x) n(x) dS = ///Q div J(t,x) dV.

Protoze je funkce ¢ tiidy C'(R x ), podle Lebesgueovy véty, uvadéné v cizoja-
zy¢né literatute jako ,Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem® (reference
9], véta 5.36E|) na levé strané rovnosti (I) mizeme zaménit potfadi derivace a

integralu. Celkové tedy dostaneme:

///Q %c(t,x) dV = —///Q divJ(t,x) dV. (2)

Protoze na obou stranach rovnosti (2)) integrujeme pres stejnou oblast €2, muzeme

psat:

///Q (gd’*") +divJ <t,x>) dv =0,

ITato véta pojednavéd o zdméné limity a integralu, ale staci si uvédomit, ze derivace je
definovéna jako limita, a zaména derivace a integralu je dusledkem této véty.

12



Vzhledem k tomu, Ze oblast {2 je libovolna a funkce za znamenim integralu je
spojita na (), rovnost bude platit pravé tehdy, kdyz integrovana funkce bude
nulovad. Tedy

—c(t,x) +divJ(t,x) = 0.

Coe(t,x) + div 3(t,%)
Nyni dosazenim za difusni tok J z 1. Fickova zakona dostaneme:

div J(t,x) = div (—DVec(t,x)) = —Ddiv (Vc(t,x)) = —DAc(t, x),

kde Ac(t,x) = Ltz | Feltx) | Feltx) 1 ¢ — (1, 7y, 75). Tedy

0r12 Oro? Ox3?
0
—c(t,x) — DAc(t,x) =0 (3)
ot
respektive
gc(t x) = DAc(t,x) (4)
8t ) - )

coz je rovnice difuse. Jak je vidét, jedna se parcialni diferencialni rovnici, ktera

spada do kategorie linearnich parabolickych rovnic.

3. Analytické reseni rovnice difuse v R

Pii studiu tepelné vodivosti Joseph Fourier (1768-1830) — francouzsky fyzik
a matematik, o jehoz praci se opiraji nékteré oblasti matematické analyzy a jeho
teorie jsou velmi dilezitou soucasti matematiky a prirodnich véd — vymyslel me-
tody pro FeSeni nékterych parcidlnich diferencidlnich rovnic (viz. napiiklad [4]).
V této praci se budeme zabyvat pouze jednou z nich — metodou separace promén-
nych. Nejprve se podivame na Fourierovy fady a jejich vlastnosti, které budeme
potfebovat pro feseni rovnice difuse, a potom uvedeme Fourierovu metodu neboli
metodu separace proménnych, pomoci které budeme schopni vyjadrit analytické
feSeni ve tvaru nekonecné fady funkci. V této kapitole se podivame na dva typy

okrajovych podminek — Dirichletovy a Neumannovy.

2Kdybychom neméli predpoklad spojitosti integrované funkce, z dané rovnosti bychom do-
stali, ze integrovana funkce bude nulova pouze skoro vsude na 2.

13



3.1. Fourierovy rady

J. Fourier se zacal zabyvat Fourierovymi fadami za tcelem vyfeSeni rovnice
vedeni tepla, ale ukazalo se, Ze maji i mnoha dalsi vyuziti, napiiklad v elektroin-
zenyrstvi, akustice, optice nebo kvantové mechanice. Tento pojem by si urcité za-
slouzil rozsahlejsi kapitolu, ale to neni predmétem mé prace. V této kapitole pouze
definujeme Fourierovy fady a uvedeme, jak vypadaji Fourierovy fady sudych a

lichych funkci, ¢ehoz pozdéji vyuzijeme pii hledani feseni rovnice difuse.

Definice 3.1. Necht funkce f : R — R je Riemannovsky integrovatelna na intervalu

(a,a+2l), kde a € R al € (0,00). Radu

302 (e (777 + B (1))

n=1

takovou, ze:

A, = %faaﬁl f(z)cos ("72) dz Vn € Ny

an:%faaHl f(x)sin (272) dz Vn € N

nazveme Fourierovou fadou funkce f na (a,a + 2l) a koeficienty A, a B, se

nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f na (a,a + 2I).

Tedy kazda periodicka funkce je vazenym souctem cosinil a sinti s vahami A,

a B,.

Véta 3.1. Necht funkce [ je po castech hladkd na (—1,1). Pak Fourierova fada
fukce f na (—1,1) konverguje k f bodové v kaZdém bodé spojitosti funkce f.

Dukaz: viz. [4] str. 267. O

Véta 3.2. Necht funkce f je integrovatelnd na (—1,1). Pak plati:

1. Je-li f sudd na (—1,1), pak jeji Fourierova tada je Tada kosinovd a plati, Ze
A, = %folf(x)cos(@)dx VneNyaB,=0 VneN.
14



2. Je-li f lichd na (—1,1), pak jeji Fourierova Tada je Tada sinovd a plati, Ze

A, =0 VneNyaB, —2f0 sm("”)dm Vn € N.
Dukaz:

1. Protoze je funkce sinus lich4 a funkce f sudé na (—,1), souéin téchto funkci
je funkce licha a proto B,, = % f_ll f(z)sin ("”) dr =0 Vn. A pro A, plati:

A, = %filf(x) cos (252) do = %fol f(x) cos (2£) dzx, protoze integrovana

funkce je suda na (—[,1).

2. Provedlo by se zcela analogicky jako v pripadé 1.

Z téchto vét plyne, ze pokud mame zadanou funkci pouze na néjakém inter-
valu (0,1), miZeme ji aproximovat kosinovou respektive sinovou fadou na tomto
intervalu, protoze ji lze dodefinovat na intervalu (—[,0) tak, aby byla na (—[,1)

suda, respektive licha.

3.2. Separace proménnych

Separace proménnych je metoda, pfi které predpokladame, Ze feseni ma tvar
nasobku dvou funkci, z nichZz jedna je zavisla pouze na prostorové proménné a
druha jen na case. V dalsim budeme pro jednoduchost uvazovat pouze jednu
prostorovou proménnou z € [0,1]. Pro pfehlednost si dovolime zjednodusit i zna-
ceni. Mlsto ; budeme psat ¢; a namisto 2 o Jednoduse Cz2. Nase rovnice spolu s

pocatecni a Dlrlchletovou okrajovou podminkou v tomto znaceni vypada takto:

(E) ¢t — Dcy =0 V(t,z) € (0,00) x (0,1), D € RT
(1C) c(0,z) = f(x) Vz € (0,1),kde f € C! je dand funkce  (5)
(BC) c(t,0) =c(t,l) =0 Vt>O0.

Z puvodni rovnice, dosazenim c(t,z) = T'(t) X (z), dostaneme:

T'()X (z) — DX"(2)T(t) = 0,

15



neboli
() X'(x)
DT(t)  X(z) (©)

Protoze funkce na levé strané rovnice (@) je zavisla pouze na proménné ¢ a funkce
na pravé strané na jiné proménné z, je ziejmé, ze aby rovnost platila pro kazdou
usporadanou dvojici (¢, z) € (0, 00) x (0,1), musi byt obé strany rovnice (@) rovny

1

néjaké stejné konstanté. Tuto konstantu oznac¢ime —A (znaménko ,— nehraje

nijak dilezitou roli, méame jej zde pouze z jiz brzy viditelnych ,matematicky

estetickych® divodt). Timto dostavame dvé obycejné diferencialni rovnice:
X"(x)+ XX (z) =0 (a) a T'(t) + ADT(t) =0 (b)

Nyni se podivame, jak ovliviiuje konstanta A feSeni téchto rovnic a posléze i reseni
naseho problému. Necht A < 0. Pak obecné feseni obycejné diferencialni rovnice

(a) vypada takto:
X(x) = aeV™™ 4+ be VM kde a,b € R.
Z okrajovych podminek dostaneme, ze X (0) = X (1) = 0, tedy:
a+b=0 A aeV MN4pe VAN =0.

Z toho snadno vidime, ze a = b = 0, coz znamena, ze dostavame feseni, které je
identicky rovno nule: ¢(t,z) = 0 Va € R, coz by znamenalo, Ze i funkce f by
byla identicky rovna nule a nebylo by co fesit.

Nechf A = 0, poté se ndm rovnice (a) redukuje na rovnici: X”(z) = 0, jejimz
obecnym FeSenim je evidentné polynom prvniho stupné: X (z) = cx + d a z okra-
jovych podminek dostavame stejné jako v predchozim, ze ¢ = d = 0, tedy opét
c(t,z) =0 VreR.

Necht A > 0. Pak obecné feseni obycejné diferencialni rovnice (a) ma tvar:
X(x) = Asin(V\z) + Bceos(VAz), kde A, B e R
a obecné feseni rovnice (b) vypada nasledovné:

T(t) = Ce P  kde C € R.
16



Nyni pouzijeme okrajové podminky. Vime, ze X (0) = 0 = B = 0 ataké X (/) = 0.

Celkem proto musi platit, ze
Asin(VAl) = 0,
z ¢ehoz vyplyva, ze
VA =nm, kde neN.
Takze V) = “E. Bereme pouze kladné nasobky 7, protoze vime, Ze VAL > 0.
Tim dostavame zavislost funkci X a 7T na indexu n, kterou naznacime dolnim
indexem, a obecna feSeni jsou tohoto tvaru:

nmx

Xp(x) = A, sin (T)

—Dn2n2t

T.(z) =Che =2

Protoze je rovnice difuse linearni, plati princip superpozice, a feseni tedy mizeme

hledat ve tvaru rady:

> — 7L27\'2t
c(t,x) = ZB" sin (@) e B , kde B, = A,C,.

n=1

Podivejme se nyni na pocate¢ni podminku:
= nmx
c(0,z) = anin<—): x).
0.0 =3 ) = f)

Protoze je funkce f definovand na intervalu (0,7), mizeme si pfedstavit, Ze ji
dodefinujeme na intervalu (—[, 0) tak, aby byla lichd. Proto ji mizeme rozvinout

v sinovu fadu (dle Véty B.2):

@) ~ g (? /Ol f(aysin (70 d:):) sin ("70).

Z predchozi podkapitoly a z vlastnosti funkce f vime, ze tato fada bude bodovée

konvergovat k funkci f, takZze miZzeme psat pocatecni podminku takto:

> psin (7)< 32 (7 [ torsin (455 ) sin (7).
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odkud je jasné vidét, ze B,, = % fol f(z)sin (%) dz. Dostali jsme tedy analytické

feseni rovnice difuse nasledujiciho tvaru:

ot, z) = %g (Sin (#) o2 /0 l f(2) sin (#) d:):) . (7)

Z tvaru feseni muzeme vidét, jakou roli hraje difusni koeficient: protoze se nachéazi

—Dn2?x2%t
pouze v argumentu funkce e™ 2 | je zfejmé, ze ¢im vétsi bude difusni koefici-

ent, tim rychleji bude tato funkce konvergovat k nule, a protoze je funkce sinus
omezend, tim rychleji (tzn. v ¢ase t) bude fada konvergovat k funkei identicky
nulové.

Uvedme si velmi jednoduchy piiklad nalezeni feSeni rovnice difuse s pocatec-

nimi a Dirichletovymi okrajovymi podminkami.

Piiklad 3.1. Necht D = 1,1 = 1 a f(z) = 4sin(7z) + sin (47z) . Pak funkci
[ muizeme psat zfejmé takto: f(x) = > " Apsin(nrz), kde Ay =4, Ay =1a
A, =0 VneN\{1,4}. Z toho a s pfihlédnutim k tomu, v jakém tvaru hledame

feSeni rovnice difuse, plyne:

c1(t,x) = dsin () e ™t + sin (4rx) e 07,
Kdybychom zménili hodnotu difusniho koeficientu, feseni by vypadalo velmi po-

dobné. Napriklad pro D=3 vypadéa feseni takto:
cs(t, x) = dsin (wz) e 3" + sin (drz) e 71

Na nésledujicim obrazku jsou vykresleny grafy funkce y = ¢;(¢,x) a y = c3(t, x)
(¢arkované) pro t pevné zvolend. Dolni indexy feSeni ¢ zde znac¢i hodnotu difus-
niho koeficientu. V Matlabu jsem vytvofila také animaci feSeni pro D = 1, na
které je lépe vidét, jak se feSeni méni s ¢asem (animace prl.m). V tomto pii-
padé jsme nemuseli pocitat koeficietny A,, pomoci integralu. Uvedeme tedy také

priklad, ve kterém neni feseni tak rychle viditelné.
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c(0,x)
cl(D.Ul,x) i

—— 03(0.01,x)
¢,(0.06,%)
I c3(0.06,x)

c(infty,x)

Koncentrace

. . . . . . . . . ~
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Prostor

Piiklad 3.2. Mé&me f(z) = e *sinz, kde x € [0, 7], a FeSme stejny problém
pro D = 1. Tentokrat je tfeba spocitat feseni rovnice difuse pomoci vztahu (7).
Nejprve uzitim vzorce sinasin 8 = 3 [cos (a — ) — cos (a + 3)] a metodou per
partes vypocteme integral

2 ™
I, = —/ e “sinzsin(nx)dr =
0

™

B 1{1—6—%03 m(l—n)] 1—6‘”cos[7r(n+1)]}

s 1+ (n—1)2 1+ (n+1)2

Pro n sudé je to

—r 1 !
]n:%(l—Fe )[1+(n_1)2_1+(n+1)2}

a pro n liché:

A feseni
[ee]
c(t,x) = Z I, sin (nz) e ™",
n=1
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Animace k tomuto prikladu je v souboru animace_pr2.m. V tomto piipadé bylo

potfeba vytvorit cyklus pro soucet ,nekonecné“ rady. O

V Matlabu jsem vytvorila také soubor, ktery vykresli po zadani poc¢atecnich pod-
minek graf feSeni rovnice difuse jako funkci x a t, viz. ASol.m.

Nyni se podivame na Neumannovy okrajové podminky. Budeme tesit nasle-
dujici systém:

(E) ¢t — Dcy =0 V(t,z) € (0,00) x (0,1)

(1C) c(0,z) = f(x) Vz € (0,1), kde f € C* je dand funkce (8)
(BC) cx(t,0) = c.(t,1) =0 Vit >0.

Postup k nalezeni feseni takovéto tilohy je velmi podobny jako pro nelezeni reseni
pii Dirichletovych okrajovych podminkéach, proto jej uvedeme struc¢néji. Opét
separaci proménnych c(t,x) = T(t)X(x) dostaneme dvé obycejné diferencialni

X"(z)+AX(z) =0 (a) a T'(t) + ADT(t) =0 (b).

Pro A < 0 bychom dostali feSeni identicky rovné nule, takze budeme uvazovat

A > 0. Z obycejné diferencialni rovnice (a) pro X (x) dostaneme feSeni:

X () = Acos(VA\z) + Bsin(VAz), kde A, B € R.
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Podivejme se nyni na okrajovou podminku: X'(0) = X'(I) = 0. Zderivujeme
funkei X (x):

X'(z) = —AVAsin(VAz) + BV A cos(VAx).
Dosazenim = = 0 dostaneme: Bv/A = 0, coz vzhledem ke kladnosti A implikuje
B =0, tedy X(z) = Acos(v/Az). A dosazenim za x = [ zjistime jak vypadd \:
Podminka X'(I) = —AVAsin(v/Al) =0, kde A#0 a >0, je ekviva-

nm

lentni s podminkou: VA = 2, kde n € N. Z oby¢ejné diferencialni rovnice (b)
pro T'(t) dostaneme: T'(t) = C'e~P. Reseni tedy budeme nyni hledat ve tvaru:

A > n2r2
= 70 + ZAne_D 7 cos (_mlrx) )

Tento tvar vychazi z toho, jak vypadaji koeficienty kosinové rady funkce f. Pro-
toze je tato funkce definovand pouze na intervalu (0,/), mizeme ji dodefinovat

a (—[,0) tak, aby byla suda. Pak podle ptedchozi kapitoly bude:

/f cos )dm Vn € Ny

a FeSeni systému (8)) je tedy tvaru:

:%/lf( dm+lz<cos<mm Dn”/f cos )da:)
0

Piiklad 3.3. ReSme systém (ISI) pro D=1,1=1a f(z) = 2* + 2z + 1. Nejprve
je tieba spocitat fo r)de = I a fo ) cos(nma)dr = —5(2cos(nw) — 1)

(metodou per partes). Reseni je tvaru:
T, (2 ~1
c(t,r) = -+ 42 (M cos (nmx) e‘"zﬁzt) :

V Matlabu opét vykreslime feseni pro néktera pevna ¢, abychom méli predstavu,

jak se Teseni chova.
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Také je k dispozici animace jako v predchozich ptikladech, viz. animace_pr3.m.

4. Numerické reseni rovnice difuse — metoda siti

Metoda siti patii k oblibenym metodam pro feSeni diferencialnich rovnic (jak
obycejnych, tak parcidlnich). Jeji princip je velmi jednoduchy a da se ukazat, ze
ma pomeérné dobré vlastnosti, co se tyka konvergence i stability. Pii jeji konstrukei
se disktretizuje prostorovad proménnnd i ¢as (nahrazenim parcidlnich derivaci za
diferenc¢ni podily) a feSeni se vypocita ze soustavy linearnich algebraickych rov-
nic. Existuji i tzv. semidiskrétni metody, které vedou na soustavy obycejnych
diferencidlnich rovnic tak, ze se diskretizuje bud pouze prostorovd proménna a
as se ponechd spojity (napiiklad Rotheho metoda), nebo se naopak diskretizuje
pouze Cas a prostorova proménna zustane spojita. Semidiskrétnimi metodami se
vsak nebudeme v této praci zabyvat. Cilem nebude projit veskeré metody, ale
ukazat si vhodny ndstroj pro nalezeni numerického feSeni rovnice difuse (i ve
vicedimenzionalnim prostoru) a naprogramovat ho v Matlabu.

Metoda siti m& mnoho verzi, které se lisi tim, jakym zptisobem aproximu-
jeme derivace, a podle toho i konvergenci a stabilitou. Nejprve si uvedeme tzv.

explicitni metodu.
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4.1. Explicitni metoda

4.1.1. Explicitni metoda pro jednu prostorovou proménnou

ResSme rovnici ve tvaru:

(E) it o) = Caa(t,2) =0 V(t,2) € (0,T) x (0,1)
(1C) c(t,0) =c(t, 1) =0 vVt € 10,T] 9)
(BC) c(0,z) = f(x) Vo € (0,1)

Z (IC) a (BC) plyne, ze funkce f spliuje tzv. podminky souhlasu: f(0) = f(I) =0,
které potiebujeme k tomu, abychom dostali spojité feseni. Zavedme obdélnikovou
sit uzlt na mnoziné (0,7) x (0,7") tim zptsobem, ze interval (0, [) rozdélime na n
podintervali stejné délky h = L a interval (0,7) na p podintervalt stejné délky

T = %. Tim ziskdme mnozinu (n — 1)(p — 1) bodi:

{(z;,t;)) € (0,1) x (0,T),i=1,....n—1,j=1,...,p—1}

a oznacme xg =ty = 0, z, = [ at, = T. A v téchto bodech nahradime de-
rivace jejimi aproximacemi - diferen¢nimi podily. Pro derivaci podle prostorové
proménné se uziji centralni diference a pro derivaci podle ¢asové proménné di-
ference vpred. Dostaneme systém p(n — 1) rovnic o (p + 1)(n + 1) nezndmych a

oznacme CZ =c(tj,x;) a fi = f(z;):

1, 4 1, I o o

—(c! =] )—ﬁ(cg_l—%’g +cl1)=0 kde i=1,....n—1 a j=1,...,p
-

Tuto rovnici vyndsobime 7, polozme 3 = ;5

d—d7 =B —2d v ) =

(2

a snadnou upravou dostavame:
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@ uzly, ve kterych nezname funkéni hodnotu feseni

A matice prechodu od jednoho fadku k nasledujicimu

Obrazek 3: Obdélnikova sit

(3

dostavame systém (p+1)(n—+1) rovnic o (p+1)(n+1) neznamych. Tato soustava

se v algoritmu bude Tesit rekurentné vzhledem k casu ¢ (zacneme pocatecnimi

podminkami), viz. schéma na obrazku Bl KdyZ oznac¢ime ¢/ = (], c,...,c,_1)7,
miiZzeme nagi soustavu rovnic psat maticové takto: ¢d = Aci™t, j=1,...,pa

A je ziejmé symetrickd t¥idiagonalni matice typu (n — 1) x (n — 1) a tvaru:

1-238 8 0 0 0 0
3 1-23 8 0 0.. 0
0 3 1-28 B 0°
A= 0 0 3 1-28 8
0 0 . et
: . .. .. .. .. ﬁ
0 0O ... 0 0 B1-28

Tato matice je nazyvana matici pfechodu. Z tvart vlastnich ¢isel matice A se da
odvodit, jak musi vypadat ¢islo 3, aby metoda konvergovala. Bylo dokazano, Ze
podminka 5 < 1 5 Je nutnd a postacujici k tomu, aby byla metoda konvergentni a
stabilni (viz. [6], str. 336). K tomu budeme samoziejmé prihilzet pii konstrukei
sité v Matlabu. Zvolime napifklad § = I, tj. 7 = 107* a h = 2 - 1072, Soubor
esitl.m vykresli po zadani pocéateénich podminek a nékolika hodnot (1,7, D, f)
graf feseni. Jedna se o velmi jednoduchy kéd, ktery numericky fesi problém za-

dany na zacatku této kapitoly. Pro naprogramovani explicitni verze metody siti
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pro jednu prostorovou proménnou v Matlabu stac¢i skoro tak malo fadkt kédu
jako pro vykresleni vysledku. Nebylo tfeba fesit ani soustavu linearnich rovnic
v pravém slova smyslu, jednd se o prostou rekurenci’ (proto nazev Explicitni

metoda).

4.1.2. Analytické reseni versus Explicitni metoda v jedné dimenzi

Nyni si ukadzeme, jak se osvédc¢i Explicitni metoda tim, Ze vysledky srovname
s analytickymi vysledky z prvni kapitoly (Priklad 3.1 a Priklad 3.2). Pomoci
Matlabu jsem nejprve vykreslila grafy abslolutnich hodnot rozdili numerického
a analytického FeSeni pro rizné Casy t (tak, aby byla vidét tendence chovani tzv.
absolutni chyby) a také grafy tzv. relativnich chyb. Z absolutnich chyb vidime,
jak je odchylka hodnot numerického reseni od analytického feseni velka — velikost
chyby odpovid4 jejimu faddu dle teorie O(7+h?) — viz. [6], str.336, v nasem piipadé
asi 10~%. Meéli bychom také zvazit, jaké jsou velikosti podili absolutnich chyb a
hodnot analytického feseni. K tomu poslouzi grafy relativnich chyb. Na nich je
hezky vidét, ze s rostoucim casem se chyba zvétsuje, coz nejspis plyne z toho,
Ze se numerické feSeni pocita rekurentné vzhledem k casu, tedy chyba postupné
narustd, viz. Obréazek [ a Obrazek Bl na nasledujici strané. V Prikladé 3.2 je
chyba vétsi pro x — m, ale stale je zachovan ad chyby. Stejné je tomu u srovnani

implicitni metody, tak by se dalo soudit, Ze pfi¢inou je pocatecni podminka.

4.1.3. Explicitni metoda pro vice prostorovych proménnych

Nyni se podivame na podobnou situaci jako v predchozim, jen s tim rozdi-
lem, Ze se presuneme do dvoudimenzionalniho prostoru (pro tii prostorové pro-

ménné by se postupovalo analogicky). Necht Q = {(z,y) : 2 € [0,{],y € [0, 5]} a

vvvvvv

muset fesit soustavu n — 1 rovnic o n — 1 neznamych.
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Obrazek 5: Priklad 3.2

f: QR je funkce tiidy C'. Budeme fesit tilohu nasledujiciho tvaru:

(E) a(t, x,y) — coa(t,z,y) — cpy(t,z,y) =0 Y(t,z,y) € (0,T) x Q
(BC) c(t,z,y) = f(z,y) vt e (0,7), Y(z,y) € 09
(10) c(0,z,y) = f(x,y) V(z,y) € Q

(10)
Pocatecni a okrajové podminky jsou napsany tak, aby bylo feseni spojité. Opét
sestrojime pravidelnou sit a to tak, Ze intervaly na ose z i y rozdélime ekvi-
distantné na dilky délky h (pocet dilku v intervalu (0,l) ozna¢ime n a pocet

dilkt v intervalu (0, s) oznadime ¢) a interval (0, 7") na p dilka délky 7, zavedeme
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podobné jako v pfedchozim: g = yo =t =0, z,, = [, y, = s at, = T  a oznacime:

dk =c(tj, i, yp), kdet; =to+j7, v, = o +ih, yp = yo + kh.

(2

Aproximace parcianich derivaci se provede zcela analogicky jako pro jednu pro-

storovou promeénnou:
i—1

cjk—c?k
~ 2 2
Ct(tj—laxiayk) =~ - ,

¢ ~ G- lk zczk +cz+1k ¢ it _zczk +czk+1
Caa(tj—1, Ti, Yr) = 5 a Cyy(tj—1, zi, yr) = 5

Dosazenim téchto aproximaci do ptivodnich rovnic a drobnou tpravou dostaneme

tyto vztahy:

(1) (z)_k = f(%yk) V@Jf
(BC) Cék = f (w0, Y), CZLk = [(zn, yx) Yk, J,
C’ZO = f(xiayo)a ng = f(miva) Vi, .

V Matlabu se vse provede velmi podobné jako pro jednu prostorovou promén-
nou, viz esit2.m. Pomoci tohoto m-filu vytvotfime animaci (graf feSeni nebudeme
zobrazovat, protoZe se jednd o funkci tii proménnych).

Nevyhodou explicitni verze metody siti je, ze aby byla metoda stabilni, mu-
sime pii volbé 7 a h respektovat podminku 3 < % To znamena, ze pokud chceme
napriklad rozpulit iteracni krok na prostorové ose, musime rozc¢tvrtit iteracni
krok na casové ose, coz muize byt nepfijemné. Proto se podivame i na implicitni
metodu, ktera je tak zvané absolutné stabilni — neklademe zadnou podminku na
(. Hodnota [ neni smérodatna ani pro konvergenci metody (viz. [6], str. 340),
avsak pfi neopatrné volbé § mohou vznikat vétsi chyby. Je vhodné, aby byl ite-
racni krok na casové ose radové stejné velky jako druhd mocnina iterac¢niho kroku

na prostorové ose.

4.2. Implicitni metoda

4.2.1. Implicitni metoda pro jednu prostorovou proménnou

V tomto odstavci budeme numericky fesit stejnou tlohu ([@) jako u explicitni

metody a zachovame znaceni. Postup odvozeni je stejny, jen s tim rozdilem, ze

27



misto diferenci vpred pro aproximaci parcialni derivace podle ¢asu pouzijeme
zpétné diference. Tedy podil %(CZ —d _1) zde bude aproximovat derivaci v uzlu

7

(xi,t;). Tim dostaneme:

1 . . . S

;(CZ - CZ 1) - _(Cg—l - 25}2 +C?+1) =0
a z toho:

Cg_l = (1 + 26)63 - 5(03—1 + Cg+1)-

Prepis pocatecni a okrajové podminky zistava stejny jako u explicitni metody,
ale maticové se danéd uloha zapise takto: Bcd = ¢!, kde matice B je opét

symetrickd, tfidiagonalni, fadu (n — 1) x (n — 1) a nésledujiciho tvaru:

1+23 -3 0 0 0 ... 0
-8 1+28 -0 0 ... O
0 —p 1+28 - 0
B= 0 0 B 1+23-3 "
: : R
0 0 0 0 —B1+23

Jak jiz bylo predeslano a jak je vidét z maticového zapisu vyse, pii vypoctech
budeme Fesit soustavy (n — 1) rovnic o (n — 1) neznamych, viz. isitl.m (tento

m-file vykresli graf feseni jako funkci dvou proménnyjch).

4.2.2. Analytické reseni versus Implicitni metoda v jedné dimenzi

Implicitni metoda se na prvni pohled nelisi od explicitni metody fadem chyby
(O(T + h?))(viz. [6], str. 333, 336). Mizeme vSak dojit k dobrym vysledkiim
diky vétsim moznostem volby sité (tedy volby 7 a h). Je doporuc¢ovéano, aby
byl iteracni krok na prostorové ose priblizné roven odmocniné kroku na casové
ose, proto jsem provedla vykresleni chyb pro 7 = }107* a h = 31072 v obou

piikladech. Rad chyby odpovid4, viz. Obrazek [@ a [7
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Obrazek 6: Priklad 3.1
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Obrazek 7: Piiklad 3.2

4.2.3. Implicitni metoda pro vice prostorovych proménnych

Uvazujme systém ([I0) jako v podkapitole 1.3l Postup odvozeni numerického
feSeni bude shodny, proto jej provedeme strucnéji. Znaceni samoziejmé zacho-

vame. Aproximaci parcidlnich derivaci dostaneme tuto rovnici:

1 . B 1 . .
;( ik dk 1) - ﬁ(cg—lk - 2031@ + Cg-i-lk

. 1 . . .
) - ﬁ(cfk—l - 2031@ + C§k+1) =0,

2
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respektive

2

dilt=d, -8 (Cj—lk + )y — A+ CZ+1k + Cgk+1) :

Tedy spolu s poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami, které jsou shodné s prepisem
pocatecnich a okrajovych podminek z podkapitoly o explicitni metodé ve 2D,
vypada vysledna soustava takto:

(El) Cgk_l = CZk - ﬁ (Cz—lk + cgk—l - 4Cgk + Cg+1k + Cgk+1) Vz’,j, k
(1C) e = fi, ye) Vi, k
(BC,) C(y)k = f($07yk)7 CZLk = f(xnayk) Vkuju

Cz? = f('ri7y0)7 ng = f(xuyq) VZL]
Koéd v Matlabu je k nahlédnuti a k vyzkouseni v m-filu isit2.m, jehoz vysled-

kem je animace.

4.3. Crankovo - Nicolsonovo schéma

Dalsi verzi metody siti je tzv. Crankovo - Nicolsonovo schéma, které je casto
pouzivané v praxi. Je absolutné stabilni, konvergenti a na hodnotu 3 nejsou
kladeny zadné pozadavky. Pro jednu prostorovou proménnou mtize byt naptiklad

takového tvaru:

N
~
S

) = (2 i =2 ) =0

7

kdy parcialni derivaci podle prostorové proménné aproximujeme aritmetickym
primérem centralnich diferenci v uzlech (x;,¢;) a (z;,t;—1). Maticové se dana
tloha zapiSe takto: Bed = Acd™!, kde A, respektive B, je opét t¥idiagonalni sy-
metricka matice typu (n — 1) x (n — 1), hlavni diagonéla je tvofena ¢isli 1 — 3,
respektive 1 + 3, a vedlejsi diagonaly cisly %ﬁ, respektive —% (. Opét se budou
v kazdém kroku algoritmu jakou u implicitni metody fesit soustavy rovnic, viz.
CNsit.m. Hlavni vyhodou Crankova - Nicolsonova schématu je, ze s klesajicim
krokem h klesa velmi rychle chyba a nemusime zmensovat krok na casové ose. Tato
metoda je presnéjsi nez implicitni. V Matlabu jsem provedla srovnani ¢asit vypo-
¢t a absolutnich chyb u téchto dvou metod dle volby iteracniho kroku h a vy-

sledky vypsala a vykreslila pro Piiklad 3.1. Ukazalo se, ze Crankovo - Nicolsonovo
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schéma je v mém podani pomalejsi nez implicitni metoda (myslim si vSak, Ze ne
prili§ vyznamné), ale chyba je vyrazné mensi, viz. Obrazek [ a Tabulka [I Bylo
mozno provést néjaké srovnani také s explicitni metodou, ale pii zjemnovani sité,
napiiklad pro h = 1073, by bylo potieba 7 = 107, aby metoda konvergovala,
coZ uZ je samoziejmé problém pro operacni pamét, kdyZz pomineme, Ze doba vy-
poc¢tu by byla netinosna. I kdyz se pocita s fidkymi maticemi, jedna se o velmi
mnoho prvkil. V tomto piipadé by byla matice pfechodu fadu 10° x 8-108. Zjistila
jsem, ze i u dvou zbyvajicich metod je vhodné, aby byl itera¢ni krok na ¢asové ose
alespon o néco mensi nez na prostorové, ale u Crankova - Nicolsonova schématu

se vzdy dojde k prijatelnym vysledktim.

10 T T T T 0.25

6 1 0.15r

o) =
T 5 8
£ ]
=

al ] 0.1t

3r o

2 0.05

1t 8

o 5} 2 . © 8 8 8

o 0 ‘
le-1 05e-1 1le-2 05e-2 1le-3 0.5e-3 le-1 0.5e-1 le-2 0.5e-2 le-3 0.5e-3
h

O  Crankovo-Nicolsonovo schéma
O Implicitni metoda

Obrazek 8: Srovnani Crankova-Nicolsonova schématu s implicitni metodou

Cas (s) Maximalni chyba

h T CN-schéma | Implicitni m. | CN-schéma | Implicitni m.
1071 | 1072 | 0.025536 0.025520 0.0248 0.2216
11071 | 21072 | 0.034415 0.029978 0.0077 0.0731
1072 | 107* | 0.192349 0.154007 | 4.9386e — 4 0.0035
31072 | 107* | 0.271983 0.216484 1.1791e — 4 0.0031
107* | 107* | 1.101920 0.879588 2.9687¢ — 6 0.0030
$107% | 21071 | 9.076236 8.500549 | 7.7718¢ — 7 | 7.5346¢ —4

Tabulka 1: Srovnani Crankova-Nicolsonova schématu s implicitni metodou
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ZAvér

Cilem prace bylo pochopit odvozeni rovnice difuse, nastudovat metodu separaci
proménnych v jedné dimenzi a metodu siti pro jednu i vice prostorovych promén-
nych, vSe s vlastnimi ptiklady a m-soubory v Matlabu, a také srovnat analytické
vysledky s numerickymi. Dle mého nazoru se cile podarilo splnit.

Pfi odvozeni rovnice difuse jsem se musela seznamit s nékterymi fyzikalnimi
pojmy, coz pro me byla od stfedni skoly vice méné prvni zkusenost a proto pro mé
bylo zpocatku docela tézké se zorientovat. Také jsem si vyzkousela, k ¢emu mohou
slouzit v praxi nektera dulezita tvrzeni z matematické analyzy, jako Gaussova véta
nebo Lebesgueova véta, a diky tomu jsem ziskala urcity nadhled.

Nejjednodussi ¢asti pro mé bylo nastudovani Fourierovy metody, béhem kte-
rého jsem si vyzkousela jedno z moznych vyuziti Fourierovych fad. Lépe jsem se
také seznamila s praci s grafikou v Matlabu a naucila jsem se vytvaret animace,
coz byla zajimava zkusenost.

Studium metody siti bylo pomérné prijemné, protoze se jedna o jednoduchou
metodu a navic byla k dispozici prehledna literatura. O néco tézsi — ale o to
zajimavéjsi — bylo vytvoreni m-soubort v Matlabu. Pii testovani metody siti na
riznych ptikladech jsem zjistila, ze Explicitni metoda neni nejvhodnéjsi, protoze
si nemtzeme dovolit libovolné zjemnovat sif. Implicitni verze byla o néco tole-
rantnéjsi k volbé iteracnich kroki, ale s nejlepsimi vysledky jsem se setkala u
Crankova - Nicolsonova schématu. Bylo dosazeno nejvétsi presnosti. Myslim, ze
pri ohledu na jeduchost metody mitzeme Fici, ze piinasi velmi dobré vysledky.
Avsak urcité bude vhodné seznamit se i se semidiskrétnimi metodami.

Béhem studia tohoto tématu jsem si prohloubila nékteré znalosti a dovednosti
ziskané béhem bakalaiského studia a ziskala vice zkuSenosti s matematickym
softwarem Matlab a typografickym systémem TEX. Téma difuse pro mé bylo
velmi zajimavé a chtéla bych pokracovat v jeho studiu naptiklad fesenim rovnice

difuse pomoci distribuci a Fourierovych transformaci.
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