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Uvod
Infinitesimalni pocet se zacal do stiednich Skol dostavat teprve na zacatku minulého
stoleti. Mezi prvni, kdo ho do uéebnice zaradil byl Alois Strnad. Od té doby se ucebnice
zménily, ale zéklad zastava stdle stejny. V této praci se zaméfuji na pocatek vyuky
infinitesimalniho poc¢tu Vv nasi zemi. Chtéla bych zjistit, jaké jsou rozdily v obsahu
vykladu dfive a dnes. V prvni ¢asti se budu vénovat vyvoji kalkulu samotnému. V druhé
¢asti se zaméfim na zavedeni poctu do ucebnic pro stfedni skoly u néas. K samotnému
porovnani dojde v ¢asti tieti, ktera je jeSté rozd€lena na dva vétsi celky diferencialni a
integralni pocet. Ctvrtou ¢ast vénuji autorovi ucebnice Aloisi Strnadovi, kde popisuji

jeho zivot a pedagogickou ¢innost.



1 Historicky vyvoj matematické analyzy
1.1 Infinitesimalni pocet ve starovéku

Prvni poznatky z oblasti matematiky vznikaly v starovékém Egypté, Indii a Cing.
Objevy nebyly jesté systematicky ¢lenény, neopiraly se o teorii, byly pouze empiricky
zjistény. Matematika slouzila Cisté k praktickému vyuziti, jednalo se o rizné danové
predpisy, stavebni tlohy a dal$i matematické problémy spojené s obchodem nebo
zemedelstvim. (Kopackova, 2001) Pocitalo se se zlomky, mezi dal$i matematické
metody patiily napi. feSeni linearnich rovnic o jedné i dvou neznamych (v Babylonu
r. 1950 pt.n.l.), a dokonce i problémy zahrnujici kubické a bikvadratické rovnice.
Dale se matematika vyuzivala v geometrii. Postupné se zacala rozvijet smérem
k abstrakci. (Struik, 1963) Prvky matematické analyzy se zde objevily ve formé tabulek,
nebo také ve snaze zachytit spojity d&j pii pozorovani oblohy a nebeskych d&ju.
(Kopackova, 2011)

Ve starovéku si Sofisté zacali klast otazku pficiny fungovani véci a prirodnich jevu
kolem nich. Praktické vyuziti matematiky se zacalo piesouvat k teoretickému
vysvétleni. Pythagorejci vychazeli ze studia neménnych prvki v ptirodé. (Struik, 1963)
Jejich piinos v oblasti historie infinitesimalniho poctu je patrny v pokusech pfijit na
zakladni zakonitosti akustiky a na zavislost mezi riznymi fyzikalnimi veli¢inami, jako

je napt. zavislost vysky tonu na délce a tloust'ce struny. (Kopackova, 2011)

Dale mizeme prvky analytickych problémi sledovat ve starovéké fecké matematice
Vv tlohéch, kde se hleda tecna ke kiivce a v mySlenkach o nekonecnu, které se objevuji
Vv pracich Zenona (kolem roku 450 pi.n.1.) a Aristotela (ptiblizné 384322 pt. n. 1.), jako
je Achilleus a Zelva. Jedna se o znamou tlohu, kdy Achilles zavodi se zelvou v béhu na
100 metrti. Zelva vybiha s deseti metrovym naskokem. Po deseti metrech se Achilleus
dostane do mista, kde Zelva startovala, ale Zelva je uz napted. Po Case za¢ina Achilles
zelvu dohanét, ale kdyz on se dostane na misto, kde byla Zelva, je ona uz zase pied nim,
1 kdyz jen o desetinu metru. Takto se bude stale k Zelvé ptibliZovat. Naskok Zelvy bude
mensi a mensi, ale nikdy ji nebude moc dohnat. (Devlin, 2011) Dalsim ddlezitym
matematikem z obdobi Antiky byl bezpochyby Archimedes (287-212 pi.n.l.), jehoz
velky ptinos byl pravé v oblasti integralniho poc¢tu. Vnesl do matematiky objevy pii
stanovovani velikosti ploch kiivo€arych utvart v rovin€ a velikosti povrchli a objemi

téles ohranicenych témito kiivkami. (Kolman, 1968)
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1.2 Infinitezimalni pocet ve stfedovéku

V této dob¢ zacaly vznikat prvni univerzity, kde pfirodni filosofové navazovali
na Aristotela. Objevila se myslenka pfirodnich zakonl jako zakonu funkéniho typu
a pomalu vznikaly teorie, kde se veli¢iny ménily v zavislosti na ¢ase. Mohli bychom
nyni jmenovat scholastiky, jako jsou Robert Grosseteste (pfiblizné 1168-1253), Thomas
Bradwardinus (pfiblizné 1290-1349), Richard Swineshead (14. stol.), Nicole Oresme
(ptiblizné 1323-1382). Bradwardinus se snazil najit a vyjadfit zavislost mezi rychlosti,
pohybovou silou a odporem. Swineshead jako prvni uvazoval o okamzité rychlosti.

(Kopackova, 2001)

1.3 Matematicka analyza v novovéku (aZ po soucasnost)

V obdobi renesance se zacaly objevovat myslenky kritizujici scholastické tendence
a spoleCnost se postupné odvracela od dogmat K ptirozenému byti véci. Tim
se ptresunula pozornost K ptirodnim védam. Velikym podnétem k rozvoji matematiky
byly nové zamoiské objevy a s nimi nutnost vétsiho rozvoje astronomie a naviga¢nich
logaritmy, které poprvé publikoval John Napier v Mirifici logarithmorum canonis

descriptio (Popis nadherného zdkona logaritmit) roku 1614. (Kopackova, 2001)

Nemizeme opomenout Johanna Keplera (1571-1630), jehoZz pfinos pro matematickou
analyzu byl diky jeho pocitani obsahti. Velikost plochy kruhu (jako i dalSich téles)
pocital tak, ze si té€leso rozlozil na mensi kousky. Sectenim jejich obsahl vypocital
celkovy obsah. Dalsim jeho ptinosem byly tlohy s vinnymi sudy, kde pocital objemy
téles vzniklé rotaci Casti kuZeloseCek kolem osy, ktera lezela v jejich rovin€. Nevytvofil
jesté ,,nazvoslovi® pro dany zpiisob pocitani, ale pravé v myslence o secteni malych

kusti mtizeme naleznout infinitesimalni uvazovani. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

Bonaventura Cavalieri pattil mezi dalsi, ktefi se zabyvali vypoctem obsaht téles. Pfisel
s dodnes znamym Cavalieriho principem. Ten tika, Zze pokud mame dvé télesa, jez maji
stejnou vySku, a pomér obsahui fezti (vznikajici rovinou rovnobéznou s podstavou
ve stejné vzdalenosti) je vzdy stejny, maji potom objemy téles totozny pomér. Jak uvadi
Netuka a Schwabik: ,, B. Cavalieri pouzil metodu porovnavani nekonecné malych casti

teles, jakychsi vrstvicek, které nazyval indivisibilie. Jde pri tom o nedélitelné casti nizsi



dimenze, nez je vySetrovany utvar. Cavalieri je nescital, pouze je porovnaval

s analogickymi nedélitelnymi castmi jiného utvaru.” (Netuka, Schwabik, 1987, str. 129)

Postupné piibyvalo tuloh, které byly feSeny pomoci infiniteSimalniho poétu. Matematici
se zacali vice zabyvat problematikou tecen, tedy metody nalezeni teény k dané kiivce.
Pristupovali k ni ze dvou pohledti — geometrického a algebraického. Newton, Torricelli
a dalsi vychazeli z geometrickych metod. Jini, jako Descartes (1596—1650)
a Fermat Kk problému pfistupovali skrz algebru, pomoci které vykladali klasickou

geometrii.

Descarta i Fermata povazujeme za zakladatele analytické geometrie, ktera pfispéla
k rozvoji infinitesimalniho poctu, a to diky jejich zajmu o algebraické kiivky.
Ani Descartes ani Fermat vSak nekreslili kiivku funkce tak, jak ji zndme dnes. M¢li
pouze jednu osu s vyznacenym pocatkem, na kterou zakreslovali body ve sméru dnesni

osy Y (ordinaty), a tak ziskali obraz bodu. (Schwabik, Sarmanova, 1996)

Stale vSak nebyl vymys$len obecny algoritmus pro derivovani a integrovani. Prvnimi,
kdo ptevedli uvahy a vypocty v matematické analyze na obecnéjsi algoritmy, byli Isaac
Newton (1643-1721) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Je zfejmé, Ze uz diive
pfed nimi méli matematici své obecné metody, jak pracovat s integralnim
a diferencialnim poctem. Jejich postupy se staly obecnymi pro vSechny. Vychézely
z tzv. problému tecen, ktery nastoupil s tlohami o pohybu. Zjistilo se, ze pokud se bod
pohybuje po kiivce, pak je smér pohybu dan smérem tecny ke kiivce. Isaac Newton
vychazel z této predstavy. Pokud je kiivka zadana rovnici f(x,y) = 0, urCuje se jeji
proménny bod jako pruseéik dvou ptimek, které jsou rovnobézné s osami x a y. Zavadi

fluxe, coz je oznaceni pro okamZitou rychlost x, vodorovného pohybu a y, svislého
pohybu. Smérnici teény pak Ize urcit jako pomér fluxi: g (viz obrazek ¢. 1) Dulezity byl

pravé vztah mezi fluxemi, na ktery se snazil pfijit. Jak ze znamého % a y urcit vztah,

kterému vyhovuji veliiny x a y.



f(x,y)=0

Obr.: I Predstava tecny Newtona, (Netuka, Schwabik, 1987, str. 132) (upraveno v GeoGebre)

Newtondv postup budeme ilustrovat na funkci f(x,y) = ¥ a;;x'y’ = 0.Pokud bod

na k¥ivce bude mit v jednu dobu polohu x a y, pak v dal§im okamziku bude jeho poloha

x+x-kay+y-k.Podosazeni do rovnice dostaneme

Zaij(x+5c-k)i(y+y-k)f =0,

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 133)

V binomickém rozvoji pak
Z aijx 'yl +agx Gy Tty sk 4+ agylic T k4 = 0.

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 133)

Cleny, které jsou vyssi nez prvniho fadu, zanedbava vzhledem k jejich nekoneéng

malym rozmérim. Proto po vydéleni ¢lenem k dostdvame vztah
Z a;j(x tyI ™ty +ix Tlyix) = 0.
(Netuka, Schwabik, 1987, str. 133)

To uz je vztah mezi fluxemi
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y  Xaix =1y
X YagjxitylT!

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 133)

Newton tady pocital s nekonecn¢ malou veli¢inou, 1 kdyz sam ji tak nenazval.

Zabyval se také hledanim primitivni funkce. Pokud mam zadany napi. pomér %, tak jak

nalézt y dané rovnici f(x,y) = 0. Problém se vyskytoval hlavné pfi pocitani obsaht
ploch utvari pomoci postupii opacnych derivovani. Pro objasnéni jeho myslenek

budeme pouzivat oznaéeni, jaké zndme dnes. Mizeme tedy napsat, Ze pro obsah plati:

F(2) =f f(x)dx

S

/

Fix)

/

Obr.:.2 Vztah mezi funkci f a primitivni funkci F (Schwabik, Sarmanova, 1996, str.39)

Pokud nalezneme né&jakym zptisobem funkci F, pro niz plati, Ze na intervalu [a, b]
je F'(x) = f(x). Potom je mozné s jeji pomoci urcit velikost plochy dané funkci f,
kterd je ohraniCena na intervalu [a,b] 0sou x a piimkami x =a a x = b. Lze pak

napsat:

b
f f()dx = F(b) — F(a),

ptitom piedpokladame, ze F(a) = 0. A tak se dostavame k dnesni definici Newtonova

integralu:
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Je-li f:[a,b] = R funkce, ktera ma primitivni funkci F:[a,b] = R, tj. plati-li
F'(x) = f(x) pro kazdé x € [a, b], pak existuje Newtoniiv integral f: f(x)dx

funkce f v intervalu [a, b] a je definovan vztahem

b
f F(x)dx = F(b) — F(a).

(Schwabik, Sarmanovad; 1996, str. 39)

To je znak pro Newtonovu metodu fluxi, kde je integrovani brano jako inverzni operaci

k diferencovani.

Témet ve stejnou dobu piisel s metodou infinitesimalniho poctu Leibniz. Ve svych
uvahach vychazel z Pascalovy metody charakteristického trojahelniku pro uréeni te¢ny
ke kiivce, Descartovy analytické metody zobrazovani geometrickych kiivek
a z poznatkli od Mercatora a Wallese z oblasti nekone¢nych fad. Podivejme se nyni

podrobnéji na Leibnizovy myslenky, budu vSak pouzivat sou¢asnou symboliku.

Necht’ je dana funkce f(x) a pomoci ni kiivka. Bud’ A bod na kiivce, kterym prochazi

teCna ke kiivce.

P R

Obr.: 3 Leibniziiv charakteristicky trojuhelnik (Schwabik, Sarmanovd, 1996, str. 41)

Trojuhelnik ABC vznikne z te€ny (AC = ds). Odvésny dx(AB) a dy(BC) jsou usecky
rovnobézné s 0sami x a y. Trojuhelnik APR tvoii GseckaAP, ktera je rovnobézna s 0Sou

y ausecka PR, ktera splyva s osou x. Pfimka n je kolmici na te¢nu ds.

12



Z podobnosti trojuhelnikti dostaneme vztah

m  dy
y dx

Piedstavoval si trojuhelnik jako infinitezimalni veli¢iny, tedy Ze dx je nekone¢né malé
a blizi se k nule. Takovy trojuhelnik vidél v kazdém bodé kiivky a veli¢iny na obou

stranach rovnice secetl. Tyto soucty nazval integral a dosel tak ke vztahu

[y = [ yay

(Schwabik, Sarmanova, 1996, str. 42)

Muzeme ho zapsat ve form¢e urcitého integralu, pak bude vypadat takto:
b dy y(b) y(b)
[[yar=[ yay=[3] =32 -y@2
y(a) y(a)

(Schwabik, Sarmanovd, 1996, str. 42)

Rozvinul tzv. teorii transmutace, ktera vznikla na =zakladé charakteristického

trojuhelniku, rozkladu do fad a integrovéni.

Y

Obr.:.4 Transmutace (Netuka, Schwabik, 1987, str. 136) (upraveno v GeoGebie)
13



dy
dx’

Pokud jsou body P a Q blizko u sebe, pak pro jejich smérnici plati, ze je rovna

Jeji rovnice pak je:

dy
y=z I X

Bod S je patou kolmice k ptimce PQ, ktera prochazi pocatkem O a p je velikost usecky
0S. Oznaéme velikost use¢ky PQ jako ds. Pak podle podobnosti AOST a APRQ

muzeme psat:

Pro obsah AOPQ dostaneme

1 1
AOPQ=§p-ds=§Z-dx

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 136)

Pokud budou body P a Q dostate¢né blizko u sebe, miZzeme oblouk nahradit pfimkou
mezi body. Pak bude obsah AOPQ nepatrné odlisny od obsahu utvaru ohrani¢eného
useCkami OP, 0Q a obloukem mezi body P a Q. Pro zjisténi obsahu utvaru
ohrani¢eného useckami OA, OB a obloukem mezi A a B, musime secist vS§echny obsahy
utvard typu OPQ. Tedy obsah bude

b

1
AOABzzf z dx

a

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 135)

Z toho Leibniz uréuje integral. Bud® € bodem o soufadnicich [a,0] a bod D o

soufadnicich [b, 0]. Pak je vypocet obsahu utvaru pod kiivkou nasledujici

[}y dx = AOAB + AODB — AOCA =~ [ z-dx +3b- f(b) —a - f(a),

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 136)

Z toho vznika rovnost
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Lbydx=%<Lbzdx+[xy]3>

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 136)

Tato rovnost je soucasti tzv. transmutacni véty, jejiz podstatou je, ze vypocet jednoho
integralu je zaménén vypoctem jiného. Za z mizeme dosadit
dy

Z=y—Xa,

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 136)

pak je

b b f(b)
fzdxzfydx—f x dy.
a a fla)

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 136)

To dosadime do vztahu rovnosti a dostaneme Leibnizovu rovnost, kterd je obménou

formulace metody per partes.

b )
j ydx = [xy]} - ] xdy
a f@

(Netuka, Schwabik, 1987, str. 137)

Leibniz se velmi snazil o vytvofeni symboliky novych vypocti. V porovnani
s Newtonem se zam¢fil na rozvijeni obecnych postupt a metod. Newton se oproti nému

vénuje spise praktickému vyuziti kalkulu v tlohach.

V 17 a 18. stoleti se matematika rozvijela pfevazné v oblasti jeji aplikace. Bylo ¢astym
jevem, Ze matematik byl zaroven i1 fyzik. Tzv. pifima metoda a inverzni metoda teCen
dostaly r. 1698 diky Leibnizovi novy nazev — diferencidlni a integralni pocet. AvSak
celé toto obdobi s sebou neslo problém nespolehlivého zakladu, na kterém cela
matematicka analyza stdla, a tim byly Givahy o nekone¢né malych veli¢inach, které se
blize nedefinovaly. Sam Leibniz mél pochybnosti o existenci infinitesimalnich veli¢in.
Mezi matematiky se vyskytovaly rtuzné tendence, jak s vypocty pracovat. Nékteti se
snazili nekonecn€ malé veli¢iny nepouzivat a pracovat jen s konecnymi pfirtistky Ax.
Dalsi zacali uvazovat nad limitnim vypoctem a nemalad skupina se snazila obhajovat

15



infinitesimalni pocet pomoci algebry. Dulezitym krokem byl pokus o vyjadieni derivace
jako limity poméru ptirtstka veli¢in. O to se zaslouzil Jean BaptisteLe Rond
d’Alembert (1717-1783).

dy Ay
dx x1—>0 Ax

(Schwabik, Sarmanovd, 1996, str. 47)

Mezi dalsi dilezité matematiky 18. stoleti patfili Jakob a Johann Bernoulli. Johann byl
ucitelem Guillaume Francoise de 1’Hospitala, jenz napsal prvni uc¢ebnici diferencialniho
a integralniho poctu s nazvem Analyza nekonecné malych velicin ve studiu krivek.
V ni byly publikovany i nékteré z vysledka Bernoulliho, jako je 1° Hospitalovo pravidlo

pro limitu podilu dvou funkci. Mezi dalsi pfinos bratrit Bernoulliovych pattily soucty

X

1
nn+1)’

1
n2-1'

fad napt. ),

Nemaly podil na rozvoji matematiky ma i Leonhard Euler (1707-1783), ktery byl
prvnim, kdo definoval logaritmus jako exponent. Tedy, ze log, x je exponent y a plati
pro n&j a¥ = x. Dale urc¢il piirozeny logaritmus, jehoz zakladem je tzv. Eulerovo ¢islo.
Snazil se pozménit chapani pojmu funkce, kterd byla vniména spiSe jako jisty
analyticky vyraz reprezentovany mocninnou fadou. PokouSel se vymyslet jeji
co nejobecnéjsi pojeti, protoze postupné zjistoval, Ze pouze jeji analytické pojeti

nestaéi. Pozménil definici Johanna Bernoulliho z roku 1718:

., Funkci promeénné veliciny se nazyva velicina, kterd je sestavena libovolnym

zpiisobem z promennych velicin a konstant. *

(Schwabik, Sarmanova, 1996, str. 52).

Tu vSak pozdéji jesté preformuloval a jeho definice z roku 1755 byla v tomto znéni:

., Kdyz nékteré veliciny zavisi na jinych tak, Ze pri zméné téchto (druhych) se
také pozmeni, rikame, Ze prvmni jsou funkci druhych. Tento ndzev ma
mimorddné Siroky charakter a zahrnuje vsechny mozné zpusoby, jak Ize jednu

velicinu vyjadrit pomoci jinych velicin. *

(Schwabik, Sarmanovd; 1996, str. 52)
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Podobu definice funkce, jak ji zname dnes, vyslovil napt. P. G. L. Dirichlet roku 1829:

., ...y je funkce x, jestlize kazdé hodnoté x z daného intervalu odpovida jedina

hodnota y.

(Schwabik, Sarmanovd, 1996, str. 53)
Mezi dalsi, ktefi pfispéli do rozvoje infinitesimalniho poctu, mizeme zatfadit Bernarda
Bolzana (1781-1848) a Augustina Louise Cauchyho (1789-1857), kteti maji zasluhu na
zavedeni pojmu limity. Mizeme také fici, ze Cauchy dokonCil teorii integralu pro
spojité funkce jedné proménné. Neméli bychom vynechat ani Bernharda Riemanna

(1822-1866), jemuz muzeme zapsat zasluhu v oblasti teorie integralu.
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2 Vyvoj vyuky a u¢ebnic infinitezimalniho poc¢tu u nas
Ucebnici od Aloise Strnada a Karla Rasina Pocdtky poctu diferencialniho a integralniho
z roku 1918 lze zaradit mezi prvni ucebnice vénujici se této tématice u nas. Je vsak

nutné zasadit celou ucebnici do hlubsiho historického kontextu.

2.1 Vyvoj do roku 1909

K rozvoji tvorby ucebnic pro stfedni Skoly Vv Ceském jazyce doSlo po roce 1848,
kdy se zrovnopravnil ¢esky a némecky jazyk v nasi zemi. To otevielo cestu k vyuovani
Vv narodnim jazyce. Jenze v této dob¢ Ceské ucebnice pro stiedni Skoly chybély.
Stiedogkolsti profesofi, jako byl napf. V. Simerka, V. Jandecka, J. Smolik a dalsi,
se snazili situaci zachranit a chybéjici materialy vytvofit. VétSinou se jednalo o pieklady
Z jinych jazykt, a to hlavné némeckého a francouzského, nebo o piepisovani starych
textll. VSechny ucebnice Vv té dobé, podle kterych se na rakouskych statnich Skolach
vyucovalo, musely byt schvaleny ministerstvem kultu. Tim byl vSak omezen tvirci
duch kazdého autora. Chybélo systematické vydavani ucebnic, kazdy profesor psal
o tématu, o které se sam zajimal podle sebe, takze se Casto ucebnice rozchazely
Vv terminologii, vykladu, symbolice atd. Situace se zlepSila aZ v devadesatych letech
19. stoleti, kdy se vydavani ujala Jednota Ceskych matematikti a za chvili pokryla
velikou Skéalu matematickych oblasti. (Vizek, 2018)

Vroce 1864 publikoval svij Pridavek kalgebie pro vyssi gymnasia profesor
Viaclav Simerka. Jedna se o nejstarsi udebnici vy3si matematiky u nas. Nebyla vsak
ministerstvem kultu a vyucovani schvalena, a proto zustala pouze piidavkem
pro bystiejsi studenty, ktefi se o toto téma zajimali. Jak sam Simerka napsal ve svém
uvodu: ,, Dle rady nékterych z mych védeckych pratel a maje za to, Ze cas nynéjsi toho
pozaduje, prijal jsem i zaklady poctu diferencidlniho a integralni ve spis ten, vynechav
za to fetezce co meéné dilezité...V srpnu 1862 obdrzel jsem od vys. c. k. ministerstva
svuj rukopis zpét, S nim pak ctveru recenSi. VSsechny ty kritiky shoduji se v tom, Ze jest
spis onen prdace novd, a vynika zvlastni jasnosti — vlastnosti to, jimiz se kazda podobna
prace vykazati nemize. Co do vady udano vynechani retezciu, Ze jich semo tam ve fysice
zndti tieba, mimo to vytykano z dvou stran knize mé mnozstvi obsahu, prijmutim totiz
poctu differencialného a integrdlného zZe budou Zaci pretizeni. Jinym se vSak pocet

ten pro strucnost a srozumitelnost velmi libil. Vysoké ministerstvo rozhodlo
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se dle stavajiciho Skolnitho planu pro vynechani.” (Simerka, 1864, nestrankovand

Predmluva)

V jeho préci nenajdeme presny teoreticky vyklad, pouze vysvétleni poctu integralniho

a diferencidlniho na zakladé intuitivniho chapani. (Vizek, 2018)

Mezi dalsi, ktefi se zasadili o rozvoj po¢tu u nés, patii FrantiSek Josef Studnicka
(1863-1903). Pochézel zjiznich Cech, kde ziskal své zakladni vzdélani. Po studiu
gymnazia v Jindfichové Hradci ziskal doktorat z filosofie na univerzit¢ ve Vidni.
Poté ptisobil jako profesor prazské polytechniky a pozdéji prazské univerzity. Od svého
ptichodu na prazskou polytechniku zacal tvofit a vydavat ¢eské vysokoskolské ucebnice
matematiky. Tyto texty mély slouzit pouze do doby, nez vzniknou ucéebnice nové
a kvalitné&jsi. Proto 1 jejich obsah je utvofen spise na zéklad€ jeho matematického citéni.
Nejedna o sepsani teorie, chybi zde exaktni vyjadfovani, hlavné € a & aritmetika
pfi zavadéni pojmi a dokazovani tvrzeni. Ale ptesto se podle nich ucilo az do pocatku
20. stoleti. Pro nas je dulezité zminit ucebnici Zdkladové vyssi matematiky, ktera méla
tt1 dily — prvni, O poctu differencialnim, druhy, O poctu integralnim a tteti, O teorii

integrace diferencialnich rovnic a variacnim poctu.

Poctem diferencidlnim se zabyval i profesor prazské techniky a univerzity Eduard Weyr
(1852-1903). Na pozadani Jednoty ceskych matematikti sepsal texty, které mély
nahradit nevyhovujici prace Studnic¢kovy. Ve své knize Pocet diferencialni shrnul
nauku o teorii Cisel, redlnych posloupnosti, elementarnich a implicitnich funkci jedné
a vice proménnych, spojitosti, limité, derivaci, aplikacich diferencidlniho poctu
a funkcich komplexni proménné. Inspiraci mu byla jak francouzska a némecka literatura

tak i star$i Studnickovy prace. (Bec¢varova, 2008), (Vizek, 2018)

Literatura viak nebyla stale dostacujici. O zlepSeni se pokusil Josef Ulehla se svym
Poctem infinitesimalnim. V ivodu ke své ucebnici nardZi na nutnost sepsani knihy,
. ktera by strucné ucila zdkladnim pravidlim poctu diferencialniho a integralniho.
Simerkitv Pridavek k algebre jest prilis strucny, ucebnice Studnickova a Weyrova jsou
nesnadny pro zacatecniky.” (Ulehla, str. T) U&ebnice nebyla uréena do §kol, protoze
by nejspis, stejné jako Simerkova, neuspéla U ministerstva. Latku vykladal
srozumitelnym jazykem, vSe se snazil ndzorné¢ ukazat a zapojil i historické pozadi

infinitezimalniho poctu. Nenajdeme zde dikazy tvrzeni, uCebnice, stejné jako u jeho
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pfedchidcii, vychézi zintuitivniho vniméni problematiky. Text byl ideélni

pro kandidaty ucitelstvi a pedagogy obecnych a méstanskych skol.

2.2 Obdobi po Marchetové reformé

V pribéhu druhé poloviny 19. stoleti zajem 0 matematiku stale silil. Diky prudkému
rozvoji védy a techniky byly nutné zmény ve skolstvi. Vysoké Skoly technické zacaly
vyzadovat §irSi a pevnéjsSi zéklad stiedoskolské matematiky. I samotna matematika
prodélala v letech 1800 az 1870 podstatné zmény v jejim obsahu, metodach prace
1 aplikacich, na néz stfedni Skoly neodpovidaly. VSechny tyto aspekty vedly ve snahu
o nutnou reformu. Jednim z vysledki byl Meransky program!, na ktery v celé rakouské
monarchii, a tedy i u nas, reagovala Marchetova reforma. (Trkovska, 2015) Jednotou
Ceskych matematikd byl vybran Bohumil Bydzovsky, aby sestrojil ucebnice podle
novych osnov, které byly dany na zakladé¢ reformy. V novych materialech byla
vyloZena teorie konkrétnich funkci na obecnéjsi urovni, obecnou definici funkce autor
vV ucebnici jesté nepouzil. Ale jiz vni je zafazen diferencialni pocet. To se déje
na konkrétnim piikladu kvadratické funkce, ale je pak rozSifena i na dalsi funkce
vyssich tadu. Derivace je vysvétlena pomoci intuitivniho vnimani ptechodu od secny

paraboly k te¢né, tak je tomu i s limitou pouzitou v definici. Ve své ucebnici zavedl

L . A " . “
derivaci jako lll‘% ﬁ a pouzival klasické oznaceni y*.
X—

V letech od 1924 az 1927 vychazely Bendlovy-Mukovy uéebnice, které se svym stylem
vykladu blizily knitham BydZovského. Obsahovaly vsSak vice piikladovych tloh
na pocitani, proto se obCas pouzivaly i jako sbirky uloh. Byly urCeny pro realky

a gymnazia.

Zaklady infinitezimalniho poétu se neobjevily pouze v algebie, ale promitly se také
do ucebnice geometrie. Po upravé, kterd byla provedena Karlem Rasinem podle osnov
zroku 1909, se pouzivala jiz existujici Strnadova ucebnice. Vice se této ucebnici

budeme vénovat v dalSich kapitolach.

Spolu se Strnadovou ucebnici geometrie vySla po roce 1909 ucebnice Geometrie

vV

!Navrh némecké komise pro reformu vyuky ptirodovédnych predméti na stiednich kolach.
(Trkovska, 2015)
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postupuje Casto opané nez Rasin, v pfipad¢ infinitezimdlniho poctu se piiklani spise

k zpuisobu B. BydZzovského, ktery pouzil v algebie pro Sestou tiidu.

2.3 Vyuka do roku 1945

V samostatném ceskoslovenském statu se pokracovalo ve vyuce podle starych zakont
pochazejicich z dob Rakousko-Uherska. V roce 1919 byl na stiednich Skolach posilen
vyznam ptirodovédnych predmétli, tedy i matematice bylo dano vice prostoru. Zacal

se klast vétsi diiraz na praktické vyuziti probirané latky. (Potacek, 1992)

Ucebnice Strnada a Rasina ze Skolnich lavic vymizela, protoze jeji provedeni bylo
uz zastaralé. Dale pretrvavaly prace od Bydzovského i Vinse, byly pouze upraveny
podle novych osnov z roku 1933. Sjednotily se uc¢ebnice vydavané Jednotou ceskych
matematikli. Z ucebnic algebry byl infinitezimalni pocet odebran a ponechal se pouze
VvV ucebnicich geometrie. Nadale zustavala i Bendlovo-Mukova ucéebnice. Ta se stala
obsahové nejrozsahlejsi ucebnici této problematiky az do roku 1945. Je v ni vylozena
derivace funkce, derivace soucinu funkci, slozené a implicitni funkce a pocita 1 druhé
a vysSi derivace. Funkéni zéavislost je zapsdna jako y = (x). Z integralniho poctu

je zastoupen Newtonuv integral.

2.4 Od roku 1945 po soucasnost

V tomto obdobi byl vyraznou osobnosti Eduard Cech, ktery se svym tymem dalich
matematikd vytvofil osnovy a ucebnice pro dva typy Skol gymnazia a klasické stiedni
Skoly. Byla v nich zatazena latka o limité, které ptredchéazel vyklad o posloupnosti,
a to hlavné posloupnosti ohranic¢ené. Ve ¢tvrtém ro¢niku na gymnaziich se zamétrovaly
na pojem funkce a derivace funkce. Poprvé je zde zaveden i defini¢ni obor funkce.
Derivace je pfesné matematicky definovana pomoci limity. Dale se limita objevuje

V u¢ivu o objemech téles.

Skolni zadkon zr. 1953 zkratil $kolni dochazku na jedenact let. Dotace hodin
matematiky vSak zistaly téméf nezménéné, proto se obsah uciva nemusel vyrazné
ménit. Po roce 1959 byly vydany nové ucebnice, které mély odstranit metodické
nedostatky piedchozich ucebnic. Dalsi nové ucebnici vysly v roce 1976, poté co opét
probéhla nova Skolni reforma a byla zavedena desetiletd povinna Skolni dochéazka.
Jednalo se o sadu ucebnic ,, Matematika pro gymnazia, sada 1-8°“. Diky udalostem

z roku 1989 doslo nasledujiciho roku k uzakonéni nového skolniho zakona, ktery snizil
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povinnou $kolni dochazku na devét let. V tinoru roku 2001 vesla v platnost tzv. ,, Bila

kniha * neboli Narodni program rozvoje vzdélavani v Ceské republice. (Tesatova, 2010)

Dnes jsou Skolni osnovy tvofeny podle Ramcové vzdélavaciho programu. V RVP pro
gymnazia je infinitezimalni pocet zahrnut do uciva funkce a obecné poznatky
o funkcich. V oc¢ekavanych vystupech ho najdeme v jeho aplikacich, napt. nacrine grafy
pozadovanych funkci (zadanych jednoduchym funkénim predpisem) a urci jejich
vlastnosti, formuluje a zdivodnuje vlastnosti studovanych funkci a posloupnosti,
modeluje zavislosti realnych déjit pomoci znamych funkci, resi aplikacni ulohy

s vyuzitim poznatkii o funkcich a posloupnostech. (RVP, 2008, str. 24)

V dnes$ni dobé muzeme na trhu najit mnoho ucebnic zabyvajicich se touto tematikou.
Ja bych radda zminila Matematiku pro gymndzia, Diferencidlni a integrdlni pocet
od autori Hrubého a Kubata z nakladatelstvi Prometheus, vydavané ve spolupraci
s Jednotou Ceskych matematikti. Dalsi je sada uc¢ebnice s nazvem Ucebnice pro stfedni
Skoly od nakladatelstvi Didaktis. Desaty dil v sobé zahrnuje zéklady diferencialniho

a integralniho poctu.
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3 Ucebnice

Jak uz bylo v pfedchozi kapitole uvedeno, infinitezimalni pocet se po roce 1909 zacal
do ucebnic pro stfedni skoly postupné zatrazovat, a to na zéklad¢ reformnich pozadavk.
Ze zacatku se misilo pojeti geometrické a analytické. Ve své praci se zaméfim
na ucebnici Geometrie pro vyssi skoly redlné z rukopisu Aloise Strnada, kde se v casti
S nazvem Pocatky poctu diferencidlniho a integralniho vénuji infinitezimalnimu poctu.
Pivodni prace od Aloise Strnada byla nasledné¢ poupravena Karlem Rasinem,

aby vyhovovala tehdej$im $kolnim osnovam.

Pro lepsi piiblizeni a porovnani zavadéni pojmu limity, derivace a integralu tehdy
a dnes, budu z dne$nich ucebnic popisovat Matematiku pro gymnazia, Diferencialni
a integralni pocet, kterou povazuji za dobry piiklad pojeti a vykladu kalkulu
na nasich stfednich skolach dnes. V kazdé z ¢asti se budu nejdiive vénovat ucebnicim

vvvvvv

poznamkami z uc¢ebnice dnes pouzivané.

Vratme se kucebnici Strnadové. Infinitezimalni pocet byl zafazen do ucebnice
geometrie. Uspotadani vykladu je z mnoha ohledi jiné, nez jak ho zname dnes. Napt.
derivace se zavadi v kapitole o elipse, kde se hleda jeji te¢na. V samotné kapitole
vénované infinitezimalnimu poctu za sebou latka nasleduje jinak, nez jak je sefazena
Vv dnes$nich ucebnicich. Nejdiive se autofi vénuji derivacim elementdrnich funkeci,
pokracuji derivaci souctu a rozdilu, pak maximem a minimem funkce, derivace sinu
a cosinu. Na zavér je jeSt¢ vénovana kapitola diferencidlu a diferencialnimu poméru.
Integralni pocet je ukazan pouze v zdkladech, pozornost je zamétena na jeho konkrétni
vyuziti v tlohach. Cely vyklad je ukézan obecn¢ bez podrobnéjsich dikazi, jak uvidite

Vv nasledujicich odstavcich.

3.1 Limita

V prvni ¢asti knihy, vénované pravé analytické geometrii, Se Setkavame se zavedenim

pojmu limity a derivace u vypoctu tecny k elipse a parabole:

Jsou-li m (x4, y1), n (x5, y,) dva body krivky K (0br. 5), a odchylka secny
S = mn, f odchylka tecny T od osy X a oznacime-li rozdil (diferenci) y, — y, a

7 . v . v A
X, — X4 kratce Ax a Ay, jest smérnice secny tg a = é.
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Obr.:5 llustrace tecny k elipse (Rasin, Strnad, 1918, str.71)

Je-li bod m pevny a blizi-li se n po krivce stile bodu m, zmensuje se Ax a také
. A . i~y vy ‘. . . PYRT

Ay. Pomer i se meéni a blizi se obecné urcité hodnoté jakozto mezi, blizi-li se X
¥ » .y . . . . . A

nulle. Secna mn prechdazi v tecnu bodu m, meznd hodnota poméru differenci é

udava pak smérnici tgp této tecny, coz piseme

lim 2 — ¢
A)1<r=noAx_ &b

(Rasin, Strnad, 1918, str.72)
Pojem limita je zaveden pouze intuitivné jako mez, ke které se hodnota funkce blizi.
Neni blize definovana. Mezni hodnota tg f je povazovana za funkci proménné X a je

oznacena jako y', f'(x) nebo také D, f(x). Je nazvana funkci odvozenou ¢i derivovanou

nebo kratce derivaci. Mizeme pak psat:

ey _ o Ay
y'=f'(0) = Def(x) = lim -

(Rasin, Strnad, 1918, str. 73)

Pfi zaméné x; + Ax misto x, , pak mizeme psat f(x; + Ax) a f(x,) = y,. Dostaneme

Ay _ ya=y1 _ fOx2)—f(xa) fle+Ax)—f(x)
Ax

Xp2—Xq Ax

pomér diferenci Ve tvaru

. Dojdeme k

flx+ Ax) — f(x)
Ax '

6= jim,

(Rasin, Strnad, 1918, str. 73)
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Tak se dostaneme k derivaci funkce. Neni uvedeno, kde je definovana. Chybi zminka
o spojitosti funkce. Teorie se neopira o dikazy, je predkladana na zadklad¢ autorova

matematického citéni.
Podivejme se, jak je pojem limity uveden v dnesnich ucebnicich:

, Funkce f md v bodé a limitu L, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu L
existuje okoli bodu a tak, ze pro vsechna redalna x # a z tohoto okoli nalezi

hodnoty f (x) zvolenému okoli bodu L. (Hruby, Kubat, 2011, str.40)

Je zajimavé, ze se ¢asto Vv ucebnici objevuje vyuziti matematické symboliky pro zapis
zakladnich poucek. Pro limitu mtizeme vidét:

limf(x)=L&eVe>038 >0Vx ER:

xX—>a

O<|x—al<d=2|f(x)—L|<¢)
(Hruby, Kubat, 2011, str. 41)

Limita je zavedena pomoci tzv. &, § symboliky na okoli bodu. Cely vyklad je v kapitole

uveden konkrétni funkcei, v tomto ptipadé f:y = thx.
l z Az f(z) =B= 'L T
—0,100 —0,100 1,003346 7 0,0033467
—0,010 —0,010 1,0000333 0,0000333
—0,001 —0,001 1,0000003 0,000 0003

+0,001 +0,001 1,000 000 3 0,0000003
+0,010 +0,010 1,000033 3 0,0000333
+0,100 +0,100 1,003 3467 0,003 3467

Obr.: 6 Vypocet hodnot funkce, vyklad limity (Hruby, Kubat, 2011, str. 40)

74k postupné dosazuje za x Cisla blizici se nule a sam pogita, jak se méni hodnota

funkce a k jakému ¢islu se blizi v bodé blizkém nule.
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Zustaiime jeSté u dneSnich ucebnice. Pfedtim neZ je zavedena limita, je definovéna
spojitost funkce a okoli bodu, ktera je dilezita pro celou definici limity a ve staré

ucebnici ji postradame.

., Funkce 1 je spojita v bodé a, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu f(a)
existuje takové okoli bodu a, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bodu a patii

hodnoty f(x) do zvoleného okoli bodu f(a). “ (Hruby, Kubat, 1997, str.26)
Nasleduje opét zapis pomoci mnozinové-logické symboliky

Funkce fje spojitd v bodé a < Ve > 036 > 0Vx3d > 0Vx €R:
(Ix—al <é=f(x) - fla)] <e).

(Hruby, Kubat, 2011, str. 27)

Pozornost je pak vénovana vétam o limitach, vété o tfech limitach, jednostranné limité,

nevlastni limité a limité v nevlastnich bodech.

V posledni ¢asti kapitoly o limit¢ autofi ukazuji jejich konkrétni vyuziti, a to pfi
zjistovani asymptot a teCen ke kiivce. Vypocet teCny je demonstrovan na parabole

1 r = 4 r o 24 M )4 ~
funkce f:y=5x2 + 1. Poté je ukizan obecngjsi postup kiivkyy = x3. Z &ehoz

je vyvozena smérnice tecny takto:

Je-li kiivka grafem funkce y = f(x) a existuje-/i vlastni limita

Ay fxe +Ax) — f(%0)
kr = lim — = lim ,
Ax—0Ax  Ax—0 Ax

pak tecna kifivky v bodé T|[x,, y,| je primka o rovnici

Yy — Yo = kr(x — xp).
(Hruby, Kubat, 2011, str. 81)

Y A S

Yo I

Jﬁ T
1 -
O/ﬂ:o To+Az %

Obr.: 7 Krivka a jeji tecna (Hruby, Kubat, 2011, str. 81)
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Uvahy o te¢né jsou vV obou uéebnicich podobné. Shoduji se ve vnimani pfechodu seény
Vtenu a jeji vyznam jako urcité meze, limity. Tento pojem vSak neni v ptivodnich
ucebnicich jesté blize specifikovan a urcen, pouze tak chapan. Chybi v nich odborna

terminologie, definice nejsou piesné.

3.2 Derivace

Ve starsi ucebnici je derivace definovana pouze v ¢asti o geometrii, kde se pouziva
pfi vypoctu teény k elipse. Proto muzeme z pfedchozi kapitoly jen poznamenat,

ze se derivace zavadi nasledovné:

f(x 4+ Ax) — f(x)
Ax

)= fm

(Strnad, Rasin, 1918, str. 73)

V dne$nich ucebnicich za¢ina kapitola o derivacich konkrétnim ptikladem, tlohou

o okamzité rychlosti pohybu hmotného bodu. Zadani je:

,, Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje. Od jistého okamziku zacneme meérit
cas a zaroven v zavislosti na case t budeme mérit drahu s(t), kterou bod urazil
od okamziku t=0. Drdha s(t) je funkci casu t. Na jednu osu soustavy budeme
nandset cas t, na druhou drdahu s=s(t). V dobé mezi casy t, a t urazil bod

drahu délky s(t)-s(ty).

sit)

Obr.:8 Graf funkce s=s(t), (Hruby, Kubat, 2011, str. 86) (upraveno v GeoGebie)
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Primérnou rychlost vypocitame, pokud celkovou drahu vydélime celkovym Casem:

_As  s(ty+At) —s(ty)  s(t) —s(ty)
VvV=—= =
At At t—t,

(Hruby, Kubat, 2011, str. 87)

Pro ziskani okamzité rychlosti se musi At blizit nule. Proto mtzeme tuto rychlost

definovat jako limitu z podilu drahy a ¢asu

I As
v = lim —
At—0 At

(Hruby, Kubat, 2011, str. 87)

Z toho je jiz patrnd souvislost s pfedchozimi uvahami, ze okamzitd rychlost v bodé

t je te€nou ke grafu funkce zavislosti drahy na case. Jak je vV ucebnici napsano:

,, Tato limita md pro nds zasadni vyznam, a proto je zcela prirozené, ze ma své

viastni oznaceni a sviij vlastni nazev.* (Hruby, Kubat, 1997, str.88)
Nasledné se dostavame k definici derivace funkce:

Meéjme funkci f definovanou v jistém okoli bodu x. EXistuje-li viastni limita

li f(xo + Ax) — f(xo)
im )
AxX—0 Ax

nazyvame ji derivaci funkce f vV bodé x,.
(Hruby, Kubat, 2011, str. 88)

Definice se ve své podstaté¢ shoduji, ale 1isi se formou zavedeni. V druhém ptipadé

vvvvvv

je definovana v bod¢ a jeho okoli, jeji existence je zavisla na existenci vlastni limity.

V kapitole o derivaci se pokracuje geometrickou interpretaci derivace funkce v bodg,

kde se navazuje na piedchozi kapitolu o limité. Derivaci funkce f v bodé x, lze psat
jako kr = f"(xo) (x — x).

Cely vyklad je zavrSen ptiklady, které se pocitaji nejdiive pomoci limity.
28



Napi-.: Vypocitejte derivaci funkce f V bodé x, = 0, jestlize f:y = x3.

f(x0+AZc;—f(xo) - lim (0+Ax)3-03

ReSenim je pak:f'(0) = Al)i(r_r)lo Ax—0  Ax

= lim (Ax)* =0

X—0

(Hruby, Kubat, 2011, str. 89)

3.2.1 Derivace elementarnich funkci
Vratime se opét K ucebnici Geometrie pro vyssi skoly redlné. Protoze dle autord je
zpusob vypoctu tecny elipsy a paraboly zdlouhavy, snazi se autor ukdzat zptisob jiny,

Casoveé méné naro¢ny. Tak se zavadi obecna pravidla pro derivaci:

,, Derivace mocniny rovnd se soucinu z mocnitele a piuvodni mocniny, jejiz

«

mocnitel byl o jednicku zmensen.

(Rasin, Strnad, 1918, str.126)

Véta je nédsledné dokazana:
Necht je dana funkce y = x™, kde n je celé cislo kladné. Pokud x zvysime o
malou, konecnou hodnotu, vzroste pak i y o malou, konecnou hodnotu.

Dostaneme tak:
y+ Ay = (x + Ax)™
Dosadime-li zay = x™, tak po odecteni x™ a vydéleni Ax dojdeme K rovnici

Ay  (x+Ax)" —x"
Ax Ax

Napiseme-li x + Ax jako x;, bude

Ay xft —x"
— = ——— =X P x x F xgxT  x
Ax  x;—x

Pokud se bude blizit Ax nule, stane se x; = x, takze

LAY n-1
Jimy e = =

(Strnad, Rasin, 1918, str. 125)

Postupné objasiiuje pravidla pro vypocty dalsich derivaci, jako je y = x™" . Kde je
vysledek jednoduSe dokazan:
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1 1

Ay s m =1 x*—x"
Y _«f «x 1 = (CHEEE P RN P

Ax  x;—x  x['x™ x;—x xyxm

(Strnad, Rasin, 1918, str. 126)

Z odvozeni goniometrickych funkci uvedeme pro ptiklad derivaci funkce sin(x).

Z rovnice y = sin(x) plyne

Ax\ . Ax
Ay _ sin(x + Ax) — sinx _ 2 cos (X +?) sin—

Ax Ax Ax

/_.1' Ay._ I SHlE— Ax
y' = lim 22 = lim S5 cos (x + )

. Ax
pro lim "2 = 1. Jest tedy y' = cosx.
Ax=0

Ax

(Strnad, Rasin, 1918, str. 134)

Limita je uvedena stimto vysvétlenim: ,,...pFi malém uhlu jest rozdil mezi arcem

a prislusnym sinem velmi maly a tim mensi, ¢im mensi jest uhel, takze pro limAx = 0

. Ax
. sin=
jest lim —%. “ (Strnad, Rasin; str.134)

Ax
2

Dnes je derivace mocninné funkce zavedena takto:
Pro funkci f: y=x™, X €R,n € N, plati y' = nx" 1.
Duikaz:

f(xo+h)_f(xo)_l. (xo +R)" —xy
= lim =
h h—-0 h

Vx, € R:y'(xy) = }li_rg

Coxl+nxl T th 4+ nxgh™ + AT — &
= En% A =

o h(nxdt 4+ nxgh™ 2 4+ R
= lim =
h-0 h

= }lin?)(nx{f‘l + o+ nxgh™ 2 + A1) = nad !

(Hruby, Kubat, 2011, str. 93)
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Dutikazy vychazi ze znalosti limity a definice derivace, na kterou navazuji. Vénuji se

také derivaci goniometrickych funkci. Jako pfiklad zde uvedeme odvozeni funkce

sin(x).
Pro funkci f:y = sin(x),x € R, plati y' = cos(x).
Dtikaz: Pro kazdé x, € R plati:

sin(xg + h) —sinx,

, .
Xp) = lim
y'(xo) pm n
Xot+th+xy . xot+h—x h\ . h
2 cos =2 . % sin =2 . > 2cos(x0+5)sm5
= lim = lim =
h—0 h h-0 h
. h
sin—
= ;lm(l) ——COS (xo +§) = 1-cosxy = cosx
- —

2

(Hruby, Kubat, 2011, str. 93)

Jak se muzete sami presvédcCit, tyto Casti jsou velmi podobné, vychazeji ze stejnych
uvah a postupl. Akorat dnes je jeSté doplnéna derivace exponencidlni a logaritmické

funkce, ktera neni v u¢ebnici Strnada a Rasina uvedena.

3.2.2 Soucet, rozdil, soucin a podil derivace

Nyni se zaméfime na zavedeni souctu a rozdilu dvou funkci. Na poc€atku 20. stoleti byl

vyklad:
Budizy = f(x) + ¢(x), pak jest

Ay = f(x + Ax) — f(x) + p(x + Ax) — p(x),

A_)’_f(x+Ax)—f(x)+(P(x+Ax)—<P(x)
Ax Ax Ax ’

y' =110+ ¢ (0.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 127)

Stejné je tomu tak u rozdilu. Soucin je nasledovné:

Budiz dan souciny = u - v,V némz jestu = f(x),9 = @(x). Predevsim jest
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y+Ay = (u+ Au)(v + Av) = uv + uAv + vAu + Aulv
Cili Ay = uAv + vAu + Aulv,

. Ay Av Au  Aulv
takze —=u—

Ax Ax + UE + AxAx Ax.

Pro limitu lim Ax = 0 vychdzi D, (uv) = uD,v + vD,u aneb
(uwv) =uv’' +u'v

(Strnad, Rasin, 1918, str. 131)

Pro podil funkce vychézeji pii odvozeni ze zavedeného soucinu funkce.

Ustanovime derivaci podilu y = % Jeztou = vy, jestu’ = vy’ + yv', tudiz

li _ ! u — v
) = u —yv' ”
v v
(u)’ vu' —uv'
v v2

(Strnad, Rasin, 1918, str. 131)

Ukazuji se pak jest¢ rGzné ptipady slozenych funkci, které je lepSi feSit pomoci
substituce nebo jako soucin.

Dnes se setkame v ucebnicich s timto postupem:

Jestlize funkce u, v maji v bodé x, derivaci, md v bodé x, derivaci i soucet,

rozdil, soucin a pro v(xy) # 0 i podil, funkci u, v a plati:

(u+v)"(x0) = u'(x) + v’ (xp)
(u—v)"(x0) = u'(xp) — v'(xp)

(uv)' (xo) = u'(x)v(x0) + u(x)v'(x0)
u

' _ u' (o) v(xo) — ulxo)v'(x0)
(=) Gro) = .

v v?(xo)
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(Hruby, Kubat, 2011, str. 94)

Nasleduje dikaz pro derivaci souctu. Predpokladejme, Ze pokud existuje derivace
funkei u(x),v(x) v bodé¢ x, pak jsou tyto funkce definovany v jistém okoli
(xg —6,xg+6) bodu x, a proto je vtomto okoli definovana i funkce
f(x)=ulx)+v(x) a pro he(—4,8) jsou definovany i funkéni hodnoty
u(xy + h),v(xy, + h).

Tedy

f(xo+h)_f(xo)_
- =

f'(x0) = }11_133

. u(xo +h)+v(xg+h) —ulxy) — v(xp)
= }112?) . =

u(xo +h) —ulxy)  vlxg+h) —v(x)|
7o h * h B

=u'(xg) + v'(xy).

(Hruby, Kubat, 2011, str. 94)
Dukaz soucinu a podilu neni uveden, je napsana pouze poznamka, ze si ma ¢tenat sam
dokazat tento vztah a je uvedena napovéda: ... oznacime-li f = uv, pak je treba
k ditkazu ,,vhodné *“ vyjadrit:

flxg+h)—f(xg) _ ulxo+h)—u(xo)
h - h

v(x0+h}3—v(x0) u(xo).

“v(xy+ h) +

Uvédomte si, ze k ditkazu je nutné pouZit vétu o vztahu mezi derivaci a spojitosti funkce

V bode, kterou jsme vyslovili drive. (Hruby, Kubat; 2011, str. 95)

3.2.3 Priibéh funkce
Tato ¢ast je nazvana prubéh funkce, i kdyz se v ucebnici Aloise Strnada samostatna
kapitola stimto nazvem v neobjevuje. Kapitoly jsou nazvané Maxima a minima a
Geometricky vyznam druhé derivace. Pokusim se piiblizit, 0 co se V nasledujicich

kapitolach jedna. Zacneme zavedenim maxima a minima funkce nasledujici vétou:

Roste-li funkce y = f(x) p#i rostoucim argumentu x, stoupa prislusna kiivka a

Jeji tecny sviraji s kladnym smérem osy X uhel ostry, jich smérnice, 1j. derivace
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y' = f'(x) =tg a jest tedy kladnd. Klesd-li hodnota funkce pri rostoucim
argumentu, klesa i prislusna kiivka a smérnice tecny, tj. derivace y'jest
zdporna. Zménu krivky (stoupani, klesani) v urcitém bode (a jeho sousedstvi)
pozname dle znameni, jehoz nabude derivace prislusné funkce po dosazeni

souradnic onoho bodu.

/4
/

Obr.:9 Maximum a minimu (Strnad, Rasin, 1918, str. 128)

Pri prechodu ze stoupani ku klesini a naopak musi byti y' =tga = 0.
V prvém pripadé jest poradnice y dotycného bodu b vétsi nez poradnice bodii
sousednich (bod nejvyssi), funkce nabyva tu hodnoty nejveétsi cili maxima.
Ve druhém pripadeé (bod d, zvany nejnizsi) nabyva funkce hodnoty nejmensi cili
minima.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 128)

Vice se uz timto tématem nezabyvaji. Dale se jen kratce zminuji o druhé derivaci. Jeji

vyznam vidi v uréovani zmény stoupani.

Je-li y"" > 0, pFi rostoucim x se zvétsuje i derivace y'. Je-li y" < 0, zmensuje
se y' a krivka je nahoru vypukla. Pokud je y'' = 0, pak je tento bod bodem

obratu.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 133)

To je vSe, co vénuji ,,prubc¢hu funkce®, pokud to tak mtzeme z dne$niho pohledu
nazvat. Je to ziejm¢ zpisobeno tim, ze ucebnice byla pouZivand jako ucebnice
geometrie a samotnd derivace slouzila spiSe jako nastroj k nalezeni tecny ke kiivce.
Miuzeme se vSimnout hlavné jiného ndzvoslovi. Autofi pouzivaji odlisna slova nez dnes,
napf. misto okoli bodu sousedstvi, pofadnice je soufadnice a inflexni bod jako bod
obratu.
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Dnes se setkavame s kapitolou vénované celé prubéhu funkce, ktera je dle autorii
Kubéta a Hrubého povazovana za zakladni ulohy diferencidlniho poctu. V tivodu se
seznamime s Rohllenovou vétou, diky které mame zavedené podminky funkce, jejichz

prubéh budeme zkoumat. Zobecnénim Rohllenovy véty je véta Lagrangeova:
Mejme funkci f, ktera ma tyto viastnosti:

a) je spojitd v uzavieném intervalu (a, b),

b) v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b) ma derivaci.

Potom existuje v otevireném intervalu (a, b) aspoii jeden bod c, pro ktery plati

f)-fla) _
=g 1 ©

kde zavér véty miizeme zapsat ve tvaru
f)—fla)=bB-a) f'(o).

(Hruby, Kubat, 2011, str. 106)

Coz je hned interpretovana geometricky a nasledné je vysvétlen jeji vyznam ve fyzice.

Diky ni miizeme dokazat vétu:
Plati-li f'(x) = 0 pro kazdé x € (a, b), potom fje konstantni funkce.

(Hruby, Kubat, 2011, str. 107)
Diikaz je veden sporem.

K prubéhu funkce patii i ureni monotdnnosti. Je tak ucinéno pomoci jednoduché
poucky. Pokud ma funkce f vkazdém bodu intervalu (a,b) kladnou derivaci, je
Vv tomto intervalu rostouci, pokud je tomu opacné, je v intervalu klesajici. To celé je
doplnéno o dikaz. Je potieba také urcit extrémy funkce. Nejdiiv je vSe predvedeno na

obrazku konkrétni funkce a shrnuto nasledujici vétou:

Funkce f ma v bodé x, lokalni maximum, existuje-li takové okoli U(x,) bodu
X, ze pro vsechna x z U(x) N Dy plati: f(x) < f(x,). Funkce f mad v bodé
Xo lokdlni minimum, existuje-li takové okoli U(x,) bodu x,, Ze pro vsechna
x 2 U(xo) N Dy plati: f(x) = f(xo).
(Hruby, Kubdt, 2011, str. 110)
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Véta je pak doplnéna:

Ma-li funkce f v bode x, lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace
f'(xo), pak plati: f'(xy) = 0.

(Hruby, Kubat, 2011, str. 110)

Stacionarnim bodem funkce (tzv. nulovym bodem) je bod x,, ve kterém je f'(xy) = 0
a funkce f ma vtomto bod¢ derivaci. Je zdlraznéno, ze tyto body jsou pouze
»podezielé z extrému®, tudiz tam byt extrém nemusi. Pro lepsi ureni lokalniho extrému
je nutno prejit k druhé derivaci, kterd je uvedena hned v nésledujici kapitole. Opét
je nejdiive pfedveden geometricky vyznam druhé derivace, z kterého plyne nasledujici

poucka:

Necht f'(x) = 0 a necht existuje v bodé x, druha derivace.
Je-li f""(xo) < 0, md funkce fv bodé x, ostré lokdlni maximum,

je-li f""(xo) > 0, md funkce fv bodé x, ostré lokalni minimum.
(Hruby, Kubat, 2011, str. 115)
Jsou zavedeny dalsi dilleZité pojmy, a to konkévnost, konvexnost funkce a bod inflexe,
které nam pomohou pii uréovani pribehu funkce.
Je-li f""(xy) > 0, pak je funkce f v bode x, konvexni.
Je-li f""(xy) < 0, pak je funkce f v bodé x, konkdavni
(Hruby, Kubat, 2011, str. 122).

Véta o inflexnim bodé:

Necht funkce f ma v bodé x, derivaci. Prechazi-li v tomto bodé graf funkce

¢

f z polohy ,,nad tecnou* do polohy ,,pod tecnou* nebo z polohy ,,pod tecnou*

do polohy ,,nad tecnou*, nazyvame bod x inflexni bod funkce f .

Je-li bod x, inflexnim bodem funkce f a ma-li funkce f v tomto bodeé druhou

derivaci, pak f" (x,) = 0.

(Hruby, Kubat, 2011, str. 123-124)
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Zavérecnou kapitolu o derivacich tvoii jejich vyuziti v praxi. Jsou zde uvedeny ulohy
z oblasti geometrie a fyziky. Témto ptikladim se budu vénovat v dal$i ¢asti zaméfené

na slovni ulohy.

3.2.4 Doplnéni
Do ptivodni ucebnice je jesté zahrnuta cast vénovana diferencidlu a diferencidlnimu
poméru. Pokud se podivame na obr. 5, te¢na T déli pfirtistek Ay v bodé¢ g na pq a gn.
Z obrazku vidime, ze mp = Ax. Mizeme pak napsat gp = mp tg . Tento soucin
vyjadfuje zavislost prirastku proménné X na derivaci funkce a nazyvame

ho dle Leibnize diferencialem funkce y a oznac¢ujeme ho dy nebo také df (x), proto:

dy =y'Ax = df (x) = f'(x)Ax
Differencial neodvisle proménné jest jeji (zcela libovolny) prirustek.

Differencidl funkce rovnd se soucinu z jeji derivace a differencidlu neodvisle

v . . N . . .10 d
promeénné. Naopak derivace rovnd se poméru téchto differencialiiy’ = ﬁ,

slove proto také pomer diferenciilnim a vykon, jimz derivaci (nebo

differencial) ustanovujeme, differencovanim.

(Strnad, Rasin; 1918, str. 137)
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3.3 Integralni pocet

Nejvetsi ¢ast je v ucebnici vénovana diferencialnimu poctu. Nemtizeme vSak opomijet
pocet integralni, i kdyz tvofi jen mensi ¢ast knihy. Budeme se zabyvat nejdiive

zavedenim kalkulu, dale jeho vyuzitim.

3.3.1 Zavedeni integralu

Cela kapitola je v u¢ebnici Strnada a Rasina uvedena:

., Dosud hledali jsme k dané funkci f(x) jeji derivaci f'(x) aneb differencial
f'(x)dx. Prirozené naskytuje se iiloha obracend, totiz k dané derivaci aneb
k danému differencidlu ustanoviti funkci puvodni. Jinak vysloveno: Znama-li
funkce f'(x), jest vyhledati onu funkci f(x), jejimz derivovinim f'(x)

vznikla. “

(Strnad, Rasin, 1918, str. 138)

Pokud vime, Ze derivovanim funkce f(x) = x? dostaneme funkci f(x) = 2x tudiz
diferencial 2x dx. Pak k derivaci f'(x) = 2x je funkce pivodni f(x) = x? a nazyvame

ji integralem funkce 2x. To zapiSeme jako [ 2x dx = x2. Obecné miizeme napsat:

[ rreax=reo

Je zdaraznéno, ze hledame ptvodni funkci k diferencialu ne k derivaci a pak muzeme
fict, ze jsme diferencial f'(x)dx integrovali. Je ztoho patmé, Zze , vykony
differencovani a integrovani (provedené postupné u téze funkci) se vzajemné rusi; jsou

to vykony navzdjem obrdcené cili inversni. PiSeme pak:

[aren=p[[ r@] = e

(Strnad, Rasin, 1918, str.139)
Je zde zminéna libovolna veli¢ina stala C, a tedy k danému diferencialu f'(x) dx je
mozno vytvofit nes¢isiné mnoho integralti. To miizeme zapsat jako [ f'(x) = f(x) + C
a fikdme mu obecny integral. C je nazvano integracni konstantou. Vyklad je opét

pfeveden do geometrie.
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. ... Ve smyslu geometrickém tedy vyhledati kiivku, jejiz tecna ma smérnici
y' =2x. Jezto y = [ 2x dx = x* + C, jest kifivka ta parabola, jejiz osou je Y
a vrcholem bod v(0,C). Posouvame-li tuto parabolu ve sméru osy Y,
tj. klademe-li za C ruzné zviastni hodnoty, neméni se odchylka tecny
bodu (x,y) od osy X t. smérnice y' = 2x, uloze tedy vyhovuje nesciselné
mnozstvi parabol vzdjemné shodnych. Je-li pak pripojena podminka, aby
Zadana krivka napr. prochazela bodem (2,1), musi byti 1=4+C,
tudiz C = —3.°
(Strnad, Rasin, 1918, str. 139)

Ze vzorcl pro integrovani jsou zde uvedeny:

xn+1
jx"dx = +C.
n+1

Vzorec tento pozbyva platnosti pri n = —1; pripad ten, tj. f(i—x Vyzadoval by

zvlastniho vysetieni.

Dale jsou ukédzany dalsi vzorce pro integrovani sinu a cosinu:

fsinxdxz —cosx+C

fcosx dx = sinx+ C

(Strnad, Rasin, 1918, str. 140)

Jako posledni je zavedeno pravidlo o integrovani konstanty:

v . v . v, , . d(au
Znacime-li w,v funkce proménné x,a velicinu stilou, jest % = au’, tedy

naopak
fau’dx =aqu = afu’dx

tj. Stalého cinitele lze vyjmouti pred znameni integrachni.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 140)
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Integral souctu rovna se souctu integrald jednotlivych s¢itanct (plati i pro rozdil).
f(u’+v’)dx=u+v=fu’dx+fv’dx

V dnesnich ucebnicich se setkame se stejnym uvodem, kde se jedna stejny princip.
Pokud mame funkci f'(x), integrovanim ziskame funkci f(x). VSe je shrnuto

v definici:

Méjme dany funkce F,f definované v otevieném intervalu J.Jestlize pro

vSechna x € | plati

F'(x) = f(x),
Fikame, zZe funkce F je primitivni funkci k funkci f v intervalu J.

(Hruby, Kubdt, 2011, str. 145)

Ktomu je uveden piiklad, kde je definice nazorné¢ ukazana. Nasledné je doplnéna

o dalsi informaci:

Je-li funkce F v intervalu J primitivni funkci k funkci f, pak kazda primitivni

funkce k funkci f je tvaru F(x) + C, kde C je redlnad konstanta.
(Hruby, Kubdt, 2011, str. 146)

Stejné jako u predeslé ucebnice, i1 tady je vyznam integralu demonstrovan geometricky.
Je ukazan vyznam konstanty C, ktera posunuje graf ve sméru osy y. Autofi jesté
objasnuji pouzité symboly a zapis:

,,Protoze pojem primitivni funkce uzce souvisi S pojmem urcity integral, jak

bude ukazano pozdéji, pouzivame pro oznaceni primitivni funkce také zapis

Jf(x)dx=F(x)+C, xX€E]

V této souvislosti funkci f nazyvime integrandem, symbol [ integracnim
znakem, C integracni konstantou. Symbol dx slouzi k odliseni integracni
promeénné od pripadnych parametru. Postup, pri kterém urcujeme primitivni
funkci F(x) + C kdané funkci f, nazyvame integrovani nebo také integrace
funkce f.

(Kubat, Hruby, 2011, str. 146)
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Mezi zékladni vzorce pro derivovani autofi zaradili:

desz,xER

fdx=x+C,xER

xn+1
n j— —
fx dx—n+1+C,x€(0,+00),nER\{ 1}

1
f;dx=1n|x|+C, x € (—0,0) U (0, +0)
fexdxzex+C, X € (—o0,+00)
ax
faxdx=m+C, a>0, a# -1, x € (—,+x)

fsinx dx =—cosx+ C, x € (—,+)

jcosx dx =sinx + C, x € (—o0,+00)

1 1 1
fcoszxdxztgx+C, X € <—§n+kn,§n+kn>,k €EZ

1
f ——dx =—cotgx+C, x € (km,m+ kn),k € Z
sin?x
V nasledujicich odstavcich najdeme zakladni vztahy pro vypocty:

ch(x) dx = cjf(x) dx
[rr@ + g dx = [ £e dx+ [ g dx

[1r - g dx = [ £6 dx - [ g dx

(Hruby, Kubdt, 2011, str. 148)
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Dalsi cela ¢ast je vénovana integraénim metodam. S nimi se v ucebnici z prvni poloviny
20. stoleti nesetkame, nejsou jejim obsahem. Podivejme se i na vSechny vzorce
integraci, v dneSnich ucebnicich jich je vice. Také je uveden definicni obor x, ke kazdé
Z integraci. Jak je patrné z uvedenych piistupli, nelisi se ve formé pojeti integralniho
poctu. Dnes je definice ale vice pfesnd. Je zavedena na otevieném intervalu. I znaceni je
jiné, pouzivame velka pismena pro oznaceni primitivni funkce. Pojem primitivni funkce
spi$ intuitivni, tak jak ho vnimali autofi. Vice se zaméfuji na vyznam integralu

Z pohledu geometrického.

3.3.2 Ur¢ity integral
O vyuziti poCtu integralniho se dozvidame vic v kapitole s ndzvem Kvadratura kiivek
rovinnych. Jako prvni problém, ktery se v kapitole fe$i je: ,, Ustanoviti obsah casti
roviny omezené obloukem ab kiivky y = f(x), poradnicemi jeho krajnich bodii a
prislusnou casti osy X.* (Strnad, Rasin, 2011, str. 142) Dostaneme se tak k zavedeni

urc¢itého integralu. Cely postup, ktery je v uc¢ebnici uveden, budeme predstavovat:

€ C
: d
AX
a
/
p Ay
m n p

Obr. 10.: Obsah roviny pod kiivkou (Strnad, Rasin, 1918, str. 142) (upraveno v GeoGebie)

Bod a bud’ pevny bod, b bod pohyblivy. Pak se méni velikost plochy P, ohrani¢enou
body m n b a, v zavislosti na pohybu bodu b. Je funkci GseCky x a miZeme napsat

P = F(x).
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Vzroste-li x 0 Ax, vzroste P o plochu AP = npcbh = npdb + bdc. Plocha bdc
je mensi nez pravouhelnik bdce = Ax * Ay, takze znaci-li n ryzi zlomek, Ize

poloziti bdc = nAxAy. Jest tedy

AP = yAx + nAxAy.

ZmensSuje-li se Ax, méni se pomér i—z=y+nAy; pro limAx =0 jest

limAy = 0, takze limi—z = Z—z =y aneb

dF(x)
o =S

Funkce y = f(x) jest tedy derivaci funkce F(x), cili naopak F(x)

jest integralem funkce f(x) dx. I nalézame pro obsah plochy m n b a vzorec

szf(x)dxzfydx.

Po téchto integracich ndm vznikne obecné P = F(x) + C. Kur¢itému integralu
dochazime v ivahach pomoci konstanty C, ktera je nezavisla na x. Pravé tak mizeme

C naleznout. Dosadime za x x;kdy je P = 0. Dostaneme 0 = F(x;) + C a pak pro

obsah plati

P=F(x)—F(x1)

to také mizeme napsat jako

P= fxf(x)dx

(Strnad, Rasin, 1918, str. 142)

Tomuto integralu fikame urcity.

Hodnotu urcitého integralu v danych mezich obdrzime, jestli dosadime do
integralu neurcitého mez horni a pak dolni a od prvého vysledku druhy

odecteme.

[ reax = Fee) - P

1

(Strnad, Rasin, 1918, str. 143)
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V dal$im odstavci nalezneme uvahu, kterd souvisi s pocatkem integralu. Vezmeme
si usecku mn (viz. obr. 10) a rozdélime ji na malé ¢asti Ax.Tak mizeme rozdélit celou
plochu m,n,b,a na elementarni prvky plochy, které maji pfiblizn¢ tvar obdélnikd
se stranou Ax(=dx) a f(x). Ztoho je obsah jednoho obdélniku f(x) -dx. Pokud

se dx bude blizit nule, pak se bude soucet vSech obdélnikli rovnat hodnoté integralu

f;l f(x)dx. Je zde zminka o vzniku oznadeni [ . Pochazi od Leibnize jako protahle

pocatecni pismeno S od slova suma (soucet). Opét nasleduji konkrétni piiklady, kterym

se budeme vénovat v kapitole o ulohach.

Vratme se k uCebnicim dnes. Kroky, podle kterych je veden vyklad, se drzi predesié

struktury. Nejdifive je uvedeno prosttedi, v kterém budeme integral zavadet.

Meéjme dany funkce F, f definované na uzavieném intervalu {a, b). Jestlize pro
kazdé x € (a,b) plati F'(x) = f(x), pricemz derivaci funkce F Vv bodé a
rozumime derivaci v bodé a zprava a derivaci funkce F v bodé b derivaci
Vbodé b zleva, rikame, Ze funkce F je primitivni funkci kfunkci f na

uzavireném intervalu {a, b).

(Hruby, Kubat, 2011, str. 161)

Celé Givaha je vedena nasledovné:

Funkce f z obrazku je v {a, b) spojita a nezaporna. Utvar U je tvofen funkci f(x) pro
x € {(a, b), ptimkami x = a,x = b a y = 0. Cilem je urcit obsah tohoto utvaru. Tento
obsah bychom mohli aproximovat do obsahu obdélniku vepsaného utvaru, znacime
ho m. Obsah bude m(b — a). Nebo opa¢né ur¢it jeho nejvétsi hodnotu, obsah obdélniku

opsaného plose tu ozna¢ime M, pak M (b — a). Pro skute¢ny obsah bude platit:
mb—a)=SWU)=Mb—-a)

(Hruby, Kubat, 2011, str. 162)
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/—‘—\
y=f(x)
0 a X b )T
y 4
/—/,—’\
y=f(x)
0 a X X+AxX b X

Obr.: 11 Urcity integral (Kubat, Hruby, 2011, str. 162) (upraveno v GeoGebie)

Zvolime si libovolné x, dostaneme tak utvar U, = U(a,x, f). Mizeme vybrat jiné x
a dostaneme opét jiny obsah. Ménime-li x, fikame, Ze je obsah utvaru U, = U(a, x, )
funkci proménné x. Oznacime ji S = S(x) a budeme zkoumat jeji piirtstek v bodé
x € {a,b). Pokud ozna¢ime AS =S(x+ Ax)—S(x), budou body x,x+ Ax
definovat utvar U=U(x,x+Ax,f), pro jehoz obsah plati
S(UQx, x + Ax, f)) = S(x + Ax) — S(x) = AS. Z toho je patrné, Ze piirfistek funkce
S(x) v bodé¢ x (Ax > 0) je roven obsahu utvaru U.Protoze je funkce v intervalu
(x,x + Ax) spojita, jeji nejveétsi hodnota je v f(x,) a nejmensi hodnoty v f(xy),

X1, X3 € (x,x + Ax). Pak plati

fx)Ax = AS(x) = f(xp)Ax
(Hruby, Kubat, 2011, str. 163)
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Jestlize f(x;) Ax a f(x;) Ax jsou obsahy vepsaného a opsaného obdélniku, z nerovnic

vyplyva

AS(x)
Ax

fle) = = f(x2)

Protoze je funkce f spojita, plati

lim fG) = £() @ lim fx) = f()

tedy
AS(x)
= i =
CEE SHE
Odtud dostavame
AS(x)
e oy W
Podobné pro Ax < 0 Ize odvodit, zZe
lim A5G _
racs Ax f)

Z techto nerovnosti a z definice derivace plyne, Ze

AS(x) dS(x)
- f(x), dX

lim
Ax—0 Ax

=f(x),
S(x) = ff(x)dx =F(x)+C

kde F je primitivni funkce k funkci f.

(Hruby, Kubat, 2011, str. 163)

Pro ptesné urCeni konstanty C, vyuzijeme podminku S(a) = 0. Pak bude platit
S(a) = F(a) + C = 0. Pro obsah utvaru U, = U(aq, x, f) je:

ﬂ@=ff&ﬂx=H@—FM)
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Pro b bude platit S(b) = F(b) — F(a). Z téchto uvah dojdeme k Véte, ktera je uvedena

bez dukazu.

Ke kazdé funkci spojité v uzavieném intervalu {(a, b) existuje v tomto intervalu

primitivai funkce.

(Hruby, Kubat, 2011, str. 164)

Po téchto uvahach se dostdvame k samotné definici integralniho poctu:

Necht F je primitivni funkce kfunkci f vintervalu I. Rozdil F(b) — F(a)

funkcénich hodnot funkce F V libovolnych bodech a,b tohoto intervalu se
nazyvd urcity integral funkce f vV mezich od a do b a znaci se f: f(x)dx.

To miizeme napsat podle definice

b
[ 760 ax=r ) - Fo)
a
(Hruby, Kubat, 2011, str. 165)
V poznamkach je jesté¢ doplnéni, Ze se jednd o Newtonlv urcity integral, x je integracni
proménna a ¢islo a a b jsou dolni a horni meze. Funkci f se fika integrant. Dale se

docteme o pitvodu integralniho znaceni a o jeho historii, jako je snaha s¢itat ,,nekonecné

malé obsahy*.

Déle je ukazana souctova definice urcitého integralu a vypocCty urcitych integrali, kde

jsou uvedeny veéty:

Necht f, f> jsou v intervalu I spojité funkce, a, b necht jsou libovolné body z 1

a ¢y, ¢, libovolné redlné konstanty. Potom plati

b b b
[lar@+anmldc=c [ A +e | fwar

(Hruby, Kubat, 2011, str. 169)

V dalSich odstavcich se doéteme 0 pravidlu pro zménu horni a dolni meze, vété
o aditivnosti urcitého integralu. V zavéru kapitoly se setkame s metodou per partes,
ktera jesté nebyla uvedena. Tak uz mohou zici pocitat integraly bud’ pies substituci,
nebo pres tuto metodu. Jako v kazdé jiné kapitole, ani v této nechybi na konci ptiklady

na procvicent.
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3.3.3 Uziti integralniho poctu
Tato Cast tvoii bezpochyby dilezitou ¢ast dneSnich ucebnic, kde je tomuto tématu
vénovano pomeérné dost prostoru. Pokud se podivame do ucebnice z pocatku 20. stoleti,
najdeme dost rozdilt. Zadna kapitola neni takto pojmenovana, piestoze se s vyuZitim
kalkulu setkame. Zvolila jsem toto oznaceni, protoze se jedna o jejich vyuziti a daji se

tak nazvat.

Kapitola v uéebnice Strnada a RaSina nese nazev Ustanoveni obsahu (kubatura) téles.

Obr.: 12 Vypocet obsahu télesa (Strnad, Rasin, 1918, str. 145)

V jejim zacatku je podle obrazku vysvétlen vzorec pro vypocet obsahu. Méjme rovinu
d a na ni téleso. (viz. obr.: 12). To je pfetato rovinou o ve vzdalenosti x, ta je
rovnob&zna s rovinou &. Céast T je obsah Gasti télesa obsazeného mezi obéma rovinami
a je funkci vzdalenosti x. Q znaci obsah pruseku roviny o S té€lesem. Posune-li se rovina
o do polohy o, vzroste x 0 Ax, krychlovy obsah pak o AT a Q 0 AQ.Ptirastek AT se ted’
nachazi mezi dvéma hranoly (mezemi) o spole¢né¢ vySce Ax a zakladnach
Q a Q + AQ.Rozdil mezi AT a jakymkoliv z hranoll je mensi nez rozdil mezi obéma

hranoly. Plati tedy:
AT — QAx = n-AQAx

(Strnad, Rasin, 1918, str. 145)

n znaci zlomek. Nasledné:

il S
A Q+n-AQ
(Strnad, Rasin, 1918, str. 145)
Pro lim Ax = 0 je také lim AQ = 0 alimT- = = = Q. coz je:
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Tzdex

(Strnad, Rasin, 1918, str. 145)

Obsah télesa v mezich x = x; a X = X, ustanovime dle vzorce
X2
T = f Q dx.
X1

(Strnad, Rasin, 1918, str. 145)

Obsah Q priiseku musi byti ovsem znamou funkci vzdalenosti x.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 145)

To ma stejny nasledek jako Cavalieriho princip. T (pokud jsou dany meze x; a x,) je
zavislé na velikosti fezu Q. Pak maji dvé télesa, jejichz fezy jsou rovnob&zné s rovinou
vedenou télesem, stejny obsah. To je demonstrovano na konkrétnim piikladu vypoctu

obsahu jehlanu.

Dnes je v ucebnici zminéno vyuziti integralniho poctu pii vypoctu obsahu rovinného

utvaru a objemu rotacniho télesa.

Mtuzeme pocitat bud’ obsah atvaru U = U(a, b, f) nebo utvaru U = U(a, b, f, g). Pro

prvy pfipad zapiSeme integral nasledné:

b
S() =f f(x) dx

(Kubat, Hruby, 2011, str. 179)

ProtoZe se pfi feSeni nékterych tloh mizeme setkat se zdpornymi hodnotami, kterych

funkce vintervalu ({a,b) nabyva, piSeme integral v absolutni hodnoté:

S) = | 7€) dx|.

V ptipadé, Ze je plocha ohrani¢end dvéma funkcemi, vypocitdme obsah ttvaru

ohrani¢eného funkcemi f(x) a g(x):

b
SW) = j ) — g()] d.
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(Kubdt, Hruby, 2011, str. 182)

Pro objem rota¢niho télesa je uvedena véta

Objem V rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru U = U(a, b, f) kolem

0sy x, se vypocte podle vzorce

b
V(T) = nf f?(x)dx.
a
(Hruby, Kubdt, 2011, str. 190)

Predtim je jeSté uvedenda celd souvislost mezi objemem rotacni plochy a jejim
vypocétem. Blize je kalkul ukézan u konkrétnich ptikladd, jako je objem kulové usece,

rotac¢niho kuZzele, koule nebo rota¢nich ploch zadanych libovolnou kfivkou.
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4 Ulohy

V zadné z predchozich kapitol nebyly jest¢ zminény ulohy, které jsou Vv ucebnici
V hojném zastoupeni. Kazda kapitola je jimi ukoncena. Najdeme zde ptiklady, které
jsou zaloZené na stejném principu jako dnes. To je napt. Vypocitejte derivaci funkce 2x°

atd. Nebo ulohy zaméfené na hledani te¢ny ke grafu jako je Ustanovte smérnici tecny
y . . .1 . C

V bodé m krivky urcené rovnici §x3 +1,m(x; = —1,0,2) a kFfivku i tecnu zobrazte.

Dalsi ulohy se 1isi v zaméfeni. V obou ucebnicich se setkdme s ptiklady zamétenymi na

rychlost, zrychleni a dalsi fyzikalni veliciny.

Zaujalo m¢ pocitani maxima. Je potieba pfipomenout, Ze cela ¢ast o infiniteSimalnim
poctu je zasazena do ucebnice geometrie. Proto i ulohy jsou zaméfeny na vyuziti
v geometrii. Jedna se o vypoCty maximalnich obsahi téles vepsanych nebo jinak

vzniklych ploch. N¢které tlohy jsou ukazany i s feSenim. Naptiklad:
Kouli poloméru r vepsati jest rotacni kuzel co nejvétsiho objemu.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 130)
Reseni je nasledujici:
Je-li § polomeér zdkladny, x vyska kuzele, jest 6* = x(2r — x) a obsah kuZele
K = gé‘zx = %(erz —x3). Tento bude nejvétsi, dosihne-li  vyraz
y = 2rx? —x3 maxima. Rovnice y’' =0 ¢ili 4rx —3x?> =0 davd x; = 0,
X, = %7‘. Prvi koren poskytuje minimum a nemd tu vyznamu, pro druhy jest

8 4 8 ,
——qrd3 == dané

e 32
y" = 4r — 6x = —4r a prislusny obsah K = =nr3 =
81 27 3 27

koule tudiz maximum, jak plyne jiZ primo z razu ulohy.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 129)

Réz dalsich uloh je podobny a setkame se s takovymi cvi¢enimi i dnes. Jsou to ulohy
typu hledéani ttvaru, ktery ma pii daném obvodu maximalni obsah nebo hledani utvaru
vepsaného do jiné utvaru, tak aby mél co mozno nejvétsi obsah. Déle se pocitaji ulohy
zamétené na zjistovani télesa s minimalnim povrchem pii daném objemu nebo jak

vepsat danému télesu utvar S maximalnim objemem. Uvedu par zajimavych tloh:
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., 16.Z valcového kmene (polomeér r) vytesati jest tram pravouhlého prurezu
0 co nejvetsi nosnosti. Sestrojeni! (Nosnost tramu je umérnd Sirce x a ctverci

vsky v priiFezu, tedy umérnd soucinu v:x.

(Strnad, Rasin, 1918, str. 130)

, 12. Jak vysoko na zdi treba upevniti svetelny zdroj s, aby urcité misto a na
podlaze, jehoz vzdalenost od zdi jest d, bylo co nejsilnéji osvétleno? Sestrojeni!
(Jezto intensita osvétleni je primo umérna sinu odchylky « paprsku

od osvetlené plochy a neprimo umérna ctverci vzdalenosti as, mad funkce

, d \ 72 , . o
sina|— dosahnouti maxima.
cosa

(Strnad, Rasin, 1918, str. 136)

,, 11. Teleso vahy Q tazeno jest po vodorovné roviné silou f pusobici ve sméru
odchyleném od této roviny o uhel a. Pri které velikosti tohoto uhlu jest sila f,
jez pravé prekonavati treni, nejmensi? (Velikost tFeni rovnd se soucinu z tlaku
na stycné plose a koeficientu k treni. Silu f rozloZme ve sloZku

svislou zmensuje tlak Q a vodorovnou prekondva treni.) Napr. k = 0,07.“

(Strnad, Rasin, 1918, str. 136)

V ¢asti o integralech se setkdme s integraci zdkladnich derivovanych funkei jako
je [xdx, [ % dx, [(1 —2x)® dx a daldi. Neni nikde uvedena metoda per partes

ani metoda substituce, proto jsou vSechny uvedené funkce integrovatelné bez pouziti

téchto metod. Par funkci by se dalo pocitat s uZitim substituce, u téch je maly navod,

jako napiiklad u tulohy [ sin2x dx. Jeito d 2 x = 2dx. Pisme [ sin2x -%d 2x =

% f sin2x d 2x. (Strnad, Rasin, 1918, str. 141) Nebo integral: f sinzjﬁ. Ctenafi
je doporu¢eno vynasobit Eitatele dvojélenem sin®x + cos?x. V dalsich kapitolach jsou
ulohy podobné jako dnes. Najdeme tam ulohy o vypoctu ur€itych integralii, obsah ¢asti
roviny ohrani¢ené tseCkami a obloukem funkce. Déle tlohu, kde se ma urcit obsah

kruhu.
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5 Alois Strnad

Celou svoji praci jsem se vénovala uéebnici Geometrie pro vyssi skoly redlné napsané
puvodné od autora Aloise Strnada. Povazuji proto za dulezité zminit se 1 par slovy 0

jeho osobg.

Obr..: 13 Alois Strnad portrét (Lepka, 2012, str. 51)

Alois Strnad pfiSel na svét v Praze roku 1852. Ve Skole, kam nastoupil na Malé Strané
a poté 1 na redlce v Panské ulici, dosahoval vynikajicich vysledkii. Proto zacal studovat
r. 1870 na tzv. Ceském polytechnickém ustavu zemském obor pozemni a vodni

stavitelstvi.

V roce 1876 slozil zkousky ucitelské zpiisobilosti pro stfedni Skoly a nastoupil na realku
do Hradce Kralové, kde vyucoval az do roku 1891. Poté vystiidal jest¢ dal§i dvé
Skoly — redlku v Praze a realku v Kutné hote, kde pobyval az do své smrti roku 1911.
Béhem svého zZivota se mu dvakrat naskytla pfilezitost vyucovat na vysoké Skole
vV Praze. Poprvé se uchazel o misto ucitele deskriptivni geometrie, zel na tuto pozici

se nedostal. Podruhé uz nemél o prechod na vysokou Skolu zajem.

Sjeho jménem se setkdvame hlavné v historii matematické olympiady. Problémem
Casto bylo, ze se tlohy svoji obtiznosti vyrovnaly latce vysoké Skoly. Pravé Strnad
se zaslouZil o jejich zjednoduSeni a zpfistupnéni pro stiedoskolské studenty. Pokud

se seCtou vSechny ulohy dodané pro olympiadu v letech 18721918, dojdeme k Cislu
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1351. Znich 508 ptipravoval pravé Strnad. Jeho pfinos byl i diky jeho Sirokému
rozhledu v matematice. Jeho tlohy byly z oblasti konstrukéni a analytické geometrie,
stereometrie, trigonometrie, rizné typy rovnic, teorie ¢isel a mnoha dalSich. (Lepka,

2012)
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Zavér
V teoretické Casti je popsan vyvoj infinitesimalniho poctu od starovéku az po 20. stoleti.
Druhé ¢ast je vénovana zavedeni kalkulu do ucebnic pro stfedni Skoly v nasi zemi a jeho

vyvoj a do dnesnich dnt.

Ve Casti tieti jsem se snazila Ctenare seznamit se zakladnimi rozdily v u¢ebnici dnes a
témer pred sto lety. Mezi hlavni rozdil bych zminila pfistup a definovani pojmu. Dnes
jsou vsechny jevy pfesné definovany a zavedeny. Diive k tomu pfistupovali mnohem
vice intuitivné. Vyklad se neopira mnohdy o teorii, vSe je vysvétlovano na zakladé
vnimani autora. Také celkovy cil vypoctu je jiny. Tim, Ze je zafazen do ucebnice
geometrie, slouzi hlavné ji, at’ se jedna o hledani tecen nebo vypocet obsahti obrazcti.
Dnes maji piiklady a celkové vyuziti infiniteSimalniho poctu mnohem vét§i zaméteni na
feSeni fyzikdlnich problémi. Také pouzivaji obcas jiné nadzvoslovi. Body jsou znaceny
malymi pismeny, nula se piSe jako nulla nebo differencial sdvéma f. Pfi zavadéni
integralu dnes hovofime o primitivni funkei, ktera vucebnici Strnada a Rasina neni
zminéna. Integrovani je vnimano jako operace opa¢na k derivovani. Prace s integraly
neni rozvinuta. Chybi zminka o metod¢ Per partes. Metoda substituce neni také
zminéna, ale v ptikladech je nutno ji pouzit. Dochazi k tomu na zékladé logické uvahy,

neni pojmenovana jako konkrétni metoda.

Podivam-li se na ucebnice ze svého pohledu, piiSla mi ucebnice od autorii Aloise
Strnada a Karla RaSina vice pfehlednd Protoze je vyklad podavan jednoduse, neni
pouzita odbornd matematicka terminologie. VSe je vysvétlovano na jednoduchych
konkrétnich ptikladech. Zatimco dnes uz jsou definice derivace i integralu zafazeny
presné do urcitého prostiedi. Otazkou je, pokud je to vilbec mozné fici, ktery pristup je
lepsi? Troufnu si tvrdit, Ze oba dva. Je dulezité, aby zaci meli konkrétni ptedstavu, pro¢
a co pii infinitesimalnim poctu pocitaji. Na stranu druhou je nutnosti studenty pfipravit
na dal$i studium tohoto kalkulu. To se neobejde bez ptfesného urceni, zasazeni do

prostfedi a vykladu zaloZeném na pevném zéakladu.

V pokracovani této prace by se dalovice zaméfit na TtUlohy, které jsou
v ucebnicich. Nebo by bylo také zajimavé podivat se do dalSich ucebnic zamétenych na

tento pocet 1 ze starSiho obdobi nebo urcenych pro vysoké skoly.
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