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Abstrakt

Predlozena préce je zaméfena na teorii extrémnich hodnot a jeji uziti v aplika¢nich
ulohach. V prvni ¢asti je zavedeno rozdéleni extrémnich hodnot a popsany jeho vlastnosti.
Na zakladé predlozenych tvrzeni jsou diskutovany dva piistupy k analyze extrémnich
hodnot, a sice model blokovych maxim a prahovy model postaveny na zobecnéném Pare-
tové rozdéleni. Ackoliv je prvni jmenovany v mnoha ohledech chapan jako robustnéjsi,
patii prahovy model ke stale castéji uzivanym piistupum. Samotna volba prahu, ktera
ma zasadni vliv na kvalitu odhadu, vsak potad patii k nedofeSenym problémum tohoto
pristupu. Predevsim na techniky urceni vhodné prahové hodnoty je tato prace zamétena.
7 aplikacniho hlediska jsou pak nejzajimavéjsi adaptivni pristupy urceni prahu, které
danou volbu vhodné automatizuji. Pro porovnani vybranych adaptivnich technik byla
provedena simula¢ni studie a tyto byly dale pouzity pro analyzu srazkovych thrnu v jiho-
moravském regionu. Dale se prace vénuje v posledni dobé rozvijenym metodam odhadu
extrémnich hodnot stacionarnich fad. V praxi je ¢asto nutné z mérené ¢asové rady vzor-
kovat priblizné nezavisla pozorovani. Pouziti teorie pro stacionarni fady pritom tento
problém redukce dat zcela eliminuje. Jak je ukdzano, bézné pouzivané metody vzorkovani
se v tomto kontextu ukazuji jako nevhodné a uziti pokrocilych technik pro stacionarni
fady vede k lepsim odhadum extrémnich hodnot.

Summary

The thesis is focused on extreme value theory and its applications. Initially, extreme va-
lue distribution is introduced and its properties are discussed. At this basis are described
two models mostly used for an extreme value analysis, i.e. the block maxima model and
the Pareto-distribution threshold model. The first one takes advantage in its robustness,
however recently the threshold model is mostly preferred. Although the threshold choice
strongly affects estimation quality of the model, an optimal threshold selection still be-
longs to unsolved issues of this approach. Therefore, the thesis is focused on techniques
for proper threshold identification, mainly on adaptive methods suitable for the use in
practice. For this purpose a simulation study was performed and acquired knowledge was
applied for analysis of precipitation records from South-Moravian region. Further on, the
thesis also deals with extreme value estimation within a stationary series framework. Usu-
ally, an observed time series needs to be separated to obtain approximately independent
observations. The use of the advanced theory for stationary series allows to avoid the
entire separation procedure. In this context the commonly applied separation techniques
turn out to be quite inappropriate in most cases and the estimates based on theory of
stationary series are obtained with better precision.
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Uvod

Teorie extrémnich hodnot (zkracené EV teorie z angl. Extreme Value) je oblast mate-
matické statistiky zamétena na rozvoj metod urcenych pro popis a modelovani fidce se
vyskytujicich, extrémnich jevu. Potfeba uziti adekvatnich technik predikce mélo ¢astych
udalosti se objevuje v mnoha oblastech lidské ¢innosti. Zejména se jedna o nutnost od-
hadu vlastnosti chvosti danych rozdéleni pravdépodobnosti, nebot tyto maji zdsadni vliv
na selhani ¢ poruchy sledovaného procesu. Obvykle je pro takovy proces vyzadovana
pfedpoved dosazeni néjaké vysoké, pfedem stanovené trovné, pficemz tato se ¢asto na-
chazi mimo oblast pozorovanych dat. Ackoliv jsou tyto predikce vzdy postaveny na duvére
ve spravnost konkrétnitho modelu, EV teorie dnes predstavuje pravdépodobné nejadekvat-
néjsi prostiedek pro popis vlastnosti extrému nahodnych veli¢in.

Historicky se jako prvni tloha EV teorie uvadi problém nalezeni pravého koncového
bodu a > 0 spojitého rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, a) (Bernoulli, 1709). V mo-
dernim pojeti se problém souvisejici s extrémy nahodnych velicin objevuje v pracich
Fullera (1914) ¢i Griffitha (1920), prvni systematicky popis lze nalézt v publikaci Bort-
kiewicze (1922), ktery se zabyval extrémnimi hodnotami vybéru pochézejicich z normél-
niho rozdéleni. Pro rozvoj asymptotické teorie je pak klicovy ¢lanek Fishera a Tippetta
[52], kteff odvodili jediné tii mozné typy asymptotickych rozdéleni nejvétsich pozorovani
a zobecnili tak predeslé prace Frécheta (1927). Gnedenko [59] dale tyto poznatky rozsifil
a uvedl nutné a postacujici podminky pro slabou konvergenci hornich poradovych statis-
tik. De Haan (1970,1971) pak celou EV teorii rozvinul pomoci teorie reguldrné se ménicich
funkei. Detailni citace na vyse uvedené prace uvadi publikace [86], kde lze nalézt i nékteré
dopliiujici literarni zdroje.

V soucasnosti lze nejvétsi ¢ast rozvoje EV teorie prisoudit praktickym potiebam
realnych tloh zejména v oblasti hydrologie a ekonomie. V posledni dobé se pritom v li-
terature stale vice objevuji aplikace z nejruznéjsich védnich oblasti i mimo tyto tradic¢ni
obory. Z modernich feSenych problematik lze zminit napiiklad pfedpoved srazkovych
extrému [56, 69], modelovani vysky prilivu [50] ¢ rychlosti vétru [46, 50|, odhady frek-
vence vyskytu velmi nizkych teplot [124, 92], analyzu rozsahlych pozaru [81] ¢i znecisténi
zivotniho prostiedi [110], posouzeni navratnosti pojisténi hmotného majetku [32] a dalsich
finanénich dopadu [85], redukei Sumu obrazovych dat [113], nebo posouzeni kapacity te-
lekomunika¢nich siti [127].

Pres celou tadu aktualnich ¢lanku a monografii vsak patii EV teorie ke stale se
rozvijejicim oborum matematické statistiky s mnoha dosud nedofesenymi tématy. Vy-
branymi oblastmi, které zustavaji nadéle otevieny dalsimu vyzkumu, se zabyva tato
prace. Clenéni kapitol predklddané dizertaéni préce je nasledujici. Prvnf kapitola obsahuje
strucnou charakteristiku problematiky teorie extrémnich hodnot, zpracovanou prevazneé
podle monografii [38, 33, 18], pticemz je formulovano a také dokazéno zakladni tvrzeni
vedouci k zavedeni rozdéleni extrémnich hodnot (EV rozdéleni). Dale jsou v kratkosti
shrnuty vybrané vlastnosti tohoto rozdéleni, mimo jiné je také stanovena tzv. podminka
druhého tadu. Splnéni této podminky je zasadnim pozadavkem pro existenci asympto-
tickych rozdéleni dédle studovanych odhadu parametru EV rozdéleni.

V druhé kapitole je podan popis dvou bézné uzivanych piistupu k analyze extrémnich
hodnot, a sice modelu blokovych maxim a prahového modelu. Nasledné jsou v kratkosti
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Uvob

predstaveny metody odhadu, které budou dale pouzity k feSeni praktickych 1loh. Popis
metody maximalni vérohodnosti byl zpracovan podle knih [14, 31, 94], pficemz jsou dis-
kutovany konkrétni vlastnosti odhadu v blokovém i prahovém modelu. Stavajici poznatky
z oblasti semiparametrickych odhadu byly prebrany z monografie [38], kde lze také nalézt
dukazy predkladanych tvrzeni. Struéné jsou podle [48] také popsény zaklady metody bo-
otstrap, jiz bude v kontextu EV teorie pouzito pro vybrané adaptivni techniky urceni
prahové hodnoty.

Treti kapitola je soustfedéna na metody vybéru prahovych hodnot v prahovém modelu,
které stale patii k nejasnym soucastem EV teorie. Jsou zminény jak klasické explorativni
postupy, tak dvé v posledni dobé rozvinuté techniky adaptivni volby prahu.

Ve ctvrté kapitole jsou uvedené metody aplikovany k odhadum frekvenci vyskytu
extrémnich srazkovych intenzit. Jedna se o autorovu puvodni redlnou aplikacni lohu
(viz [1]) zalozenou na potiebé aktualizace hydrologickych podkladu pro vyhodnocovéni
cilem této dizertacni préace je predevsim srovnani parametrickych a semiparametrickych
technik k odhadum extrémnich srazek se zvlastnim zfetelem na adaptivni techniky volby
prahové hodnoty. Pro porovnani téchto adaptivnich piistupu byla provedena simulacni
studie a ziskané poznatky byly uplatnény i pfi feseni zminéné aplikacni tlohy.

V paté kapitole je popsano rozsiteni EV teorie pro stacionarni procesy. Dochazi tak
k zavedeni tzv. parametru extremélniho indexu, ktery vyjadiuje miru korelovanosti po-
zorovani na extrémnich tdrovnich. Pri analyze pomoci jednorozmeérné teorie pro nezavisla
pozorovani je pro casové Tady nutné pouzit dodatecné vzorkovaci techniky, které jsou
zalozeny na expertnich znalostech v dané aplika¢ni oblasti. Aplikaci metod pro extrémni
hodnoty stacionarnich procesu je tato potieba zcela eliminovana, ¢imz je mozné docilit
zpresnéni odhadu parametru a parametrickych funkei.

Sest4 kapitola nejprve popisuje autorem provedenou simulaéni studii ke srovnani vy-
branych soucasnych pristupu k odhadium extremalniho indexu. Drive provedena analyza
srazkovych dat je v tomto smyslu aktualizovana, pricemz jsou uc¢inéna néktera doporuceni
k pouzitych technikdam. Déle je predstavena puvodni autorova aplikace EV teorie sta-
cionarni procesu pro identifikaci odlehlych pozorovani v ¢asovych fadach.

V dodatku A jsou pro vybrand rozdéleni pravdépodobnosti autorem odvozené pomocné
funkce podminky prvniho a druhého radu. V dodatku B je pak provedeno detailni odvozeni
testovacich statistik adaptivni metody volby prahu, ktera je popsana v treti kapitole.
Vsechny vyse diskutované metody byly také autorem préace pocitacové implementovany
v prostiedi Matlab. V dodatku C je predstaven autorem vytvoreny software pro analyzu
extrémnich hodnot zaloZzenou na teorii pro nezavisla pozorovani i ¢asové tady. Neékteré
dalsi implementace jsou shrnuty v dodatku D, kde je mozné nalézt prehled jednotlivych
funkei.

Vzhledem k fesenym aplikaénim problémum budou v celé praci uvazovany jen piipady

absolutné spojitych rozdéleni. Tato skute¢nost bude striktné dodrzovana, pricemz pred-
poklad absolutni spojitosti nebude déale pripominan.
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Zaklady teorie extrémnich hodnot

V nasledujicich odstavcich budou shrnuty zédkladni poznatky z teorie extrémnich hodnot
v rozsahu nutném pro dalsi kapitoly této prace. Nejdrive je pozornost vénovana popisu
elementarniho feseného problému, nacez je vzapéti formulovano a dokazano zakladni tvr-
zeni teorie extrémnich hodnot. V poslednich dvou odstavcich jsou predlozeny nékteré
doplnujici poznatky a tvrzeni potiebnd pro studium metod odhadu. Jsou zde popsény
ttidy moznych limitnich rozdéleni extrémnich hodnot vcetné jejich vlastnosti a formu-
lovana tzv. podminka druhého tadu, jejiz splnéni je nutnym pozadavkem pro existenci
asymptotickych rozdéleni semiparametrickych odhadu parametru rozdéleni extrémnich
hodnot. Tato kapitola je zpracovana podle publikaci [38, 18, 49], zdkladni piehled teorie
extrémnich hodnot je mozné nalézt také v [33].

1.1. Problematika extrémnich hodnot

Teorie extrémnich hodnot (zkrdcené EV teorie z angl. Extreme Value) je zaméfena na
asymptotické chovani extrémnich hodnot, tedy hodnot, které jsou pozorovany s malou
pravdépodobnosti. Uvazujme pravdépodobnostni prostor (2,4, P) a na ném nahodny
vybér X, ..., X, rozsahu n € N z rozdéleni s distribu¢ni funkci F(z), tj. X1,..., X,
jsou nezéavislé nahodné veliciny se stejnou distribuéni funkei F(z). Cilem EV teorie je tak
vysetfit pravdépodobnostni chovani vybérového maxima M, = max{Xj,..., X, }, resp.
vybérového minima m,, = min{ Xy, ..., X,,}, pro ptipad kdy n — co. Zfejmé se lze omezit
jen na popis vybérového maxima M,,, které se z aplikacnich hledisek jevi jako zajimaveéjsi,
nebot pifpad vybérového minima lze prevést na piedchozi pomoci vztahu

max{Xy,...,X,} = —min{—X;y,..., - X, }.

EV teorie je tak jakousi obdobou asymptotické teorie vybérovych prumeéru, kterd je
popsana pomoci centralni limitni véty. Asymptotické vlastnosti nahodnych veli¢in jsou
v praktickych situacich velmi ¢asto vyuzivany. Bézné se lze setkat s pripady, kdy lze
rozdélen{ vibérového priméru X, = Y1 | X;/n aproximovat normalnim rozdélenfm. Toto
nahrazeni byvéa aplikovano bud z divodu, Ze pro n koneéné neni mozné rozdéleni X,
exaktné odvodit, nebo, ackoli distribu¢ni funkce F'(x) neni znamé, je k dispozici vybér
dostatecného rozsahu.

Ma-li rozdéleni dané distribucni funkei F'(z) stfedni hodnotu EX, pak ze zdkona
velkych cisel [14] vyplyva, ze pro n — oo plati

X, = EX,
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1. ZAKLADY TEORIE EXTREMNICH HODNOT

kde 5 oznacuje konvergenci podle pravdépodobnosti, tj. pro kazdé € > 0 plati

lim P (|X, —EX|>¢) =0.

n—oo
Existuje-li navic pro dané rozdéleni konecny rozptyl var(X), potom podle centraln limitn{
véty [14] plati, ze asymptotickym rozdélenim normovaného vybérového prumeéru /n(X,, —
EX)/y/var(X) je standardizované normalni rozdéleni N(0,1). Tedy

X, —EX

a0 vn = U ~N(0,1),

kde U ~ N(0, 1) oznacuje, ze ndhodné veli¢cina U m4 rozdéleni N(0,1), a 4, snacf konver-
genci v distribuci, tj. pro vSechna u € R je splnéno

X, - EX
lim P | ——=vn<u| = d(u),
n—00 var(X)

kde ®(u) je distribuéni funkce standardizovaného normélniho rozdéleni.

Bud Fy,(z) := P(M, < x) distribuén{ funkce vybérového maxima M,. S vyuzitim
predpokladu nezavislosti ndhodnych veli¢in X, ..., X, je mozné odvodit funkci Fy; (x)
v nasledujicim tvaru

Fu,(z) = P(max{X,,..., X} <z)=P (ﬂ [X; < 1’]) = F"(z), (1.1)
i=1
kde F(z) je distribucni funkce velicin X;,7 = 1,...,n. V dalsim textu ozna¢me z* :=

sup{z : F(z) < 1} pravy koncovy bod rozdéleni s distribu¢ni funkei F'(x). Tedy z*
je nejvétsi moznd hodnota, které muze nahodnéa veli¢cina X nabyvat. Muze vSak nastat
i situace, kdy 2* = co'. Obdobou zdkona velkych ¢isel pro vybérovy primér je nasledujici
tvrzeni.

VETA 1.1. Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkei F(z)
a pravym koncovym bodem z*. Je-li M,, = max{Xj,...,X,}, pak pro n — oo plati

P
M, — x*.
Diikaz. Pro ovéreni predchoziho tvrzeni musime rozlisit dva pripady:

(i) Pokud z* < oo, potom pro libovolné e > 0 plati

lim P (|M, —a*| > ¢) = lim [l — P (M, —2*| <¢)] =
n—oo

n—oo

=lim[l-PM,<zx"4+e M, >z"—¢)] <

n—oo

< lim [I — F™(a* +¢) + F'(a* —¢)] =

n—oo

= lim F"(z* —¢) =0,

n—oo

nebot F(z* —¢) < 1.

IPiirozené v pifpadé z* = oo nemiize ndhodné veli¢ina X nabyvat hodnoty z*. V tomto piipadé
mame na mysli, Ze realizace veli¢iny X muze byt libovolné redlné ¢islo.
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1.2. ROZDELEN{ EXTREMN{CH HODNOT

(ii) Pokud z* = oo, potom pro vSechna = € R plati

lim P (M, >z)=lim [1 - P(M, <z)]= lim [1 — F"(z)] = 1.

n—o00 n—o00 n— 00

O

Nyni se zaméfme na limitni rozdéleni vybérového maxima. Ze vztahu (1.1) je patrné,
7€ Pro n — oo
Fig, () = F"(2) = Gaeg(2),

kde Gyeg() je degenerovana funkce v z*, tj. Gyeg(2) = 0 pro < 2* a Ggeg(x) = 1 pro
x > x*. Pro ¥ < oo je pak Gaeg(r) distribuéni funkei. V piipadé, ze pravy koncovy
bod neni konecny, je limitni funkce Ggeg(x) identicky rovna nule. Posledni jmenovana
situace nastava v celé radé bézné pouzivanych rozdéleni (mimo jiné v pripadé normalniho
rozdéleni) a pritom o vlastnostech extrémnich hodnot nepodavé pitilis dobrou predstavu.
Z tohoto duvodu je stejné jako v pripadé centralni limitni véty potieba vybérova maxima
radné normalizovat. Predpokladejme, Ze existuji posloupnosti realnych konstant a,, > 0, b,
(n € N) tak, ze veli¢ina (M,, — b,)/a, méa nedegenerované limitni rozdéleni, tj.
nh_}n(r}o F'(apx +by) = G(x), (1.2)

pro kazdy bod spojitosti funkce G(z), kde G(x) je néjakéd nedegenerovand distribu¢ni
funkce. Rozdéleni s distribu¢ni funkei G(x) z podminky (1.2) se nazyva rozdélenim ez-
trémmnich hodnot (zkracené EV rozdéleni). Podminka (1.2) se nazyva podminkou atraktivity
a tfida vSech distribuénich funkeci F'(x) (resp. piislusnych rozdéleni) vyhovujici podmince
(1.2) se pak nazyva obor atraktivity distribucni funkce G(x).

Na mozné tvary limitnich rozdéleni bude zamétrena nasledujici ¢ast. Budou také stano-
veny nutné a postacujici podminky pro to, aby dané rozdéleni pattilo do oboru atraktivity
néjakého EV rozdéleni.

1.2. Rozdéleni extrémnich hodnot

Podobné jako hraje pti dokazovani centralni limitn{ véty roli charakteristické funkce [91],
ma v EV teorii obdobny vyznam tzv. kvantilova funkce chvostu. Nejprve proto tento po-
jem zavedeme a predstavime alternativni formulaci podminky atraktivity (1.2). Nasledné
bude stanovena tfida moznych limitnich rozdéleni v (1.2), tedy tfida EV rozdéleni.

Uvazujme néjakou neklesajici funkci f a zavedme k nf funkci £ danou nésledovné
fTx)=inf{y e R: f(y) > z}. (1.3)

Protoze pro kazdé xy € R plati

lim f7(z) = liminf{y €R: f(y) 22} = inf{y € R+ fy) = 20} = " (0),

xtxg

je vidét, ze funkce f(z) je zleva spojitd. Lze také ukazat, ze (f<) (x) < f(z) [112].
V ptipadé, Ze f je rostouci, pak (f<)(z) = f(z) a f< je identickd s f~!. Funkce f*
zavedend vztahem (1.3) je tudiz zobecnénim pojmu inverzni funkce.
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DEFINICE 1.2. Necht f je neklesajici redlnd funkce. Pak se funkce f< dand vztahem
(1.3) nazyvé zleva spojitou inverzni funkci k funkci f(x).

Ziejmé, je-li F' distribuéni funkei néjaké nahodné veli¢iny, pak F< je bézné uzivanou
kvantilovou funkci. Dale pomoci pojmu zleva spojité inverze zavedeme kvantilovou funkci

chvostu. Podrobné vlastnosti zleva spojitych inverznich funkei véetné jejich dukazu lze
nalézt napf. v monografiich [112] ¢i [49].

DEFINICE 1.3. Nechf F je distribuéni funkce nadhodné veliciny X. Pak funkci U danou

vztahem - (1_;%)% »

definovanou pro t > 1, nazyvame kvantilovou funkci chvostu ndhodné veliciny X .

Snadno lze ukazat [49], ze kvantilovou funkci chvostu z definice 1.3 muzeme vyjadrit
v nasledujicim tvaru, tedy

- () - ()

LEMMA 1.4. Necht f, je posloupnost neklesajicich funkei a g je neklesajici funkce. Necht
je dan otevieny interval I := (a,b) a pro kazdy bod spojitosti € I funkce g necht plati

Budte f,g" zleva spojité inverzni funkce k funkeim f, a g. Pak pro vSechna z €

n

(g9(a), g(b)), kterd jsou body spojitosti funkce g*, plati

lim f."(z) = g% (2). (1.5)
n—oo
Diikaz. Predeslé lemma je dokdzano napf. v praci [38]. O

VETA 1.5. Necht a, > 0,b,,n € N, jsou redlné konstanty a G(z) nedegenerovand dis-
tribucni funkce. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Pro kazdy bod spojitosti z € R funkce G(z) plati
lim F"(an,z + b,) = G(z).
n—oo
2. Pro kazdy bod spojitosti > 0 funkce D(z) := G (e~/*) plati
~ D), (1.6)

pricemz a(t) := ay), b(t) := by, kde [t] oznacuje celotiselnou? ¢dst ¢.

2Ptesnéji |t| = max{m € Z : m < t}, protoze oviem uvazujeme jen hodnoty t > 0, jedna se tak
o celoc¢iselnou ¢ast t.
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Dikaz. Vyjdeme z platnosti podminky atraktivity (1.2), tedy lim, oo F™(anx +b,) =
G(z). Pro kazdy bod spojitosti x € R funkce G(z) takovy, ze 0 < G(z) < 1, lze logarit-
movanim obou stran rovnice dostat (1.2) ve tvaru

lim nln F(a,z + b,) = InG(z). (1.7)
n—oo
Snadno se ukaze, ze plati
. —InF(anz + by)
lim =1,

n—oo 1 — F(ayx + by,)

a proto je tedy (1.7) ekvivalentni vyrazu

lim n[l — F(a,z +b,)] = —InG(x),

n—oo

nebo také vyrazu . .
I - .
i [L— Flans +bn)]  —InG(x)

Nyni, dle lemmatu 1.4, preformulujeme rovnost (1.8) pomoci zleva spojitych inverznich
funkei. Necht tedy U(t) = (1/(1 — F(t)))", jak bylo zavedeno v definici 1.3. Pak pro
x > 0 je (1.8) ekvivalentni rovnosti

(1.8)

lim U(nz) — by,

n—00 Qp,

= D(z), (1.9)

pricemz bylo zavedeno oznaceni D(z) := G (e~'/*). Déle necht z > 0 je bodem spojitosti
funkce D(z). Pak pro t > 1 mame

U(lt]z) — by < U(tz) — by < U(lt]o(1 +1/1t])) — by

ajtl ajtl alel

(1.10)

Pro libovolny bod spojitosti xg > = funkce D s vlastnosti D(zg) > D(x) plati, ze pravé
strana vztahu (1.10) je mensi nez D(xy). Protoze x je bodem spojitosti funkce D(x),
dostaneme
. U (tl’) - bLt |
lim —————— =

D(x).
t—o00 a LtJ (x>
[

Cléanky Fishera a Tippetta (1928, [52]) a dale Gnedenka (1943, [59]) byly jedny
z prvnich, které se zabyvaly rozdélenim vybérovych maxim. Z historického hlediska byly
postupné odvozeny tti t¥idy moznych nedegenerovanych limitnich rozdéleni, které splnuji
rovnost (1.2). Tyto tiidy jsou zndmé jako Gumbelova, Fréchetova a Weibullova ttida,
také oznacované po radé jako EV rozdéleni typu I, IT a III. Konkrétni vlastnosti rozdéleni
nalezicich do téchto tifid budou pozdéji detailné popsany v odstavci 1.3. Nasledujici tvr-
zeni, také oznacované jako Zdkladni véta teorie extrémnich hodnot, popisuje tiidu EV
rozdéleni obecnéji pomoci parametrizace odvozené nezavisle von Misesem (1954, [130])
a Jenkinsonem (1955, [82]).
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VETA 1.6. FISHER A TIPPETT (1928), GNEDENKO (1943) Necht je splnéna podminka
(1.2) pro néjaké redlné konstanty a,, > 0,0, (n € N). Pak distribu¢ni funkce EV rozdéleni
je ve tvaru Ge(oz + p) prop € Ryo > 0a € € R, kde

Xp | — z) Ve
Ge(x) = ep[ (_1+£) ] <70 (1.11)
eXp[_e Z]7 5207

definovana na {x : 1 + &z > 0}.

Vzhledem k von Misesové parametrizaci, kterda shrnuje vSechny tiidy EV rozdéleni
(viz odstavec 1.3), je rozdéleni s distribu¢ni funkei (1.11) oznacovéno jako zobecnéné EV
rozdéleni (zkracené GEV rozdéleni z angl. Generalized Extreme Value). Vyjma parametru
polohy 1 a parametru meéritka o > 0 tvoii tedy GEV rozdéleni jednoparametrickou tiidu
rozdéleni s parametrem tvaru €.

PozNAMKA. Parametr £ méd vzhledem k (1.11) zdsadni vliv na chvosty EV rozdéleni,
jak je naznaceno nize na obrazku 1.1, a je tak ¢asto oznacovan jako tzv. index extrémni
hodnoty (zkracené EV index). Déle budeme oznacenim F' € D(G¢) rozumét, ze distribuéni
funkce F' patii do oboru atraktivity EV rozdéleni s EV indexem &. Snadno se ukaze, ze
obor atraktivity je ddn jednoznacné, tj. pokud F' € D(Ge,) a F € D(Gg,), pak nutné

& =&

1H
08l
06}
)
© 0.4
02k o _--
0
4
03 1_§:00'3 /
0.6f : £=06 08 g=_05 ;l
| : - 2—12 8= _1
30.4’ .: 30.6' I,’
Hal i X '
0.3 0.4
0.2
0.1 0.2
=% 2 4 O ) 0 2
X X

Obrazek 1.1: Distribuéni funkce EV rozdéleni (nahofe) a hustoty EV rozdéleni (dole) pro ruzné
hodnoty EV indexu.
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Dukaz véty 1.6. Predpokladejme, ze x = 1 je bodem spojitosti funkce D(z). Pokud by
tomu tak nebylo, provedly by se nasledujici kroky dukazu pro jiny bod spojitosti g,
pticemz bychom U(t) nahradili za U(zgt). Pro > 0 tedy zaved me funkci

Ult) — U(t)

E(z) .= D(z) — D(1) = tlgglo o0 (1.12)
Pro y > 0 muzeme rozepsat
Ultey) —U(1) _ Ultey) — Ulty) alty) | Ulty) — U(t) (1.13)

a(t) a(ty) a(t) a(t)

Snadno se overi, ze obé limity lim; o a(ty)/a(t) i lim o (U(ty) — U(t))/a(t) existuji pro
y > 0. Oznacme tedy

_ i 209)
A(y> o t1—>oo a(t) ’

Pak pro z,y > 0 muzeme s vyuzitim vztahu (1.13) psat
= E(z)A(y) + E(y).

Nyn{ zavedme oznaceni H(x) = E(e*) a pro z,y # 1 bud s := Inz,t := Iny. Piedchoz
rovnost tak muzeme prepsat a postupnymi tpravami ziskame

H(t+s) = H(s)A(e") + H(t),
Hit+s) = H{t) _ HE-HO) , . (1.14)

S S

kde H(0) = 0. Protoze funkce H je monoténni, zcela jisté existuje néjaké ¢, v némz je H
diferencovatelna. Navic, dle predchoziho vyjadteni, je H diferencovatelna ve vsech bodech
a pro s — 0 tak dostaneme

H'(t) = H'(0)A(e"). (1.15)

Funkce H nemuze byt konstantni, protoze funkce G¢ je nedegenerovand, tedy H'(0) # 0.
Polozme Q(t) := H(t)/H'(0), pricemz Q(0) = 0,Q’(0) = 1. Ze vztahu (1.14) plyne

Q(t +5) = Q(s)A(e") + Q(1),
coz muzeme s vyuzitim (1.15) prepsat jako
Qt+s) = Q(s)Q'(1) + Q1) (1.16)
Zameénime-li nyni v (1.16) ¢ a s, pak vzhledem ke komutativité scitani plyne z (1.16)
Q(s)Q'(t) + Q(t) = Q(1)Q'(s) + Q(s).
Odtud upravou a déle pro s — 0 dostavame po radé

o=t = g ),

QMHR"(0) = Q@) -1 (1.17)
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Vztah (1.17) derivujeme vzhledem k ¢ a mame

Q"(0)Q'(t) = Q"(1),
neboli
Q1) = Q"(0) = £ € R
Odtud vhledem k pocédteéni podmince Q(0) = 0 plynou nésledujici rovnosti
Q) =
Q) = /01t e ds.

Nyni postupné zpétnymi kroky dostavame nasledujici vyjadreni pro funkce H, F a D,
tudiz

€& _1q
H(t) = HO)——,
A
E(t) = H (O)T, (1.18)
Lot =1
D(t) = D(1)+H (O)T
Odtud plyne, ze zleva spojita inverzni funkce je ve tvaru
t— D(1)\"*
DE(t)=1(1 — . 1.19
0= (1+65m0) (1.19)
Protoze D(t) byla zavedena jako D(t) = G* (e /"), lze vyjadiit
D (t) = ! (1.20)
 InG(t) '
Porovnanim rovnic (1.19) a (1.20) obdrzime kone¢né
t—D(1)\ ¢
- (14— .
G(t) = exp [ ( +¢ 0) )
Oznaéime-li nyni o := D(1), 0 := H'(0) az = (t —p) /0, dostavame funkci G¢(x) ve tvaru
(1.11) a tvrzeni je tak dokazéno. O

POzZNAMKA. Stoji za zminku, ze ttida EV rozdéleni je totozn4 s tfidou tzv. maz-stabilnich
rozdélent, tj. rozdéleni, pro ktera existuji takové redlné konstanty a,, > 0, b,,, ze pro vSechna
z € R plati

Gg(an® +b,) = Ge(x). (1.21)

Tato vlastnost hraje také vyznamnou roli v kapitole 5, zejména pak fakt, ze EV index je
totozny pro funkce na obou stranach predeslého vztahu.

Zaveérem tohoto odstavce jesté formulujeme ekvivalentni tvary podminky atraktivity
(1.2), které budeme ¢asto vyuzivat v nasledujicim textu.
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VETA 1.7. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. Pro kazdé = € R existuji redlné konstanty a,, > 0, b,(n € N) tak, ze
lim F"(a,z + b,) = G¢(2). (1.22)

n—oo

2. Existuje kladna funkce a(t) takova, ze pro x > 0 plati

. Ulte) = U(t) ot -1
pricemz pro £ = 0 chdpeme pravou stranu jako D¢(z) = Inz.
3. Existuje kladnd funkce ¢(t) tak, ze
1—-F
lim @+xﬂﬂ):(1+¢w*“ (1.24)

pro vSechna x € R spliujici 1+ &x > 0.

Dukaz. Ekvivalence (1.22) a (1.23) byla ovéfena jiz v dukaze véty 1.6, kde z (1.18) plyne
D¢(z) = E(x)/H'(0). Zbyva tedy dokézat, ze (1.23) je ekvivalentni s (1.24).

Bud f neklesajici funkce. Z vlastnosti zleva spojitych inverznich funkei (viz napt.
[112]) plyne pro z € R f< (f(z)) < . Ztejme lze pak pro libovolné £ > 0 psat

fOf(x) —e) <ax < fT (f(x) +e).
Odtud se pro t 1 z* dostane

(1—e)-1 %U<1—1—Ffw>‘U<l——%> <t‘U<1—5<t>> _

¢ a (1—11%)) a (1—;(0)
U(m) U (Hm) e
<
(o)

a protoze tato nerovnost plati pro kazdé € > 0, vyplyva, ze

t—U(TLJ
lim — NP0

tta* 1
! a (1—F(t)>

Za predpokladu (1.23) tedy pro vSechna z > 0 dostavame

, U(l—;‘(t)>_t a2t —1
lim = .

T* 1
" a (1—F(t)> ¢

Nyni vyuzijeme lemmatu 1.4 a ptedchozi vztah prepiSeme pomoci zleva spojitych in-
verznich funkci. Obdrzi se tudiz

1 F(t
lim ( )
”ﬂ1—4?0+xaGﬁmQ)

¢imz je dokazéano, ze (1.23) implikuje podminku (1.24). Opacna implikace se pak dokéze
obdobné. O

= (1+ &),
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PozNAMKA. Rovnost (1.22) je splnéna pro a, = a(n) a b, = U(n) ze vztahu (1.23).
Podminka (1.24) je splnéna pro ¢(t) = a(1/(1 — F(t))). Funkce a(t) z podminky (1.23) je
oznacovana jako pomocnd funkce prvniho tddu. Urceni této funkce pro znamou kvan-
tilovou funkei chvostu U(t) dovoluje ovérit, zda piislusné rozdéleni pravdépodobnosti
spliuje (1.23), resp. (1.22), a rozhodnout tak o oboru atraktivity extrémnich hodnot.
Odvozeni konkrétnich tvaru pomocnych funkei a(t) pro vybrand rozdéleni pravdépodob-
nosti je mozné nalézt v priloze A.

1.3. Zakladni typy EV rozdéleni

Obréazek 1.1 ilustruje tiidu EV rozdéleni pro ruzné hodnoty EV indexu £ a ukazuje také,
ze tato tiida zahrnuje rozdéleni s celou radou ruznych vlastnosti. Tradiéné se rozlisuji
tfi podtiidy EV rozdéleni tak, jak byly historicky odvozeny, a sice Fréchetova tiida pro
¢ > 0, Gumbelova ttida pro £ = 0 a Weibullova tiida pro £ < 0. Jednotlivé pripady budou
podrobnéji rozebrany nize. Funkéni charakteristiky jednotlivych tiid rozdéleni je mozné
komplexné popsat pomoci requldrné se menicich funkci, a proto bude nejdrive tento pojem
zaveden v nasledujici definici.

DEFINICE 1.8. Kladnd meéritelnd funkce f : Rt — R se nazyva requldrné se ménici
funkei (v nekonecnu), pokud pro vSechna x > 0 a néjaké a € R plati

o T8 .
lim o (1.26)

Piseme pak f € R,. Cislo a se pak nazyva index requldrni variace (zkracené RV index).
Je-li navic a = 0, nazyva se pak funkce f pomalu se menici funkci.

Fréchetova tiida EV rozdéleni (¢ > 0)

V literatuie je tato tiida oznacovana také jako EV rozdéleni typu II. Z historického
hlediska je distribu¢ni funkce rozdéleni Fréchetova typu casto uvadéna v nasledujicim
tvaru pii parametrizaci ®,(z) = G¢((x — 1)/§), tedy

kde a« =1/€ > 0.
Pro rozdeéleni v této tiide plati G¢(x) < 1 pro vSechna x € R, tj. pravy koncovy bod
x* = oo. Navic, levy koncovy bod z, := inf{z : F/(z) > 0} je kone¢ny a je roven —1/¢.
Pro x — 00 je 1 — Ge(x) ~ (€x)~Y/¢, kde symbol ~ zna¢f asymptotickou ekvivalenci, tedy
1 — Ge(x)

A ey e b

a tudiz rozdéleni z této tridy maji tézké pravé chvosty. Neexistuji tak momenty fadu

vétsiho nebo rovného 1/¢, coz kupiikladu pro £ > 1/2 znamend, ze rozptyl neni konecny,
a pro £ > 1 dokonce neexistuje ani sttedni hodnota.
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Vyznamna rozdéleni patiici do oboru atraktivity Fréchetova rozdéleni shrnuje ta-
bulka 1.1. Patfi mezi né napt. Studentovo, Fisherovo-Snedecorovo ¢i Fréchetovo rozdéleni.
Navic do této tridy patii vSechna rozdéleni Paretova typu, tj. rozdéleni, jejichz distribuc¢ni
funkce a kvantilova funkce chvostu jsou pro £ > 0 ve tvaru

1—F(z) = o Yp(z),
kde lr(x),ly(t) € Ro. Tato rozdéleni s tézkymi chvosty hraji dulezitou roli v . mnoha mo-
delech pro odhady parametru rozdéleni extrémnich hodnot, jak bude diskutovano v kapi-

tole 3. Detailni popis Fréchetovy tiidy rozdéleni ve smyslu regularné se ménicich funkei
nabizi nasledujici véta.

VETA 1.9. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) F € D(Ge) pro & >0,
(i) z* = oo aplati 1 — F(t) € R_yye,
(iii) U(t) € Re.

Diikaz. Podrobné provedeme dukaz pro jednostranné implikace (i)=-(ii) a (i)=-(iii), opacné
implikace lze dokazat obdobné. Nejprve se budeme zabyvat dukazem implikace mezi tvr-
zenimi (i) a (iii).

Necht F € D(G¢) pro & > 0. Pak je splnéna podminka (1.23) a tato implikuje

alta) _ (U(mw ~U®t)  Ult) — U(t)) / (U(mw - U(tx))

a(t)  a() a(tx)

-(e =) () =

Vzhledem k ptedchazejici rovnosti pro Z > 1 plati

Uz —uzh (U(Z’“;l()z—k)U(Z’“)) / (U(ZZ'?a (—Zg_(lz)’;*)) _

tliglo a(t) t—o0

lim

koo U(ZF) — U(ZF 1) kovoo
atudfz pro 0 <e < 1— Z7¢ k > ng(e), kde ng(e) je dostatecné velké, dostavame

(U(ZF) —U(Z¥ ) 251 —e) <U(Z*) = U(ZF) <
< (U(ZF)—-U(Z"") Z5(1 +¢). (1.27)

Nyni nerovnosti (1.27) secteme pro k = ng,...,n, vysledek vydeélime vyrazem U(Z™)
a dostaneme tak nerovnost

u(zr) —U(z~) _ Uz -u(z™) u(zr) —u(zm)

Z8(1 — < < 7¢(1
N VD) = U7 e e e 1o
Pro n — oo se obdrzi
' U(zn+1) _ U(Zno) ' U(zn+1)
f1-g)< = —= <z
28 < i =g Tz =AU
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a ponévadz tato nerovnost plati pro libovolné € > 0, plyne odtud

U(zn+1)
lim 22 ) g 1.28
7 (1.28)
pro vSechna Z > 1. Déle pro kazdé x > 1 definujme ¢islo n(x) € N tak, aby

7M@) < g < Zr@tL (1.29)

Pro t,z > 1 potom plati nerovnosti

U(Z”(t) Zn(z))
U(Zn(t)+1 )

Ul(tx)
U(t)

U (Zn(t)—H Zn(z)+1>
U (270

< < (1.30)

Levou stranu (1.30) je mozné rozepsat jako

U(Zn(t)) U(Zn(t)+1) ’

Dle vztahu (1.28) tento vyraz pro t — oo konverguje k vyrazu Z&®) Z=¢ ktery je dle
(1.29) zdola ohraniéen (x/Z?)S. Podobné pravd strana vyrazu (1.30) je shora ohrani¢ena
(xZ?%)%. Pro Z — 1 tak dostdvame pifmo tvrzenf (iii).

Nyni dokazeme, ze z tvrzeni (iii) plyne (ii). Z definice kvantilové funkce chvostu lze

pro € > 0 psat
1—¢ 1+e¢
Ul —— | <t <U | ————
(7)< =0 (7).

Ulctm) 1 ¢« V(=)
- (1_1%) <-U (1 _F(t>) < . (1_1;%)). (1.31)

Necht U(t) € Re. Pak levd a prava strana vyrazu (1.31) konverguji k vyraziim (z/(1+¢))*
a (z/(1 — €))%, Protoze ale nerovnost (1.31) plati pro véechna € > 0, dostane se rovnost

1 z
im0 (—2 ) =4t
tL‘?otU<1—F(t)) v

Dale se pouzije lemma 1.4 a predchozi rovnice se vyjadii pomoci zleva spojitych inverznich
funkci. Obdrzi se tudiz

tedy

L 1=F(@)
lim —— 7 — L%
i 1— F(tr)

a implikace je tak dokazana. O
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Gumbelova tiida EV rozdéleni (£ = 0)

V piipadé Gumbelovy tiidy (téz EV rozdéleni typu I) je pravy koncovy bod z* = oo
a levy koncovy bod x, = —oo, tedy nosi¢ distribuc¢ni funkce pokryva celou redlnou osu
a pro viechna x € R je 0 < Gy(z) < 1. Distribu¢ni funkce Gumbelova oboru atraktivity
je ptimo ve tvaru (1.11), tj.

Go(z) = exp (—e™").

Oproti Fréchetové tiideé zde pro x — oo dostavame 1 — Go(z) ~ e~* a momenty vsech
radu existuji. Pro rozdéleni patiici do Gumbelovy tiidy lze ukazat (viz [38]), ze a(t) € Ry
a také U(t) € Rg. Néktera vyznamnd rozdéleni patiici do Gumbelova oboru atraktivity
jsou shrnuta v tabulce 1.2, fadi se mezi né napt. exponencialni, normalni ¢i Weibullovo
rozdéleni.

Weibullova tiida EV rozdéleni (£ < 0)

Weibullova tiida, také oznacovana jako EV rozdéleni typu III, zahrnuje vSechna rozdéleni
Ge(x) s EV indexem & < 0. Jeji distribucni funkce se ¢asto vyskytuje v nasledujicim tvaru
pii reparametrizaci W, (z) = Ge(—(1 4+ ) /) pro a = —1/£ > 0, tedy

€xp (_(_l.>a> , <0,
1, z > 0.

Vo(z) =

Pravy koncovy bod pro rozdéleni z Weibullovy tfidy je kone¢ny a 2* = —1/£. Naproti
tomu je levy koncovy bod z, = —oo. Protoze pro z — oo dostavame 1 — Ge(z* — z) ~
(—&2)7Y¢, maji rozdéleni omezené pravé chvosty. Pro rozdéleni patiici do Weibullovy
tiidy lze ukazat (viz [38]), ze 2* —U(t) € Re a1 — F(2* —t) € R_y/¢. Dikaz zde lze vést
obdobné jako u tvrzeni 1.9. Tabulka 1.3 popisuje vybrand rozdéleni pravdépodobnosti
z Weibullova oboru atraktivity, fadi se sem mimo jiné napt. rovnomérné ¢i beta rozdéleni.

Vzhledem k tomu, ze tiida EV rozdéleni je totozna s tfidou max-stabilnich rozdéleni
spliwjicich (1.21), zfejmé vzdy plati G¢ € D(Ge), tedy kupiikladu Gumbelovo rozdéleni
patii do Gumbelova oboru atraktivity apod.

V zavéru tohoto odstavce jesté stanovime von Misesovu postacujici podminku pro to,
aby dana distribu¢ni funkce patfila do oboru atraktivity néjakého EV rozdéleni. Tato
podminka je ¢asto nejvhodnéjsim zpusobem, jak tuto skutecnost ovérit.

VETA 1.10. VON MISESOVA PODMINKA ATRAKTIVITY Bud F(z) distribuéni funkce
s pravym koncovym bodem z*. Necht existuje F”(z) a necht F’(z) je kladnd pro vsechna
x v néjakém levém okoli bodu z*. Pak F' € D(G¢), pokud

lim (%ﬁzgﬂ)/ = ¢ (1.32)

Diikaz. Upravou vztahu (1.32) lze ukazat, e plat! rovnost

L= FOLP)
we P

:_5_17
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1. ZAKLADY TEORIE EXTREMNICH HODNOT

ktera je ekvivalentni vyrazu

1' U//( )

im

t—o0 U( )
Ukézeme, ze (1.33) implikuje podminku (1.23), a tedy i podminku atraktivity (1.22).
Vyjdéme z nasledujici trivialni rovnosti

= -1 (1.33)

1 R
[ G0 B
Derivaci predeslého vztahu dostaneme nejprve
U'(t) = % (1.34)
derivaci (1.34) po upravé postupné obdrzime
ure) o L= FU®)PF"(U(1)
Py = 2 )] - E e
wre) o - FU®)FUR))
O FOOF (1:39)

Prox > 0at, tr > 1, plati

In U (t2) — In U'(1) = /1 tSUU,;/t(St)S)i ,

pricemz s vyuzitim (1.35) lze dale psat

InU'(tz) —InU'(t) = /Z (€ — 1)% =Ina®1.
1

Jelikoz pro 0 < a < b < oo plati

VD) gt

1 - =0
)

lim sup
t—o0 a<z<b

a pro néjaké kladné k na kompaktnim intervalu plati |e* — ef| < k|s — t|, dostane se tak

Ults) e

=0.

lim su
0% geaey | U'(E)

Odtud uz vyplyva nasledujici konvergence

Ulte) —U(t) ¢ -1 T U (ts) .
IO :/1<U'<t>‘5£ )dHO

a platnost tvrzeni je tak dokazana. O

Nekteré dalsi tvary predeslé postacujici podminky pro konkrétni piipady & > 0, =0
a & < 0 jsou odvozeny napf. v [38].
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1.3. ZAKLADNI TYPY EV ROZDELENT

Tabulka 1.1: Rozdéleni patiici do Fréchetova oboru atraktivity.

Distribuéni funkce F(t)

Rozdélenf a kvantilova funkce chvostu U (t) EV index
_ ay1/€ .
Fit)y=1-(2)", z>0¢(>0,0€R
Paretovo §
Ult)=ats, t>1
) Fl)=1-Q+¢&) Y >06>0
Zobecnéné Paretovo £
Ut)=(t*-1)/¢, t>1
F(z)=exp(—z~Y8), 2>0,6>0
Fréchetovo (=) ( ) 13
Ut)y= (-l (1=1)7°, t>1
dF(z) r m;—n) m\% . m_1 1 m _m;—n
=z + =z s
dw r(z)r(2) (2) 7 a% 1 ( ") ,
F(m,n) z>0;m,n>0 n
predpis pro U(t) neni zndm
n+1
dF@@) _ T(*5%) <1 zz>‘T .
= z + = , TeERNn>0
Studentovo de virl(%) 1
predpis pro U(t) neni zndm
(@) n)’ )
Fx:l—( ,) , >0, A>0
Burrovo (typ XII) e ) =
Uty = ([t — 1), t>1
@) = (=)
F(x =< z_,> , x>0, A>0
Burrovo (typ III) " 1yr 1
U(t)=<m—ﬂ> ;o t>1
; diiz) = FA(Z)e_A/zx_a_l, z>0\a>0 1
Inverzni gama o
predpis pro U(t) neni zndm
o di;z) = FA(;)x_A_l(lnx)o‘_l, x>1;Na>0 L
Logaritmické gama X
predpis pro U(t) neni zndm
—1
Flz)=(1+ (%)), z>00,8>0
Loglogistické ( ) %
Ut)=at -1 t>1
— Oté P P .
Hallova tiida rozdéleni U(t) = Ct° (1 + DiP + o(t”)) pro ¢ > 1; £

C>0,6>0,p<0
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1. ZAKLADY TEORIE EXTREMNICH HODNOT

Tabulka 1.2: Rozdéleni patiici do Gumbelova oboru atraktivity.

Distribuéni funkce F'(t)

Rozdélent a kvantilova funkce chvostu U (t)
o Fz)=1—exp(=Az), >0A>0
Exponencialni
Ut)=+lnt, t>1
Flz)=1—exp(—(z/N)%), x>0\a>0
Weibullovo (=) P(=(e/A)%)
Ul) =A(Int)/>, t>1
—dlgff) = (0\/%)_1 exp <——(Z;§‘)2) , xR,
Normalni nweER o>0

predpis pro U(t) neni zndm

Logaritmicko normalni

A0 = A exp{ gy (nz— w2}, 2> 0;

pweER >0

predpis pro U(t) neni zndm

dF(z) _ ™ B me1 '
Gama dz — T(m) exp(—=Az)z™™ ", x> 0;A,m >0

predpis pro U(t) nenf zndm

F(x): (1+eXp (—Z—;E))_17 xeR,M€R7
Logistické o>0

Ut)=p+oln(t—1), t>1

Benktanderovo (typ II)

F(z)=1-2"0"Fexp {—% (2 — 1)},
z>0;a,8>0

predpis pro U(t) neni zndm

Gumbelovo

F(z)=exp(—e*), z€R
U(t) = —In <1nﬁ), t>1
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1.4. PODMINKA DRUHEHO RADU

Tabulka 1.3: Rozdéleni patiici do Weibullova oboru atraktivity.

Distribuéni funkce F'(t)

Rozdélent a kvantilova funkce chvostu U (t) EV index
) F(r)=%3, a<z<babecRa<b
Rovnomérné -1
Ut)y=1-3H(b-a)+a, t>1
dF(z) _ T(p+q) p—171 _ .\g—1 .
Beta dz F(p)F(Q)xp 1-2)"" 0z <1

p,q >0 q

predpis pro U(t) neni zndm

A
F(a:)zl—(#) , <0;n,7,A>0
Ut)=— (-1, t>1

Reverzni Burrovo

F(x)=e —(—2)*}, z<0;a>0
Extremalni Weibullovo () xp {—(-2)%} _é

U(t) = — <ln%)l/a, t>1

1.4. Podminka druhého radu

Tento odstavec bude zaméren na charakterizaci konvergence ve vztahu (1.22), resp. (1.23)
a bude zavedena tzv. podminka druhého fadu. Splnéni této podminky bude pozdéji
nutnym pozadavkem pro existenci asymptotickych rozdéleni semiparametrickych odhadu
parametru EV rozdéleni popsanych v odstavei 2.3. V tomto kontextu hraje podminka
druhého radu dulezitou roli také pii pouziti prahového modelu (viz odstavec 2.1), zejména
v kombinaci s nékterymi adaptivnimi technikami vybéru prahové hodnoty, na které je tato
prace dédle zamérena.

DEFINICE 1.11. Rekneme, Ze kvantilové funkce chvostu U(t) (resp. pifslusné rozdélent
pravdépodobnosti) spliiuje podminku druhého Fadu, pokud existuje néjaka kladna funkce
a(t) a kladna ¢i zaporna funkce A(t) takova, ze lim; ,., A(t) = 0 a pro x > 0 plati

lim HEG Y — De(a) _H () = 1 <x€+ﬂ -1 at - 1)

=20 Alt) A A

Parametr p < 0 se nazyva parametr druhého 7ddu a funkce A(t) se pak oznacuje jako tzv.
pomocnd funkce druhého Tddu.

(1.36)

V piipadé, ze £ = 0 nebo p = 0, chapeme funkci He ,(x) ve tvaru, ktery se obdrz jejim
limitnim pfechodem pro & — 0, resp. p — 0, tj. ve tvaru

(1 (aftro1 2f

,3( £ _T>’ §#0#p,
afma - =), 40—,
1
p
1
)

He () = (1.37)

;
(%—hwc), §=0#p,

In? z, E=0=p.
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1. ZAKLADY TEORIE EXTREMNICH HODNOT

Zejména je tfeba upozornit na skutecnost, ze funkce H ,(x) neni ndsobkem funkce D¢ (z).
Uvédomme si, ze funkce a(t) z podminky (1.36) muze (ale také nemusi) byt totoznd
s funkef a(t) z podminky atraktivity (1.23). Lze navic ukdzat (viz napi. [38]), ze

A@W)] € R,

Oznaci-li se a1(t) := a(t)A(t), pak se vztah (1.36) muze prepsat do ekvivalentniho

frart L Ult) ~ U(1) — alt) De(s)

t—00 al(t)

— He ,(z). (1.38)

Nahrad'me nyni funkci a(t) ve vztahu (1.38) za funkei a(t) + caq(t) pro néjakou konstantu
¢ € R. Dostaneme tak

U((tz) = U(t) — a(t) (1 + cA(t)) De(x)

Am ar(t) (1 + cA(t)) -
. 1 Ulte) —U(t) —a(t)De(x)  eDe(x) ] _
t—oo | 1 4 cA(t) ai(t) 1+ cA(?)

= H&p(l’) - CD&(]}). (139)

Protoze je podminka druhého fadu splnéna a a(t) ~ a(t) + cay(t), plyne odtud, ze funkce
He ,(z) je vzdy predchoziho typu jako v (1.39). Obecné zustava podminka druhého fadu
v platnosti, nahradime-li ve vztahu (1.36) funkce a(t), A(t) po fadé funkcemi a.(t), A.(t)
s vlastnosti A,(t) ~ A(t) a a.(t)/a(t) — 1 = o(A(t)) [38].

DUSLEDEK 1.12. Jestlize je splnéna podminka (1.36) pro néjaké funkce a(t), A(t) a p <0,
pak existuje kladné funkce ag(t) a kladné ¢i zapornd funkce Ag(t) tak, ze plati

U(tx)—-U(t) . D£ (l‘)

ao(t)

tliglo Ao(t) = \Ijﬁvp(l’% (1.40)
kde
( pétr_
o Stp#0.p<0,
Inz, §+p=0,p<0,
\Ij&p(l‘> = Z{
3 hll‘, p= 0 7£ 57
| s’z p=0=¢
a kde déle
a(t) (1-240)), p<0.
aoft) = § a(t) (1-2A@)), p=0#¢
a(t>7 p = 0= 57
LA®), p<o,
Apft) =4 7 (), »p
A(t), =0

32



1.4. PODMINKA DRUHEHO RADU

Hodnoty parametru druhého fadu p a tvary pomocnych funkei druhého fadu A(t) pro
rozdéleni z Fréchetova, Gumbelova a Weibullova oboru atraktivity uvadéji tabulky 1.4, 1.5
a 1.6. V dodatku A je mozné nalézt detailni odvozeni velké ¢ésti z nich. Platnost podminky
druhého tadu je mozné ovérit naptriklad pomoci nasledujici postacujici podminky:.

VETA 1.13. VON MISESOVA PODMINKA DRUHEHO RADU Nechf U(t) je kvantilovd
funkce chvostu, U”(t) existuje a
tU"(t)
(t) == —
Ur(t)

—&+1 (1.41)

Jestlize A(t) nemeéni znaménko pro dostatecné velké ¢, lim, o, A(t) = 0 a |[A(t)] € R,,
pro néjaké p <0, pak pro z > 0 plati

Ut)=U(®)  zt-1

. a(t) £ .
tlggo A(t) - H&P(x>-

Diikaz. Bud U(t) kvantilovd funkce chvostu. Protoze U’(t) € Re¢_1, pak ziejmé

an’(tx)—an(t):/lz%%%/lz(g—l)%.

Odtud tedy dostavame

U(tz)-U 26— x (U'(ts) -1
- sl__ﬁr<wu>_5£ )ds

A(t) A(t)

[ U”@u)@ufff;;tgsxnn—ﬁuwnnt(hlds

A(t)
T ¢ s [ tuU" (tu U'(tu) —
fl s° lfl ( U/(Et) : _£+1> U/((t))u ‘duds

A(t)
T [PARu) U (tu)
_ -1 £
= S u” > duds.
[ [ At) U'(1)
Protoze pro u > 0 konverguji ¢leny A(tu)/A(t) a U'(tu) /U’ (t) stejnomérné ke u” a us~! (viz
[38], véta B.1.4), 1ze predchozi rovnost déle zapsat ve tvaru integralu [, s~ [ u~! duds,

jehoz integraci se ziejme ziskd funkce He ,(x). Tvrzeni je tak dokdzano. O
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1. ZAKLADY TEORIE EXTREMNICH HODNOT

Tabulka 1.4: Rozdéleni patiici do Fréchetova oboru atraktivity.

Rozdéleni Vhodny tvar funkce a(t) Vhodny tvar funkce A(t) druhiiia;r;?i
Paretovo a(t) = Eatt nespliiuje podminku druhdého fadu —00
Zobecnéné Paretovo  a(t) = t¢ A(t) = [€(t5 —1)]-1 —£
¢ _

Fréchetovo a(t) = %ithll’ $# L A(t) = §711’ ¢ L —1({#1)

et &= 1 gz £=1 —2(¢=1
Cauchyho a(t) =t/m A(t) = %/ (3t?) -2
Studentovo [66] tvar funkce neni zndmy tvar funkce neni zndmy ~2
Burrovo (typ XIT)  a(t) = %m—>f_/f A(t) = MY Lt 1) -1
Burrovo (typ T)  af(f) = A s At) = ) (et - 1) 1
Loglogistické a(t) = %tl/ﬁ A(t) = 16_—tﬁ -1
Hallova tiida a(t) = CEtS A(t) = %Dtﬂ p
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Tabulka 1.5: Rozdéleni patiici do Gumbelova oboru atraktivity.

Rozdéleni Vhodny tvar funkce a(t) Vhodny tvar funkce A(t) druhi?liarf‘r;i;i
Exponencidlni a(t) =71 nespliiuje podminku druhého fadu —00
Weibullovo a(t) = 2(Int)1-)/« Alt) = 1= 0
Normalni [38] tvar funkce nenf znamy tvar funkce nenf znamy 0
Gama [38] tvar funkce neni znamy tvar funkce neni znamy 0
Logistické a(t) = 25 nebo a(t) = otln <ﬁ) At) = —ﬁ -1
Gumbelovo [55] a(t)=1 Alt) = £ -1

d vl
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1. Z

Tabulka 1.6: Rozdéleni patiici do Weibullova oboru atraktivity.

1 . . Parametr
Rozdéleni Vhodny tvar funkce a(t) Vhodny tvar funkce A(t) druhého Fadu
Rovnomérné a(t) = b_Ta nespliiuje podminku druhdého fadu —00

) Yt 1 /0m —
Reverzn{ Burrovo a(t) = Lt 1/07) A(t) = =t 1/A —3
Extremaln{ _1,-1/a  lia
Weibullovo alt) = 5t Alt) = 35 1
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Odhady parametrii rozdéleni extrémnich
hodnot

V této kapitole budou popsany vybrané metody odhadu parametru EV rozdéleni. V prvni
¢asti nejdrive predstavime zakladni piistupy vyhodnoceni dat, které vedou na pouziti GEV
rozdéleni, a sice tzv. model blokovych maxim a prahovy model. Nasledné se zaméiime
piimo na techniky odhadu. Ve druhém odstavci budou struéné shrnuty zéklady casto
uzivané parametrické metody odhadu, metody maximélni vérohodnosti. Zde bude disku-
tovano jeji konkrétni pouziti pro odhady parametrickych funkci za predpokladu modelu
blokovych maxim i prahového modelu. V posledni dobé se pozornost zaméftila predevsim
na neparametrické pifstupy odhadu parametrit EV rozdéleni. Rada autort se zabyvala od-
hady parametru metodou pravdépodobnostné vazenych momentu [29, 30, 44, 135] nebo
metodou L-momentu [12, 74]. V této kapitole budou rozebrény semiparametrické pristupy
odhadu EV indexu, a to Hilluv a momentovy odhad v prahovém modelu. Tyto semipara-
metrické odhady jsou zavislé na vhodné volbé prahové hodnoty a vzhledem k tomuto bude
také provedena jejich diskuze. Technikam adaptivni volby prahové hodnoty v kombinaci
s uvedenymi odhady pak bude pozdéji vénovana kapitola 3. Vyznamna tiida téchto adap-
tivnich pristupu je zalozena na metodé bootstrap, kterou v zavéru nasledujici kapitoly
v kratkosti predstavime.

2.1. Zakladni modely pro odhady parametru
a parametrickych funkci EV rozdéleni

V tomto odstavci budou popsany dva zéakladni pristupy pro analyzu a modelovani extrém-
nich hodnot nezavislych pozorovani. V aplika¢nich tlohach, kdy je potfeba ucinit zavéry
o rozdéleni extrémnich hodnot, je nutné z dané fady pozorovani nejprve vybrat dostatecné
velké pozorované hodnoty, které mohou pochdzet z néjakého EV rozdéleni. Rada autori
vyzdvihuje fakt [34, 22], ze v praktickych situacich jsou casto extrémni vychylky pfi
méfeni ndhodnych veli¢in zpusobeny jinymi mechanizmy nez ,béznd* pozorovani. Jako
jedno z moznych uziti EV teorie se tak nabizi nejenom c¢asto vyzadovany odhad frekvence
vyskytu extrémnich jevu, ale také napiiklad moznost automatické validace dat, kdy je
potieba ocistit pozorovani sledovanych veli¢in od vnéjsich vliva. Pravé ve zpusobu vybéru
vyznamnych pozorovani se lisi modely popsané nize. Nejprve bude popsan tzv. model
blokovych maxim, ktery je zalozen na GEV rozdéleni. Tento model méa néktera uskali,
kterd se snazi prekonat prahovy model zalozeny na zobecnéném Paretové rozdéleni.
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2. ODHADY PARAMETRU ROZDELEN[ EXTREMN{CH HODNOT

Model blokovych maxim

V prvni kapitole bylo ukdzéno, Ze tiida EV rozdéleni je dana distribucni funkei G¢ GEV
rozdéleni ve tvaru (1.11). Doposud byla pozornost soustiedéna na popis vlastnosti EV
rozdéleni vzhledem k EV indexu £ a GEV rozdéleni bylo chapano jako jednoparametricka
trida rozdéleni s parametrem tvaru £. Nyni uvazujme obecnéji GEV rozdéleni véetné pa-
rametru polohy p € R a parametru méfitka o > 0 s distribu¢ni funkef G(z) v nasledujicim
tvaru

exp{—[1+&(=2)] "}, prog£0a1+¢(52) >0,
exp{—exp [ (H)]},  pro&=0,

kde EV index £ € R je parametr tvaru. Prilezitostné budeme psat GEV (u,0,£), abychom
explicitné vyjadrili, ze mame na mysli GEV rozdéleni s uvedenymi parametry polohy,
meéritka a tvaru.

Metoda blokovych maxim byla navrzena Gumbelem a poprvé byla pouzita v praci [67].
Uvazujme, ze je dan nahodny vybér X, ..., Xi rozsahu k = mn s neznamou distribu¢ni
funkei F' € D(Ge). Princip metody je nésledujici. Dany ndhodny vybér se nejprve rozdéli
na m bloku délky n, z nichz se posléze vyberou vzdy jen ta nejvyssi pozorovani. Oznac¢me
M, i, =1,...,m blokovd maxima, tedy

G(z) = (2.1)

Mn,i = HlaX{X(i_l)n_H, ce Xm}, = 1, e, M.

Jak udava véta 1.6, pro kazdé ¢ = 1,...,m plati
Mni — Un
lim P (—b < 1’) = G(x), (2.2)
n—oo an,

kde G(z) je distribuéni funkce néjakého GEV(u,0,£) rozdéleni. Pro kone¢né a dostatecné
velké n muzeme platnost vztahu (2.2) chapat asymptoticky, tedy pro ¢ = 1,...,m lze
pouzit aproximaci
P (Mn,i <z)~G((x—by)/an) = G*(2),

kde G* je distribu¢ni funkce GEV (u*,0*,£*) rozdéleni s parametry p* = a,pu+by,, 0* = a,o
a &* = & Je tak vidét, ze se funkce G a G* lisi pouze volbou parametru polohy a métitka.
Tento fakt nepredstavuje pro analyzu extrémnich hodnot zadné omezeni, protoze vsechny
parametry musi byt odhadnuty v kazdém pripadé.

Nyni se zaméiime na odhady vybranych parametrickych funkci. Vzhledem k aplikaé¢nim
uloham, kterym se tato prace vénuje v kapitole 4, bude vénovana pozornost zejména od-
hadum vybranych vysokych kvantilu. Typicky se jedna o kvantily odpovidajici néjaké hod-
noté r > 1 tak, aby pravdépodobnost prekroceni byla 1/r. V praktickych situacich byvé
obvykla volba r >> k, kde k je rozsah daného vybéru, a zirejmé zde EV teorie predstavuje
vhodny nastroj k odhadum téchto kvantilu. V aplika¢nich oblastech se hodnota r ¢asto
nazyva perioda ndvratu a zminény kvantil z, je pak oznacovan jako tzv. ndvratovd turoven.
Néavratova uroven z, je tedy takova hodnota sledované nahodné veli¢iny, ktera je prumeér-
né prekrocena jednou za r pozorovani. Jedna se vlastné o (1 — r~!) kvantil modelového
rozdéleni, v pripadé metody blokovych maxim tedy GEV rozdéleni.

Navratova turoven je v nasledujicim tvaru

p—2{1— [~ =)}, pro¢ £0,
p—oln[—In(1—r=1H], pro £ =0,
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pricemz jeji odhad lze ziskat nahrazenim parametru p, o, £ ve vztahu (2.3) vhodnymi
odhady p, o, E Odhady parametru a parametrickych funkei pomoci metody maximéalni
vérohodnosti budou diskutovany v odstavci 2.2. Nékdy se v praxi vyskytuje pozadavek
urceni N-leté navratové urovné, tedy hodnoty zy, ktera je prumérné prekroc¢ena jednou
kazdych N let. Je-li pozorovana fada rozdélena na bloky o délce odpovidajici trvani jed-
noho roku, pak N-letou tiroven obdrzime jednoduse polozenim r = N.

Nesnéze metody blokovych maxim jsou zfejmé: pii konstantnim rozsahu k = mn
puvodniho ndhodného vybéru zpusobuje velka volba délky bloku n maly pocet bloku m
a tim i maly rozsah nahodného vybéru M,, 1, ..., M, ,. Odhady parametri GEV rozdéleni
tak byvaji zatizeny znac¢nou variabilitou. Naopak pii velkém poctu bloku je jejich délka
mald, coz muze vést k vychyleni odhadu vlivem nedostateéné aproximace asymptotickym
rozdélenim. Metodé blokovych maxim je také casto vytykdno (viz napf. [95, 97]), ze
zanedbava pripadné jina velkda pozorovani, ktera ovsem nedosahuji hodnot ptislusnych
blokovych maxim. Puvodni ndhodny vybeér je tak zna¢né redukovan, coz vede k vyznamné
ztraté obsazené informace.

Je vsak obecné prijimano [80], Ze na rozdil od prahového modelu diskutovaného
nize, je tento pristup robustnéjsi vzhledem k poruseni napt. predpokladu nezavislosti
puvodni fady Xi,..., X,u,. Modely odhadu parametru pro staciondrni fady budou de-
tailné popsany v kapitole 5 a zde bude nadale uvazovan predpoklad nezavislosti.

Prahovy model

Necht X je ndhodnd veli¢ina s distribuéni funkel F' € D(Gy). Z (1.24) pro x > 0 splitujici
1+ &z > 0 plyne rovnost

ilTIgl Lo ];(f;(z(’;(u» = ilTI;n P (X —u > zp(u) ‘ X > u) = (1 +&x) e, (2.4)

kde ¢ je néjakd kladnéd funkce pro > 0. Oznaéme nyni o, := p(u) parametr zavisly
na v € R a zavedme ndhodnou veli¢inu Y = X — u. Hodnotu u budeme dédle nazyvat
prahovou hodnotou nebo také zkracené prahem. Ze vztahu (2.4) vyplyva

—-1/¢
limP(Y>x|X>u):<1+£a£) =:1— H(x), (2.5)

utax* w

kde H(x) je distribuéni funkce zobecnéného Paretova rozdéleni (zkracené GP rozdéleni
z angl. Generalized Pareto) s parametrem tvaru £ € R a parametrem méritka o, > 0
definovana pro {z : © > 0,1 + &x/o, > 0}. Pro piipad £ = 0 se opét H(z) dostane
limitnim pfechodem pro £ — 0 ve tvaru 1 — exp(—z/0y,).

Tedy pro dostatecné velkou prahovou hodnotu u lze podminéné rozdéleni nahodné
veliciny Y = X — u za podminky X > u aproximovat GP rozdélenim, pricemz parametr
tvaru € € R GP rozdéleni odpovida parametru tvaru £ € R prislusného limitntho GEV
rozdéleni vybérovych maxim. Pro parametr méritka je mozné odvodit (viz [18]) rovnost

ou =0+ §(u—p), (2.6)

kde p, o jsou parametry polohy a méritka piislusného GEV rozdéleni vybérovych maxim.
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Zabyvejme se opét odhady navratovych trovni z.. PTi pevném, dostatecné velkém u
dostdvame tpravou vztahu (2.5) pro x > u aproximaci

P(X>2)~ P(X >u)(1— H(—u)). (2.7)

Pro jednoduchost oznacme A\, := P(X > w). Ndvratovou droven muzeme vyjadiit jako
kvantil rozdéleni (2.7) ve tvaru

wt % [ = 1], prog£0,
u+ oy In (A1), pro £ = 0.

(2.8)

Zr =

V piipadé, ze hledand navratovéa droven je N-leta uroven, polozime r = Nn,, kde n, je
prumeérny pocet pozorovani za rok. Odhad navratové trovné ziskdme nahrazenim para-
metru &, oy, Ay, jejich vhodnymi odhady 5 , Ou, )\ Odhady parametru prahového modelu
pomoci metody maximalni vérohodnosti budou odvozeny v odstavci 2.2. V posledni dobé
jsou rozvijeny semiparametrické metody odhadu, které jsou vhodné pti pouziti s nékterymi
adaptivnimi metodami vybéru prahu. Tyto budou probrany v ¢asti 2.3, adaptivni volby
prahové hodnoty pak v odstavcich 3.2 a 3.3.

Prahovy model byl odvozen Pickandsem (1975, [109]) a v soucasnoti je stale vice
pouzivanym modelem pro odhady parametru GEV rozdéleni (viz prace [12, 19, 25, 50, 89,
96, 114]). V literature je tento piistup oznacovan nejbéznéji jako Peaks-Over-Threshold
(zkracené POT). Oproti metodé blokovych maxim neopomiji ostatni extrémni pozorovéni,
ktera nedosahuji velikosti blokovych maxim, a zpravidla tak dovoluje zahrnout do analyzy
soubor vétsitho rozsahu. Na druhou stranu vhodna volba prahu je kritickou ¢asti celého
modelu. Je-li prah u zvolen piilis nizko, muze dojit ke §patné aproximaci limitniho vztahu
(2.5) a hrozi, ze parametry modelu budou odhadnuty se znatnym vychylenim. Zvolime-li
prah wu pitilis vysoko, dojde jen k malému poctu piekroceni prahu a odhady parametru
budou zatizeny velkou variabilitou. Podobné je volba prahu kriticka vzhledem k odhadum
navratovych trovni (2.8) a tyto mohou byt v nékterych situacich znacné vychylené.
Proto tato skutecnost bude také predmétem pozdéjsich ivah, zejména déale v odstavcich
vénovanych konkrétnim aplikacim.

V praktickych situacich je tteba volit prah co nejnize tak, aby byla zarucena dostatecna
aproximace pomoci GP rozdéleni. Volba optimalniho prahu, vyvazujiciho vychyleni a va-
riabilitu, vsak stale patii k nedofesenym otazkam popisované problematiky. Vybéru pra-
hové hodnoty je vénovana celd kapitola 3, ktera shrnuje jak bézné pouzivané metody, tak
i nékteré inovativni pristupy rozvinuté v posledni dobé. Predstavené metody jsou néasledné
aplikovany pro analyzu extrémnich srazkovych thrnu v odstavci 4, pficemz pro metody
vybéru prahu je zde provedena detailni simulacni studie.

2.2. Odhady metodou maximalni vérohodnosti

V nasledujicim odstavci pripomeneme nékteré zakladni pojmy a vlastnosti odhadu ziska-
nych metodou maximalni vérohodnosti, pricemz ddle budou rozebrany odhady parametru
v modelu blokovych maxim i prahovém modelu. Odstavec je zpracovén podle publikaci [14,
31, 94]. Vzhledem k rozsahu predklddané prace neuvadime dukazy nasledujicich tvrzeni
a ¢tenafe odkazujeme na citovanou literaturu.
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Uvazujme nahodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni s hustotou f(z, 8) vzhledem k néjaké
o-kone¢né miie u, kde @ = (04, . ..,0,,)7 je vektor parametrii daného rozdéleni. Oznacime-li
X = (Xy,...,X,)T ndhodny vektor s hustotou f(x,8), pak ziejmé tato hustota lze
vyjadrit ve tvaru

- [ /@.0). (2.9)

Metoda maximalni vérohodnosti (MV metoda) je zalozena na regularnim systému hustot,
ktery nejprve zavedeme v nasledujici definici.

DEFINICE 2.1. Nechf ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,)? m4 hustotu f(x, ) vzhledem
k néjaké o-konecné mire p. Predpokladejme, ze plati:

(i) @ € O, kde O je neprazdna oteviend mnozina v R™.

(ii) Mnozina M = {x: f(x,0) > 0} nezavisi na 6.

ces P ] ~ C] 7‘ ( ] ] ] ] ~ C] ’L ] . 7 C- /] z
E /”L I Y Y J I

(iv) Pro kazdé i=1,...,m a pro véechna 6 € © plati [,, f/(x,80) du(x) = 0.

(v) Pro kazdou dvojici (i, j) existuje kone¢ny integral
fi(x,0)fi(x,0)
0 :/ : 2 x, 0) du(x).
)= [ S . 0) dut

(vi) Matice J,,(6) = (J;;(0));";_, je pozitivné definitn{ pro kazdé 6 € ©.

Pak se systém hustot {f(x,0),0 € O} nazyva reguldrni a J,(0) se nazyvé Fisherova
informacni matice (zkracené FIM). Uvazujeme-li vektor @ jednorozmérny, nazyva se FIM
Fisherova mira informace (zkrédcené FMI). V pripadé, ze budeme uvazovat jednorozmérny
vektor X = X, budeme FIM znacit jednoduse J(0).

Lze navic ukdzat (viz napt. [14]), ze je-li Xy, ..., X, ndhodny vybeér z rozdéleni s hus-
totou f(z,0) a systém {f(x,0),0 € O} je regularni s FIM J(0), pak hustota f(x, @)
nahodného vektoru X = (X1,...,X,,)T také tvoif reguldrn{ systém hustot s FIM J,,(0),
pricemz

J,.(0) =nJ(6).

Pokud dale existuji druhé derivace fi}(x,0) a [y, 1+(x,0) du(x) = 0, pak pro kazdé

1,7 =1,...,m plati

9%In f(x, 0)
. —— - J ) 2.10
15(0) =~ [ S . 0) ) (2.10)
FIM J,.() s prvky (2.10) se nazyvé ocekdvand FIM. Matice J,,(0) = (L (0)>m E prvky
Z7J:
~ 9% In f(x, 0)
() = I \x0) 2.11

se oznacuje jako vyberova FIM.
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DEFINICE 2.2. Méjme ndhodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni s hustotou f(z,0). Funkce
L(0) = f(x,0) = [ f(=:.0) (2.12)
i=1
pro pevneé zvolené x € R" se nazyva vérohodnostni funkce a funkce

[(0) :==1InL(0) = iln f(x;,0) (2.13)

je logaritmickd veérohodnostni funkce. Statistika é\, pro kterou plati

6 c argmax L(0),
6coe

se nazyva mazximdlné vérohodny odhad (zkracené MV odhad) parametru 6.

Zrejmé lze MV odhad ziskat i maximalizaci vyrazu (2.13), nebot logaritmus jako ros-
touci funkce zachovava usporadani. Metodami matematické analyzy 1ze MV odhad c¢asto
najit jako teseni tzv. systému (logaritmickijch) vérohodnostnich rovnic ve tvaru

o1(6)
20,

=0, z2=1,...,m.

Ve vétsinég pifpadi je véak nutné hledat MV odhady pomoci numerickych metod, nebot
piedesld soustava nebyva zpravidla fesitelnd analyticky. V situacich, kdy namisto parame-
tru uvazujeme néjakou parametrickou funkci g(0), je mozné ukazat, ze je-li @ MV odhad
parametru 6, pak ¢(8) je MV odhadem parametrické funkce g(6) [31].

Ze vztahu (2.10) a (2.11) je videét, ze ocekdvanou FIM J,, (@) je mozné ziskat pomoci
logaritmické vérohodnostni funkce néasledujicim zpusobem

~ 0%1(0)
Ji;(0) =E (J;(0)) = —E ( ) : (2.14)
I (7(6)) 96:00,
VETA 2.3. [94] Nechf systém hustot {f(z,0),0 € O} je reguldrni a ma FIM J(6). Necht
plati nasledujici predpoklady:

(a) Nechf © C R™ je parametricky prostor, ktery obsahuje takovy neprazdny otevieny
interval w, Ze skutetnd hodnota parametru 6y patii do w.

(b) Necht X = (X1,..., X,,)T, kde X; jsou nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veliciny
s hustotou f(z, @) vzhledem k néjaké o-kone¢né mive p.

(c) Necht M = {x: f(x,0) > 0} nezavisi na 6.
(d) Necht 6,0, € ©. Pak f(z,0;) = f(x,80,) vzhledem k p préavé tehdy, je-li 8; = 6s.

: B f(x,0 C . y y
(e) Derivace ae-ggfae)k existuje pro skoro vSechna x, pro vSechna @ € w a pro vSechna
10U

i, 5, k=1,...,m.
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(f) Pro vSechna 6 € w plati

/ fi(w,0)du(z) =0, i,j=1,....m

(g) Pro vSechna i,j,k,=1,...,m existuji funkce M;;x(z) > 0 tak, ze EM;;,(X) < o0 a

‘83 In f(z,0)

< M..
06,00,00, | Miji()

pro vSechna 0 € w a skoro vSechna x € M.
Pak plati nasledujici tvrzeni.

(i) Jestlize n — 0, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje s pravdepodobnostl blizici se jedné

takové Teseni 0 systému vérohodnostnich rovnic, ze ‘ <e.
(ii) Oznacme
NEUC) alo)\"
U(H)_<891 T (2.15)
Pak pro n — oo plati
1
—U(8y) % N(0,J(6y)). (2.16)

NG

(iii) Existuje-li pro kazdé dostateéné velké n a pro kazdou hodnotu X takovy kofen 6,
systému vérohodnostnich rovnic, ze 6,, je konzistentnim odhadem parametru 6,
pak

NG (én - 90) 4N (0, [3(80)] 1) - (2.17)

Velicina U(0) definovand v predchozim tvrzeni se nazyva skorovy vektor prislusny
hustoté f(x,8).

Dale se zaméfime na MV odhady parametru GEV a GP rozdéleni. V konkrétnich
situacich je casto analyticky nemozné urcit rozdéleni daného odhadu pro konecny rozsah
vybéru n a obvykle se uzivaji zndmé asymptotické vlastnosti odhadu. Predchozi tvrzeni
tak poskytuje prostiedek pro odhad vlastnosti MV odhadu parametru ¢i parametrickych
funkci na zakladé asymptotické normality. Vyhodou MV metody pak je, ze nejsou kladeny
zadné dalsi pozadavky na splnéni podminky druhého tadu.

MV odhady parametru GEV rozdéleni (resp. GP rozdéleni) lze vsak ziskat jen s jistymi
omezenimi, protoze tiida GEV rozdéleni neni obecné regularni a jsou tak poruseny zakladni
predpoklady véty 2.3. Jak je ukdzdno v praci [120], konvergence MV odhadu zavisi na
hodnoté EV indexu. Muzeme tak v zésadé rozlisit ¢tyri pripady & > —1/2, & = —1/2,
-1 < ¢ < —1/2 a & < —1. Pokud ¢ > —1/2, maji odhady ziskané metodou ma-
ximalni vérohodnosti obvyklé asymptotické vlastnosti, tj. asymptotické rozdéleni odhadu
je normélni. Pro & = —1/2 byly MV odhady odvozeny v [119] pro semiparametricky
model. V piipadé, ze —1 < £ < —1/2, Ize odhady ziskat béznym zpusobem, ovSem tyto
jiz nemaji obvyklé asymptotické vlastnosti [107]; presto vsak, jak je ukézano v [137],
pro & > —1 predstavuji odhady ziskané metodou maximéalni vérohodnosti konzistentni
odhady. Nakonec pro ¢ < —1, kdy maji rozdéleni velmi kratké pravé chvosty, je mélo
pravdépodobné, ze budou MV odhady dosazeny s dostatecnou presnosti.
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MYV odhady parametri v modelu blokovych maxim

Metoda blokovych maxim je zalozena na tfiparametrickém GEV rozdéleni (2.1). Dle (2.12)
lze tak vérohodnostni funkci odvodit ve tvaru

[ o exp {_ S [1+e (z;——ﬂ)]—”ﬁ} .

i=1

L, 0.€) = < TT[L+€ (2] 7% pro € £0, (2.18)

i=1

exp{_gexp 2 (Zi;u)}}, pro € 0,

\

za predpokladu, ze 1+ &(x; — p)/o > 0 pro kazdé i = 1,...,n. Obdobné, za stejnych
podminek, je logaritmicka vérohodnostni funkce ve tvaru

4

—nlno — (1—1—%);111 [14‘5(%)]_

lp,0,8) = —i_fjl [1+¢(2=4)] T pro €40, (2.19)

—nlna—Z(%) —éexp [— (z’g_“)}, pro & = 0.

\ i=1

MV odhady j, 7, E parametru p, o,  se dostanou maximalizaci vyrazu (2.19), resp. jako
feSeni prislusné soustavy vérohodnostnich rovnic. Tuto soustavu je nutné fesit numericky;,
napft. lze vyuzit optimaliza¢ni proceduru zalozenou na Nelderové-Meadové simplexovém
algoritmu [90, 106], ktery je implementovén v radé softwaru. Pro nalezeni MV odhadu
pomoci numerickych metod byva nutné stanovit vhodné pocatecni hodnoty - tyto lze pro
parametry GEV rozdéleni ziskat napi. metodou momentu [14].

Ozna¢me V = V(u, o, E) varian¢éni matici MV odhadu i, 7, E Ze vztahu (2.17) plyne,
7e odhad varianén{ matice lze ziskat pomoci vibérové FIM jako V(1i,5,&) ~ J. (1,5, €).
Detailnf odvozeni prvkia matice J, l(u, 0,€) je provedeno v [57].

Dale muzeme pristoupit k MV odhadum parametrickych funkei. Zde se opét zamérime
na odhad ndvratové urovné z, (2.3), jejiz MV odhad ziskdme nahrazenim parametru y, o, £
jejich MV odhady. Na zakladé vlastnosti MV odhadu je mozné ziskat odhad rozptylu
statistiky 2, pomoci tzv. delta metody [31, 33] ve tvaru

var(z,) ~ V2l VVz,,

kde pro &£ # 0
0z, 0z, 0z 1—y € o o
vl — L ) =1, — T —(1—y %) = =y flny, |,
- <3u O ag) ( S A
a kde bylo zavedeno oznacen{ y, := —In (1 — r~1), pficemz parametry p,o, & jsou nahra-

zeny jejich MV odhady j1, 7, £. Na zdkladé asymptotické normality MV odhadu plynouci
ze vztahu (2.17) je mozné urcit 100(1 — a) % asymptoticky (oboustranny) interval spo-
lehlivosti pro z,. jako dvojici statistik

(Zr — ui—as2V/var(zr), zr + u1—aj2/var(z,)), (2.20)

kde u1_q/2 je (1 — /2) kvantil standardizovaného normalniho rozdéleni.
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MYV odhady parametri v prahovém modelu

Zaméime pozornost na MV odhady GP rozdéleni, na kterém je prahovy model postaven.
Vérohodnostni funkce GP rozdéleni je ve tvaru

o (1rez) L pog 2o

L(ow,€) = (2.21)
o, exp {—a;l > x,} , pro&=0.
i=1
Logaritmicka vérohodnostni funkce GP rozdéleni je dana jako
_nlno, — (1 + %) S In (1 +gg—;), pro € £ 0,
0w, &) = e (2.22)

—nlnau—éin, pro & = 0.
i=1
Maximalizaci vyrazu (2.22) obdrzime MV odhady piislusnych parametru. Protoze systém
vérohodnostnich rovnic opét nelze tesit analyticky, je nutné pouzit vhodné numerické
metody.

Hodnota A, := P(X > u) se pro pevné stanoveny prah u odhadne jako relativni
cetnost pozorovani nad prahem u. Protoze pocet prekroceni prahu je ndhodna velicina
s binomickym rozdélenim Bi(n, A,), je takto definovany odhad A, také MV odhadem.
7 vlastnost{ binomického rozdélenf lze tedy odhad rozptylu A, uréit jako var(/):u) A /):u(l -
Au) /1.

Bud V(7,, E) varian¢ni matice odhadu o, E Pak podle (2.17) je mozné ziskat odhad
varianénf matice pomoci vibérové FIM, V(5,,&) ~ J, 1(6\”, ¢). Odvozenf varianén{ matice
je mozné nalézt napt. v praci [57]. Za predpokladu, ze doba prekroceni a mira prekroc¢eni
y=x—u JSOU nezav1sle (tj. Ay nezavisi na parametrech oy, ¢), lze odhadnout varianéni
matici odhadu )\u, au,£ pomoci vyse uvedeného jako

- a1 = Ay 0
V = V()\uv /O'\u7£> = ( )/n -~
0 V(a,,¢)

Odhad rozptylu statistiky z, ziskdme opét pomoci delta metody, tudiz ve tvaru

var(z,) ~ VzI'VVz,,

kde pro £ # 0
T 0z, 0z 0z
Ve = (8)\ Do, D€ )
- <aur§)\§_l,% [(rA)E — 1] ,—% [(PA)E = 1] + %(mu)ﬁ ln(r)\u)) ,

pricemz parametry \,,o,,& jsou nahrazeny jejich MV odhady /):u,/a\u,g. Asymptoticky
100(1 — «) % interval spolehlivosti obdrzime obdobné jako ve vztahu (2.20).
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Asymptotické testy s rusivymi parametry

Na zaveér odstavce 2.2 jesté doplnime jedno dulezité tvrzeni pro testovani hypotéz s rusi-
vymi parametry, které bude pouzito v dalsim textu. Nechf je parametr 8 = (6, ...,0,,)"
rozdéleny na dvé slozky @ = (71,49T)T, kde 7 = (01,...,0)" a1 = (Opi1,...,00)"
pro néjaké k (1 < k < m). Cilem je stanoveni vhodného kritéria pro testovani nulové
hypotézy ve tvaru H : 7 = 7 proti alternativé A : 7 # 714. Parametry obsazené v 1 jsou
tak sice potiebné k popisu pravdépodobnostniho modelu, ale testovana hypotéza se tyka
jen parametru 7. Bézné se proto @ nazyva rusivy parametr a T cilovy parametr.

Necht je ddn skérovy vektor U(0) = (Uy,...,U,)T definovany vzorcem (2.15). Déle
oznacme

U1(0> = (U17"'7Uk>T7
UQ(G) = (Uk+17---7Um>T7

a Fisherovu informaé¢ni matici J = J(0) danou definici 2.1 rozdélme podle slozek para-
metru 6 nasledovné

J= E“ jm} : (2.23)

kde Jq; je matice typu k x k.

Déle je potieba rozlisit dvé situace. V prvnim ptipadeé se ur¢ci MV odhad parametru 0,
ktery nenf vdzdn zddnymi dodatecnymi podminkami. Takto ziskany odhad bude oznacen
6. Protoze zde uvazujeme parametr @ rozdéleny na bloky, budeme pséat

6= (7.9") .

kde T a {b\ jsou jednotlivé slozky MV odhadu 6. Déle se uréi odhad parametru 6 za
platnosti testované nulové hypotézy, tj. za podminky, Ze 7 = 7. Piislusnd vérohodnostni
funkce se tedy maximalizuje jen vzhledem k parametru ), tento odhad oznacme .
Odpovidajici odhad parametru @ bude pak oznacen 6 a je ve tvaru

~ r ~\T
0, = (7'0 »’J’o) :
Pro dalsf tcely je poteba uréit inverzni matici J~! k FIM J, kterou popisuje nésledujici
lemma.

LEMMA 2.4. Necht matice J dand vztahem (2.23) je regularni matice, pficemz bloky
J11, T2 jsou étvercové a reguldrni. Pak inverzni matice J™! je ve tvaru

o Jll J12
= g2 g2 ’

kde

Juo=Jdun— J12J2_21J217 JH = J1_11.2» Ji? = —Jl_ll,lesz_zl»

Jooq1 =Jo — J21J1_11J127 J#? = J2_21.1» JH = —J2_21,1J21J1_11-
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Diikaz. Predchozi tvrzenf se snadno dokdze ovéfenim, ze sou¢in obou matic J, J~ dava
jednotkovou matici. O

VETA 2.5. [14] Necht jsou splnény predpoklady véty 2.3 a prvky matice J(0) jsou spojité
v bodé 6. Necht U() je skérovy vektor dany vztahem (2.15) a J112(0) je matice dand
vztahem (2.4). Pak ndhodné velic¢iny

LM(68y) = % [Ul(é\O)]T [Jn.z(é\o)]_l Ul(é\o)» (2.24)
W(@,) = n(T- TO)T J11.2(§) (T — 7o), (2.25)
LR(8y) = 2 [1(5) - 1(§0)] (2.26)

majf za platnosti nulové hypotézy H : T = 7y asymptoticky x7 rozdélen.

Vysledky této dulezité véty budou déle pouzity v odstavci 3.3, kde bude pozornost
zaméfena na odhady parametru prahového modelu, zejména pak na adaptivni techniky
urceni vhodné prahové hodnoty.

2.3. Semiparametrické pristupy pro odhady parametru
GEYV rozdéleni

Semiparametrické odhady GEV rozdéleni jsou zalozeny na prahovém modelu, ktery byl
predstaven v odstavci 2.1. Jedna se o neparametrické odhady vyuzivajici poradové statis-
tiky, které vsak predpokladaji jista omezeni parametrického prostoru, nejcastéji pak ome-
zeni tykajici se oboru atraktivity. Méjme nahodny vybér Xi,...,X, a ozna¢me
X, -+, X usporddany nahodny vybér, kde Xy < ... < X,y a X(;) oznacuje i-tou
poradovou statistiku.

V predchozich odstavcich byla pozornost omezena na asymptotické chovani vybérového
maxima M, = Xy pro n — oo. Obecné lze ukédzat (viz [38, 93]), ze pro pevné k =
0,1,...,n — 1 a konstanty a,, > 0,b, ze vztahu (1.2) plati

KXty = b a, (Zk+lE> B
an £ ’

kde FE; jsou nezavislé nahodné veli¢iny se standardizovanym exponencidlnim rozdélenim
s distribuéni funkei F'(x) = 1 —e ® pro x > 0. Lze vSak také uvazovat poradové statistiky
pii volbé k = k(n) — oo pro n — oo. Pfiddme-li navic podminku k(n)/n — 0, pak pfi
takové volbé k lze fadnou normalizaci obdrzet asymptoticky normélné rozdélené statis-
tiky. Pomoci nasledujiciho tvrzeni nejprve zavedeme Hilluv odhad EV indexu, ktery patii
k zékladnim semiparametrickym odhadum. Vzhledem ke komplexnosti predkladanych
tvrzeni nebudou v tomto odstavei provedeny diikazy, nebot tyto by vyzadovaly obsihly
vyklad teorie regularné se ménicich funkci, ktery je jiz mimo ramec této prace.

VETA 2.6. [38] Distribu¢ni funkce F' patii do oboru atraktivity EV rozdéleni G¢ pro
¢ > 0 prave tehdy, kdyz F(z) < 1 pro viechna z € R, [* (1 — F(z)) ¥ < 0o a je splnéna
rovnost

Ji (1= F()) %

tliglo = F 1) L =¢. (2.27)
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Hilluv odhad E g EV indexu ¢ vychézi z uvedeného vztahu (2.27). Protoze

/too(l R /too (Inz —Int) dF(z),

T

odpovida vztah (2.27) rovnosti

tlim E(lnX —Int | X >t) =¢. (2.28)
—00
Pro nédhodny vybér Xi,..., X, ozna¢me dale F,(z) empirickou distribuéni funkci, tj.

Fo(z) == n' Y1 1ix,<a), kde 1jx,<, je charakteristickd funkce jevu [X; < z]. Na-
hradime-li ve vztahu (2.28) parametr ¢ pofadovou statistikou X, ) a distribuéni funkeci
F(z) jejim empirickym protéjskem F),(x), dostaneme tak Hilluv odhad

R I Ins —In X¢,—x)) dFyu(s)
En(k) = == ( ) ,
1= Fo( X))
neboli
N 1 k=
En(k) = Z In X sy — In X(np)- (2.29)
=0

Vzhledem k omezeni platnosti rovnosti (2.27) je vsak Hilluv odhad pouzitelny jen pro
piipad &€ > 0.

VETA 2.7. [41] Necht X,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkei F €
D(Ge), € € R a z* > 0. Oznacme

k—
1 .
M(J) E E th(n_i) — th(n_k))J‘ (2‘30>
i=0

Pokud pro n — oo plati k = k(n) — oo, k/n — 0, potom

M(j)(k) R J i
o wey Ui

(2.31)

kde £ :=min(0,¢).

Pomoci predchoziho oznaceni miizeme tedy psat & u(k) = M,(Ll)(k). Zaméiime-li se na
piipad, kdy £ < 0, pak lze ukazat E 00 [18]. Tento fakt motivuje novy odhad ve tvaru
& =& + &, ktery by byl vhodny pro £ € R. Pomoci véty 2.7 1ze odvodit

2
(Mr(zl)(@) p 12
M (k) 2(1—-¢.)
a toto vede k definici momentového odhadu ve tvaru
2
. ("))

Er(k) = MO (k) +1— 5|1 P

-1

(2.32)
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Vzhledem k platnosti (2.31) je pouzitelnost momentového odhadu podminéna kladnym
koncovym bodem rozdéleni ndhodného vybéru. V piipadé, ze tomu tak neni, nabizi se
moznost posunout dané rozdéleni, aby x* > 0. Zde je ovSem potieba zminit, ze momentovy
odhad (stejné jako Hilluv odhad) neni invariantni vuéi posunuti, ackoli je invariantni vuci
zméné méfitka. Pro 2* < 0 je pak zapotiebi pouzit jiné odhady (napf. Pickandstuv [109],
pravdépodobnostné vazeny momentovy [75], de Vriesuv [39], zobecnény Hilluv [53]), velka
¢ast je jich shrnuta napi. v pracich [118, 63]. Presto vsak predstavuje E v Casto pouzivany
odhad, zejména diky svym asymptotickym vlastnostem v porovnani s ostatnimi odhady
(dale viz obrazek 2.1).

VETA 2.8. [40, 39] Necht Xj,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkei
F(z) a necht F € D(G¢) pro £ > 0. Pokud pro n — oo plati k = k(n) — oo, k/n — 0,
pak

FIOES3 (2.33)
Pokud navic F(z) spliuje podminku druhého fadu (1.36) s p < 0 a existuje konecnd
limita, n
Jim VEA () =
potom
Vi (Enlk) — €) BN+ (2:34)

kde N ~ N(0,1).

Obdobné tvrzeni lze formulovat i pro momentovy odhad EV indexu, zde je vSak
potfeba uvazovat podminku druhého fadu v jiném tvaru. Predpokladejme, ze pro x > 0
je splnéna podminka druhého fadu (1.36), tj.

U(tx)-=U(t
. ( a)(t) 2 _Ds(l’)
lim

eyl A(t) = H&P(x>'

Je-li p < 0 v piipade, ze & > 0, a £ # p, pak plati (viz [38], véta B.3.16)

InU(tz)-InU@®) D (l’)
lim a(t)/U(t) £

pricemz p’ < 0 a Q(t) je vhodna funkce neménici znaménko takova, ze pro t — oo je
Q(t) — 0. Konkrétne

= He (), (2.35)

p, pro§<p<0,

/ g? pr0p<£§07

=& pro0<é<—pal#0,

0, pro 0 < ¢ < —pal =0, nebo pro £ > —p,
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kde [ := limy,o (U(t) — a(t)/€). Ve vztahu (2.35) tedy Q(t) hraje obdobnou roli jako
funkce A(t) v podmince (1.36), jen ve smyslu funkce In U(¢) namisto U(¢). Mozna volba
Q(t) je nésledujici [38]

4

A(t), §£<p<O,

0(t) = & —p, p<E<0mebo (0< &< —pal+#0)nebo & = —p,
e5AM), (0<g<—pal=0)nebo&>—p>0,
A(t), §>p=0,

kde &, :=max(£,0) a [ je limita uvedend vyse.

VETA 2.9. [41] Necht Xi,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkci
F(z) € D(G¢) a 2* > 0. Pokud pro n — oo plati k = k(n) — oo, k/n — 0, pak

Eu(k) = € (2.36)

Pokud je navic splnéna podminka druhého fadu (1.36) pro £ # p a pro @ ze vztahu (2.35)
plati, ze existuje konec¢na limita

Jim VEQ () =
potom

V%<€w%)—£>f5,R€QN¥%AQﬁ, (2.37)
kde N ~ N(0,1) a kde déle

[ TS <<,
zf%%g» p<&<0,
bep =4 TP 0<&<—pl#0, (2.38)
pn (0<€<—p,01=0)nebo & > —p >0,
L, £>p=0,

\

pricemz [ := limy oo (U(t) — a(t)/§),

£ +1, £>0,

(1-6)?(1-26)(1-£+6¢€2)
(1-3¢)(1-4¢) ’

varg 1= (2.39)

Obeé predesla tvrzeni udavaji v podstaté totéz: limitnim rozdélenim E Hs E M je normalni
rozdéleni s moznym nenulovym vychylenim, které zavisi na puvodnim rozdéleni pozoro-
vanych hodnot skrze parametry £ a p. Pfi aproximaci vztahu (2.34) a (2.37) pro néjaké
konecné n je vsak dulezité vhodné urc¢it hodnotu £ a tim i podil n/k. Situaci vybéru
vhodného poctu hornich k£ poradovych statistik demonstrujme na jednodussim Hillove
odhadu. Vzhledem k (2.34) lze psét

(2.40)
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kde < oznacuje pribliznou rovnost v distribuci. Méjme rozsah vybéru n pevny a dostatecné
velky a uvazujme Hilluv odhad ve dvou ruznych bodech k; < ky. Varianéni slozka &/ vk
je ziejmé klesajici pti rostoucim k, tj. £/v/ki > &/\/ks, zatimco |A(n/ky)| > |A(n/ks)|,
a tedy slozka vychyleni roste s rostoucim k. Obdobna situace je u vSech semiparamet-
rickych odhadu EV indexu a volba vhodného k odpovidé volbé vhodného prahu u v (pa-
rametrickém) prahovém modelu s tim rozdilem, ze nyni je jako prah uvazovana hodnota
poradové statistiky X(,_x). Hledame tedy optimalni pocet hornich poradovych statistik
tak, aby bylo dosazeno néjakého kompromisu mezi moznym vychylenim odhadu pro velké
k a moznou velkou variabilitou pfi £ malém. Vice bude na metody volby vhodného poctu
hornich potradovych statistik zaméren odstavec 3.2.

25

— Wil ' ,
Momentovy ’
+=+= Pickandsuv /

20F v Negativni Hilluv /

V&I‘f

Obrazek 2.1: Asymptotické rozptyly bézné uzivanych semiparametrickych odhadu EV indexu.

Na obrazku 2.1 jsou v zavislosti na hodnoté EV indexu zobrazeny asymptotické roz-
ptyly vybranych vyznamnych semiparametrickych odhadu: Hillova a momentového od-
hadu, déle Pickandsova (£ € R), MV odhadu (¢ > —1/2) a negativniho Hillova odhadu
(& < —1/2). Z obrazku je vidét, ze pro & > 0 mé E g z uvedenych jednoznac¢né nejmensi
rozptyl, ktery se prilis nelisi od rozptylu E - Navic ma momentovy odhad relativné maly
rozptyl pro hodnoty —1/2 < £ < 0. Z tohoto duvodu se i v dalsich odstavcich soustfedime
vyhradné na tyto dva odhady.

V prvni kapitole bylo ukazano, ze podminka atraktivity je ekvivalentni podmince

lim Ulte) =Ut)  2t—1

i == = (2.41)

Vztah (2.41) vede k aproximaci

3
U(x) %U(t)—l—a(t)b, pro x > t.
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Pripomenme, ze navratova uroven z,., kterda nas bude v aplikacni ¢asti zejména zajimat,
je (1 —r~1) kvantil modelového rozdélen, tj. z, = F* (1 —r~ 1) = U(r). Dosadime-li tedy
v predchézejici rovnosti t = n/k a x = r, dostdvame vyraz

ny | a(2) (%)6—1]»

zT:U(r)%U<%>+ ¢

ktery je zjevné obdobny vztahu (2.8). Jak jsme jiz naznacili, v semiparametrickém modelu

prahova hodnota u odpovida vhodné pofadové statistice X(,—x), tedy U (n/k) = Xn-r) je
odhad U (n /k). Pravdépodobnost prekrocent prahu A, := P(X > U(n/k)) byla odhadnuta
jako Ay ==k /n, coz odpovidd odhadu Ny ze vztahu (2 8) jakozto relativni Cetnosti pozo-
rovani nad prahem. Ziejmeé ¢len a(n/k) bude hrét roli parametru méritka GP rozdéleni.

Uvazujme momentovy odhad EV indexu E (k). Potom definujme pfislusny momen-
tovy odhad parametru méritka

Farlk) = XM (k) (1- € (k) (2.42)
kde £ (k) = Ear(k) — MV (k).

VETA 2.10. [38] Necht je ddn ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni s distribu¢ni funkci
F € D(Gy), € € R a necht z* > 0. Predpoklddejme, ze pro n — oo je k = k(n) — oo,
k/n — 0. Pak

(k)

a ()

Q)

5o (2.43)

Pokud dale plati, ze
(i) podminka druhého fadu (1.36) je splnéna pro & # p,
(ii) existuje konec¢nd limita
lim \/_Q ( )
n—oo
kde @ := A z (1.36) pro £ > 0 a p = 0, pipadné s @) z (2.35) jinak,

potom

v%(?@?-4>fé¢ﬁgN+AQm (2.44)

kde N ~ N(0,1) a kde déle

4

“Tearay $<P=0
—M» p<&<0,
bep =9 wa 1=0,0<€<—p, (2.45)
—ﬁ, (1=0,0<&< —p)nebo &> —p >0,
L 0 §£>p=0,
pricemz [ := limy_,o (U(t) — a(t)/€),
& +2, £>0,

varg i= (2.46)

2—16£+5162—69¢3+506% —24¢°
G eoa sy v & <0
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Odhad navratové trovné piislusné periodé navratu r je tedy pfi pouziti semiparame-
trickych momentovych odhadu ve tvaru

~ € (k)
% = Xui) + %M((;) [(%) - 1] : (2.47)
M

kde k je néjakd vhodna pevné zvolend hodnota. Jak je odvozeno napi. v [38]

VE (EM(k> ¢ % - 1) % (R,S),

kde (R, S) jsou normélné rozdélené ndhodné Veliéiny se stfednimi hodnotami )\(bgl‘g , b”M )
danymi vztahy (2.38) a (2.45), rozptyly (var£ ,var£ M) odvozenymi ve (2.39) a (2.46)
a kovarianci

g - 17 g > 07
cov(R,S) = ) )
(=9 (—1+4£-12¢7)
om0 <0
Tedy
om(k) (¢
N a(®) 20 (& (k) 1), £>0,
cov <£M(k>» O'M(k)> =— V(RS = o (-8 ()2 LHn () 126, 8) ¢ _
k (1=3&n (k) (1—4€ar (F)) ’ ’

Protoze pocet prekroceni prahu Ay je ndhodna veli¢ina s b1nom1ckym rozdélenim Bi(n, \,),
1ze odhad rozptylu statistiky A, = = k/n urcit jako Var()\ )~ N (1—X)/n = k(n—k)/n>

Odhad rozptylu odhadu navratové irovné se nasledné ziska pomoci delta metody po-
dobné jako v odstavci 2.2. Ozna¢me V = V(/):u, oM, E a) varianéni matici odhadu Xu, oM,
E - Na zakladé asymptotickych vlastnosti danych odhadu lze varianéni matici V odhad-
nout jako

k(n —k)/n? 0 0
V= 0 vargV cov (EM(k),Ef\M(k)>
0 cor(Gumau®) e

Uzitim delta metody se dostane
var(z,) ~ VzI'VVz,, (2.48)

kde VzI je vektor prvnich parcidlnich derivaci z, dany v odstavci 2.2 (str. 45), pricemz
jednotlivé parametry jsou nahrazeny jejich semiparametrickymi protéjsky. Dle vztahu
(2.20) lze stanovit asymptoticky 100(1 — «) % interval spolehlivosti pro odhad navratové
urovne.

2.4. Metoda bootstrap

Metoda bootstrap je metodou odhadu patiici do skupiny tzv. vypocetné intenzivnich
statistickych pristupu. Poprvé byla predstavena v Efronové praci [47]. Historicky vychézi
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z jiné vypocetné intenzivni metody jackknife. V souvislosti s odhady v EV teorii je mozné
bootstrap pouzit napriklad k uréeni variability odhadu parametru modelového rozdéleni
¢i parametrickych funkei [21, 28, 88, 105] nebo k redukei vychyleni odhadu [63, 64, 62].
Nabizi tak alternativni pristup k bézné uzivanym technikam zalozenym na asymptotickych
vysledcich.

Necht je dén ndhodny vybér Xi,..., X, z rozdéleni o distribuéni funkci F(z) =

F(2,0), kde 8 = (0y,...,0,,)T je vektor parametrii daného rozdéleni. Bud 7 = 7(F)
néjaka charakteristika daného rozdéleni o distribuéni funkci F'; typicky se jedna o pa-
rametr daného rozdéleni nebo parametrickou funkci. Jako odhad hodnoty 7 uvazujme
néjakou vhodnou statistiku 7" = T'(Xj, ..., X,,). Explicitni odvozeni rozdéleni statistiky
T muze byt mnohdy velmi obtizné ¢i dokonce neproveditelné, a to i v piipadech, kdy je
distribuéni funkce F zndma. Casto se da setkat s pifpady, kdy je zndmo jen asymptotické
rozdéleni statistiky 7" pro n — oo, avSak pro koneény rozsah vybéru n je toto rozdéleni
neznamé. Pro malé rozsahy n pak obvykle vede pouziti asymptotické teorie k nepfesnym
vysledkum. Zejména v téchto situacich je mozné pouzit metodu bootstrap, ktera kombi-
nuje tzv. substitucni princip a metodu Monte Carlo [115].
R Bud F néjaky odhad distribucéni funkce F. Bézné se lze setkat s pripadem, kdy
F(z) = F,(x), tedy neznam4 funkce F' je odhadnuta svou empirickou distribu¢ni funkei.
Obecné je vsak mozné, je-li dana néjaka dodatecna informace o typu rozdélent, uvazovat
i odhady F' typu F (x) = F(x, 0) pricem?z 0 je néjaky odhad parametru @ (ziskany napt.
MV metodou, momentovou metodou apod.)!. Substituéni princip spo¢ivd v nahrazeni
funkce F timto jejim odhadem F. Vzhledem k predchozimu pak lze charakteristiku 7(F')
odhadnout pomoci hodnoty 7(F).

Je-li kupiikladu hledanou charakteristikou stfedni hodnota daného rozdéleni, tj. 7(F) =
Ep(z), kde Ep explicitné vyjadiuje stfedni hodnotu uréenou vzhledem k rozdéleni F,
muzeme tuto stfedni hodnotu odhadnout statistikou T" = T(ﬁ ) =Ez(Xy,...,X,). Pokud

navic F = F,, 1ze pro tuto stiedni hodnotu

= / XdF(X

ziskat jeji odhad pomoci substituéniho principu ve tvaru

/ X dF,( ZX

Obecné ale ne vsechny statistiky muzeme obdrzet pomoci tohoto substituéniho principu.

__ Déle bude pozornost zameérena na neparametrickou variantu metody bootstrap pro
F(z) = F,(z), kterd byva v literatufe uvazovana nejcastéji (viz napr. [29, 28, 27, 69]).
Neni tak nutné pozadovat zadné vyznamné omezujici vlastnosti puvodniho rozdéleni, resp.
distribuc¢ni funkce F'. Jako bootstrapovy vgbér rozsahu n (pridruzeny vybéru Xy, ..., X,,)
se oznacuje ndhodny vybér X7,..., X z rozdéleni o distribuéni funkei F,,. Tudiz kazda
z velicin X},7 =1,...,n, nabyva hodnoty X;,7 =1,...,n, s pravdépodobnosti % a jedna

IV literatuie jsou riizné typy odhadd a pak rozlisovany jako tzv. parametricky a neparametricky
bootstrap.
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2.4. METODA BOOTSTRAP

se tak o ndhodny vybér s vracenim z mnoziny {Xi,...,X,}. V dalsich dvahach na-
hradime puvodni distribuéni funkci F' funkci F,, a nahodny vybér Xi,..., X, bootstra-
povym vybérem. Namisto hledané charakteristiky puvodniho rozdéleni 7(F') se tak bu-
deme zajimat o jeji bootstrapovou obdobu 7* = 7(F},), k jejimu odhadu pak bude slouzit
statistika T'(X7, ..., X}).

Celou situaci shrnuje schéma obrazku 2.2. Pozorovanim nahodného vybéru X, ..., X,
resp. statistiky 7'(Xy,...,X,), se snazime ucinit zdvéry o charakteristikich nezndmé
distribu¢ni funkce F. Podobné, sledujeme-li nahodnou velicinu X* s oborem hodnot
{X1,...,X,,} a distribuéni funkci F,, zédvéry o charakteristikdch rozdéleni F,, lze ucinit
na zakladé pozorovani nahodného vybéru X7,..., X}. Vzhledem k tomu, Ze funkce F,
je odhadem funkce F', potazmo rozdéleni reprezentovaného funkci F', lze zavéry o cha-
rakteristikach rozdéleni F' ucinit i na zakladé bootstrapového vybéru. Vyhoda metody
bootstrap pak spociva predevsim v moznosti libovolného opakovani pozorovani vybéru
X5,..., X Jak je diskutovdno napt. v [48], je mozné bootstrap pouzit v nejruznéjsich
situacich bez ohledu na slozitost statistiky 7.

SKUTECNOST SVET BOOTSTRAPU
Neznamé Empirické
rozdéleni Néhodny rozdélent Bootstrapovy
pravdépodobnosti vybér pravdépodobnosti vybér

F—X=(X,....X,) |= | F=F,— X*=(X{,...,X})

7 =T(X) 7 = T(X")

Sledovan4 statistika Bootstrapova obdoba
statistiky 7'

Obrazek 2.2: Schéma relaci metody bootstrap. (Pfejato a upraveno z knihy [48].)

Opakovanim, feknéme B krat, pozorovani bootstrapového vybéru se ziskaji odhady
T*® b = 1,..., B, charakteristiky 7(F). Odhad rozdéleni statistiky T se pak dostane
pomoci empirického rozdéleni pozorovani T*® b = 1,..., B. Pii rozsahu puvodniho
nahodného vybéru n je v8ak pocet vSech ruznych bootstrapovych vybéru B = (2”7:1).
Ani pii soucasném vykonu vypocetni techniky proto neni pro velké m mozné uvazovat
vSechny ruzné varianty bootstrapovych vybéru. Nejcastéji se proto pro ziskani bootstra-
povych vybéru aplikuje metoda Monte Carlo [115], kdy se generuje velky pocet (fadove
tisice) ndhodnych a vzajemné nezavislych bootstrapovych vybéru z rozdéleni F,,. Néktera
doporuceni ohledné dostacujicich hodnot B jsou uvedena napi. v knize [48]. Na zdklade

teorie vybérovych pruméru lze uvazovat statistiku

B
1
= > T, (2.49)
b=1
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2. ODHADY PARAMETRU ROZDELEN[ EXTREMN{CH HODNOT

kterd slouzi jako odhad odhadu hledané charakteristiky 7(F). Statistiku (2.49) pak ozna-
¢ujeme jako bootstrapovy odhad charakteristiky 7(F'). Dale je mozné ziskat odhad rozptylu
varT" pomoci bootstrapového odhadu ve tvaru

B

T*(b)
var*T B - ;

Techniku bootstrapovani lze aplikovat na Sirokou §kélu statistickych problému: k uréeni
variability odhadu, uréeni’ intervaifi spolehlivosti, redukci vychyieni’ odhadu ¢i testovéni
obsahuji neJakou formu zavislosti (viz [48]). Casto se tak bootstrapovani objevuje ve spo-
jitosti s odhady charakteristik ¢asovych fad (napf. pro predikce ¢i odhady variability
parametru fad) nebo v regresni analyze (intervaly spolehlivosti u nelinedrni regrese).

Teoretické vysledky vyplyvajici z centralnich limitnich vét ukazuji, ze bootstrapové
odhady jsou za urcitych podminek konzistentnimi odhady. Jak uvadi [117], byvé nekonzis-
tentnost bootstrapovych odhadu zpravidla zpusobena nedostateénou hladkosti pouzivané
statistiky 7" nebo citlivosti vyplyvajici z vlastnosti chvostu rozdéleni F. Vlastnosti boot-
strapovych odhadu pritom obvykle také zavisi na zpusobu, jakym jsou bootstrapové
vybéry ziskdny (ruzné techniky bootstrapovani pro ruzné problematiky jsou shrnuty
v [48]). Metoda bootstrapovani pak je zcela nevhodnd, nejsou-li splnény piedpoklady
centralni limitni véty pro asymptotické rozdéleni, tj. nema-li sledovana ndhodna velic¢ina
kone¢ny rozptyl apod.

V soucasnosti predstavuji vyznamnou problematiku EV teorie metody adaptivni volby
prahové hodnoty [37, 70, 45, 65, 24]. Tyto metody jsou postaveny na prahovém Paretoveé
modelu predstaveném v odstavci 2.1. Volba vhodné prahové hodnoty je pritom zakladnim
pozadavkem pro spravné urceni odhadu sledovanych parametru GP, resp. GEV rozdéleni
a dalsich parametrickych funkeci. Adaptivni piistupy k urc¢eni prahu urcuji optimalni pra-
hovou hodnotu pomoci ruznych statistickych kritérii, pricemz se tak snazi eliminovat
vliv ¢asto subjektivni volby prahu. Nékteré, v posledni dobé rozvinuté, metody adaptivni
volby prahu jsou dale popsany v odstavcich 3.2 a 3.3. Pravé prvni z nich je na principu
bootstrapovani zalozena.
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Metody vybéru prahovych hodnot

V predchozi kapitole byly pfedstaveny dva zakladni pristupy k analyze extrémnich hod-
not, a sice model blokovych maxim a prahovy model. V této casti se zaméiime na druhy
zminovany. Jak jiz bylo diskutovano v ¢asti 2.1, prahovy model zpravidla dovoluje zahrnou
do analyzy vybéry vétsitho rozsahu. Na druhou stranu je zde velmi kriticka volba prahu,
kterd vyzaduje citlivé vyvazeni variability a vychyleni. Volbé vhodné prahové hodnoty,
resp. vhodného poc¢tu hornich poradovych statistik, bude vénovana nasledujici kapitola.
Nejprve predstavime bézné uzivané grafické metody a déle se zamérime na adaptivni tech-
niky vybéru prahu, které nabizi moznost v jistém smyslu objektivné rozhodnout o vhod-
nosti prahu a také pohodlnou automatizaci vybéru prahovych hodnot.

3.1. Grafické metody

Grafické metody urceni prahové hodnoty jsou zalozeny na vlastnostech GP rozdéleni
jakozto limitniho rozdéleni hodnot prekracujicich prah . Prvni metoda, znama jako Mean
Residual Life plot (MRL plot), vychazi ze vztahu pro stfedni hodnotu GP rozdéleni, kterd
existuje pro £ < 1. Z rovnic (2.5) a (2.6) plyne nasledujici relace

Oy _U+£(U_N>
1-¢ 1-¢

kde p, 0, & jsou parametry néjakého GEV rozdéleni, kterému odpovida ptislusné GP(o,,£)
rozdéleni. Tedy pro u, o, & pevné je sttedni hodnota E(X —u | X > u) linedarné zavisla na
prahové hodnoté u. Je-li dan nahodny vybér X, ..., X, ajeho realizace X; = x1,..., X, =
Zn, MRL plot spociva ve vyneseni zavislosti empirického protéjsku uvedené stredni hod-
noty na prahové hodnoté, tj. ve vyneseni bodu

EX—-u|X>u) = , (3.1)

7, (u) = — >z —u),,

n
U oi=1

kde ay = max(a,0), v < T(n) a Ny = max{i : T(p_ijt1) > u} je pocet pozorovani nad
prahem w. Jako optimalni prah uy = ug(n) je potom zvolena takovd hodnota, pro kterou
je vynesena zavislost pfiblizné linearni pro u > wug. Na obrazku 3.1 je zobrazen MRL
plot méfenych 30minutovych destovych srazek, jejichz podrobné analyze bude vénovéana
nasledujici kapitola. Spolu s nim je zde také vynesen 95% interval spolehlivosti uréeny na
zékladé asymptotické normality vybérového prumeéru.
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3. METODY VYBERU PRAHOVYCH HODNOT

Stredni piekroc¢eni prahu

10 é ‘Il é é 1I0 1‘2
Obrazek 3.1: Mean residual life plot - prumérnad hodnota piekroceni v zdvislosti na prahové

hodnoté u spolu s 95 % asymptotickym intervalem spolehlivosti.

Dalsi bézné pouzivana metoda vyuziva vztahu mezi GP rozdélenim a prislusnym GEV
rozdélenim. Je prirozené pozadovat stabilitu odhadu parametrui GEV(u,0,€) rozdéleni
jakozto limitniho zakona rozdéleni vybérovych maxim. Jsou-li parametry p,o,& pevné,
pak dle (2.6) parametr méfitka o, GP rozdéleni linedrné zavisi na prahové hodnoté u a pa-
rametr tvaru § piimo odpovidd EV indexu. Grafické urceni vhodného prahu tedy spociva
ve vyneseni odhadu £(u), 7, (u) parametru GP rozdéleni v zavislosti na w. Optimélni pra-
hovéd hodnota ug se pak vybere tak, aby pro u > uy byl odhad E (u) priblizné konstantni
a d,(u) byl priblizné linedrni, resp. konstantni je-li £ blizké nule. Grafické znazornéni sta-
bility odhadti pro destové srazky analyzované v kapitole 4 jsou zobrazeny na obrazku 3.2.
Odhady parametru zde byly stanoveny pomoci metody maximélni vérohodnosti a jejich
95% intervaly spolehlivosti na zakladé asymptotické normality.

0 2 4 6 8 10 12
u [mm]

(a) Parametr tvaru. (b) Parametr méfitka.

Obrazek 3.2: Zavislost MV odhadu parametru na prahového hodnoté u spolu s 95% asympto-
tickym intervalem spolehlivosti.

Obeé predstavené grafické metody byly implementovéany do softwaru EVDest (viz doda-
tek C), ktery jako nadstavba nad prostfedim Matlab nabizi uzivatelsky piijemnou analyzu
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3.2. ADAPTIVNI VOLBA PRAHU V SEMIPARAMETRICKEM MODELU

extrémnich hodnot. Grafické volby prahu zde slouzi jako zédkladni nastroj pro urceni pra-
hové hodnoty. Pro jiné pouziti mimo software EVDest je k této préaci také prilozena funkce
mrlp_par_plot.m (viz dodatek D), kde jsou opét obé grafické techniky zpracovany. De-
tailni popis pouziti funkce lze nalézt také ptimo ve zdrojovém kodu.

Shrnuti nékterych dalsSich, dnes jiz méné casto vyuzivanych, grafickych metod lze
nalézt napiiklad v praci [116]. Grafické metody volby prahu jsou oblibené zejména diky
své jednoduchosti. Na druhou stranu jsou vysSe predstavené pristupy zatizeny znacnou
mirou subjektivniho rozhodovani, diky ¢emuz jsou castym cilem kritiky (napt. viz [116]).
V praktickych situacich tak byvaji k urceni vhodné prahové hodnoty ve znaéné mite
vyzadovany zkusenosti z dané aplikacni oblasti. V soucasnosti proto roste zdjem o me-
tody adaptivniho urcovani prahu, které jednak nabizi moznost pohodlné automatizace
vybéru prahu. Prevazné se v8ak snazi odstranit lidsky faktor a pomoci prostredku ma-
tematické statistiky rozhodnout o vhodnosti prahu. Tyto metody jsou vsSak zpravidla
metody adaptivni volby prahu déle soustfedime, zejména pak na vyznamnou tiidu metod
pro semiparametrické odhady, ktera je zalozena na technice bootstrapovani.

3.2. Adaptivni volba prahu v semiparametrickém
modelu

Méjme dén ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni o distribu¢ni funkei F'(z). Pfipomenme,
ze semiparametrické odhady jsou obecné postaveny na uspofadaném nahodném vybéru
Xau) < ..., X(n za pripadného omezeni oboru atraktivity piislusného GEV rozdéleni.
Obdobou volby prahové hodnoty u v parametrickém modelu (viz odstavec 3.1) je zde
volba vhodného poctu k = k(n) hornich pofadovych statistik Xy, ..., X_k), které jsou
v prahovém modelu brény v potaz, pricemz pro n — oo je k — oo, k/n — 0.

Vzhledem ke slozitosti dalsich tivah je vhodné se omezit na specialni ptipady rozdéleni.
Predpokladejme, ze dané rozdéleni s distribucni funkei F'(z) patii do takové tiidy rozdéleni,
pro kterou je pomocnd funkce druhého fadu ve tvaru

At)=ct’; ¢#0,p<0O. (3.2)

Nejcastéji byva pro semiparametricky model uvazovana tzv. Hallova tiida rozdéleni [45,
65] s tézkymi chvosty a kvantilovou funkei chvostu ve tvaru

U(t) = Ct* (1 4 Dt* 4 o(t")),

kde C' > 0, £ > 0 je EV index rozdéleni, p < 0 je parametr druhého fadu (viz tabulka
1.1 a 1.4) a o(t?) je funkce ,malé o, tedy funkce rostouci pro ¢ — oo pomaleji nez
tP (viz str. 143). Hallova trida pfitom predstavuje zna¢né obecnou tiidu rozdéleni, mezi
néz patii napf. Fréchetovo, Burrovo (typ XII), GP ¢i || rozdéleni. Detailni odvozeni tvara
pomocnych funkei prvniho a druhého radu Hallovy t¥idy rozdéleni lze nalézt v dodatku A.
__ Za urcitych predpokladi na funkci druhého tadu lze u semiparametrickych odhadu
&(k) EV indexu ukézat, ze tyto odhady maji asymptoticky normalni rozdéleni (viz odsta-
vec 2.3), tj. obecné muzeme psat

VE (Ek) — €) S /7ameN + N,
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3. METODY VYBERU PRAHOVYCH HODNOT

kde N ~ N(0,1), vare je slozka variability zavisejici na & a Abg, je slozka vychyleni
zavisejici na & a parametru druhého fadu p < 0. Pfitom limita lim, .. vVkA (7)) = A
je konecné a funkce A je pomocnd funkce z podminky druhého fadu (1.36), resp. pro
momentovy odhad &;(k) pomocné funkce druhého ¥adu z podminky (2.35).

Optimélni pocet ko = ko(n) hornich poradovych statistik je tieba volit s ohledem na
znacné vychyleni odhadu pro k velké a velkou variabilitu odhadu pro k£ malé. Obvykle je
v semiparametrickém modelu kg voleno tak, aby byla minimalizovana stredni kvadratickad
chyba (zkréacené MSE z angl. Mean Square Error) odhadu EV indexu &, tedy

ko € argmin MSE (E(k)) = argminE (E(k) - 5)2‘ (3.3)

-~

Podobné jako ve vztahu (2.40) muzeme aproximovat rozdéleni odhadu £(k) nésledovné

—~ d V/vare n
k) €2 ¥ N 4 A <E> be.p- (3.4)

Protoze stfedni hodnota (3.3) nemusi existovat (typicky pro rozdéleni z Fréchetova oboru
atraktivity, odstavec 1.3), byva namisto vyrazu (3.3) minimalizovana asymptotickd stfedni
kvadratickd chyba (AMSE), tj. kombinaci (3.4) a (3.3) mame

ko € arg;nin (% + A? (%) bép) : (3.5)

Za predpokladu Hallovy tfidy rozdéleni muzeme pro A(t) = ct” predchozi prepsat jako

. [ varg 9,9 (M2
T (7)
arg;mn( 2 +c0g 2 )

a pro r := n/k pak dostavame

rvar
argmin ( . Cng pr2p> .
(n/r)=12,.. \ 1 ’

Pro jednoduchost hledejme feseni nélezici

tvar
argmin < ¢ + Cng pt2p) )
>0 n ’

Klasickymi ptistupy matematické analyzy, kdyz se vyjde z prvni a druhé derivace, se
snadno ziskd feseni predchoziho problému. Zpétnou substituci ¢ = r = n/k se dostane, za
predpokladu (3.2), vhodny pocet ky hornich poradovych statistik ve tvaru

X 1/(1-2p)

_ varg —2p/(1-2p)

ko(n) = (—2) n-_ A (3.6)
_2p62b£7p

Piikro¢me nyni k odhadu hodnoty kg pomoci adaptivni techniky zalozené na metodé
bootstrap. Tento pristup byl poprvé navrzen Hallem [70] a pozdéji rozvinut napiiklad
v praci [45] pro momentovy odhad, resp. v praci [65] pro Hilluv odhad. Ze vztahu (3.6) je
patrné, ze odhad hodnoty k¢ vyzaduje, mimo jiné, také odhad parametru druhého radu.
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Problematika odhadu p spolu s obtizemi, které jej doprovazi, je v literature casto disku-
tovana. Autori prace [63] dokonce uvazuji pevné stanoveny odhad p = —1, pricemz argu-
mentuji tim, ze existujici odhady nejsou prilis kvalitni. Pouziti techniky bootstrapovani
pro odhad kg zvysuje vypocetni naroc¢nost odhadu, na druhou stranu vhodnou kombinaci
vice stavajicich odhadu umoznuje vyhnout se odhadu parametru p. Od roku 2000 bylo
sice navrzeno nékolik pokrocilejsich odhadu parametru druhého fadu [42, 54, 61, 66, 135],
jakykoli odhad p vsak vnasi do odhadu k dalsi nadbytecnou variabilitu. Navic je ¢asto
predpokladano splnéni podminky tietiho fadu (viz [54]). Princip adaptivni bootstrapové
metody je nasledujici.

1.

(7.)

P#i minimalizaci vyrazu (3.3) je nejprve neznamy EV index ¢ nahrazen néjakym
jinym vhodnym odhadem &,,x(k). Podobné je nahrazena také distribu¢ni funkce

F(x), vzhledem ke které je urcena dand stfedni hodnota, empirickou distribuéni
funkei F,(z).

. Nésledné je z rozdéleni F,(x) bootstrapovan nahodny vybér X7,..., X* o rozsahu

~
*
aux

ny <mnaprok =2,...,n; jsou urceny bootstrapové odhady g*(k), (k). Oznacme

dile g, (k) = (£(k) — Gnh))

. Krok 2 je opakovan B krét nezavisle, ¢imz se obdrz{ bootstrapova fada g, ,(k),

k=2,...,nq, pro kazdé opakovani b=1,..., B.
Bootstrapovy odhad AMSE (3.3)

AMSE (ny, k qu’

je minimalizovadn vzhledem ke k. Necht k3 (n;) je bod, v némz je minima dosaZeno.

. Rozsah n; je nahrazen rozsahem ny = [(n1)?/n] a kroky 2 a7 4 se opakujf, ¢imz se

obdobné dle kroku 4 ziskd hodnota kg(ns).

. Bootstrapovy odhad E;; optimalniho k£ minimalizujiciho vyraz (3.3) je ziskén ve tvaru

~  (k5(m))
b= ey (3.7)

Z podstaty techniky bootstrap muze odhad /k\o vyznamnéji kolisat. Je tak vhodné
kroky 2 az 6 N krat nezavisle opakovat, pricemz dle (3.7) ziskdme odhady kON

i = 1,...,N. Kone¢ény odhad kg je pak ziskan kombinaci hodnot k01, .. k07 N
typicky je mozné pouzit prumeér ¢i median.

Kritickym bodem predeslého postupu je volba vhodného pomocného odhadu Em.
Draisma a kol. [45] se ve své praci zaméfili na studium momentového odhadu &y/(k),
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3. METODY VYBERU PRAHOVYCH HODNOT

pricemz jako pomocny odhad byl zvolen odhad E wms(k) vyuzivajici tfetich momentu, tedy
odhad ve tvaru

Ears(k) = (3.8)

-1
MPE) 2 (1 . Mfz”(k)Mé”(k))
2 3 ’

+1
M (k)

ktery ma podobné asymptotické vlastnosti jako momentovy odhad. Ozna¢me

Eiralk) = (Eu(k) — Girak)) 14

& (k)& ()| <ho—1/2]0

kde § > 0 a odhady & (k),&5s(k) jsou ziskdny z néjakého vhodného bootstrapového

s ~ 2
vybéru. Jak je dokdzano v [45], je-li ky(n) FeSenim arg;ninE (5}*\44(16)) , kde n je rozsah

ke / —@_;*(nl)) 5

ko(n2)
Protoze uvedend konvergence plati pro libovolné ¢ > 0, plyne odtud odhad (3.7).

bootstrapového vybéru, pak

Gomes a Oliveira [65] studovali adaptivni volbu kg pfi pouziti Hillova odhadu E (k).
Neznamy EV index ve své praci navrhli nahradit za odhad E i (kaux), kde kaux je néjakéd
vhodnd pocatecni hodnota zvolena pevné tak, aby E 1 (kaux) byl konzistentnim odhadem
€. Optimalni pocet kg = ko(n, kauy) hornich poradovych statistik je urcen fesenim vyrazu

~ ~ 2
ko € argmin B (&r(k) = Exr(kaws) )
k

Simulaéni studie v [65] ukazuje, ze ackoliv je ziskany odhad Eg; témer nezavisly na volbé
rozsahu n,, uvedena metoda je znacné citliva na volbu pomocného parametru k,.., ktery
ma zasadni vliv na odhad hodnoty kq. Predesly postup Draismy a kol. se tak ukazuje jako
vhodnéjsi.

Pristup zalozeny na myslenkach Draismy a kol. byl rozvinut v pracich [37, 65]. Nezndmy
parametr ¢ zde byl nahrazen jinymi pomocnymi statistikami explicitné zavisejicimi na k.
Ackoli navrzené postupy dovoluji relaxovat ¢asto nejasnou volbu optiméalniho prahu po-
moci vice prahovych hodnot, celkové situaci znaéné komplikuji, nebot tyto jiz vyzaduji
odhad parametru druhého radu p.

Oba pristupy [45, 65] byly softwarové implementovany v prostiedi Matlab. Pro adap-
tivni volbu prahové hodnoty je tak mozné pouzit funkce db_moe.m a db_hill.m, které
jsou prilozeny k této praci. Jejich popis je uveden v dodatku D, detailni popis vstupnich
a vystupnich parametru je mozné nalézt primo ve zdrojovém kodu. Obé funkce jsou opti-
malizovany vzhledem k vypocetni naro¢nosti celého algoritmu (diky maticovému zapisu
jsou vSechny bootstrapové odhady urcéeny zdroven) a jsou pro uvedené tucely daleko
vhodnéjsi nez kombinace funkei moe.m, moe3.m, hill.m s momenty (2.7) pocitanymi po-
moci funkce jth_moment.m. Posledni uvedené funkce lze v priloze také nalézt; tyto jsou
svou jednoduchosti ¢asto vhodnéjsi pro bézné uziti mimo algoritmus dvojitého bootstra-
povani.
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3.3. Adaptivni volba prahu zalozena na vérohodnostni
funkci

V posledni dobé se na adaptivni techniky urceni prahové hodnoty zamérfila rada autoru
(viz napt. [56, 63, 68, 101, 124, 128, 131]). Zde se soustfedime na postup navrzeny v praci
[102], ktery svou podstatou vychazi z grafickych metod urceni prahu, konkrétné z tech-
niky studujici stabilitu parametru. Omezme se na urc¢eni prahové hodnoty vzhledem ke
stabilité EV indexu & (viz obrézek 3.2.a), jakozto klicového parametru popisujictho vlast-
nosti chvostu EV rozdéleni. Pristupy uvedenymi v ¢asti 3.1 je vhodna prahova hodnota
ug z grafu zavislosti urcena tak, aby pro u > wug priblizné platilo £(u) = £(up). Jednd se
tedy o testovani nulové hypotézy

H : &(u) = &(up), pro u > uy,

pricemz hodnota ug je zvolena pevné. Autoti publikace [102] navrhli metodu, kterd je
zalozena na vérohodnostni funkci a jez je postavena na pfistupu navrzeném ve studii
[131]. Uvazujme dvojici prahu (v,u),v < u, a oznac¢me &,,, resp. &,, parametr tvaru GP
rozdéleni odhadnuty pro pozorovani na intervalu (v, u), resp. (u, 00). Metoda odvozend ve
[131] je postavena na testovani nulové hypotézy H : &,, = &, pro néjaké pevné hodnoty
v,u. Jak je pojednéno ve [102], predesly piistup je zcela nevhodny pro praktické pouziti,
nebot vyzaduje testovani uvedené hypotézy pro vSechna v, u z néjakého intervalu moznych
prahovych hodnot, ¢imz vyrazné narusta také vypocetni naro¢nost uvedeného postupu.
Uvedeny model navic predpoklada konstantni parametr tvaru &, na znacéné rozsahlém
intervalu.

Northrop a Coleman [102] proto uvedeny postup modifikovali a ve své préci uvazuji
diskretizaci pomoci m prahovych hodnot wy, ..., U, w1 < -+ < Uy, tudiz

&, prou; <x<uipq, t=1,....,m—1,

§(x) = (3.9)

Emy PO T > Upy,.

Parametr tvaru £ je tak modelovan jako po castech konstantni funkce &(x) se zménami
v bodech wu;,7i = 2,..., m. Uvedeny pristup je oznacovan jako Multiple-Threshold Gene-
ralized Pareto model (zkracené jej budeme oznacovat jako MT-GP model).

Necht je dédna ndhodnd velicina X z rozdéleni s distribuéni funkei F(z). Bud v; =
u; —up prot = 1,...,maw; = v, —v; prot =1,...,m — 1. Oznatme Y prekroceni
prahu uq, tj. Y = X — u;. Predpokladejme dale, ze ndhodna veli¢cina Y —v; = X — u;
ma za podminky v; < Y < v;41 (tj. za podminky u; < X < w;y1) GP(0y,&;) rozdélen,
pricemz vy, 11 := Upy — 0 /&m, pokud &, < 0, a v, 41 := 00 jinak. Distribuéni funkce H;(x)
a hustota h;(z) GP(0;, ;) rozdéleni jsou ve tvarech danych vztahem (2.5), tudiz

o\ e
i/
—(+1/6)
1
hi(z) = — (1 +&§) . (3.11)
K3 K3 +
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Ozna¢me fy(y) hustotu ndhodné veliciny Y. Pak mad ndhodnd veli¢ina Y — v; za
podminky v; <Y < v;41 podminénou hustotu fy(y | v; < y < v;41) ve tvaru

fy(y | v <Y< Uz‘+1) = Vi <Y < Vjg1- (312)

Necht p; := P(Y > v;). Piedpoklddejme ddle, Ze prahovd hodnota u; je zvolena tak, aby
bylo X > uy, tj. p1 = P(Y > v;) = 1. Potom plati

i—1

pi =] (0= H;(wy)).

j=1
Odtud plyne relace
P(v; <Y <wig1) = pi — pip1 = pildi(w;), (3.13)
a tedy
Fr (9) = T lpihs () eevevisan, (3.14)
i1

Aby nedochédzelo k nespojitostem v hustoté fy(y), je vhodné uvazovat parametry
meéritka ve tvaru o1 = o0; + Lw; = o1 + 22:1 §jwj;, kde o1 > 0. Pivodni model
s 2m parametry je tak mozné parametrizovat pomoci mensiho poc¢tu m + 1 parametru
0 = (01,&1,...,&,). Necht je ddn nahodny vybér Y = (Yi,...,Y,) piekroceni prahu
uy z hustoty (3.14). Uzitim (2.13) je mozné zapsat logaritmickou vérohodnostni funkci
v nasledujicim tvaru

1(0-17517 s 7£m> = Hf(yl> =
i=1

= Zzl[”j<yi<”j+1] {lnpj —Ino; — (1 + f_) In [1 +£jy . J] }, (3.15)

i=1 j=1 J j

za podminek, ze 1 + §w;/o; > 0 a 14+ &;(y; —v;)/o; > 0 pro vSechna j = 1,...,m,
1=1,...,n.

Uvazujme nyni situaci, kdy chceme ovérit, zda je parametr tvaru £ identicky na vSech

intervalech (v;,v;41),7 = 1,...,m, tj. testujeme nulovou hypotézu H : & = -+ = &,,.

Zamitnuti této hypotézy by pak ukazovalo, ze pro u > u; nebylo dosazeno uspokojivé
stability EV indexu, a bylo by tak nutné uvazovat jako vhodny prah néjakou hodnotu
vetsi nez uy. Oznacme déle @ MV odhad parametru 0 = (01,&1, ..., &y) ziskany z (3.15)
a é\o MV odhad ziskany za platnosti nulové hypotézy, tj. za platnosti & = --- = &,,.
Nulovou hypotézu lze testovat na zakladé statistik (2.26) a (2.24), tedy

LM(B) = ~UT (8T (@)U () (3.16)

LR(B,) = 2 (1(5) - 1(50)) : (3.17)

kde U (é\o) je skérovy vektor piislusny hustoté (3.14) (viz véta 2.3) a J (é\o) je ocekdvana
FIM. Jedna se asymptotické testy s rusivymi parametry. Za predpokladu, ze &,, > —1/2
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a tedy MV odhady maji obvyklé asymptotické vlastnosti [120] (viz odstavec 2.2 pro dis-
kuzi regularity GP rozdélenf), majf podle véty 2.5 uvedené statistiky asymptoticky x2, ;
rozdéleni. Odvozeni tvaru statistik U (é\o) aJ (é:)) lze nalézt v dodatku B, tyto byly auto-
rem prace ovéreny a ¢astecné zjednodusSeny.

V pripadé zamitnuti nulové hypotézy H : & = ...,&, se pristupuje k postupnému
testovani stability EV indexu pro prahové hodnoty (u;, ..., u,,), dokud pouzité kritérium
nevede pro néjaké ¢ = 2,...,m — 1 k jejimu pfijeti. Pfi nulové hypotéze H : §; = --- =&,

je tak asymptotické rozdéleni statistik (3.16) a (3.17) x2,_,.

Vyhodou statistiky (3.16) je, ze model je nutné odhadnout jen pro sledovanou praho-
vou hodnotu u;. Naproti tomu je vypocet statistiky (3.17) vice vypocetné ndroény, nebot
je vzdy nutné odhadnout vSech m parametru tvaru. Ukazuje se, ze zdsadni ¢asti v MT-GP
modelu je vhodn& volba poc¢tu m prahovych hodnot. Do jisté miry je tak tloha hledani
vhodného prahu u, prenesena pravé na tento problém optimalniho stupné diskretizace.
Problematika volby m byla ¢astecné studovana v [102], ovSem pro detailnéjsi popis situ-
ace by bylo vhodné provést rozsahlou simula¢ni studii. Na jednu stranu je vhodné volit m
co nejvetsi tak, aby bylo dosazeno co mozna nejhustsiho pokryti intervalu moznych pra-
hovych hodnot. Na druhou stranu pii velkych hodnotach m jsou parametry modelu odhad-
nuty se zna¢nou variabilitou a rozdily mezi odhady parametru jsou tak detekovany s mensi
pravdépodobnosti. Navic pro velké m mohou také nastat problémy spojené s konvergenci
MV metody. Odstavec 4.2 bude zaméfen na odhady prahu pomoci uvedené adaptivni
techniky pro piipad srazkovych méfeni, pticemz volba m bude diskutovana pro nékteré
specialni pripady rozdéleni. Cilem vsak bude prevazné porovnani MT-GP metody a se-
miparametrického ptristupu zalozeného na dvojitém bootstrapovani.
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Statisticka analyza extrémnich
destovych srazek

Poznatky z predeslych kapitol budou aplikovany k odhadu extrémnich srazkovych thrnu
v jihomoravském regionu. Tato analyza byla motivovana nutnosti aktualizace hydrolo-
gickych podkladu pro potieby planovani a udrzby méstského odvodnovaciho systému.
Zejména pak bude pozornost zamérena na odhady tzv. IDF krivek (zkrécené z angl.
Intensity-Duration-Frequency), které prestavuji zékladni hydrologicky néstroj pro vyhod-
noceni frekvence vyskytu intenzivnich desfovych srazek. Dodnes u nds pouzivané odhady
IDF kiivek (viz [126]) se jevi jako zastaralé a nové vyvinuté statistické metody by tak
mohly prispét k jejich zpiesnéni.

Nejprve budou popsana uvazovana srazkova data a v souladu s odstavcem 2.1 bude
diskutovano pouziti modelu blokovych maxim a prahového modelu, které se v hydro-
logii pouzivaji nejcastéji. Budou také shrnuty uzivané vzorkovaci techniky, které slouzi
k vybéru dat do statistického souboru. Vzhledem k prahovému modelu se zamérime na
jeho kritickou ¢ast, a sice volbu prahové hodnoty. Diskutovany budou predstavené adap-
tivni pristupy vybéru prahu a jejich vlastnosti budou studovany pomoci simulac¢ni studie.
Nasledné také porovname adaptivni pristupy s klasickymi grafickymi technikami.

4.1. Srazkova data a techniky vzorkovani

deaje o srdzkovych tdhrnech jsou v Ceské republice ziskdvany z registracnich pasek om-
brografii (pifstroji pro méfeni desfovych srazek) provozovanych Ceskym hydrometeoro-
logickym ustavem (CHMU) Ombrografy, jakozto plovakové srazkoméry, z podstaty své
konstrukce neumoznuji méteni pevnych ¢asti a byvaji tak bézné osazovany jen v obdobi od
kvétna do zari, kdy se vsak v Ceské republice vyskytuje vétsina privalovych srazek. Proto
byvaji analyzy extrémnich srazek vychazejici z téchto méfeni povazovany za spolehlivé.
Na plovak ombrografu je napojeno registracni zarizeni, které zapisuje idaje na otacejici
se papir, ¢imz vnika tzv. ombrogram, neboli graficky zaznam udaju ombrografu. Ombro-
graf umoznuje presné kontinualni zaznamenavani srazkovych uhrnu. Od roku 1997 jsou
postupné mechanické pristroje nahrazovany automaty s digitalnim zapisem. Jak uvadi
napiiklad autofi préce [87], v roce 2003 méfilo v klimatologické siti CHMU 165 me-
chanickych ombrografu a 77 automatickych srazkoméru. Historické idaje z mechanickych
ombrografu ale tvoii vétsinu dostupnych dat a pro potfeby moderniho zpracovani je nutné
je digitalizovat. Digitalizace se provadi pomoci digitizéru ode¢itanim souradnic zlomovych
bodu a vysledny zdznam je ukladan do databaze s ¢asovym rozliSenim 1 minuty. Pro ko-
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rekci dat, jejich doplnéni ¢i rekonstrukci se pouziva cela fada podkladu, zejména vykazy
mésicnich meteorologickych pozorovani na dané stanici, ale také mésicni vykazy a ombro-
grafické zaznamy z okolnich stanic ¢i idaje o srazkach ze synoptickych a automatickych
stanic [87].

R 3

. ®
éﬁ%%
‘

Obrazek 4.1: Poloha srdzkomérnych stanic.

Jako vstupni data pro analyzu srazek, jiz je vénovana tato kapitola, slouzi digitalizo-
vané zéznamy srazkovych intenzit redlnych destovych srézek ze 6 srazkomérnych stanic
situovanych na tzemi Jihomoravského kraje (viz obrézek 4.1). Jednd se o stanice Brno-
Tufany, Brno-Zaboviesky a Brno-Jundrov, které se nachazeji v urbanizované oblasti mésta
Brna, druhého nejvétsiho mésta Ceské republiky a centra kraje. Déle jsou uvazovany
stanice Znojmo-Kuchatovice a JeviSovice, které jsou umistény v jihozapadni ¢asti kraje
a stanice Vyskov v severozapadni ¢asti Jihomoravského kraje. Z duvodu neuplnosti histo-
rickych méteni byly u vybranych stanic vynechany nékteré roky zaznamu, které zejména
kvuli nedostatku doprovodnych dat nebylo mozné rekonstruovat. Sledovana obdobi spolu
s délkami uplnych zdznamu jsou shrnuta v tabulce 4.1.

Tabulka 4.1: Piehled srdzkomérnych stanic, jejich sledovaného obdobi a délky tad s tUplnymi
zaznamy.

Sledované Délka dostupné

Stanice obdobi fady [roky]
Brno-Turany 1959-2000 41
Brno-Zaboviesky 1987-2003 16
Brno-Jundrov 1992-2003 11
Znojmo-Kuchatovice 1956-2003 27
Jevisovice 1961-2000 37
Vyskov 1961-1992 31
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Teorie extrémnich hodnot je pfi posuzovani hydrologickych jevu ¢asto aplikovana.
Zejména se jedna o situace, kdy se zajimame o odhad frekvence vzacnych ¢i extrémnich
jevu jako je napt. vyskyt tzv. stoleté vody, padesatileté vody apod. Jak uvadi napiiklad
prace [80], v zésadé se rozlisuji dva zdkladni zpusoby vybéru prvku pro statistické zpra-
covani. Prvni je postaven na metodé blokovych maxim (viz odstavec 2.1), kdy jsou do
analyzovaného statistického souboru zahrnuty jen ty nejvétsi prvky v daném bloku pozo-
rovani. V hydrologii byvaji vétsinou uvazovany bloky o délce jednoho roku a metoda blo-
kovych maxim je zde pak oznacovéana jako Annual Mazima Series (AMS) metoda. Volba
délky bloku odpovidajici jednomu roku ma své opodstatnéni. Délku bloku je potieba zvolit
dostatecné velkou, aby byla zaruc¢ena dobra aproximace pomoci asymptotického modelu
a odhadované parametry a parametrické funkce nebyly zatizeny velkym vychylenim. Na-
opak je-li délka bloku zvolena prili§ velkd, dochdzi k narustu variability odhadu. Zde se
bloky o délce jednoho roku ukazuji jako velmi vhodné. Vybérem jednorocniho maxima jsou
také eliminovany nestacionarity destovych srazek v pribéhu roku. Navic méien{ destovych
srazek s rozliSenim 1 minuty zfejmé nelze poklddat za nezavisla pozorovani a tedy pro
analyzu extrémnich hodnot pomoci EV teorie zalozené na nezavislych veli¢inach je nutné
z dostupnych méreni vybrat takova pozorovani, ktera muzeme pokladat za nezavisla.
V pripadé AMS modelu jsou vybrand rotni maxima obecné povazovana za priblizné
nezavisld meéfeni [80] a odpadd tak nutnost uziti dalsich vzorkovacich technik. Teorii
extrémnich hodnot pro zavislé vybéry bude vice vénovana kapitola 5, kde predstavime
prislusné techniky odhadu dané zavislosti. Metoda AMS byla v oblasti hydrologickych
extrému Casto pouzivana, o cemz svédci napriklad publikace [17, 136, 105]. Vyznamnou
nevyhodou AMS je ovSem fakt, Zze jsou zanedbavany piipadné dalsi extrémni hodnoty,
které ovsem nedosahuji piislusnych blokovych maxim. Protoze je tak znac¢né redukovana
obsazend informace, vyzaduje pouziti AMS dostupnost dostatecné dlouhych ¢asovych rad.

Jiny zpusob vybéru prvku je zalozen na prahovém POT modelu (viz odstavec 2.1),
v hydrologii oznacovanym také casto jako Partial Duration Series. Do statistického sou-
boru jsou zahrnuty hodnoty prekracujici néjakou dostatecné vysokou prahovou hodnotu.
Oproti metodé AMS dovoluje POT model zpravidla zahrnout do statistického souboru
vice pozorovani béhem roku a v soucasnosti tak predstavuje stale vice pouzivanou tech-
niku, coz dokladd fada praci ([20, 19, 25, 134, 84, 98, 108, 114]). Ukazuje se také, ze
POT lépe odpovidé rozdélenim s tézkymi chvosty [97]. Rada autori se také zabyvala
srovnanim obou metodik AMS a POT, muzeme zminit napiiklad prace [35, 95, 97, 125,
122]. Nevyhodou prahového modelu ovsem je, ze vybér prvku do statistického souboru
neni jasné stanoven a v pripadé, ze datovy soubor neptredstavuje pozorovani nezavislych
veli¢in, je nutné pouzit dodatecné vzorkovaci techniky. V kapitole 5 bude ukazano, ze
v praktickych aplika¢nich problémech se poruseni dosud uvazovanych predpokladu nej-
castéji vyskytuje ve formé jakési kratkodobé zavislosti, tj. pozorovani muzeme uvazovat za
priblizné nezavisla jen je-li mezi nimi dostatecné dlouhy casovy rozestup. Tato vlastnost
se pak v POT modelu promité ve formé shlukovani extrémnich hodnot.

Pii analyze extrému pomoci piistupu POT se v oblasti atmosférickych srazek v prvni
fazi tedy postupuje tak, Ze se z méfenych ¢asovych fad separuji tzv. destové uddlosti.
Tyto jsou mezi sebou uvazovany jako priblizné nezavislé. Nasledneé se z kazdé udélosti pro
predem stanovené trvani desté vyberou nejvétsi pozorované srazkové thrny, tj. nejvétsi
klouzavé soucty thrnu s oknem odpovidajicim danému trvani desté [96]. Pro tyto je dale
mozné postupovat pomoci teorie nezavislych velicin. Neni vSak jednozna¢né dano, jak
destovou udalost definovat. Riizni autofi ke vzorkovan{ srazkového POT modelu piistupuji
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ruzné. Napifklad v [19] byly destové udélosti oddéleny ustanim desté po dobu alespon 24
hodin. V [71] separovali dvé destové udalosti pomoci alespon hodinové bezsrazkové peri-
ody odpovidajici dobé, ktera je nutna k dotoku nejdelsi danské stokové sité. Dalsi autori
uvazuji promeénlivé kritéria v zavislosti na délce trvani desté. Autofi préce [129] separo-
vali dvé destové uddlosti pomoci snizeni srézkovych hrnt po dobu alespon 824 hodin
v zévislosti na délce trvani desté. Podobny piistup byl aplikovéan v [96], resp. ve [134],
kde byly destové udalosti oddéleny bezsrazkovych obdobim o délce alesponi jedné hodiny,
resp. 12 hodin, pro déle trvajici desté vsak byla pouzita separacni perioda odpovidaji dobé
trvani deste.

Aplikace ruznych metodik vzorkovani nezavislych pozorovani zavisi na studované pro-
blematice a konkrétni aplika¢ni oblasti. Jak naznacuje préace [99], pravé piistup sepa-
race uvedeny v [96] se ukazuje jako nejvhodnéjsi pro potieby ndvrhu meéstského od-
vodnéni v brnénském regionu. Vzhledem k délce dostupnych ¢asovych tad lze metodu
AMS aplikovat jen se znaénymi omezenimi, nebot dochézi k vyznamné redukci datového
souboru. Pozorované fady ze stanic Brno-Tufany ¢i JeviSovice lze povazovat za vhodné
pro pouziti AMS, av8ak méreni z nékterych dalsich stanic nejsou dostateéné rozsahla.
Jedn4 se zejména o stanice Brno-Jundrov a Brno-Zaboviesky, kde by AMS metoda pro
dostupné destové fady byla zcela nevhodnd (viz délky dostupnych fad v tabulce 4.1).
Z tohoto duvodu se dale soustiedime vyhradné na pouziti prahového POT modelu, ktery
zejména v piipadé kratkych casovych fad dovoluje ucinit presnéjsi zavéry o charakteris-
tikdch extrémnich srazek. Obrazek 4.2 ilustruje rozdily slozeni vybéru uvazovanych pri
pouziti AMS a POT modelu pro stanici Brno-Tufany a srazkové thrny pro 10minutové
desté, pricemz tyto byly nejprve vzorkovany podle metodiky [96].
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Obrazek 4.2: Demonstrace rozdilu slozeni datovych souboru srazkovych tihrnu pii pouziti metod
AMS a POT; zde pro stanici Brno-Tufany pii délce trvani desté 10 minut. Vyznacena je prahova
hodnota u = 2mm, horizontalni osa vyznacuje sledované obdobi.

Ve spojitosti s analyzou srazkovych méteni byla provedena fada pocitacovych imple-
mentaci. VySe predstavenou techniku vzorkovani podle [96] lze provést pomoci funkce
ems.m. Tato je navrzena pro ziskdni priblizné nezavislych agregovanych pozorovani (napf.
zde diskutovanych srazkovych thrnu). Vzorkovani pomoci blokovych maxim i vzorkovani
pomoci prahového POT modelu je obecnéji vénovan odstavec 5.1. Pro tyto tucely je pak
mozné vyuzit funkci decluster.m, ktera je vhodna pro ziskani priblizné nezavislych, ne-
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agregovanych (tj. puvodnich) méfeni. Vice detailu lze nalézt v odstavci D, resp. piimo ve
zdrojovych kédech funked.

4.2. Simulaéni studie pro volbu prahu adaptivnimi
technikami

Zasadnim krokem pii pouziti POT modelu je vhodna volba prahové hodnoty u. V ka-
pitole 3 byly zminény dva adaptivni piistupy volby prahu, dvojité bootstrapova se-
miparametrickd metoda a MT-GP metoda zalozena na stabilité EV indexu. Tyto lze
s ispéchem pouzit i pro analyzu destovych srazek. PouZiti obou metodik pro odhad frek-
vence srazkovych extrému byla diskutovana v [10], kde byly oba piistupy aplikovany k od-
hadum IDF kiivek (viz odstavec 4.3). V této ¢asti se predevsim zaméiime na vysledky
simula¢ni studie [4], jez porovnava vlastnosti zminovanych technik.

Pro simula¢ni studii byla vybrana modelova rozdéleni pravdépodobnosti, kterda svou
povahou nejlépe odpovidaji uvazovanym pozorovanim srazek z oblasti brnénského regionu.
Vzhledem k analyze dat v nasledujicim odstavci 4.3, je zejména zajimavé studovat vlast-
nosti adaptivnich metod vybéru prahu v zavislosti na délce dostupnych pozorovanych
fad. Jako referenc¢ni stanice byla vybrana stanice Brno-Jundrov a generovany nahodné
vybéry z rozdéleni, které svou povahou odpovidaji pravé situaci na této stanici. Vhodna
modelova rozdéleni byla vybrana z siroké fady spojitych rozdéleni s kladnym nosicem,
pricemz jako hledisko pti posuzovani vhodnosti modelu bylo zvoleno Akaikeho informacni
kritérium AIC a bayesovské informaé¢ni kritérium BIC. Obé tyto statistiky vyhodnocuji jak
kvalitu prolozeni, tak slozitost modelového rozdéleni. Uvazujme modelové rozdéleni s hus-
totou fo(z,0), kde @ = (04, ...,0,,) je vektor parametru. Pro ndhodny vybér X, ..., X,
2 modelového rozdéleni oznacme Lo(6) prislusnou vérohodnostnf funkei a 8 MV odhad
parametru 6. Dana kritéria jsou vyjadiena vztahy

~

AIC = 2m —2InLy(0),
BIC = mlnn—2lnL0(§).

Pti porovnani dvou modelovych rozdéleni pomoci vyse uvedenych kritérii je tak prefe-
rovano to, pro které je hodnota statistiky AIC, resp. BIC, nizsi. Mimo uvedenych kritérii
lze také uvazovat jen maximum vérohodnostni funkce Lo, uddvané nejcastéji ve tvaru
zaporné logaritmické vérohodnostni funkce — In Ly(@), pficemz jako vhodnéjsi se pak opét
ukazuje to rozdéleni, které ma tuto hodnotu nizsi. Je tfeba mit na paméti, ze vSechna
uvedend kritéria udavaji pouze relativni vhodnost modelu a absolutni vhodnost modelu
tak neni zarucena.

V tabulce 4.2 jsou shrnuty hodnoty AIC a BIC kritérii pro fadu modelovych rozdéleni
pro referencéni stanici Brno-Jundrov pfi trvani desté 180 minut. Vzhledem k uvedenym
vysledkum se z testovanych rozdéleni zaméiime pouze na vybrané modely rozdéleni.
Konkrétné budeme uvazovat rozdéleni gama, Fréchetovo, GP, lognormélni, loglogistické
a Weibullovo (pro tvary parametrizaci odkazujeme na tabulky 1.1, 1.2), které jsou uve-
denymi kritérii oznaceny jako nejvhodnéjsi. Vhodnost uvazovanych rozdéleni byla ovérena
testy dobré shody, konkrétné Pearsonovym yx? testem [14], Kolmogorovovym-Smirnovo-
vym testem (K-S testem) [16] a Andersonovym-Darlingovym testem (A-D testem) [36].
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~

Tabulka 4.2: Hodnoty kritérii AIC, BIC a —In L(0) pro modelova rozdéleni srazkovych dat ze
stanice Brno-Jundrov s trvanim desté 180 minut.

~

Rozdéleni AIC BIC —1InLo(6)
Zobecnéné Paretovo 2956,9 2970,8 1475,4
Lognormalni 3053,8 3063,1 15249
GEV 3089,3 3103,3 1541,6
Loglogistické 3111,9 3121,2 1553.9
Weibullovo 3137,1 3146,4 1566,5
Gama 3189,3 3198,6 1592,7
Nakagamiho 3324,0 3333,3 1660,0
Exponencialni 3387,2 3391,8 1692,6
Logistické 4471,6 4481,0 2233,8
Rayleighovo 5980,3 5984,9 2989,1
Riceovo 5982,3 55991,6 2989,1

Na obrazku 4.3 je pak ukazano prolozeni histogramu odhady hustot pravdépodobnos-
ti pro uvazovanou stanici. Fréchetovo, GP a loglogistické rozdéleni patii do Fréchetovy
tridy EV rozdéleni a vSechna tato rozdéleni splnuji predpoklady semiparametrického dvo-
jité bootstrapového modelu, konkrétné patii do Hallovy tiidy rozdéleni (viz odvozeni
pomocnych funkei v dodatku A). Dalsi uvazovand rozdéleni patii do Gumbelova oboru,
pricemz navic parametr druhého fadu je pro gama a Weibullovo rozdéleni roven nule. Jsou
tak poruseny zékladni predpoklady semiparametrického modelu vybéru prahu (3.2) na
tvar pomocné funkce druhého radu. V téchto piipadech je presto mozné sledovat chovani
dvojité bootstrapové metody volby prahu a porovnat jeji ne-/vhodnost ve srovnani s MT-
GP pifstupem, nebof v praktickych situacich lze pfedpoklady semiparametrického modelu
ovVérit jen se znac¢nymi obtizemi.

V dalsich odstavcich se soustfedime predevSsim na popis situace a odhadu pro dva
konkrétni datové soubory, a sice pro ptipad stanice Brno-Turany a Brno-Jundrov, které
predstavuji v nasi analyze nejdelsi a nejkratsi dostupné pozorované c¢asové rady. Zejména
pak bude vhodné se zajimat o odlisnosti ruznych piistupu k odhadum parametrickych
funkci. Protoze rozsahy vzorkovanych nezavislych pozorovani se pro uvazované délky
trvdni destu (viz analyza extrémnich srdzek ddle v odstavci 4.3) pohybuji od 1836 do
10791 pro stanici Brno-Tufany a v rozmezi od 618 do 3228 pro stanici Brno-Jundrov, byly
simulovany nahodné vybéry z vyse uvedenych rozdéleni o rozsazich radové odpovidajicim
témto hodnotam. Konkrétné byly generovany nadhodné vybéry o rozsazich n = 500, 1000,
2000, 3000, 5000 a 8000.

Pro metodu MT-GP se omezime jen na pouziti statistiky (3.16). Jak bylo zminéno
v odstavci 3.3, pouziti statistiky (3.17) vyzaduje odhady parametru tvaru na vsech pra-
hovych podintervalech, coz pro simulaéni studii vede k neldnosnym vypocetnim ¢asum.
Z tohoto duvodu budou testy zalozené na statistice (3.17) pouzity jen pro analyzu kon-
krétnich datovych souboru srazkovych uhrnu v nasledujicim odstavci. Pro piipad testo-
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Obrazek 4.3: Histogramy srazkovych dhrnu pro 180minutové desté ze stanice Brno-Jundrov
prolozené odhady hustot vybranych rozdéleni véetné odhadu jejich parametria pii parametri-
zacich uvedenych v tabulkach 1.1, 1.2.

vactho kritéria (3.16) bylo zvoleno nésledujici nastaveni. Pro kazdy uvazovany rozsah n
bylo generovano M = 1500 ndhodnych vybéru z modelovych rozdéleni. Optimalni prahova
hodnota ug je hleddna v intervalu mezi 0,5% a 90% empirickym kvantilem, tj. naptiklad
pro n = 1000 mezi hodnotami x(5) a x(90). A priori tak predpokladdme, ze nizsi pra-
hové hodnoty nejsou optimdlni ve smyslu stability EV indexu a pro prah vétsi nez xgq)
jiz je dostatecné stability dosazeno. V odstavci 3.3 vénovanému MT-GP modelu byla
nastinéna problematika volby poctu m prahovych hodnot a tim stupné diskretizace EV
indexu. Prozatim provedené simulace v praci [102] vSak na tuto otdzku nedévaji jedno-
znaénou odpovéd. Vysoka hodnota m dovoluje detailni studium stability EV indexu, m4
vsak za ndsledek velkou variabilitu odhadu. V navaznosti na publikaci [102] tak v nasem
piipadé volime tfi ruzné drovné diskretizace m = 10,20 a 40. Prahova hodnota ug je
urcena na zékladé asymptotického rozdéleni statistiky (3.16), pficemz jako ug je zvolena
nejmensi hodnota prahu u, pro kterou neni testovana nulova hypotéza zamitnuta na hla-
diné vyznamnosti a = 0, 05.

Odhady ziskané pomoci MT-GP modelu byly porovnany s dvojité bootstrapovou me-
todou volby prahu. Pro cely této simulacni studie byl zvolen dvojité bootstrapovy pristup
studovany Draismou a kol. [45], tedy pfi pouziti momentového odhadu EV indexu (2.32)
v kombinaci se statistikou (3.8) jakozto pomocnym odhadem Eaux. Uvedena adaptivni
technika odhadu ko hornich poradovych statistik je, na rozdil od dvojité bootstrapové
metody studované napt. v [65], pro uvazovana modelova rozdéleni vhodnéjsi. Technika
popsand v [65] vyzaduje stanoveni po¢atecni hodnoty ka.x, kterd zasadné ovliviiuje odhad
ko. Navic pouziti Hillova odhadu v [65] klade pro hodnoty EV indexu znacna omezeni.
Z duvodu potieby znacnych vypocetnich kapacit byl pii pouziti adaptivni bootstrapové
metody volby prahu poc¢et generovanych vybéru omezen na M = 500, pricemz pocet boot-
strapovych vybéru byl v kazdém opakovani nastaven na B = 250. Ze studie [65] vyplyva,
ze rozsah bootstrapového vybéru n; je vhodné volit co nejvétsi tak, aby n; < n. V nasem
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pifpadé tak bylo uréeno ny = |[n%%%|. Z podstaty techniky bootstrap muze odhad Eg;
hodnoty ko pii ruznych opakovanich kolisat. Dle bodu (7) algoritmu na str. 61 je tak
cely postup N = 100 krat nezdvisle opakovan pro kazdy generovany vybér z modelového
rozdéleni, pficemz dle vztahu (3.7) tak byly ziskédny odhady kg, i = 1,..., N. Konecny
odhad /k\o je pak stanoven jako R R

ko = Igledi%l k-

=1,...,

Na nésledujicich obrazcich jsou formou box-plotu vizualizovany vysledky popsané si-
mulaéni studie. Obrazky 4.4.a az 4.9.a ukazuji vzdy podily nadprahovych hodnot n,/n
(sloupce X, Y, Z), resp. podily optimalniho poc¢tu hornich poradovych statistik ko /n (slou-
pec B), pro ruznd modelova rozdéleni a uvazované délky simulovanych vybéru.
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(b) Odhady EV indexu.

Obrazek 4.4: Loglogistické rozdéleni: box-ploty podili nadprahovych hodnot n,/n resp. @0 /n
(vlevo) a box-ploty prislusnych odhadu EV indexu (vpravo) pro ruzné rozsahy ndhodnych vybéru
a volbu prahu ziskanou MT-GP metodou pii m = 10, 20,40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojité bootstrapovou metodou (sloupec B).
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(a) Odhady prahovych hodnot. (b) Odhady EV indexu.

Obrazek 4.5: GP rozdéleni: box-ploty podilu nadprahovych hodnot n,/n resp. @0 /n (vlevo)
a box-ploty prislusnych odhadu EV indexu (vpravo) pro ruzné rozsahy ndhodnych vybéru a volbu
prahu ziskanou MT-GP metodou pii m = 10,20,40 (sloupce X, Y, Z) a semiparametrickou
dvojité bootstrapovou metodou (sloupec B).
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Na obrazcich 4.4.b az 4.9.b jsou pak zobrazeny odpovidajici odhady EV indexu pomoci
MV metody (pro prdh u uréeny pomoci MT-GP modelu - sloupce X, Y, Z) a pomoci
momentového odhadu (pro semiparametricky model - sloupec B). Vyznacend vodorovna
usecka vyznacuje skutecnou hodnotu EV indexu.

Je vidét, ze mediany hodnot kg, tj. optimalnich hodnot hornich poradovych statistik,
jsou ve vsech studovanych pripadech mensi nez mediany hodnot n, pro libovolné m. Jista
nestabilita MT-GP metodiky v odhadu prahu je pozorovatelnd pro stredni rozsahy vybéru
z lognormélniho a Fréchetova rozdéleni (obrazky 4.8.a, 4.6.a) a pro velké rozsahy vybéru
z loglogistického rozdéleni (obrazek 4.4.a). V téchto piipadech kolisaji p-hodnoty testo-
vactho kritéria (3.16) blizko hladiny vyznamnosti o = 0,05. Autofi prace [102] zminuji
v podobnych situacich moznou modifikaci volby vhodného prahu tak, aby bylo dosazeno
urcité stability odpovidajicich p-hodnot. Lze naptiklad pozadovat, aby pro prahy u > wug
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Obrazek 4.6: Fréchetovo rozdéleni: box-ploty podilu nadprahovych hodnot n,/n resp. @0 /n
(vlevo) a box-ploty piislusnych odhadu EV indexu (vpravo) pro ruzné rozsahy nahodnych vybéru
a volbu prahu ziskanou MT-GP metodou pii m = 10,20, 40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojité bootstrapovou metodou (sloupec B).
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Obrazek 4.7: Gama rozdéleni: box-ploty podili nadprahovych hodnot n,/n resp. %o /n (vlevo)
a box-ploty piislusnych odhadi EV indexu (vpravo) pro ruzné rozsahy ndhodnych vybéru a volbu
prahu ziskanou MT-GP metodou pii m = 10,20,40 (sloupce X, Y, Z) a semiparametrickou
dvojité bootstrapovou metodou (sloupec B).
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tyto hodnoty neklesly pod néjakou stanovenou iroven, feknéme kuptikladu 2«.. Nanestésti
tento pristup MT-GP techniku znaéné komplikuje, nebot mimo nejasné trovné diskreti-
zace m je tak do modelu vnasen dalsi pomocny parametr ovliviujici volbu prahu wug.
Z obrazku 4.5.a je patrné, ze adaptivni volba prahu pii pouziti MT-GP modelu spravné
identifikuje optimalni prahové hodnoty pro vybéry z GP rozdéleni a hodnoty n, se pohy-
buji blizko n. Podobnd situace nastava i pro loglogistické rozdéleni (obrézek 4.4.a), kde
parametr tvaru « tohoto rozdéleni byl odhadnut blizky jedné (obrézek 4.3), pficemz v ta-
kovém piipadé loglogistické rozdéleni splyva s GP rozdélenim. Zavislost odhadu vhodné
prahové hodnoty ug na irovni diskretizace m je patrna zejména na obrazku 4.7.a ¢i 4.9.a
pro gama a Weibullovo rozdéleni. Situace tak odpovida vysledkum prace [102], kdy pfi
velkém m jsou rozdily mezi jednotlivymi prahy detekovany s mensi pravdépodobnosti.
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Obrazek 4.8: Lognormalni rozdéleni: box-ploty podilu nadprahovych hodnot n,/n resp. @0 /n
(vlevo) a box-ploty prislusnych odhadu EV indexu (vpravo) pro ruzné rozsahy ndhodnych vybéru
a volbu prahu ziskanou MT-GP metodou pii m = 10, 20,40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojité bootstrapovou metodou (sloupec B).
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(b) Odhady EV indexu.

Obrazek 4.9: Weibulllovo rozdéleni: box-ploty podilu nadprahovych hodnot n,/n resp. @0 /n
(vlevo) a box-ploty prislusnych odhadu EV indexu (vpravo) pro ruzné rozsahy ndhodnych vybéru
a volbu prahu ziskanou MT-GP metodou pii m = 10, 20,40 (sloupce X, Y, Z) a semiparamet-
rickou dvojité bootstrapovou metodou (sloupec B).
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Oba studované adaptivni piistupy volby prahu vyuzivaji zcela jiné principy odhadu,
a jejich srovnani proto bude vhodnéjsi provést skrze odhady EV indexu. Kvalitni od-
hady prahu pomoci metodiky MT-GP v pripadé GP rozdéleni vedou k odhadum EV
indexu, které lze z praktického hlediska pokladat za nevychylené. Naproti tomu odhady
ziskané metodou dvojitého bootstrapovani vykazuji v tomto sméru horsi vysledky. Navic
jsou odhady EV indexu zatizeny vétsi variabilitou. V ptipadé dalsich rozdéleni nalezicich
do Hallovy ttidy jsou odhady ziskané obéma piistupy srovnatelné co se tyka vychylenii va-
riability, vyjma Fréchetova rozdéleni pfi malych az stiedné velkych rozsazich (n < 3000),
kde jsou odhady ziskané metodou MT-GP méné vychylené. Pro rozdéleni nepatiici do
Hallovy ttidy, tj. rozdéleni gama, lognormalni a Weibullovo, je variabilita srovnatelna,
zejména pii vétsich rozsazich simulovanych vybéru. Naopak, ackoli zde dvojité booot-
strapova metoda nema teoretickou oporu, odhady EV indexu ziskané timto pristupem se
ukazuji jako méné vychylené.

4.3. Analyza srazek pomoci jednorozmeérné teorie
nezavislych veli¢in
Odhady parametria prahového POT modelu

Nyni prikroéme k analyze konkrétnich datovych souboru srazkovych thrnu v jihomo-
ravském regionu pomoci pristupu POT. Dostupné ¢asové rady byly nejprve dle metodiky
[96] rozdéleny na ptiblizné nezavislé destové udélosti, pricemz z téchto byly déle vyclenény
nejvetsi srazkové tthrny pro trvani desté odpovidajici dobé 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90, 120,
180, 240 a 360 minut. Takto bylo ziskano celkové 12 datovych souboru, pro které je mozné
déle pouzit pristup POT bez dalsich omezeni, tj. jednotlivé soubory predstavuji priblizné
nezavisla pozorovani, pricemz lze primo aplikovat metodiku predstavenou v odstavei 2.1.
Z vyvzorkovanych srazkovych tihrnii je mozné uréit intenzity desft jako mnozZstvi srazek,
které za danou dobu trvani desté dopadne na jednotkovou plochu. Tyto budou dale pouzity
pti odhadech IDF ktivek nize.

Vhodna prahova hodnota POT modelu bude urcena technikami diskutovanymi v kapi-
tole 3. Pri odhadech limitnitho GP rozdéleni prekroceni prahu parametrickou MV metodou
bude prahova hodnota zjisténa nejprve grafickymi technikami. Nasledné bude aplikovana
adaptivni technika MT-GP predstavena v odstavci 3.3. Nakonec budeme uvazovat semi-
parametricky POT model, pficemz optimalni pocet hornich poradovych statistik bude pro
momentovy odhad urcen technikou dvojitého bootstrapovani diskutovanou v odstavci 3.2.

V tabulce 4.3 jsou uvedeny optimélni prahové hodnoty, které byly stanoveny grafickou
analyzou MRL plotu a posouzenim stability MV odhadu. Prahové hodnoty bylo mozné
z prubéhu grafu odecist v naprosté vétsiné piipadu. V nékterych jednotlivych situacich,
kdy pouzité grafické metody nevedly k jednoznacné identifikaci prahu, bylo ptrihlédnuto
k vysledkum u datovych souboru se srovnatelnym trvanim desté. Vhodnost vybranych
prahu lze pozorovat napt. pro stanici Brno-Tufany na obrézcich 3.1 a 3.2, kde pii dobé
trvani desté 10 minut byl zvolen prah ug = 3,9. Tato hodnota ug odpovida teoretickym
pozadavkum, tedy MRL plot a graf zavislosti parametru méritka o, vykazuji priblizné
linearni trend a parametr tvaru £ je priblizné konstantni pro hodnoty prahu u > uq.

Pro vsSechny uvazované stanice a doby trvani desté je dale tfeba vysetfit vhodnost
stanoveného POT modelu, tedy zda lze pozorované hodnoty nad prahem popsat pomoci
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Tabulka 4.3: Optiméaln{ prahové hodnoty ug [mm)] ziskané grafickymi technikami.

Stanice \ Trvéni o 44 15 90 30 45 60 90 120 180 240 360
desté [min]

Brno-Tutany 14 15 22 28 39 45 51 64 79 81 85 88
Brno-Zaboviesky 1,8 2,7 35 48 54 60 65 69 71 74 78 94
Brno-Jundrov 1,9 20 30 33 40 49 50 53 69 72 81 85
Znojmo 16 22 26 27 34 42 45 52 68 72 80 88
Jevisovice 2,0 28 33 3,7 45 57 6,1 64 69 71 74 91
Vyskov 1,3 1,3 18 22 3,0 32 41 50 55 62 70 82

GP rozdéleni. Spravnost zvolenych prahovych hodnot byla ovéfena testy dobré shody,
konkrétné byl pouzit Pearsoniv x? test, K-S test a A-D test, ktery je v hydrologii ob-
zvlaste doporucovan. Zadny z uvedenych testi nezamitl vhodnost GP rozdéleni jakozto
modelového rozdéleni na hladiné vyznamnosti o = 0, 05. Kritické hodnoty A-D testu byly
prevzaty z publikace [79], detailni popis vysledku lze pak nalézt v préci [1]. Shoda empi-
rického rozdéleni s GP rozdélenim byla také ovéfena vizudlné s vyuzitim Q-Q plotu (viz
obrazek 4.10) a porovnanim histogramu datovych souboru s hustotami piislusnych GP
rozdéleni. Ukazalo se tak, ze GP rozdéleni velmi dobie odpovida empirickému rozdéleni
nadprahovych hodnot ve vSech studovanych piipadech a dalsi analyza tak bude vychazet
pravé z tohoto modelového rozdéleni.
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(a) Brno-Tufany, trvani 30 minut. (b) Znojmo, trvani 60 minut.

Obrazek 4.10: Q-Q plot empirickych kvantili nadprahovych hodnot a teoretickych GP kvantilu
pro stanice Brno-Tufany a Znojmo-Kuchafovice pii trvani desté 30 a 60 minut.

Déle byly vhodné prahové hodnoty stanoveny pomoci adaptivniho piistupu MT-
GP [1]. Ze simulacni studie z odstavce 4.2 vyplyva, ze pii pouziti testovaciho kritéria
zalozeného na skérovém vektoru (3.16) mé sice volba stupné diskretizace m vliv na identifi-
kaci optimalni prahové hodnoty ug, avsak ptislusné odhady EV indexu jsou pro uvazované
hodnoty m ve vétsiné pripadu srovnatelné. Presto byl vzhledem k diskuzi v préci [102]
zvolen nasledujici , defenzivni* ptistup. Pro kazdou stanici a dobu trvani desté bylo vzdy
up(m) urcéeno pro diskretizaci pomoci m = 10, 20, 40 prahovych hodnot mezi 10% a 99,5%

78



4.3. ANALYZA SRAZEK POMOCI JEDNOROZMERNE TEORIE NEZAVISLYCH VELICIN

empirickymi kvantily, pficemz pro uvedené hodnoty m bylo ug(m) urceno jako nejnizsi
prah, pro ktery testovana hypotéza nebyla zamitnuta na hladiné vyznamnosti o = 0, 05.
Na zavér byla optimalni prahova hodnota ug uréena jako nejvyssi z téchto hodnot, tj.
g = max,, {ug(m)}. Tyto prahy jsou pro vybrané stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov
shrnuty v tabulce 4.4.

Tabulka 4.4: Optimalni prahové hodnoty vy [mm] uréené metodou MT-GP pro stanice Brno-
Tufany a Brno-Jundrov pii pouziti skérové statistiky (LM,(3.16)) a poméru vérohodnosti (LR,
(3.17)).

Stanice \ Trvani 5 10 15 20 30 45 60 90 120 180 240 360
desté [min)]

Tufany ~ (LM) 1,19 140 248 210 1,91 218 237 270 3,04 354 388 4,30
(LR) 0,99 1,60 204 240 3,07 350 382 436 491 560 6,10 6,71

Jundrov  (LM) 0,73 1,12 139 157 198 223 291 331 336 343 357 382
(LR) 1,17 1,77 221 251 3,17 359 4,69 535 543 555 578 6,13
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(a) Brno-Tufany, trvani 45 minut. (b) Brno-Jundrov, trvani 45 minut.

Obrazek 4.11: Vybrané prubéhy p-hodnot pii testovani vhodnosti prahu pomoci skérové sta-
tistiky (3.16) pfi ruznych drovnich diskretizace m = 10,20 a 40. Horizontalni pferusovana cira
vyznacuje hladinu vyznamnosti a = 0, 05.

Na obrazku 4.11 je pro dva konkrétni piipady ukazan typicky vysledek pii testovani
nulové hypotézy pomoci skérové statistiky (3.16), konkrétné je zde vizualizovéan prubéh
p-hodnot uréenych na zdkladé limitniho y? rozdéleni. Obdobné byla optiméalni prahova
hodnota uy urcena za pouziti testovaciho kritéria zalozeného na poméru vérohodnosti
(3.17), pticemz zde bylo zvoleno m = 12,20 a 40. Pii volbé m = 10 byly zaznamenény
problémy s konvergenci MV metody. Konkrétni vysledky lze nalézt v tabulce 4.4. Prubéhy
p-hodnot pro stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov jsou zobrazeny na obrazku 4.12. Vhod-
nost prahovych hodnot uréenych metodou MT-GP byla opét ovérena skrze shodu rozdéleni
nadprahovych hodnot a modelového GP rozdéleni pomoci testu dobré shody. Pro prahy
urcené skérovou statistikou (3.16) se shoda empirického a modelového rozdéleni ukazala
jako dobra, pricemz zadny z pouzitych testu dobré shody vhodnost GP rozdéleni ne-
zamitl na hladiné vyznamnosti o = 0,05. V piipadé prahu uréenych pouzitim statistiky
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Obrazek 4.12: Vybrané prubéhy p-hodnot pii testovani vhodnosti prahu pomoci poméru
vérohodnosti (3.17) pfi ruznych drovnich diskretizace m = 12,20 a 40. Horizontéln{ prerusovana
¢ara vyznacuje hladinu vyznamnosti a = 0, 05.

(3.17) se ukézaly nékteré prahové hodnoty jako méné vhodné. Z popsanych vysledku
se toto zejména tyka kratkych dob trvani desté do 20 minut pro stanici Brno-Jundrov
a dob trvani desté v rozmezi 30-60 minut pro stanici Brno-Tufany. Vyhodou adaptivniho
piistupu MT-GP je vSak predevsim schopnost automatizovaného vybéru prahu. Z tohoto
duvodu budeme namisto upravy vybranych prahovych hodnot predpokladat jejich vhod-
nost ve vsech pripadech a soustiedime se dédle na vlastnosti odhadu parametru modelového
GP rozdéleni.

V poslednim ptipadé byl uvazovan semiparametricky POT model a optimalni pocet kg
hornich potadovych statistik byl uréen adaptivni technikou dvojitého bootstrapovani. Pro
ucely této analyzy byl vybran pristup studovany Draismou a kol. [45] zalozeny na momen-
tovém odhadu EV indexu (2.32). Na rozdil od postupu navrzeného napt. v [65] je zfejme
splnén nutny predpoklad z* > 0 a pfitom postup dle [45] neklade dalsi pozadavky na
piislusny parametr tvaru £. Bylo uvazovano nasledujici nastaveni vypocetniho schématu.
Pocet bootstrapovych vybéru byl stanoven B = 250, piicemz tato hodnota se dle lite-
ratury ukazuje jako dostacujici [48]. Délka bootstrapovych vybéru pfitom byla na do-
porucen{ studie [65] stanovena n; = |[n%%% | kde n je délka uvazované fady piiblizné
nezavislych srazkovych ihrnu. Rozsah ny je uréen bodem (5) dvojité bootstrapového al-
goritmu (str. 61). Dle bodu /(\7) byl postup algoritmu opakovan N = 1000 krat, pficemz

takto byly ziskdny odhady kg;,i = 1,..., N, hodnoty ko (viz obrdzek 4.13). Konecny
odhad kg byl stanoven obdobné jako v odstavci 4.2, tedy
ko = Igeidian 7-3\32

Optimalni pocet hornich potadovych statistik spolu s pocty nadprahovych hodnot
urcenych predeslymi ptistupy lze pro vybrané stanice nalézt v tabulce 4.5. Nabizi se tak
srovnani délek uvazovanych vybéru, které budou pouzity ke stanoveni odhadu parametru
POT modelu. Lze pozorovat, ze pouziti semiparametrického modelu vede k mensimu
poc¢tu nadprahovych hodnot pro dlouhou casovou fadu ze stanice Turany. Pfi srovnani
s metodou MT-GP jsou tyto rozdily nejmarkantnéjsi. V piipadé kratké casové rady ze
stanice Jundrov jsou rozdily méné vyrazné. Pti srovnani s grafickou volbou prahu je vidét,
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ze dvojité bootstrapova technika voli podobnou prahovou hodnotu pro rostouci trvani
deste.

120
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Obrazek 4.13: Histogram N = 1000 bootstrapovych odhadu % pro stanici Brno-Tufany pfi

trvani desté 30 minut.

Poté, co byly pro vSechny datové soubory urcéeny optimalni ¢asti vhodné k POT
analyze, byly odhadnuty parametry ptislusnych POT modelu. Pro hodnoty prahu wug
urcené grafickymi technikami a metodou MT-GP byly parametry limitntho GP rozdéleni
odhadnuty MV metodou, zatimco v pripadé semiparametrického modelu byly pro dané
ko parametry odhadnuty pomoci momentovych odhadu (2.32) a (2.42). Na obrazku 4.14
jsou ukazany prubéhy MV a momentovych odhadu parametru GP rozdéleni pro stanici
Turany pii ruznych volbach hodnot wu, resp. k, véetné vybranych optimélnich hodnot.
Lze zde velmi dobfe pozorovat vlastnosti odhadu parametru, konkrétné jejich rostouci
vychyleni pro rostouci pocet nadprahovych hodnot (tj. klesajici prah) a zna¢nou variabi-
litu pro maly pocet nadprahovych hodnot.
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Obrazek 4.14: Prubéh MV (¢arkované) a momentového odhadu (Mom, tuéné) parametru GP
rozdéleni s vyznacenymi optimélnimi hodnotami ziskanymi grafickou analyzou, metodou MT-
GP a semiparametrickou dvojité boootstrapovou technikou pro stanici Brno-Tufany, doba trvani
desté 30 minut.
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Na obrazku 4.15 jsou pak znézornény odhady parametru tvaru & a métitka o, pro
vSechna uvazovand trvani desté pro stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov. Parametry
zde byly urceny jednak momentovymi odhady pii volbé ko dle tabulky 4.5 a dale MV
metodou pii volbach prahovych hodnot uréenych grafickymi metodami, pricemz jsou zob-
razeny také odhady smérodatnych odchylek ziskané na zakladé asymptotické normality
odhadu. V prvni fadé lze pozorovat, jak bylo ostatné ocekavano, ze v piipadé kratké
pozorované fady ze stanice Brno-Jundrov jsou odhady parametru zatizeny vétsi variabili-
tou nez v pifpadé stanice Brno-Tufany. Sifka pifslusnych asymptotickych 95 % intervali
spolehlivosti se pak lisi témér o jeden fad. Podobné chovani bylo pozorovano i pro ¢asové
fady z ostatnich stanic v regionu. Obdobné jsou na obrazku 4.16 porovnany momentové
odhady s MV odhady pfti volbach prahu urcenych adaptivnim piistupem MT-GP - viz ta-
bulka 4.4. Protoze prahové hodnoty uréené metodou MT-GP jsou ve vétsiné pripadu nizsi
nez prahy odectené grafickymi technikami, jsou MV odhady parametru na obrazku 4.16
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(¢) Brno-Jundrov, parametr tvaru. (d) Brno-Jundrov, parametr méritka.

Obrazek 4.15: Parametry tvaru a méfitka ziskané semiparametrickymi momentovymi odhady
(Mom) a MV metodou pfi volbé prahu pomoci grafickych piistupu pro stanice Brno-Tufany
a Brno-Jundrov. Smérodatné odchylky byly ziskany na zdkladé asymptotické normality. Hori-
zontalni osa je zobrazena v logaritmickém méfitku.
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zatizeny men§i variabilitou. Na druhé strané je vidét zjevna rozdilnost bodovych odhadu
sledovanych parametru v porovnani s MV odhady s prahem uréenym grafickymi techni-
kami. Toto se tyka predevsim pripadu, kdy byla k urceni prahu pouzita skérova testovaci
statistika. Teoretické aspekty by mély vést k zavérum, ze pii vyssi hodnoté prahu dochazi
k mensimu vychyleni bodovych odhadu, avSsak vzhledem ke zna¢né variabilité odhadu
(predevsim pro kratké casové fady) neni mozné takové zdvéry jasné stanovit.

Pti porovnani s momentovymi odhady jsou MV odhady s graficky urc¢enym prahem
zatizeny mensi variabilitou pro delsi ¢asové fady. Pro kratkou fadu Brno-Jundrov pak
dochazi u MV odhadu k nérustu variability (viz tabulka 4.6), a proto se v téchto pfipadech
jevi semiparametrické odhady jako vhodnéjsi. Na druhou stranu vyzaduje dvojité boot-
strapova metoda odhadu kqy znacné vypocetni kapacity. Obdobné vysledky se ukazuji i pro
MYV odhady pfti prazich uréenych metodou MT-GP.
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(¢) Brno-Jundrov, parametr tvaru. (d) Brno-Jundrov, parametr méfitka.

Obrazek 4.16: Parametry tvaru a méfitka ziskané semiparametrickymi momentovymi odhady
(Mom) a MV metodou pii volbé prahu pomoci ptistupu MT-GP pii pouziti testovacich statis-
tik LM a LR pro stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov. Smérodatné odchylky byly ziskany na
zakladé asymptotické normality. Horizontédlni osa je zobrazena v logaritmickém méritku.
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Tabulka 4.6: Pomér asymptotickych smérodatnych odchylek (Mom/MV) odhadu parametra
tvaru a méfitka ziskanych MV metodou p#i volbé prahu grafickymi technikami a semiparame-
trickymi momentovymi odhady (Mom). Uvedeny jsou vysledky pro stanice Brno-Tufany (BT)
a Brno-Jundrov (BJ).

Pomér sm.

odchylek 5 10 15 20 30 45 60 90 120 180 240 360
(Mom/MYV)

param. BT 145 149 131 133 116 1,60 1,61 1,16 102 131 1,18 1,24
tvaru BJ 128 136 115 1,16 1,03 099 099 101 1,01 100 0091 0,95

param. BT 133 167 138 138 135 211 1,95 1,15 097 1,18 1,17 1,18
meétitka gy 109 159 149 150 1,12 1,22 1,05 099 087 091 096 0,81

Na obrazku 4.17 jsou ukazany poméry odhadnutych parametru tvaru a méfitka pro
vSechny studované stanice. Zde se jedna opét o momentové odhady a MV odhady obdrzené
na zakladé volby prahu dle grafickych ptistupu. Pro stanice lokalizované v jihozapadni
¢asti regionu (JeviSovice a Znojmo-Kuchafovice) lze pozorovat vyznaéné odchylky obou
odhadu. Tento fakt lze vsak predevsim prisuzovat skutecnosti, ze prislusné hodnoty pa-
rametru se pohybuji blizko nule, coz ziejmé odpovida povaze tohoto subregionu.
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Obrazek 4.17: Podily odhadu (MV/Mom) parametru tvaru (vlevo) a métitka (vpravo) ziskanych
MYV metodou pii volbé prahu grafickymi technikami a semiparametrickymi momentovymi od-
hady. Zobrazeny jsou stanice Brno-Tufany (BT), Brno-Jundrov (BJ), Brno-Zaboviesky (BZ),
Jevisovice (J), Vyskov (V) a Znojmo-Kuchatovice (ZK).

V posledni dobé se fada autoru zamérovala na nékteré neparametrické metody odhadu,
napiiklad na metodu pravdépodobnostné vazenych momentu (PVM,[29, 30, 30, 75]) ¢i
metodu L-momentu [12, 74]. Srovnani predeslé MV metody s metodou PVM bylo detailné
provedeno v préci [1], kterd také ukazala, ze pro studované datové soubory vedou oba tyto
pristupy k velmi podobnym odhadum parametru modelového GP rozdéleni.
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Odhady IDF kiivek

Dale prikro¢ime k odhadum navratovych urovni, konkrétné k odhadum IDF kiivek. Nej-
prve byly ze vyvzorkovanych nezavislych srazkovych thrnu uréeny srazkové intenzity
jako podil srazkovych dhrnu a pfislusné doby trvani desté. IDF kiivky zobrazuji pro
pozadovanou frekvenci vyskytu pifslusné periodé navratu r zavislost intenzity destovych
srazek na trvani desté. Pro praktické pouziti byva zvykem urcit IDF kiivky pro N-letou
frekvenci, pricemz sledovana intenzita se pii daném trvani desté objevi v pruméru jednou
za N let. V kontextu POT modelu je tedy perioda ndvratu r urcena jako r = Nn,, kde
n, je prumérny pocet pozorovani za jeden rok (viz odstavec 2.1).

Pro snadnéjsi orientaci byvaji ziskané srazkové intenzity prolozeny kiivkou za pouziti
nelinearni regrese. Bézné se voli regresni kiivka v nasledujicim tvaru

1t =—2
(14 Bat)™
jejiz pouziti dokladaji napt. publikace [80, 108]. I(t) zde oznacuje odhadnutou intenzitu, ¢
dobu trvani desté a (1, B2, 83 jsou regresni koeficienty. Meziregionalni srovnani IDF kiivek
pro celou studovanou oblast Jihomoravského kraje jiz bylo provedeno v praci [57]. Zde
se zamérime predevsim na srovnani ruznych metodik odhadu pro jednotlivé casové fady
a na rozdily mezi jednotlivymi stanicemi tak v nasem piipadé nebude nutné brat zietel.
Na obrazku 4.18 jsou zobrazeny odhady IDF kiivek pro vybrané stanice Turany a Jun-
drov ziskané MV metodou pfi grafické volbé prahové hodnoty. Intervaly spolehlivosti byly
urceny na zakladé asymptotickych vlastnosti MV odhadu pomoci delta metody. Prirozené
lze pozorovat rostouci sitku intervalu pro rostouci hodnotu N. Viditelna je i vétsi varia-
bilita pro kratkou ¢asovou fadu ze stanice Jundrov.
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Obrazek 4.18: N-leté ndvratové trovné ziskané MV metodou pii grafické volbé prahové hod-
noty. IDF kiivky byly ziskdny prolozenim pomoci regresni kiivky (plnd ¢éra), 95% intervaly
spolehlivosti jsou vyznaceny prerusovanymi ¢arami. Osy jsou v logaritmickém meéfitku.

Na obrézku 4.19 jsou vizualizovany odhady IDF ktivek ziskané MV metodou pfi gra-
fické volbé prahu a semiparametrickymi momentovymi odhady, pricemz 95% intervaly
spolehlivosti byly opét ziskany delta metodou na zdkladé asymptotického rozdéleni. Pro
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stanici Tufany lze odhady z praktického hlediska povazovat za totozné. Rozdily mezi
obéma metodami jsou patrné pro kratkou casovou fadu ze stanice Jundrov, zejména pii
odhadech dlouhodobych navratovych trovni. Kiivky ziskané MV metodou vykazuji mensi
variabilitu pro kratsi doby trvani desté (do 60 minut), pro delsi trvani je pak variabilita
mensi pro momentové odhady, jak je dolozeno v tabulce 4.6. Podobna situace byla pozo-
rovana také u obdobné dlouhé ¢asové fady ze stanice Zaboviesky. V téchto situacich je
tak mozné semiparametrické metody doporucit. Pro dostatecné dlouhé pozorované rady
je vSak pouziti semiparametrického POT modelu nevhodné, nebot ani zna¢na vypocetni
naroc¢nost adaptivniho bootstrapového algoritmu nevede k vyraznému zpiesnéni odhadu
IDF kiivek.
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Obrazek 4.19: MV odhady pii grafické volbé prahu (¢arkované) a momentové odhady (plné)
IDF kiivek pro stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov a N-leté navratové drovné. 95% intervaly
spolehlivosti nebyly regresni kfivkou prolozeny. Osy jsou v logaritmickém méritku.

Dale je zobrazeno srovnani odhadu IDF kfivek ziskanych semiparametrickou metodou
a MV metodou pii volbé prahu pomoci pristupu MT-GP. P#i pohledu na obréazek 4.20 je
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patrné, ze jednotlivé odhady se znacné lisi bez ohledu na délku ¢asové rady a hodnotu
N. Pro ¢asovou fadu ze stanice Tufany se navratové trovneé lisi predevsim pro delsi doby
trvani desté, variabilita je zde vesmés podobna. Pro stanici Jundrov je vidét extrémni
narust variability MV odhadu IDF kiivek pro 100leté navratové trovné. Volba prahu
pomoci metody MT-GP ma za nasledek velké vychyleni ktivek oproti semiparametrickému
odhadu a MV odhady se zde ukazuji jako prakticky nepouzitelné kvuli extrémni Sitce
piislusnych intervalu spolehlivosti. Na druhou stranu pro dlouhé doby trvani desté (240
a 360 minut) se MV odhady pro stanici Jundrov ukazuji jako presnéjsi.
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Obrazek 4.20: MV odhady pii volbé prahu pomoci MT-GP metody (LM c¢arkované, LR
teckované) a momentové odhady (plné) IDF kiivek pro stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov
a N-leté ndvratové tirovné. 95% intervaly spolehlivosti nebyly regresn{ kiivkou prolozeny. Osy
jsou v logaritmickém meétitku.

Dalsi metody k odhadum IDF kiivek lze nalézt napt. v préaci [1]. Zde byly kiivky od-
hadnuty pomoci neparametrické PVM metody, ktera byla studovana v kombinaci s volbou
prahové hodnoty grafickymi technikami. Jak jiz bylo zminéno v ¢asti vénované odhadum
parametru, PVM metoda pro diskutovana srazkova data vede k vysledkum, které jsou
srovnatelné s odhady pomoci MV metody pii obdobné volbé prahu. Z tohoto duvodu zde
predeslané vysledky podrobnéji neuvadime.
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Teorie extrémnich hodnot pro
stacionarni procesy

5.1. Rozdéleni extrémnich hodnot

Dosud piedstavené metody statistického vyhodnoceni extrémnich hodnot byly zalozeny
na predpokladu nezavislosti jednotlivych nahodnych velicin. Vzajemna nezavislost vsak
predstavuje v mnoha praktickych situacich zcela nerealisticky pozadavek a byva tak nutné
pouzit dodatecné techniky vzorkovani, jak byly predstaveny napi. v odstavci 4.1. Pro zo-
becnéni EV teorie pro piipad zavislych nahodnych veli¢in je tfeba se omezit na nékteré
specialni piipady pritomné zavislosti. Vzhledem k povaze typickych aplika¢nich problému,
kdy pozorovani vystupuji vétsinou ve formé casovych tad, je vyhodné se soustiedit na
pripad nahrazeni uvazovaného ndhodného vybéru néjakou (striktné) stacionarni radou.
Jedna se tak o prirozené zobecnéni dosud predstavené EV teorie. Pfedpoklad striktni staci-
onarity, ktery je vice realistickym predpokladem pro mnoho fyzikalnich procesu, zarucuje
pro libovolné indexy i,j (i < j) a ¢islo m € N, ze sdruzené rozdéleni ndhodnych vek-
tortt (Xi,...,X;) a (Xigm, ..., Xjtm) je totozné. Tato situace pak odpovidd ndhodnym
veli¢inam, jez mohou byt vzajemné zavislé, avsak jejichz vlastnosti jsou v case homogenni.
Protoze jinymi nez striktné staciondrnimi fadami se nize zabyvat nebudeme, budeme tyto
oznacovat oznacovat jednoduse jako staciondrni® (vice napi. viz [15]).

Omezeni ve formé stacionarity se ukazuje jako prilis obecné k tomu, aby umoznilo
smysluplné rozvinuti EV teorie. Je nutné pridat pozadavek na omezeni pritomné zavislosti
tak, aby zavislost mezi velicinami X;, X; byla pro rostouci vzdalenost |i — j| néjakym
zpusobem limitovana. Obecné je podminka tohoto typu v literatufe oznaCovana jako
podminka silného mizingu (zkrdcené SM podminka z angl. strong mixing; vice viz napf.
[93], fada podminek na omezeni zavislosti je shrnuta v [23]). Nejjednodussim piipadem je
tzv. m-zdvislost, kdy X; a X; jsou pro |i—j| > m skutecné nezavislé. Vzhledem k feSenym
aplika¢nim problémum vsak obecné SM podminka neptedstavuje zadnd vyznamna ome-
zeni. Ukazkou mohou byt napi. analyzovana srazkova data z kapitoly 4, kdy casove
vzdélend pozorovani jsou bud skuteéné nezdvisla, nebo je zavislost pfitomna v tak malé
mite, ze z praktického hlediska na ni neni tfeba brat ohled. V literatute je vSak nejbéznéji
uvazovana nasledujici Leadbetterova D(u,) podminka.

1 V' anglick sané literature by'vé l’lékdy ojmem stationar series oznac¢ovana pravé striktné sta-
cionarni fada.
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DEFINICE 5.1. Rekneme, ze staciondrni fada X, . . ., X, spliuje D(uy,,) podminku, jestlize
pro vSechny indexy 1 <i; < -+ <1, < j1 < -+ < j; < n takové, ze j; — i, > [, plati

1P (Xi, € tny oo, Xy Sty Xy S Uy, X, S ) —
—P(Xi, < tupy.., Xy, S ) P (X, Sy, X5,)| < a(nl), (5.1)

kde a(n,l,) — 0 pro néjakou posloupnost l,,, pro kterou l,,/n — 0 pii n — oo.

Pro nezdvislé ndhodné veli¢iny je a(n, () identicky nulova funkce. Na rozdil od obecné
SM podminky, D(u,) podminka musi byt splnéna jen pro urcité hodnoty prahu u, a je
tak ponékud slabsim pozadavkem. Typicky budeme vyzadovat, aby prah w, néjakym
zpusobem rostl spolu s rostoucim rozsahem n. Uvedena podminka zarucuje, ze ndhodné
jevy [X; > u,] a [X; > u,] jsou piiblizné nezavislé za predpokladu, Ze préh u, je vhodné
vysoky a vzdalenost mezi indexy i a j je dostatecna, neboli pri velkém casovém rozmezi
jsou extrémni pozorovani blizka nezavislym realizacim. Dale stanovime tvrzeni obdobné
Zakladni vété teorie extrémnich hodnot, kterda byla predstavena v kapitole 1. Tvrzeni
uvedend v nasledujicim odstavci budou uvedena bez dukazu, pricemz pro jejich provedeni
bude odkazano na citovanou literaturu.

VETA 5.2. [93] Necht Xi,..., X, je staciondrni fada a M, = max{Xy,...,X,}. Pokud
existuji takové konstanty a,, > 0,0, tak, ze

lim P (Mn—_bn < 1’) = G(z),
n—00 A,

kde G(z) je nedegenerovand distribu¢ni funkce, a pokud je déle splnéna D(u,) podminka
pro u, = a,x + b, pro kazdé x € R takové, ze G(x) > 0, pak G(z) je distribuéni funkeci
GEV rozdéleni.

Predchozi tvrzeni udava, ze vybérova maxima stacionarni fady se Tidi stejnymi li-
mitnimi zakony jako tomu bylo pro nezavislé ndhodné veliciny, ackoliv limitni GEV
rozdéleni se muze lisit. V nasledujicim odstavci budeme mimo stacionarni fady X, Xo, .. .,
X, ¢asto uvazovat tzv. pridruzeny nahodny vyber Xy, X5, ..., X, tj. ndhodny vybér se
stejnym (jednorozmérnym) margindlnim rozdélenim jako ma puvodni staciondrni fada.
Nasledujici véta popisuje vztah mezi limitnimi rozdélenimi vybérovych maxim staciondrni
fady a k ni pridruzeného ndhodného vybéru.

VETA 5.3. [93] Necht Xi,..., X, je staciondrni fada a X7,..., X je k ni pfidruzeny

ndhodny vybér. Oznatme piislusnd vybérovd maxima M, = max{Xy,...,X,}, M} =
max{X7,..., X }. Pokud existuji takové konstanty a,, > 0, b,, ze
MY — b,
lim P (”— < 1’) = G(x), (5.2)
n—00 any,

kde G(z) je nedegenerovand distribu¢ni funkce, a pokud je déle splnéna D(u,) podminka
pro u, = a,z + b, pro kazdé z takové, ze G(x) > 0, potom

lim P (M”—_b” < 1’) — Gol), (5.3)

n—00 Qp,

kde Gg(x) je opét nedegenerovand distribuén{ funkce. Navic platf Go(x) = [G(2)]?, kde
6 €(0,1).
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Z predchazejiciho tvrzeni tedy plyne, ze zatimco limitnim rozdélenim vybérovych ma-
xim nezavislych veli¢in je GEV(p,0,€) rozdéleni s distribuéni funkei G(z), vybérova ma-
xima stacionarni fady konverguji v distribuci k GEV(pug,09,6) rozdéleni s distribuéni
funkef Gy(z) = [G(2)]’. Pro & # 0 mezi parametry obou rozdéleni plati nasledujici vztahy

o

Mo = H é— (1 - 96) , 09 = 0-967 59 = 57 (54)

pro £ =0 jepak pup = pu+olnb, o9 =o.

Parametr 6 se nazyva extremdlni indexr a vyjadiuje miru kratkodobé zavislosti na
extrémnich drovnich. Pro posloupnost nezavislych veli¢in je ziejmé 6 = 1, opacna impli-
kace ovsem neplati [93]. Piipad # = 0 nebudeme dile uvazovat, protoze je do jisté miry
patologicky. Jak ovsem dokldda prace [43], neni tento pripad nemozny.

Vliv néjaké kratkodobé zavislosti (napft. spliujici D(u,) podminku) lze v realizacich
staciondrnich fad pozorovat ve formé shlukovan{ méfeni na extrémnich drovnich. Cim
vetsi je mira této zavislosti, tim veétsi shluky se vytvari. Na obrazku 5.1 jsou ilustra-
tivné znazornény realizace procesu klouzavych maxim [18] popsaného nize v odstavci 6.1.
Protoze pritomnost kratkodobé zavislosti vede k zavedeni parametru 6 (viz (5.3)), zfejme
tak existuje vazba mezi extremalnim indexem a shlukovanim extrémnich hodnot.

15 T T T T
w7 10} . 3 .
n o0
]
Q
=
Q-‘ 57 oo 7
0 ..I Py o‘ N o.. Y V V T...,...'.T’ oo..oo....'.o | .oo....
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Index ¢
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b 101 R .
0 L]
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Q o o .
8 A o o
A 5P AN . .
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Index ¢

Obrazek 5.1: Realizace procesu klouzavych maxim pro ruzna nastaveni parametru (viz odstavec
6.1). Nizsi hodnota 6 vede k vétsi velikosti shluku extrémnich hodnot.

Extremalni index je mozné interpretovat nékolika zpusoby, nejcastéji je uvazovan
nasledujici vyklad dle [93]. Méjme staciondrni fadu X7, . .., X, kterou rozdélime do bloku
délky r,, r, = o(n). Shlukem extrémnich hodnot se rozumi mnozina vsech prekroceni
néjakého vysokého prahu w, v daném bloku za predpokladu, ze takové prekroceni na-
stalo. Oznacme pro j =1,...,7,

i=1
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pravdépodobnost, ze v jednom bloku nastane j ptekroceni prahu wu,. Pak, za urc¢itych
podminek konvergence rozdéleni 7, [77], 1ze ukazat, ze

07t = lim Zl jma(j) = lim B [21 1ix,5un | M, > un] : (5.6)
Jj= i=
Podle (5.6) tedy 6~ piedstavuje limitn{ stfedn{ hodnotu velikosti shluku. Jind interpretace
byla odvozena O’Brienem [104] v nésledujicim tvaru
f = lim P(Xg < Uy Xy, S up

n—oo

X1 > Un>, (5.7)

tudiz 6 predstavuje pravdépodobnost, ze prekroceni prahu wu, bude nasledovano pozo-
rovanimi pod timto prahem.

V praktickych situacich, kdy jsou k dispozici pozorovani néjaké stacionarni fady, neni
mozné piimé uziti teorie pro nezavislé veliciny. Obecné je mozno postupovat dvéma
zpusoby, a sice (i) extremdlni index néjak vhodné odhadnout nebo (i) pouzit néjaké
filtracni schéma, které by vliv 8 eliminovalo.

Druhé zmiriované je v literatufe oznacovéano jako declusterovani (z angl. declustering),

neboli ,,odshlukovani®. Cilem declusterovacich technik je z puvodni stacionarni fady vy-
brat pozorovani, kterd muzeme povazovat za priblizné nezavisla, pricemz pro tyto je mozné
pouzit standardni metody z kapitoly 2. V praxi jsou pouzivany dvé metody decluste-
rovani, které byly diskutovany v odstavci 4.1. V literature jsou tyto techniky oznacovany
jako blocks declustering [121, 33] a runs declustering [50, 18]. V prvni z nich je dand
fada rozdélena na bloky, pficemz vSechna prekroc¢eni daného prahu ve stejném bloku jsou
chapéna jako jeden shluk (dle (5.6)). Predpokldda se pak vzdjemnd nezavislost ruznych
shluku. Pti pouziti runs declusterovani se nejprve stanovi hodnota runs parametru [ € N
a pro danou prahovou hodnotu u se dva shluky chapou jako nezavislé, pokud jsou oddéleny
alespon [ po sobé nasledujicimi podprahovymi hodnotami. Typicky pak z kazdého shluku
vybirame jen nejvyssi pozorovanou hodnotu. Pouziti declusterovacich technik méa ovsem
za nasledek (¢asto vyznamnou) redukei puvodni pozorované fady. Navic v obou piipadech
je volba pomocnych parametru provadéna pomoci ruznych explorativnich technik a je tak
zatizena zna¢nou mirou subjektivity.
__Jako lepsi se tak jevi odhadnout extremalni index pomoci néjakého vhodného odhadu
. Protoze limitnim rozdélenim vybérovych maxim stacionarni fady je GEV rozdéleni
(5.3), 1ze k analyze pouzit standardni metody bez ohledu na zavislost. Odhady parametru
¢i parametrickych funkei se poté koriguji dle ziskaného odhadu 6. Vyhodou toho postupu
je moznost vyuziti vSech dostupnych pozorovani, coz muze vyznamné snizit variabilitu
odhadu parametru modelového rozdélen.

Obé zminované techniky declusterovani byly softwarové implementovany do prostredi
Matlab a pro blocks i runs declusterovani lze tak pouzit prilozenou funkci decluster.m.
Popis uvedené funkce je uveden v dodatku D, detaily ohledné vstupnich ¢i vystupnich
parametru lze nalézt piimo ve zdrojovém kédu. Nastavenim parametru funkce je uzivateli
dédna moznost zvolit mezi piistupy k declusterovani; déale je nutné zadat bud velikost
bloku, nebo velikost runs parametru a zvolenou prahovou hodnotu. Casteéné byly techniky
declusterovani také implementovany i do softwaru EVDest (zde jen formou runs decluste-
rovéani, viz dodatek C). EVDest umoznuje analyzu extrémnich hodnot stacionarnich fad
v rozsahu, ktery je predstaven v této kapitole.
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5.2. Metody odhadu extremalniho indexu

Jednoduchy odhad extreméalniho indexu lze zavést jako prumérnou velikost shluku, tj. ve
tvaru

C(u)
N(u)’
kde C(u) oznacuje pocet shluku a N(u) znali pocet pozorovani nad prahem wu,. V li-
teratufe se objevuji ruzné pristupy k identifikaci shluku. Dle (5.6) se dand staciondrni
fada Xy,..., X, rozdéli na m bloku délky r (mr & n), pficemz pocet shluku je odhadnut
jako pocet bloku, v nichz alespon jedno pozorovani prekro¢i dany prah u. Takto zavedeny
odhad extremalniho indexu je oznacovan jako blokovy odhad. Ze vztahu (5.7) vychézi
jiny odhad poc¢tu shluku. Pii dané hodnoté runs parametru [ € N a prahu u uvazujeme
dva shluky jako ruzné, pokud jsou oddéleny alespon [ po sobé jdoucimi podprahovymi
pozorovanimi, tj.

= (5.8)

n—l
C(u) = Z 1[Xi>u](1 - 1[Xi+1>u]> cee (1 - 1[Xi+l>u]>‘
i=1

Tento odhad 6 je oznacovan jako runs odhad. Obé hodnoty C(u), N(u) jsou vSak silné
zavislé na hodnoté u, coz spolu s nejasnou volbou prahu vede ¢asto k velkému vychyleni
odhadu 6. Detailni srovnani blokového a runs odhadu je provedeno napf. v praci [121],
diskuzi optimalnich hodnot parametru [, m lze nalézt v [103]. V posledni dobé se objevuji
nové variace téchto odhadu, napt. dvojprahovy runs odhad [92], ktery se snazi redukovat
dulezitost vhodné volby prahu. Tento je vsak pomérné vypocetné narocny a stale mélo
robustni oproti jinym odhadum diskutovanym nize.

Odhad podle Gomes

Jiny pristup navrhla ve své praci Gomes [60], jejiz odhad é\G parametru 6 vychazi ze
vztahu (5.2) a (5.3). Protoze piitomnost kratkodobé zavislosti (5.1) se v limitnim GEV
rozdéleni vybérovych maxim projevuje pouze zavedenim extremalniho indexu, 1ze 6 ziskat
porovnanim dané stacionarni fady Xi,..., X, a jejiho pridruzeného nahodného vybéru
X5, ..o, X5

Vyjdeme z metody blokovych maxim predstavené v odstavci 2.1. Stacionarni fadu
Xi,..., X, rozdélime do m bloku délky k tak, aby mk ~ n. Oznac¢me M, 1, ..., M, ,, resp.
My, ..., M, blokovd maxima dané stacionarni rady, resp. néjakého k ni pridruzeného
nahodného vybéru. Dle metody blokovych maxim lze piimo ziskat MV odhady fig, 7, 29
parametru piislusného GEV (ug, 09, &) rozdéleni, jakozto modelového rozdéleni veli¢in
M,,. Déle se zabyvejme odhady parametra GEV(p, o, ) rozdéleni pridruzeného ndhodného
vybéru. Gomes uvazovala takovy pridruzeny nahodny vybér X7, ..., X ktery vznikne
nahodnym prerovnanim puvodni stacionarni fady. Takto ziskany nahodny vybér slouzi
jako aproximace fady, kterda ma stejné marginalni rozdéleni jako Xj,...,X,, pricemz
metodou blokovych maxim lze pomoci piislusnych blokovych maxim My, ..., M}, urcit
MV odhady ﬁ,/a\,g parametru p, o, . Simulacni studie [5] ukazuje, Ze pocet prerovnani
puvodni stacionarni fady mé jen nepatrny vliv na odhad extremélniho indexu za predpo-
kladu, ze rozsah tady n je dostatecny a délka bloku k je uvazovana v rozumnych rozpétich
(dale viz odstavec 6.1).

93
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S vyuzitim vztahu (5.4) zavedla Gomes [60] odhad O extremalniho indexu ve tvaru
=\ ~1/¢
~ o
9 - = 5 5.9
- o

(5.10)

kde

oznacuje sdruzeny odhad EV indexu &. R

Odhad rozptylu odhadu extremalniho indexu 6 uréime pomoci delta metody [31].
Pro zjednoduseni oznac¢me dale w = (g, 09, g, i1, 0,€). Parametry GEV rozdéleni byly
odhadnuty pomoci metody blokovych maxim a bude proto vhodné vyuzit prislusnych
varian¢nich matic. Bud'te V; a V* varianéni matice MV odhadu (fig, 09, &) a (11,7, &)
(viz odstavec 2.2) a zavedme sdruzenou varianén{ matici V.= V(@) MV odhadu @, tj.

maticl ve tvaru
v o]
V= [ ’ .
Lo V]
Rozptyl var(é\g) je mozné odhadnout jako

var(6g) ~ VOL V Vg, (5.11)

kde z (5.9) méme

VéT_ aé\a 8@; aé\a 8@}; aé\a aé\a
G — alw?ao_e?agevauvao_vagv

~ ——1

= (Bsto ~ o)) 2, 66E ' [o,* ~ (0~ o) 2], 0,

~0(0 — 09) ' 1In ot b€ ' [(U —0g) 'InZ — 0'_1] ) 0)»
pricemz parametr w je nahrazen svym MV odhadem @.

Zabyvejme se nyni opét odhady vybranych parametrickych funkci, a sice odhadem
navratové trovné z, pifslugné periodé ndvratu r (tj. (1 — r~!) kvantilem modelového
rozdéleni). V névaznosti k declusterovani diskutovanému vyse se jevi odhadnuti extre-
malniho indexu vyhodné predevsim pro moznost zahrnuti do analyzy vsech pozorovani
nad zvolenym prahem. Z tohoto duvodu je smysluplné se soustiedit vyhradné na pouziti
prahového POT modelu. Piipomenme, ze vSechny techniky volby vhodné prahové hodnoty
lze pouzit bez rozdilu i v pripadé stacionarni rady, jak vyplyva z tvrzeni 5.2.

Uvazujme stacionarni tadu Xy, ..., X, spliujici podminky véty 5.2. Pro konecné a do-
statecné velké n muzeme platnost vztahu (5.3) chapat asymptoticky, tj. muzeme aproxi-

movat
P(M, <)~ G%x) ~ F"(z), (5.12)

kde F(x) je marginélni distribu¢ni funkce ndhodnych veli¢in Xy, ..., X,,. Parametry mé-
iftka a polohy neni nutné uvazovat, nebot jak bylo difve ukdzdno v odstavci vénovaném

94



5.2. METODY ODHADU EXTREMALN{HO INDEXU

metodé blokovych maxim, 1ze vztah (5.3) prevést na predchozi jednoduchou reparametri-
zaci. Soucasné, jak vyplyva z (2.5), pti pouziti POT modelu pro nezavislé veli¢iny muzeme
aproximovat

PX <z)~1—-X(1—H(z—u)), (5.13)

kde bylo v souladu s pfedchozim oznaceno A, := P(X > u) a H(z) je distribu¢ni funkce
GP rozdéleni. Pro dostatecné vysokou prahovou hodnotu u pravéa strana predchoziho
vztahu zastupuje ¢len F™(z) v (5.12). Kombinaci predchozich lze navratovou troven z,
obdrzet feSenim rovnosti

11— H(z —uw))' =177,
odtud tedy
u+ {{)\;1 [1 —(1- r‘l)e_l] L 1] , pro & #0,

u—i—auln{)\u [1—(1—1“_1)9_1] 1}, pro £ = 0.

| =

(5.14)

Zp =

Pro N-letou navratovou uroven opét polozime r = Nn,, kde n, je prumérny pocet po-
zorovan{ za jeden rok. Odhad ndvratové tirovné je mozné obdrzet nahrazenim parametri
POT modelu jejich odhady &,7,, A, tj. odhady ziskanymi pomoci vsech nadprahovych
hodnot. ~

Soustfedme se dale vyhradné na odhady ziskané MV metodou. Ozna¢me Vap (G, )
varianéni matici odhadit 7y, & (napt. viz [57]). Podle vysledku odstavce 2.2 muzeme
piiblizné uréit rozptyl var(Xy) ~ Au(1 — Ay )/n. Nechf V je varianén{ matice odhadit viech
parametru Xu, Ou, E, fc. Pro praktické tcely je vhodné uéinit predpoklad (viz [50]), ze b
neni korelovany s zadnym se zbyvajicich odhadu g,/a\u,/):u. V tom pripadé pak muzeme
varian¢éni matici V vyjadrit ve tvaru

Xo(1=X)/n 0 0
V= 0 Ver(Gw &) 0
0 0 var(é\g)

Odhad rozptylu statistiky z, ziskany delta metodou je pak mozné ve tvaru

var(z,) ~ VzI'VVz,,

kde pro £ # 0
0z, 0z 0z 0z
v _ (9 O Oz O ) _
vz = <8Au’80u’ ¢ ae’)

([ @ T @)
_% (%)_6 B1(1— B)In (1 - r_l)) ,

pricemz = 1 — (1 — 1), Uvedené parametry ¢, o, A, jsou v predchozim vztahu
nahrazeny jejich MV odhady a 6 je nahrazen odhadem 6.
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Odhad Ancony-Navarreteho a Tawna

Modifikace predchoziho odhadu podle Gomes byla navrzena Anconou-Navarretem
a Tawnem [13]. Namisto odhadu parametru (ug, 09, &) a (u,0,&) zvIdst navrhli autori
prace odhadnout vSechny parametry soucasné pomoci sdruzeného rozdéleni veli¢in M,, ;
a My, i =1,...,m. Blokovd maxima M, ,,..., M} . pridruzeného ndhodného vybéru
jsou pfitom uréena dle postupu navrzeného Gomes [60], tedy jednd se o maxima rady
vzniklé ndhodnym pfrerovnanim puvodni stacionarni rady.

Dle vztahu (5.4) lze parametry GEV(ug, 0y, &) rozdéleni popsat pomoci ¢tvetice
(n,0,€,0) a tudiz je nutné odhadnout jen tyto parametry. Pro odhad parametru napf.
pomoci MV metody je predevsim nutné, aby byl splnén pozadavek vzajemné nezavislosti
veli¢in

(M1, - Moy M

n17“‘7

My ), (5.15)

ktery zde zfejmé splnén neni. Autoii prace [13] vSak argumentuji asymptotickou ne-
vyznamnosti piitomné zavislosti a pro praktické tucely ji povazuji za zanedbatelnou.

MV odhady parametru (p,o,€,60) sdruzeného rozdéleni vektoru (M,a,..., Mpym,
M M ) jsou pak urceny maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce (pro

n17“‘7

£#0)

m

_ —-1/¢ m .
o o] () Bl
i=1

i=1

m 1/ m -
—m[lno +¢Ind) — Z|:O-+£O':;2 >] —(1—1—%)2111 {W} (5.16)
i=1

i=1

kde z;, resp. x}, pro ¢ = 1,...,m oznacuji pozorované hodnoty blokovych maxim M, ;,
resp. M, pro @ = 1,...,m. Uvedeny MV odhad extremalntho indexu budeme déle

oznacovat 6 4p.

Rozptyl odhadu parametru 6 (af uz odhadu é\g ¢l é\AT) je mozné urcit na zakladé
asymptotickych vlastnosti MV odhadu. Tyto zde kvuli rozsahu predkladané prace neu-
vadime, ale spolu s uvedenymi odhady extremélniho indexu jsou implementovany v soft-
waru Matlab ve funkci theta_GAT.m, ktera je prilozena v dodatku D této prace. Odvozeni
rozptylu odhadu Oar se provede pifmocare pomoci vybérové FIM jako j_l(ﬁ, o, E, é\AT)
podle (2.11). Odhad rozptylu odhadu é\AT se obdrzi delta metodou podle vztahu (5.11).
Funkce theta_GAT.m nabizi moznost ur¢it odhad é\g G, a7 pro zvolenou délku bloku (kvli
vypocetni stabilité je é\g urcen vzdy a pouzit pro inicializaci maximalizace vérohodnostni
funkce (5.16)). Detailnéjsi informace lze nalézt v dodatku D nebo piimo ve zdrojovém
kédu. Odhad podle Gomes byl navic také implementovan do softwaru EVDest (viz doda-
tek C), kde slouzi jako zakladni odhad shlukovani hodnot.

Dalsi odhady

V kratkosti shrime jesté nékteré, v posledni dobé rozvinuté, metody odhadu extremalniho
indexu 6. Ferro a Segers ve své praci [51] navrhli odhad zalozeny na asymptotickych
vlastnostech ¢asu mezi prekroc¢enimi dané prahové hodnoty. Uvazujme stacionarni radu
Xi,..., X, s margindlni distribuéni funkci F(x) a dostatetné vysoky prah u. Oznacme
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T'(u) ndhodnou velic¢inu, ktera v distribuci odpovida veli¢iné min{j > 1 : X,;1 > u} za
podminky X; > u. Tedy pro j > 1 mame

P(T(u)=j)=PXo<wu,...,X; <u,Xjp1 >ul| Xy >u).
Dle vysledku v préci [51] 1ze ukazat, ze za urc¢itych podminek regularity, plati pii v — z*
F(wT(u) S Tp, (5.17)

kde F := 1 — F a kde Ty je ndhodna veli¢ina odpovidajici smési rozdéleni

T9 i (1 — 9)80 + 9E9,

2vax=0a Ejje veli¢ina s ex-

pricemz ¢ oznacuje veli¢inu s degenerovanym rozdélenim
ponencialnim rozdélenim se sttedni hodnotou §71.

Tedy pii zméné méiftka ¢asi T'(u) mezi prekrocenimi prahu u pomoci F(u) mizeme
¢asy mezi velicinami ve stejném shluku extrémnich hodnot modelovat pomoci degenero-
vaného rozdéleni, zatimco ¢asy mezi jednotlivymi (nezavislymi) shluky modelovat pomoci
exponencialniho rozdéleni. Vyjdeme-li, pro néjaky dostatecné velky rozsah n, z aproximace
rozdéleni veliciny T'(u) pomoci vztahu (5.17), Ize hodnotu F(u) odhadnout z empirické
distribucni funkce jako podil poctu nadprahovych hodnot, tj. v souladu s predchozim
F(u) = M.

Autofi prace [51] navrhli momentovy odhad extremdlniho indexu vychazejici z aproxi-
mace vztahu (5.17). Uvedeny odhad je vSak silné zdvisly na prahové hodnoté, jejiz volba
stale patil mezi nedofesené problémy modelovani extrémnich hodnot. Navic, jak upo-
zornuje prace [123], aproximace veli¢iny 7'(u) pomoci vztahu (5.17) neni piilis vhodna,
nebot tato piredpoklddd, ze se ¢asy mezi prekrocenimi prahu v rdmci shluki (pfi zméné
métitka dle F(u)) limitné blizf nule. Pouziti subasymptotické aproximace pomoci (5.17)
tak vede k tomu, ze ¢asy uvniti shluku jsou modelovany jako malé, avsak z exponencidlniho
rozdéleni ziskané realizace. Prace [123] navrhuje ziskdni odhadu 6 pomoci asymptotického
rozdéleni veliciny S(u) = T(u) — 1 namisto T'(u), avsak tento postup vynucuje splnéni
celé tfady dalsich podminek, které je v praxi mozné ovérit jen s velkymi obtizemi.

2Degenerovanym rozdélenfm v bodé x = 0 rozumime rozdélen{ takové, pro které je F/(x) = 1 proz > 0
a F(z) =0 jinak.
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Statisticka analyza pomoci teorie
stacionarnich ¥ad

V této kapitole budou predstavené metody odhadu extremalniho indexu aplikovany na
realné datové soubory. Nejprve budou shrnuty vysledky autorem provedené simulaéni stu-
die [5] a déle, v ndvaznosti na odstavec 4.3, budou nabyté poznatky aplikovdany na méteni
srazkovych thrnu z jihomoravského regionu. Zde bude pozornost opét zaméfena zejména
na odhady IDF kiivek, pricemz duraz bude kladen na vhodnost pouziti vzorkovacich tech-
nik diskutovanych v kapitole 4. Zavérem bude predstavena autorova puvodni aplikace EV
teorie stacionarnich fad pro identifikaci odlehlych pozorovani ¢asovych tad.

6.1. Simulac¢ni studie pro porovnani vlastnosti odhadu
extremalniho indexu

Za ucelem porovnani vyse predstavenych odhadu extremalniho indexu 5@, é\AT byla pro-
vedena simulaéni studie [5]. Zde byly uvazovéany dva typy staciondrnich procesu (spliujici
D(u,) podminku) se zndmymi charakteristikami shluku extrémnich hodnot, pomoci nichz
byly generovdny nezavislé realizace. Pro takto ziskané staciondrni rady byl nasledné ex-
tremalni index odhadnut vyse uvedenymi odhady 0g a 647.

Meéjme posloupnost nezavislych nahodnych velicin Z;,7 = 1,2,..., se standardizo-
vanym Fréchetovym rozdélenim, tj. F'(z) = exp(—1/z) pro z > 0 (viz tabulka 1.1). Nej-
prve byl uvazovan max-autoregresni (maxAR) proces X1, Xy, ..., tedy proces ve tvaru

Xi = ma,x{aXi_l, (1 - Oé)ZZ‘}, 1= 2, 3, ceey (61)

kde 0 < a < 1 a X; = Z;. Jednoduse se odvodi, ze marginalni rozdéleni velicin X;,7 =
1,2,..., je opét standardizované Fréchetovo, ackoliv se jiz nejednd o vzajemné nezavislé
nahodné veli¢iny. Lze ukazat (napi. viz [18]), Ze extremdlni index maxAR procesu je
0 = 1— . Jako zobecnéni maxAR procesu byl uvazovén i proces klouzavych maxim (KM
proces), ktery lze zapsat ve tvaru

Xi = max {aJZ’H-J}? = 1,2, ey (62)

j:07~~~7p

kde koeficienty oy splituji g > 0, p > 0ac; > Oproj = 1,...,p—1, anavic Z?:o a; = 1.
Veliciny X1, Xo, ..., pak maji opét Fréchetovo rozdéleni, pificemz extremalni index KM
procesu je § = max;—o,_p{a;} [18].
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Oba diskutované odhady #, odhad podle Gomes i odhad Ancony-Navarreteho a Tawna,
jsou zalozeny na odhadech parametru rozdéleni blokovych maxim. Uvazovana délka bloku
k tak hraje zasadni roli pfi pouziti téchto odhadu. Prace [60, 13] predpokladaly vhodnou
délku bloku k = /n, kde n je rozsah stacionarni fady. Dana fada je tak rozdélena na
m = 4/n bloku, ¢imz je prakticky délce bloku a poc¢tu bloku pridélena stejnd vdha pii
odhadech 6. I pfes vliv hodnoty k£ na odhad extremalniho indexu se ukazuje [5], ze je-li
délka bloku zvolena v rozumném rozpéti (napi. mezi y/n/2 a 2y/n), hraje pocet prerovnani
puvodni fady pro ziskani pridruzeného nahodného vybéru jen malou roli. Z tohoto duvodu
je mozné vliv poc¢tu prerovnani zanedbat.

Pro ucely simulacni studie bylo generovano vzdy N = 1000 realizact stacionarni rady
(6.1), resp. (6.2), rozsahu n = 10000 pfi hodnotach 6 = 0,1;0,2;...;0,9. Odhady g, Oar
byly pak ziskany pro ruzné hodnoty délky bloku k. Na obrazku 6.1 jsou zobrazeny vysledky
simula¢ni studie - bodové odhady extremélniho indexu byly ziskdny prumérovanim N
nezavislych opakovani a z téchto byly odhadnuty i smérodatné odchylky.

Jak lze pozorovat na obrazku 6.1, odhad 6 je méné vychyleny v naprosté vétsiné
pripadu. Na druhou stranu, pro # — 0 ¢i € — 1 vychyleni 0g roste a 047 je zde vice
robustnim odhadem. Detailni vysledky pro délku bloku & = /n jsou shrnuty v tabulce 6.1.
Pro rostouci hodnotu & (pfi konstantnim rozsahu n) roste variabilita obou odhadt, nebot
kvili klesajicimu poctu bloku roste také variabilita odhadit parametri GEV rozdéleni.
Porovnanim vysledku v tabulce 6.1 a na obrdzku 6.1 je zfejmé, Ze variabilita odhadu 047
je vSeobecné mensi nez variabilita odhadu 5. Vzhledem k mensi citlivosti na vhodnou
délku bloku k lze vSak preferovat odhad podle Gomes.

Zaroven se z predstavené simulacni studie ukazuje, ze volba k, kterou ve své praci
[60] Gomes apriori uvazovala a ktera byla prevzata i v praci [13], je ¢asto nejvhodnéjsim
kompromisem mezi vychylenim a variabilitou. Toto plati pro oba simulované procesy pri
ruznych hodnotéach 6. Podobné vysledky byly ziskany i pti simulacich fad mensiho rozsahu,
jejichz vysledky podrobné neukazujeme.

Tabulka 6.1: Srovnani odhadu ag,é\ a7 pro délku bloku k = y/n = 100. Odhady byly ziskdny
jako prumér N = 1000 nezavislych opakovani, smérodatné odchylky jsou udény v zavorkach.

Extremalni 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
index 6

0094 0197 0301 0402 0503  0.608  0.700  0.806  0.902
(0.031) (0.041) (0.049) (0.055) (0.069) (0.073) (0.085) (0.090) (0.096)

maxAR
7 0.095 0.197 0.302 0.408 0.506 0.613 0.706 0.811 0.900
ar (0.024) (0.037) (0.045) (0.055) (0.064) (0.069) (0.077) (0.081) (0.077)
7 0.103 0.201 0.302 0.404 0.503 0.606 0.700 0.807 0.907
KM “ (0.037) (0.043) (0.047) (0.053) (0.065) (0.075) (0.081) (0.095) (0.100)
7 0.091 0.192 0.298 0.405 0.504 0.610 0.705 0.809 0.902
AT

(0.019)  (0.029) (0.038) (0.046) (0.057) (0.070) (0.076) (0.085) (0.079)
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Obrazek 6.1: Zivislost odhadl extremélniho indexu ag, ) 47 na délce bloku k pro staciondrni

fady rozsahu n = 10000 generované pomoci (6.1) a (6.2). Skutetnd hodnota 6 je vyznacCena
horizontélni ¢arou.

6.2. Analyza srazkovych c¢asovych rad

Piikroé¢me nyni k analyze datovych souborti méfenych destovych srdzek v jihomoravském
regionu, které byly predstaveny v kapitole 4. Protoze pozornost bude opét zamérena
predevsim na odhady IDF ktivek, byly z dostupnych casovych fad vyclenény srazkové
uhrny pro trvani desté odpovidajici dobé 5, 10, 15, 20, 30, 45, 60, 90, 120, 180, 240 a 360
minut, pro které je ddle mozné uréit intenzity desti jako mnozstvi srdzek za danou dobu
trvani. V odstavci 4.3, kde byl k analyze pouzit pristup POT zalozeny na nezavislych po-
zorovanich, byla s pouzitim dodateénych technik ze srazkovych tdhrnu vyclenéna méfent,
kterd bylo mozné povazovat za nezavisla. Namisto toho je mozné pro danou fadu odhad-
nout jeji extremalni index, pficemz nasledné lze pouzit pristup POT pro vSechna dostupna
pozorovani. Cilem tohoto odstavce je porovnani odhadu parametru GP rozdéleni a IDF
krivek ziskanych metodologii POT pro pfiblizné nezavislé pozorovani (ziskand uzitim me-
todologie [96]) a pro vSechna dostupna pozorovéani ve formé ¢asové rady.

Pro tucely nésleduji analyzy srazkovych méreni lze pouzit autorem implementované
funkce ems.m a intensity.m. Prvni z nich realizuje vzorkovani pfiblizné nezavislych
agregovanych pozorovani podle metodiky [96] a jejim uzitim lze ziskat fadu nezéavislych
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srazkovych uhrnu pro ruzné doby trvani desté. Druhd uvedena funkce pak umoznuje
z dané pozorované srazkové fady ziskat ¢asovou fadu disjunktné agregovanych srazek, tj.
¢asovou fadu srazkovych dhrnu za danou dobu trvani. Obé funkce jsou detailnéji popsany
v dodatku D.

Odhady parametri

K odhadu extremalniho indexu byl pouzit jak predstaveny odhad fg, tak odhad @7
Pro oba tyto odhady byla uvazovdna délka bloku odpovidajici v/n, kde n oznacuje délku
dostupné casové fady. Tato volba se dle vyse predstavené simulacni studie [5] ¢asto ukazuje
jako nejvyhodnéjsi kompromis mezi vychylenim a variabilitou odhadu. Pro dalsi ucely
bude nutné rozlisovat mezi parametry limitniho GP rozdéleni nadprahovych hodnot fady
nezavislych pozorovani (ozn. &, 0,,) a puvodni ¢asové fady (ozn. £y, 0,). Protoze na rozdil
od analyzy z odstavce 4.3 byla pro odhady parametru GP rozdéleni pouzita vSechna
dostupna pozorovani, bylo nutné pro vsechny datové soubory znovu urcit vhodné prahové
hodnoty. Zde byly pro jednoduchost pouzity grafické techniky urceni prahu popsané v 3.1.
Odhady v8ech parametru GP rozdéleni byly nésledné uréeny MV metodou.

Na obrazku 6.2 jsou zobrazeny odhady parametri &, oy, &g, 0,9 pro vybrané stanice
Brno-Tufany a Brno-Jundrov vcetné jejich smérodatnych odchylek ziskanych na zaklade
asymptotické normality. Rozdily v parametrech méfitka o,,0,9 plynou z relaci (2.6)
a (5.4) a nelze tak ocekavat jejich shodu. Na druhou stranu dle teoretickych poznatku
ma byt & = &. Vzhledem k velké variabilité odhadu pro fadu ze stanice Brno-Jundrov
je vzajemné vychyleni odhadu viditelné spise pro delsi dostupnou fadu ze stanice Brno-
Turany. Nejlépe lze situaci zhodnotit pro kratké trvani desté v dobé 5 a 10 minut. Tyto
odlisnosti mohou byt zptisobeny bud’ jinou volbou prahovych hodnot nebo metodologif
vzorkovani ptiblizné nezéavislych pozorovani [96]. Podrobnou analyzou bylo zjisténo, ze
puvodni volba prahové hodnoty vede jen k zanedbatelnému zlepseni shody odhadu a ma-
jorantni ¢ast vzajemného vychyleni tak lze prisuzovat ptistupu vzorkovani. Nabizi se tak
diskuze, zda je uvedend technika vzorkovani [96] opravdu vhodna a zda jsou destové
udalosti, predevsim pro kratké doby trvani desté, separovany dostatecné dlouhymi inter-
valy bezsrazkového obdobi.

Obréazek 6.3 detailné ukazuje odhady rozptylu odhadu parametru tvaru &, £ a méfitka
Ou, 0up pro diskutované stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov. Variabilita parametru tvaru
je vesmes srovnatelna bez ohledu na trvani desté a délku pozorované rady. Naopak vari-
abilita parametru meétitka o, odhadnutych na zékladé vsech dostupnych pozorovani je
vyrazné nizsi nez variabilita o,,.

Pro odhady extremalniho indexu a odhady jejich variability byla pouzita autorem vy-
tvorena funkce theta_GAT.m implementovana v prostiedi Matlab. Jak jiz bylo uvedeno,
délka bloku & byla pro odhady 6 uréena jako k = y/n, kde n je rozsah piislusného da-
tového souboru. Pro stanice s nejkratsi métenou ¢asovou rfadou, tj. Brno-Jundrov a Brno-
Zabovresky, se viak tato volba ukdzala jako nevhodnd. Pro kritkou dobu trvani deste
vede mala délka bloku k problémum s konvergenci MV metody. Navic 1ze ocekavat, ze
extremalni index se pii zméné doby trvani desté bude ménit dostatecné hladce. Zde se
proto volba bloku k& = /n ukédzala jako nevyhovujici a v téchto pifpadech musela byt
hodnota k adaptovana tak, aby pro kratké doby trvani desté bylo k vyssi. Vzhledem
k pozadavku hladkosti prubéhu extremélniho indexu byla pro jednotlivé doby trvani desté
5; 10;...;360 minut zvolena hodnota k = 2v/n;1,8y/n;1,6+/n;...;/n;/n;/n. Prubéh
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Obrazek 6.2: Parametry tvaru a méfitka ziskané MV metodou pro nezdvisld vzorkovand pozo-
rovani a vSechna (zavisld) pozorovéni. Smérodatné odchylky byly ziskdny na zdkladé asympto-
tické normality. Horizontalni osa je zobrazena v logaritmickém méfitku.

odhadu extremalniho indexu é\G a é\AT je zobrazen na obrazku 6.4. Jak bylo o¢ekavano,
roste hodnota 6 spolu s dobou trvani desté. Dochazi tedy k mensimu shlukovani extrémnich
hodnot a zavislost mezi jednotlivymi nadprahovymi pozorovanimi stdle vice klesa. Na
obrazku 6.4 jsou také zobrazeny odhady smeérodatnych odchylek odhadu extremalniho
indexu, pricemz tyto byly ziskany na zakladé asymptotické normality dle odstavce 5.2.

Odhady IDF kiivek

Odhady parametru GP rozdéleni a extremalniho indexu byly déle pouzity pro odhady
IDF kiivek. Obrazek 6.5 ukazuje odhady 5- a 100letych navratovych irovni pro jednot-
liva trvani desté pro stanice Brno-Tufany a Brno-Jundrov. Jsou zde ukazany navratové
urovné odhadnuté pomoci zavislych (tj. vSech) pozorovani ¢asové fady (ozn. ZP) a po-
moci priblizné nezévislych pozorovéani vzorkovanych metodikou [96] (ozn. NP). V piipadé
casové tady zde byl pouzit odhad extremalniho indexu podle Gomes. IDF kiivky byly
nasledné ziskdny prolozenim téchto navratovych drovni vhodnou regresni kiivkou (viz
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Obrazek 6.4: Odhady extremaélniho indexu ag,é\ AT a jejich smérodatné odchylky uréené pro
tasové fady srdzkovych thrnu podle trvani desté.

odstavec 4.3). Stejné tak byly prolozeny 95% intervaly spolehlivosti navratovych drovni
ziskanych z nezavislych pozorovani. Intervaly spolehlivosti obdrzené v piipadé pouziti
vsech pozorovani nebyly prolozeny z duvodu jednodussi orientace. R

Pii odhadu extremalniho indexu pomoci odhadu Ancony-Navarreteho a Tawna 67
byly ziskdny odhady navratovych drovni a jejich intervali spolehlivosti, které jsou velmi
podobné tém, kdy je pouzit odhad 6. Shoda je ziejmé z prubéhu obou odhadu na obrazku
6.4 a z tohoto duvodu zde vysledky podrobné neptedstavujeme.

Na prvni pohled je zfejmé, ze pouziti vSech dostupnych pozorovani vede k vyznamné
redukci variability odhadu ndvratovych trovni bez ohledu na délku mérené rady. Na
rozdil od nezavislych pozorovani v piipadé analyzy puvodnich ¢asovych fad vstupuje do
odhadu také variabilita odhadu extremélniho indexu. Vhodnéjsi odhady 6 by tak dale
mohly pfispét ke snizeni variability odhadu navratovych trovni.

Na druhou stranu je jasné vidét vzajemné vychyleni odhadu navratovych urovni. Ty-
picky se jedna o piipady odpovidajici dobé trvani desté mezi 5 a 45 minutami. Tyto
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neshody mohou byt opét v principu zptusobeny bud nepiesnosti odhadu 6 & chybou
nékterého modelu, zejména pak nevhodnosti vybéru priblizné nezavislych pozorovani me-
todikou [96]. Obrazek 6.4 vsak ukazuje, ze zejména pro kratka trvani desté je variabilita
odhadu extremélniho indexu velmi mala. Proto se jako pravdépodobnéjsi jevi nevhod-
nost metodiky [96]. Pfipomenme, Ze pomoci tohoto piistupu je casova fada rozdélena
na destové uddlosti. Jako nezdvislé uddlosti jsou pak vybrany ty, které jsou oddéleny
bezdestovym obdobim o délce alesponi min(60, ¢) minut, kde ¢ je sledované trvani desté.
Jedno z moznych doporuceni pii pouziti techniky [96] by tak mohla byt Gprava separa¢niho
kritéria, aby byly destové uddlosti oddéleny delsi periodou (jak vesmés na obrazku 6.5
ukazuje situace pro delsi trvani deste).
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Obrézek 6.5: MV odhady IDF kiivek pro rizné N-leté ndvratové drovné ziskané analyzou
nezavislych pozorovani (NP; plnd ¢ara) a zavislych pozorovani s odhadem 6 (ZP; ¢erchovand
cara). IDF kiivky byly proloZeny regresni kiivkou, 95% intervaly spolehlivosti byly prolozeny
jen pro piipad NP. Osy jsou v logaritmickém méritku.
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Pro 5leté navratové drovné je také patrné, ze na zakladé analyzy celé casové tady
dochazi k celkovému podhodnoceni odhadovanych IDF kiivek. Na druhou stranu jsou
tyto odhady, vyjma diskutovanych kratkych dob trvani desté, obsazené v 95% intervalech
spolehlivosti pro odhady ziskané pomoci nezavislych pozorovani a naopak. Zde je oteviena
cesta dalsfmu vyzkumu, nebof vhodnéj§i odhady extremalniho indexu by mohly dale
prispét ke zvyseni presnosti odhadu IDF kiivek.

6.3. Validace méreni ve formé casovych rad

V tomto odstavci popiSeme jiné praktické pouziti EV teorie stacionarnich fad. V envi-
ronmentalnich védach, ale také v jinych technickych a ekonomickych oblastech, se ¢asto
vyskytuje pozadavek validace ziskanych méreni ¢asovych fad. Typicky se jedna o nutnost
identifikace odlehlych pozorovani, jez nebyla zpusobena vlastni sledovanou veli¢inou. Tato
pozorovani mohou byt zapti¢inéna napi. chybami méricich pristroju ¢i jinymi vnéjsimi
vlivy. Analyza puvodni ¢asové fady pritom muze vést k nespravnym odhadum vlastnosti
puvodni sledované veli¢iny. Bézné sice byvaji ziskand pozorovani doprovazena také meta-
daty, kterd popisuji vybrané podminky méreni (zejména funkénost jednotlivych pristroju
a dale pozorovani nékterych doprovodnych veli¢in), presto je ale v praktickych situacich
¢asto nutné provést dodatecnou validaci na zakladé empirickych zkusenosti a konkrétnich
znalosti v daném oboru. Nékdy pak metadata nejsou dostupnd vubec. V tomto odstavci
bude proto pozornost zamérena na identifikaci odlehlych pozorovani v casovych tadach,
ktera chapeme jako fidce se vyskytujici extrémni jevy. Predstavena metoda validace pak
mize slouzit bud jako plné samostatnd automatickd technika, pifpadné jako technika po-
mocna, jejimz icelem je upozornit na ,podeziela métreni, o kterych je potteba rozhodnout
dodatecnym posouzenim.

Validaci dat za pouziti EV teorie neni v literature dosud vénovana velka pozornost.
Zakladni shrnuti metod identifikace odlehlych hodnot publikovanych do roku 2004 lze
nalézt v praci [73], uziti EV teorie se pak vénuji napiiklad publikace [113, 110, 26]. Témeér
vzdy se v8ak autori omezuji na pripady Gaussovskych procesu a predpokladaji obor atrak-
tivity v rdamci Gumbelovy tridy EV rozdéleni.

Nize navrzeny postup je zalozen na odhadech parametru GEV rozdéleni staciondrni
fady, které byly predstaveny v kapitole 5. Pii rozsahlych a dlouhotrvajicich méfrenich
sledované nahodné veli¢iny vétsinou neni splnén predpoklad stacionarity prislusné casové
fady. Zde se omezime na piipady, kdy je stacionarita porusena jen z duvodu nestacionarni
sttedni hodnoty fady, tj. pro Xi,..., X, mame m = my;,1 <t < n, kde m; := EX;. Je-
li k dispozici néjaka dodatecna informace o této sttedni hodnoté, je mozné odhadnout
jeji prubéh pomoci vybraného parametrického modelu napf. uzitim regresni analyzy. Ve
vétsiné piipadu je vSak tento prubéh neznamy nebo je jeho popis natolik komplikovany,
ze lze parametrické modely uzit jen se znacnymi omezenimi. Jako vhodnéjsi se pak jevi
aplikace neparametrickych technik, které budou uvazovany i v ptripadeé nize.

Popis dat

K analyze byly vybrany casové fady méteni polétavého prachu s oznacenim PM;q, tedy
pevnych ¢astic mensich nez 10 pm. Vysoké koncentrace PM;y maji vyznamny vliv na
zdravi clovéka, protoze jsou bez vétsich potizi schopny proniknout az do dolnich cest
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dychacich. Zde pak zpusobuji podrazdéni dychacich cest, akutni respira¢ni infekce, pri-
padné mohou pfispét k rozvoji vaznych onemocnéni jako je napi. rakovina ¢i chronicka ob-
strukéni plieni nemoc [83]. Z téchto duvodu se jevi sledovani PM;q jako dulezité a hodnoty
koncentrace PMjq tak patii k vyznamnym ukazatelum znecisténi ovzdusi. Podle smérnice
Rady Evropské unie [111] je pak vyzadovéno, aby denni prumér PM;, neprekracoval
hranici 50 ug/m? po vice nez 35 dnf v kalenddinim roce.

Meéreni PM;, byla automaticky provadéna na péti lokacich v mésté Brné umisténych
v oblastech se zvySenou zatézi na kvalitu ovzdusi, pficemz cCasové rozlisSeni méticiho
pristroje bylo nastaveno na 1hodinu. Konkrétné se jedna o stanice Arboretum, Lany,
Svatoplukova, Vystavisté a Zvonaika. Dostupné byly ¢asové fady za obdobi od 11,/2007
az 11/2015 pro posledni tfi uvedené stanice, 11/2006 az 11/2015 pro stanici Arboretum
a 9/2002 az 11/2015 pro stanici Lany. V tomto odstavci budou ukézany jen vysledky pro
prvni uvedenou stanici Arboretum, blizsi informace lze déle nalézt v préci [8]. Nékteré
postupy k analyze koncentraci PM;y, méfenych v brnénském regionu lze nalézt kupiikladu
v praci [76], kde se autofi zabyvali identifikaci faktoru pfispivajicim ke znecisténi v mésté
Brné. V [78] 1ze pak nalézt modely k predikci hodnot PM;y.

Jadrové vyhlazovani

Uvazujme fadu ndhodnych velicin X7, ..., X/ s nekonstantni stfedni hodnotou m;,1 <
< t < n. Nasledujici postup identifikace odlehlych pozorovani lze shrnout do nékolika
zékladnich bodu. Nejprve se vybranymi neparametrickymi piistupy urcéi odhad my; stiedni
hodnoty m,. Je-li stacionarita puvodni fady poruSena jen nekonstantnosti stredni hodnoty,
pak lze nové vzniklou fadu

Xt:Xz—’fFLt, 1§t§n,

povazovat jiz za priblizné stacionarni fadu. Zde je pak mozné metodami odstavce 5 od-
hadnout parametry prislusného rozdéleni extrémnich hodnot vybérovych maxim véetné
odhadu extreméalniho indexu 6. Na zakladé téchto odhadu je mozné déle urcit odhady
zvolené parametrické funkce, zejména pak navratové drovneé z, prislusné periodé navratu
r pozorovani. Kombinaci hodnot m; + Zz, pro dané r a 1 < ¢t < n obdrzime v jistém
smyslu intervalovy odhad pro extrémni hodnoty puvodni ¢asové fady. Podobné lze po-
stupovat v piipadé identifikace odlehlych nizkych pozorovani a urcit tak intervalovy od-
had tfady pro minimalni hodnoty. Z teoretického hlediska se uvedeny postup jevi jako
vhodnéjsi nez bézné uzivané intervaly spolehlivosti zalozené na teorii nezavislych veli¢in,
nebot zavedenim extremdlniho indexu je brdna v potaz také zavislost mezi jednotlivymi
pozorovanimi.

Pro ucely neparametrického odhadu prubéhu stiedni hodnoty byla pozornost zameétena
na techniku jadrového vyhlazovani. Vzhledem k zaméteni této prace budou shrnuty jen
zékladni pojmy tohoto piistupu, vice o jadrovych odhadech je mozné nalézt napt. v knize
[133]. Jddrovou funket se rozumi symetricka funkce K (z), pro kterou plati [*_ K (z)dz =
1. Pro nase tucely se dale omezime na jadrové funkce s nosicem supp (K) = (—1,1). Pro
h > 0 oznatme Kj(z) = + K (%) Parametr h je oznacovan jako $irka vyhlazovacitho okna.
Nosicem funkce Kj(z) je tedy interval (—h,h). Jadrovy odhad funkce m; v bodé ¢y lze
obecné zapsat ve tvaru

Mo (h) = Wilto, )X,

t=1
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kde vahy W; pro 1 <t < n zaviseji na sitce vyhlazovaciho okna. Jadrovy odhad hledané
sttedni hodnoty m; v bodé ty se tedy dostane jako vazeny prumér pozorovani lezicich
v okoli ty. Ruznym nastavenim vah W, se dostanou ruzné jadrové odhady funkce my.
Mezi nejvyznamnéjsi patii predevsim Nadarayuv-Watsonuv odhad [100], lokalné linedrni
odhad ¢i Gasseruv-Miillertuv odhad [58]. Zde bude pouzit posledni uvedeny, pticemz bude
zvolena Epanecnikova jadrova funkce (viz [133]), tedy funkce

K(z) = %(1 — 2)Ljpi<a)-
Piipadnou diskuzi o vhodnosti tohoto jadra vynechdme a odkazujeme na [8]. Z pohledu
mnoha statistickych vlastnosti je vsak Epanecnikovo jadro optimalni (viz [133]) a patii
mezi nejcastéji uzivané jadrové funkce.

Volba parametru h ovliviiuje hladkost odhadu m; a jeho volba je zdsadnim problémem
jadrovych vyhlazovacich metod. Velka hodnota h vede k piehlazeni (a to k pruméru dat),
h malé pak zpusobuje malé vyhlazeni (vedouci az k reprodukei dat). Na zakladé teore-
tickych uvah je pro optimalni hodnotu h* ¢asto kladen pozadavek, aby byla minimali-
zovéana stredni integralni kvadratickd chyba odhadu m;. V praxi se bézné postupuje tak,
ze se h voli metodou kiizového ovérovani [133], pricemz tento odhad byva zpravidla blizky
h*. Neékteré pokrocilé postupy spocivaji v adaptivni volbé lokélni sitky okna v zavislosti
na prubéhu konkrétni casové fady [72]. Tento postup byl pouzit také v publikaci [8], kde
je mozné nalézt doplnujici informace k technice zde provedeného jadrového vyhlazeni.

Odhad funkce m; pomoci jadrové vyhlazeni podle [8] je zobrazen na obrazku 6.6.
Konkrétné se jedna o stanici Arboretum a ¢asovy tusek od 13. ledna 2015 do 6. kvétna
2015. Na odhady navratovych trovni extrémnich hodnot bude pozornost zamérena nize.
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Obrazek 6.6: Odhad stifedni hodnoty fady PMjy pomoci jddrového vyhlazeni pro stanici Brno-
Arboretum v obdobi od 13. ledna 2015 do 6. kvétna 2015 (vice viz [8]).

Identifikace odlehlych hodnot

Odectenim odhadu stredni hodnoty m; byla ziskdna fada X1, ..., X,,. Pro odhady extrém-
nich hodnot byl opét zvolen prahovy POT model v kombinaci s MV metodou pro odhady
parametru GP rozdéleni. Nejprve byla vhodna volba prahové hodnoty u stanovena pevné
pomoci vybérového 90% kvantilu, dale byla pouzita adaptivni technika MT-GP v kombi-
naci se skérovou statistikou (3.16) popsand v odstavci 3.3. Uvedené techniky vybéru prahu
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byly zvoleny zejména pro moznost snadné automatizace odhadu a tudiz i validace dat.
Shoda rozdéleni nadprahovych hodnot s GP rozdélenim byla vzdy ovéfena jednak vizualné
(histogramy, Q-Q ploty) a také testy dobré shody (x2, K-S a A-D testy). Pro zadny
z uvedenych testu piitom nebyla shoda rozdélenf na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnuta.
K odhadu extremalniho indexu 6 byl uvazovan odhad podle Gomes 6, pricemz délka
bloku k byla zvolena na zakladé simulacn{ studie [5] k = y/n.

Pro ziskané odhady vSech parametru byla stanovena ndvratové droven Zz, pro peri-
ody navratu r = 24,48, ...,240 hodin. Tyto navratové trovné tedy odpovidaji hladiné
koncentraci PMyq, které jsou v pruméru prekroc¢eny jednou za 1,2,...,10 dni. Vysledky
analyzy méfeni PMjy pro stanici Brno-Arboretum a obdobi mésice dubna jsou ukazany
na obrazku 6.7. Pii volbé prahu pomoci 90% vybérového kvantilu (v = 8,14 pg/m?)
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Obrazek 6.7: Odhady névratovych drovni extrémnich hodnot pro fadu PMig pii volbé pra-
hové hodnoty jako 90% vybérového kvantilu rezidui jadrového vyhlazeni. Zobrazena je sta-
nice Brno-Arboretum v prubéhu mésice dubna 2015. Uvazovény byly periody ndvratu piislusné
r = 24,48, ...,240 pozorovanim.

byl pocet nadprahovych hodnot v mésici dubnu pro jednotliva r = 24,48, ...,240 sta-
noven 43, 20, 11, 10, 7, 7, 6, 5, 4 a 4. Posledni uvedena prekroceni 10denni navratové
urovné byla identifikovana pro pozorovani ve dnech 13.4. v 8:00 a 9:00, 22.4. ve 3:00
a 28.4. v 6:00 a na obrazku 6.7 je mozné je jasné identifikovat. Pouziti adaptivni techniky
MT-GP vedlo k volbé prahové hodnoty u = 11, 18 pg/m? a za stejné obdob{ byly jednot-
livé pocty prekroceni urceny 41, 21, 15, 11, 10, 8, 7, 6, 6 a 5. Na vSech urovnich tedy
dochazi oproti predeslému postupu ke zvysSeni poctu pozorovani, ktera prekracuji danou
navratovou troven. Pro 10denni navratovou troven tak doslo navic k oznaceni méteni ze
dne 28.4. v 7:00 hodin, které bylo v diive uvedeném ptipadé blizko 10denni hranici.

Stanoveni konkrétni periody r navratové trovné z, je nutné zalozit na znalostech
fyzikalnich a dalsich procesu a jeji volba tak prevazné zavisi na expertnich znalostech
v daném oboru. Celkové viak obé metody urceni prahu vedou k porovnatelnym zavérum.
Analyzou delsich ¢asovych useku byla také pozorovéana velmi dobré shoda mezi oceka-
vanymi a skuteénymi pocty piekroceni vSech odhadu navratovych urovni, coz svédci
o vhodnosti uvedeného postupu k oznaceni extrémnich hodnot pozorovanych se stano-
venou frekvenci.
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Zavér

Predstavena prace shrnuje soudobé poznatky teorie extrémnich hodnot a podtrhuje tak
jejich aktualnost pii feseni praktickych inzenyrskych tloh. Prevazné jsou diskutovana
dvé zasadni témata spojend s odhady frekvence vyskytu extrémnich jevi. V prvni fadé
se jedna o problematiku spojenou s volbou vhodné prahové hodnoty, ktera stale patii
k nedoresenym otazkam prahového modelu, zaroven je vSak kritickou casti celého mo-
delu. V soucasnosti roste zajem o vyvoj adaptivnich pristupu volby prahu, jejichz vyhoda
spociva jednak v automatizaci celého procesu a predevsim pak v absenci subjektivniho
rozhodovani, které je soucasti béznych praktickych postupu. Vyznamna tiida adaptivnich
metod, dvojité bootstrapova technika poprvé navrzena Hallem [70], je spojena se semi-
parametrickymi odhady parametru rozdéleni extrémnich hodnot. Jiny piistup k urceni
vhodného prahu (oznacovany MT-GP) publikovali Northrop a Coleman [102] a tento je
zalozen na asymptotickych, maximalné vérohodnych testech s rusivymi parametry. Obé
tyto metody jsou postaveny na pevnych teoretickych zakladech, na druhou stranu vyzaduji
znacné vypocetni kapacity.

Za 1ucelem srovnani téchto pristupu byla provedena simulaéni studie. Skrze odhady
EV indexu se ukazuje, ze obé techniky volby prahu vedou k porovnatelnym odhadum
v ramci Hallovy t¥idy rozdéleni. Mimo Hallovu tiidu se pak ukazuje, ze dvojité bootstra-
pova metoda prispiva k mensimu vychyleni odhadu, ackoliv toto zde nemé jasné teore-
tické opodstatnéni. Nasledné byly ziskané poznatky pouzity k analyze realnych srazkovych
uhrnt métenych v jihomoravském regionu. Cilem bylo navazat na predchozi studie zho-
tovené za ucelem aktualizace IDF kiivek, dulezitého hydrologického nastroje pro ohodno-
ceni extrémnich desti. V tomto ohledu se ukazuje, ze pouziti adaptivnich technik uréeni
prahu muze vést ke snizeni variability odhadu tam, kde jsou k dispozici jen kratké ¢asové
fady. Zejména lze tyto piistupy doporucit pro odhady dlouhodobych extrémnich udalosti.
V pripadé dostatecné velkého poctu pozorovani jsou vSak odhady ziskané na zakladé
adaptivnich metod srovnatelné s béznymi grafickymi technikami urceni prahu, pricemz
tyto zpravidla nabizi jednodussi pouziti a nevyzaduji takové vypocetni kapacity.

V druhé c¢asti se prace zabyva zobecnénim teorie extrémnich hodnot pro stacionarni
rady. Ackoliv zaklady této oblasti byly polozeny jiz pred nékolika desetiletimi, k rozvoji
dochazi az nyni s nové se objevujicimi odhady extremalniho indexu. Zde bylo autorem
prace provedeno srovnani dvou nejvyznamnéjSich odhadu rozvinutych v posledni dobé
a nasledné byla témito pokroc¢ilymi technikami opétovné analyzovana predchozi srazkova
data. Zasadni zjisténi bylo odhaleno v nedostatcich vzorkovacich technik, které byvaji
pouzivany pfi vyhodnoceni pozorovani pomoci predstavené teorie nezavislych velicin.
S ohledem k odhadum IDF kiivek dochazi aplikaci téchto technik ke znaé¢nému vychyleni
odhadu, navic pouzitim teorie pro stacionarni fady lze vyznamné redukovat variabilitu
odhadu. V tomto sméru jsou v praci u¢inéna néktera praktickda doporuceni.

V zavéru se prace zabyva pouzitim teorie extrémnich hodnot stacionarnich tad pro
ucely validace casovych fad. Kombinaci s neparametrickymi technikami vyhlazovani je
mozné pro nestacionarni casové fady oznacit odlehld pozorovani, ktera lze v tomto kon-
textu chapat jako extrémni jevy. Uvedeny postup ma pak daleko vétsi teoretické opod-
statnéni nez bézné uzivané metody, napi. zalozené na intervalech spolehlivosti uréenych
pomoci jednorozmeérné teorie nezavislych velicin.
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Odvozeni vybranych pomocnych funkci
podminek atraktivity a druhého fadu

V této ¢asti budou odvozeny pomocné funkce a(t), resp. A(t), které vystupuji v podmince
atraktivity, resp. podmince druhého rfadu. Podminka atraktivity je nutnou a postacuji-
cf podminkou pro dané rozdéleni s kvantilovou funkei chvostu U(t) tak, aby patfilo do
oboru atraktivity D(G¢) nékterého rozdéleni extrémnich hodnot. Podminka atraktivity
v jednom z jejich ekvivalentnich tvaru je dana nésledovné

U(tx) — U(t) — Dela) = ¢ —1
§

kde a(t) je néjaka kladnd funkce a dana rovnost plati pro vSechna x > 0. V piipadé & = 0
chapeme pravou stranu rovnosti jako In z, kterou dostaneme limitnim prechodem.

Jak je odvozeno napt. v [38], univerzalni volbu funkce a(t) pro piislusné obory atrak-
tivity je mozno provést nasledujicim zpusobem:

, (A1)

ST a(h)

§U(t), pro & > 0,
a(t) =y g(U(t)), pro £ =0, (A.2)
(2" = U()), pro <0,

pricemz x* oznacuje pravy koncovy bod rozdéleni s distribu¢ni funkei F'(z) a funkce g(t)
je definovana jako

[7(1—F(s))ds
1—F(t) '

Autofi publikace [132] ukazuji moznost volit

g(t) =

a(t)=h(U(t)) pro&eR, (A.3)
b 1—-F(t
0=y

V konkrétnich pfipadech je vSak volba pomocné funkce a(t) dle vyse uvedenych vztahu
casto velmi vypocetné narocna, mnohdy nemozna ¢i nevede k jednoduchému ovéreni
podminky atraktivity. Zde je pak nutné pouzit nékteré dodatecné techniky, které budou
diskutovany v prislusnych piipadech.
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Pro piipomenuti uvedme také podminku druhého faddu. Zde je navic vyzadovéno, aby
existovala néjaka funkce A(t), kterd neméni znaménko a navic lim;_,, A(t) = 0. Pak U(t)
splnuje podminku druhého Fadu, jestlize pro vSechna x > 0 plati

U(te)-U@l)  26-1

: a(®) 3 1 /a8t —1 2t — 1)
| =H = - — , A4
e A (@) p( E+p £ (A4

kde p < 0 je parametr druhého fadu. Pro piipady & = 0 nebo p = 0 lze pravou stranu
rovnosti opét obdrzet limitnim pfechodem ve tvaru (1.37) (str. 31).
Jak ukazuje dusledek 1.12, lze nalézt takové funkce ag(t), Ao(t), ze

Ute)-U(t)
lim —2o®) De(x)

= \Ijﬁvp(l% (A'5>

kde V¢ ,(x) = “”pr_l, resp. néktery z jejich limitnich tvartu pro £ = 0 ¢ p = 0. Prace [38]
ukazuje, ze volbu pomocné funkce ag lze provést nasledovné:

4

cté, p <0,

)i 4 U =U). E<p=0. o)
gU@)? _ 5 >p:07
U(t)+T(t), §=p=0,

\

kde ¢ 1= limy ;o t~¢a(t) > 0, U(oco) := lim;_,o, U(t), funkce U(t) je definovana vztahem

( U(t)—cth_l, p <0,
Dy = | T V), £<o=0 )
tsU(t), E>p=0,
ﬁ@)? §=p=0,

\

pricemz pro néjakou integrovatelnou funkci g bylo zavedeno znaceni

70)=90) - 1 [ o(s)as
0
Funkci Ay muzeme pak zvolit v néasledujici tvaru
[ e+ PPl 4 p<0,p<0,
(& + )i, E+p>0,p<0,
Ao(t) == Zg, E+p=0,p<0, (A.8)
%, §#p=0,
| ==
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Rozdéleni z Gumbelova oboru atraktivity

Exponencialni rozdéleni. Uvazujme exponencialni rozdéleni s parametrem A > 0
a s distribuc¢ni funkeci

1—e proz>0,

F(r) =
0, pro x < 0.
Kvantilova funkce chvostu je ve tvaru U(t) = ;Int pro ¢ > 1. Protoze zfejmé
1

Ulte) = U(t) = Xlnx,

nabizi se jednoduchd volba funkce a(t) tak, aby byla splnéna rovnost (A.1) pro pravou
stranu Inx, a sice konstantn{ funkce a(t) = A~!. V podmince (A.1) obdrzime pravou
stranu ve tvaru Inz a ziejmé tedy exponencidlni rozdéleni patii do Gumbelova oboru
atraktivity (tj. £ = 0).

Nyni hledejme tvar funkce a(t) pomoci vyse uvedenych vztahu (A.2) a (A.3). V prvnim
pifpadé lze tak jednoduchym vypoctem zfskat g(t) = A~! a tedy volba a(t) dle (A.2)
je shodnd s piedeslou volbou a(t) = A~!. Ve druhém piipadé dle (A.3) obdrzime opét
h(t) = A~! a volba je identicka.

Protoze pro exponenciélni rozdéleni nastava v podmince (A.1) rovnost piimo, je ¢itatel
v podmince (A.4) roven nule. Neni tak mozné ziskat pravou stranu v pozadovaném tvaru
funkce H¢ ,(z) a tedy exponencialni rozdéleni nespliuje podminku druhého fadu. V tomto
piipadé pisSeme p = —o0.

Logistické rozdéleni. Uvazujme logistické rozdéleni s parametry g € R, o > 0 a s dis-

tribuéni funkeci .

B 1+e 5"
Kvantilova funkce chvostu je déna jako U(t) = u+ o ln(t — 1) pro ¢ > 1. Dle (A.2) je tak
mozné provést volbu a(t) = g(U(t)), kde

gty =0 (1 + eth#) In (1 + e‘thN) ,

F(z)

a tedy
t
Nésledné ovéifme podminku atraktivity. Protoze U (tz) — U (t) = o In (2=!), muzeme psat
_ In te—1
lim M — lim (;tl) = Inuz,
t—o0 a(t) t—oo t1n (m)

nebot ¢In(;4) — 1 pro ¢ — oo. Tudiz a(t) dand vztahem (A.9) je vhodnou funkef

a ziejmeé logistické rozdéleni patii do Gumbelova oboru atraktivity. Jednodussi tvar a(t)
1ze ziskat pomoci vztahu (A.3). Zde lze ukéazat, ze

h(t) = o (1 + e‘thN)
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a nésledné tedy a(t) = ot/(t — 1). Opét ovéiime platnost podminky (A.1). Protoze pro
t—oojet/(t—1) — 1, muzeme psat

gy L0 U@ (G

t—00 a(t) t—o0

Pti odvozeni vhodného tvaru pomocné funkce A(t) 1ze napiiklad vyjit z von Misesovy
postacujici podminky druhého rédu (véta 1.13). Pro logistické rozdéleni méame

Ziejmé jsou splnény vsechny predpoklady tvrzeni 1.13, zejména A(t) neméni znaménko
pro t — oo a lim; ., A(t) = 0. Snadno lze ovérit, ze |A(t)| € R_;. Ovéiime tak platnost
podminky (A.4) pii volbé pomocné funkce prvniho fadu a(t) = ¢/(t — 1). Postupnymi
upravami a pouzitim 1’Hospitalova pravidla obdrzime

_ N E=y)
. U(t?@)U(t) — D¢(x) . ﬁl —Inz . In (tf__ll) — Az
hm = hm __—1 = hm — —
t—o0 A(t) t—o0 r— t—o0 (=E
LU e 1,
= lim T = +Inzx.
t—o00 = €T
t—1

Tedy logistické rozdéleni splituje podminku druhého fadu s parametrem p = —1.

Weibullovo rozdéleni. Uvazujme Weibullovo rozdéleni s parametry A\, > 0 a s dis-
tribuéni funkei

1—exp(—(z/N)%), proz >0,
Fla) = p(=(z/A)), p
0, pro z < 0.

Kvantilovd funkce chvostu je ve tvaru U(t) = A (Int)"/® pro ¢ > 1. Volba pomocné funkce
a(t) dle kritéria (A.2) vede ke zna¢éné obtiznému vypoctu. Namisto toho muzeme pouzitim

binomického rozvoje (z + y)¢ = 2° + cz*ty + c(c — 1) /22 2y* + o(x°~?) psat nésledujic

Ute) = U(t) = A [(lnt +In 1’)1/“ — (In t)l/a} —
1—-a

202

=\ l(ln t)(l_a)/a Inz + (In t)(l_m)/a(ln 1’)2 + o((In t)(l_Qa)/a)} . (A.10)
o

Snadno se tak nahlédne, ze pomocnd funkce a(t) = 2(Int)1=/ tedy

Ulta) — U(%)

t—00 a(t) t—00

1—a(lnz)? 4
1m<nx—i— 5 Int +o((Int)™) nzx
Dle kritéria (A.3) ziskdme funkci a(t) v identickém tvaru, pricemz zde je h(t) = A\~ /a.
Pti volbé pomocné funkce druhého tadu lze vyjit z pfedchoziho vyjadieni a ze tvaru
podminky (A.5). Zfejmé muzeme volit ay(t) = a(t) a
l-a

Ao(t) =

alnt’
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Podminka druhého ddu (A.5) je pak splnéna, nebot

Utz)-U(t) —a (Inz)? _
wt _— Dol®) R ot lim (anx)Q +o(1>) _ (lno)*

tlggo Ay (t) - tliglo

Tedy v ptripadé Weibullova rozdéleni je £ = p = 0. Dle dusledku 1.12 tak dostavame
pomocné funkce podminky druhého ddu (A.4) ve tvaru
1—a

a(t) = ap(t) = i(lnt)l/a_l, A(t) = Ap(t) =

a alnt’

Rozdéleni z Fréchetova oboru atraktivity

Pro Fréchetuv obor atraktivity je pii volbé a(t) = £U(t) (A.2) podminka atraktivity
ziejmé trividlné splnéna, nebot 1ze uvedenou podminku zjednodusit na tvar

Ult) U@ 1(Ul)
kﬁ__?ﬁT_“#w£<U@ Q‘ (A1)

Jak bylo ukazéno v odstavci 1.3, je pro £ > 0 funkce U(t) € Re, a tedy prava strana je
rovna funkci De(z). Piesto v8ak v nize studovanych piipadech platnost této podminky
alespon naznacime.

Paretovo rozdéleni. Uvazujme Paretovo rozdéleni s parametry £ > 0, o € R a s dis-
tribuéni funkci
1/€
1—(2 , prozr > a,
Fla) = ($)7 p

0, pro x < a.
Kvantilovd funkce chvostu je U(t) = at® pro t > 1 a tedy U(tx) — U(t) = at®(z¢ — 1).
Snadno se ovéif (napt. pomoci von Misesovy podminky 1.10), Zze index extrémni hodnoty
pro Paretovo rozdéleni je roven parametru £. Dle (A.2) ziskame funkci a(t) ve tvaru

a(t) = Eatt,

pomoci vztahu (A.3) je volba zcela identicka pii h(t) = &t. Ovérime tak platnost podminky
atraktivity. Dostavame
Ulte) = U(t (2t — 1 -1
i Y00 U@y ofile 1) _ 2~ 1
t—00 a(t) t—00 gatg g

Protoze v podmince (A.1) dostavame pfimo rovnost, neni mozné nalézt funkci A(t)
tak, aby byla splnéna podminka (A.4), a tedy p = —o0.

Burrovo rozdéleni (typ XII). Uvazujme Burrovo rozdéleni typu XII s parametry
A, 7,m > 0 a s distribu¢ni funkei

A
. ) , prox >0,

0, pro x < 0.
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Kvantilovd funkce chvostu je ve tvaru U(t) = (n [tl/ A ])1 pro t > 1. Dle (A.2)
muzeme zvolit pomocnou funkei a(t) ve tvaru a( ) = =U(t). Dostdvame tak podminku
atraktivity ve tvaru

LUl —U@) Ultz)

im — A7 = M/
t—00 a(t) oo L Ly ($1/3 — 1)1/7

vvvvvv

Volbou pomocné funkce a( ) dle kritéria (A.3) obdrzime ponékud slozitéjsi tvar a(t) =
%%U (t) pii h(t) = 5= (n+17) t*77, ktery je asymptoticky ekvivalentn{ predchozimu
vyjadieni.

Pro nalezeni vhodného tvaru funkce A(t) budeme vychézet z tvaru podminky druhého
fadu (A.5). Nejprve prepisme kvantilovou funkci chvostu U (t) uzitim binomického rozvoje
(t—1)° =1t —ct '+ o(t™), tudiz

Ut) = na(tﬁ —1)*=n" (taﬁ — atPle-b 4 O(tﬁ(a—l))) 7
pricemz byla zavedena parametrizace o = 1/7, 5 = 1/A. Muzeme pak psét
Ulte) —U(t) =t (2P —1—at™F [1’6(6‘_1) —1] +o(t 7).

Protoze EV index Burrova rozdélent je £ = 1/(7\) = af, plati D¢(z) = (2% — 1)/(af).
Snadno se nahlédne, ze podminka (A.5) je splnéna pii volbé

a—1
aO(t> = aﬁnataﬁv AO(t> = _t—ﬁv

pro p = —f = —1/\, ¢imz podle dusledku 1.12 je podminka druhého tddu (A.4) splnéna
pro
ag(t) tBlet1) Bla—1)
BN Y e — Alt) = pAg(t) = =———2.

Fréchetovo rozdéleni. Uvazujme Fréchetovo rozdéleni s parametrem v > 0 a s dis-
tribucni funkei

exp (—z~ %), proz >0,
Fla) = p( ), proz >
0, pro x < 0.

Kvantilovd funkce chvostu je ve tvaru U(t) = (—In[1 — %])_6 prot > 1. Pro |t| < 1

miizeme pouzit prepis In(14t) = t— L +L +0(t3) anebot (1+1)* = 1+at+2L 2 o(t?),
muzeme kvantilovou funkei chvostu postupné prepsat ve tvaru

U(t) = (—ln [I—H)_gztﬁ <1+21t+$+0( ))_62

_ (1—2%+M+0(t‘2))-

118



A. ODVOZENf VYBRANYCH POMOCNYCH FUNKCT

Funkce a(t) je podle kritéria (A.2) ve tvaru a(t) = €U (t). Asymptoticky ekvivalentni volba
je a(t) = &5(1 4+ o(1)), a(t) = £t¢ je viak jesté jednodussi. Ovéime platnost podminky
atraktivity. Nejprve muzeme zjednodusit vyraz

-1 21 -1 621
— 3 —5)"——— 4ot ) =
¢ o T BETA) g o ))

£ts (% - 15—21—1 + O(t_1)> , pro £ # 1,
t(z—1— gz =1)+0o(t?), pro&=1

Ultz) — U(t) = &t° (

nyni je ziejmé, Ze pii volbé a(t) = £5(1 4+ o(1)) je podminka atraktivity splnéna.
Hledejme déle pomocnou funkei druhého fadu A(t). Pomoci kritérii (A.6) a (A.8) lze

obdrzet vyjadieni (A.5) pii volbé

_%7 g 7£ 17

xt = 1.

ap(t) = &5, Ao(t) =

1
122
Platnost (A.5) ovéfime. Pro & = 1 dosazenim ag, A a ipravou dostavame

lim U(tz()J(_t)U(t) — Dele) = lim (—(z' = 1) +o(1)) =1—a"!
t—o00 Ao(t> o t—o0 o )

V pripadé £ # 1 obdrzime tpravou vztahu (A.5)

Ul(tx)—U
g = De(a) <xs—1_1+0(1> a1
£—1 -1

tliglo Ap(t) - tliglo
Tedy parametr druhého fadu p = =2 pro & = 1, p = —1 pro £ # 1 a dle dusledku 1.12
mame

26081 1 el 1
(Z(t) _ Qtl_;fg_l? g 7£ ) A(t) _ ot 17 g 7£ )
o §=1, —a §=1

Hallova tiida rozdéleni. Nyni uvazujme obecnéjsi pripad tzv. Hallovy tfidy rozdéleni
s tézkymi chvosty, tj. rozdéleni s kvantilovou funkci chvostu ve tvaru
U(t) = Ct* (1 + Dt* + o(t")),
kde C > 0,D € R,¢ > 0 a p < 0. Zfejmé muzeme funkci a(t) zvolit dle (A.2) ve tvaru
a(t) = EU(t), tj. mame
. Ute) = U(t) .1 (U(tx) .1 [(285(1 + Dtrar + o(t*)) ¢ —1
lim ——————= = lim - [ ——= = lim — —1)= :
t—o0 a(t) t—oo & \ U(t) (1+ Dtr + o(tr)) 13
EV index Hallovy tfidy rozdéleni je tak roven parametru £.
Déle se zabyvejme podminkou druhého réddu. Dle vztahu (A.6) muzeme bréat ag(t) =
cté, kde ¢ = C¢. Dostaneme tak rovnost

U(tx)-U(t) - D (l‘)
. a0 () v L D e, N

BT AWM AR A { g o) ol = Yes()
Ziejmeé, lze pravou stranu W¢ ,(x) z (A.5) pro & # 0 obdrzet volbou Ay(t) = %—”Dt”,
pricemz parametr druhého fadu je roven parametru p < 0.
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Zobecnéné Paretovo (GP) rozdéleni. Uvazujme GP rozdéleni s parametrem £ > 0
a s distribuéni funkei

1—(1+ 1’_1/5, ro x > 0,
Flz) = (1+ &) p
0, pro z < 0.

Kvantilova funkce chvostu je ve tvaru U(t) = % (¢ — 1) pro t > 1. Protoze GP rozdéleni
je specialnim piipadem rozdéleni patiici do Hallovy t¥idy rozdéleni s parametry p =
—¢,C =1/¢,D = —1, 1ze z piedchoziho dostat ag(t) = t*. Odvozen{ funkce A(t) je vak
nutné provést jinym zptusobem, nebot dle vyse uvedeného dostaneme A(t) jako identicky
nulovou funkci.

Dle [38], tvrzeni 2.3.9, pro £ > 0 a néjakou kladnou ¢i zapornou funkei A(¢) musi byt
splnéno

Ute) xg p_1

U(t) ed

tliglo A =2z P (A.12)

Rozepsanim predchozi limity mame

Ultz) €
x 1 28—1
tmoo  A(t) t—o0 A(t) t6 — 1

a tedy jedina moznd volba pro ziskdnf pravé strany (A.12) je A(t) = (£(t*—1))7L, pFicemz
pravé strana je pak ve tvaru (z¢ — 1) /¢. Tudiz parametr druhého fddu p = —¢.

Cauchyho rozdéleni. Uvazujme Cauchyho rozdéleni s distribu¢ni funkei

1 1
F(z) = 3 + ;arctg x, prozxz e R.

Kvantilovd funkce chvostu je ve tvaru U(t) = tg ( [5 —1]) pro ¢ > 1. Dle (A.2) lze

volit a(t) = U(t), avsak pro Cauchyho rozdéleni se nabizi jednodussi varianta a(t) = t/x.
Protoze tg (z + Z) = —cotgz, mizeme psét U(t) = cotg T = £ — I + o(¢t~!). Dosazenim

do podminky atraktivity dostavame

_ ta—1) -3 (= ) 4ot
g D000 DR (ES)
t—o0 a(t) t—o0 t
¢imz je podminka (A.1) splnéna pro & = 1.
Rozepisme dale citatele podminky druhého fadu (A.5), tj. mame
U(te) = U(t
(1) U)o
ao(t)
tx  m ) —(t - = t1 2
:7T|:(7T tz+o( >) (7r t+o( >)] _(l,_:l):ﬂ-_ 1_1 +O(t_2>.
t 3t2 x

2

Ziejmé tak lze funkei Ag(t) zvolit jako Ag(t) = 3, ¢imz dostaneme vysledek limity (A.5)
ve tvaru 1 — 27! a tedy p = —2.

120



A. ODVOZENf VYBRANYCH POMOCNYCH FUNKCT

Burrovo rozdéleni (typ III). Uvazujme Burrovo rozdéleni typu I1I s parametry A, 7,1 >
0 a s distribuc¢ni funkei

A
(#) s pI‘Ol‘>O,

0, pro x < 0.

—-1/7
Kvantilova funkce chvostu je ve tvaru U(t) = (W - 77) . Oznacme déle ¢ =

1/7,b = 1/\. Pomoci binomického rozvoje muzeme funkci U vyjadrit ve tvaru

N A e ) L N 4 e e (A A
v = (i) = (S ) |
= (b)) "(t — b+ o(1))° = (bn)~¢(t° — cbt* ' 4+ o(t“h)).

Odtud
U(tz) = U(t) = (bn)—ct® (z° =1 —cbt (2" = 1) +o(t ).

Ziejmé je pak podminka atraktivity (A.1) splnéna pro a(t) = c(bn)=“t¢, tj.

_U(te) -U@) 1, —1(, -1 Ty 1
tIH?OT—tIH?OE(x —1—cbt 'z = 1) +o(t™)) = Pt

Soustiedme se nyn{ na podminku druhého fadu. Dosazenim funkce Agy(t) ve tvaru

b(c—1
Ao(t) = — ( ; )
do podminky (A.5) dostavame
e D) (R b 1) ot~ Defe)) a1
lim = lim =
t—o0 AO (t) t—o0 __b(c—l) C — 1

t

a tedy p = —1. Dle dusledku 1.12 tak dostavame

ao(t) _ c(bg)

_ blc—1)
a(t>_1—A0(t)_t—b(c—1)’ ‘

t

A(t) = pAo(t) =

Loglogistické rozdéleni. Uvazujme loglogistické rozdéleni s parametry o, 8 > 0 a s dis-
tribu¢ni funkei

F(z) = (1 + [i]_ﬁ> © po>0,

0, pro x < 0.

Snadno se nahlédne, ze loglogistické rozdéleni je specialni typ Burrova rozdéleni typu

I1I s parametry (A, 7,71) = (1, 3,a?). Pomocné funkce jsou tedy ve tvaru a(t) = Etl/ﬁ,
A(t) = (1 — B)/(pt) a parametr druhého fadu p = —1.
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Rozdéleni z Weibullova oboru atraktivity

Rovnomeérné rozdéleni. Uvazujme rovnomérné rozdéleni s parametry a,b,a < b as dis-
tribuéni funkei

=2 proa <z <b,
Flz)={ o POO=T=

0, jinak.
Pro rovnomérné rozdélenf méme U(t) = =2(b—a)+aprot > 1aU(te) - U(t) = =L=2,
P1i volbé a(t) dle (A.3) dostavame

b—a
t) = ,
alt) =

piicemz h(t) = b — t. Pouzit{ vztahu (A.2) vede ke shodnému tvaru funkce a(t), nebot
pravy koncovy bod x* = b. Ovérime tedy platnost podminky atraktivity:

z—1b—a
— alboa
lim M = lim Zb— et .
t—00 a(t) t—o0 Ta €T

Tedy rovnomeérné rozdéleni splinuje podminku atraktivity s indexem extrémni hodnoty
£=—1.

Pti ovéteni podminky druhého fadu ve vztahu (A.1) nastava rovnost piimo a zddnou
volbou A(t) neni mozné ziskat rovnost v rovnici (A.4). Rovnomeérné rozdéleni tak nespliuje
podminku druhého tadu a p = —o0.

Extremalni Weibullovo rozdéleni. Uvazujme extremélni Weibullovo rozdéleni s pa-
rametrem o > 0 a s distribu¢ni funkei

Fl) exp (—(—z)*), proz <0,
xTr) =
1, pro x > 0.

Kvantilovd funkee chvostu je ve tvaru U(t) = — [— (In (1 — 1))] He pro t > 1. Funkei U(t)
lze zapsat ve tvaru

Ut) = —t e {1 - %ﬁ - o(t_l)] .

Odvozeni pomocnych funkci se provede stejné jako v ptripadé Fréchetova rozdéleni pro
¢ = —1/a, a tedy tyto jsou ve tvaru

1 1 1 +«
t)=—t"=a Ao(t) = ——,
wlt) = ~78, Aglt) = -
pricemz EV index tohoto rozdéleni je £ = —1/a a parametr druhého fadu je p = —1.

Reverzni Burrovo rozdéleni. Uvazujme reverzni Burrovo rozdéleni s parametry
1,7, A > 0 as distribu¢ni funkeci

A
_ n
F(z) = L <n+<—z>—f> » proz =0,

1, pro x > 0.
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A. ODVOZENI VYBRANYCH POMOCNYCH FUNKCT
Kvantilové funkce chvostu je ve tvaru U(t) = — [ (t/* — 1)] m pro t > 1. Pravy kon-
covy bod tohoto rozdéleni je x*

a(t) = €U(t), kde EV index ¢ = 72

0 a tedy funkeci a(t) muzeme dle (A.2) volit ve tvaru
. Dostavame tak

1A 17
T B (S I
t—o0 [tl//\ _ 1]—1/7-

= a7 (1 — 20D) = x0T —

L Ult) —U(D)

R Jim A7 (1 _ U(tl’))

U(t)

1 .
AT

Dle (A.6) lze déle volit ag(t) ve tvaru ag(t) = ct= /) kde ¢ = £n'/7, tedy ao(t) =

%t_l/ (A7) Protoze

U(e) — V) = ot [t (1-a7) + 24 (1A 2

-
mame

P Aol(t) [U(tlzoé)U(t) - Ds(l’)] = lim Aol(t) [At%l (1 —(F

) +olt=)]

pricemz (A.5) ziskdme pro Ay(t) #t_l/ A, Odtud lze pak obdrzet parametr druhého

radu p = _71
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Odvozeni skérového vektoru a Fisherovy
informacni matice MT-GP modelu
adaptivni volby prahové hodnoty

V této casti bude, v navaznosti na odstavec 3.3, odvozen tvar skérového vektoru a FIM
MT-GP modelu adaptivni volby prahu. Zakladni odvozeni je mozné také nalézt piimo
v publikaci [102], zde pieklddané bylo autorem préce detailné ovéfeno a ¢éstecné zjed-
noduseno.

MT-GP model je postaven na myslenkach grafickych technik urceni optimalniho prahu,
kdy je vyzadovana stabilita parametru tvaru £. Zavede se tak diskretizace & pomoci m

prahovych hodnot uy, ..., Uy, ¢imZ se dostane m hodnot &1, ..., &,. Necht X je ndhodn4
velicina z rozdéleni s distribuéni funkei F(z). Bud v; = w; —u; proi = 1,...,m
aw; =v;1 —v;prot=1,...,m—1. Ozna¢me Y piekroceni prahu u, tj. ¥ = X — u;.

Ptredpokladejme déle, ze ndhodna velicina Y —v; = X —u; ma za podminky v; <Y < v;41
GP(0;,¢&;) rozdéleni, pricemz vy, 41 1= Uy — O /Em PIO & < 0 @ Upqq = 00 jinak. Pritom
je vhodné uvazovat parametry méfitka ve tvaru o; = o1 + 22:1 §jw;. Pak je navic model
mozné popsat pomoci mensiho poctu m + 1 parametru 6 = (01,&1,...,&,).

Pro ovéreni platnosti nulové hypotézy H : & = -+ =&, resp. dale H : & = -+ = &,
lze vyuzit statistiku (3.16), tedy statistiku ve tvaru

~ 1 ~ ~ ~

LM(6y) = =U"(6,)I (68,)U(6,).

n

Zde bude odvozen tvar skérového vektoru U(6) a FIM J(0).

v ev s

Vyhodnéjsi je parametrizovat model pomoci parametru 8* = (o1, ¢1,..., dn), kde
¢; = &/o;. V pripadé, ze n = 1, je pak logaritmickd vérohodnostni funkce (3.15) ve tvaru

1(6%) = Z Ljy <y<vira] {lnpi —Ino; — (1 +

i=1

1)mu+@@—m@, (B.1)

1Y

Snadno se ukaze, ze prvni ¢leny pravé strany lze vyjadrit nasledovné, tudiz

07 /Lzl,

o i—1 ln(l—O—(j)k’wk)
k=1 or¢p

Inp; =
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B. Opvozeni MT-GP MODELU ADAPTIVNI VOLBY PRAHOVE HODNOTY

Inoy, i=1,
oy = 1 (B.2)
Inoy+ 3 (1 + gray), i=2,...,m.

Ze vztahu (B.2) lze tedy postupné psat

i1
o, = 01 H (1 + ¢rwy), (B.3)
k=1
do; T o
o = E (1+ gpwy) = - (B.4)

Oznacme Tj := 1+¢;(y—v;), R; == (0:¢;) 1 In T}, v; := 1+¢;w;. Derivovanim vérohodnostni
funkce (B.1) dostavame

oL(e*)
801 = ; 1[U2<y<vz+1] {hlpz +1—-R; }
ol(6*) —Zl {alnpi_alnai_alnTi _aR,}
Oy, o<y <ve] Oy, Oy, Oy, Odr )’
kde
Olnp; 1 {ln Vi wk} W i In(v;)
— 1 MOk R L WRNTyL ,
(oJo A Yk Yk ; sty 0;
Olno; _1 %
a¢k [k<i—1] ’Yk;
OlnT; 1, YU
dp, =TT
OR; 1 Yy — v wi R
=1jpy— — 0ol p — 1< .
O [k=1] 0i0; { T, 0 } [k<i—1] Ve

Odtud lze jiz pifmo ziskat skérovy vektor Uy(é\’g) pro piipad n = 1 a pozorovani hodnoty .
Pro obecnéjsi piipad n-rozmérného néhodného vybéru Y = (Y1, ...,Y,) se skérovy vektor
U(é\g) jednoduse dostane souctem vsech skérovych vektoru pro jednotlivd pozorovani
odvozenych na zakladé vérohodnostni funkce (B.1), tedy

=" U, (65).
=1

o S (Y™ e\ B
Prvky vybérové FIM J(6*) = (J;;(0%) = 90790 obdrzime dle (2.11) ve
,j= 1,j=1

tvaru
(0Y)
do?

82 0* _ Z alnpi . aR,
C0010¢, oy =l "o, Oy J

82 1(6*) Zl 821npi_821n0i_821n7}_82Ri
= B U A BT AN

1 m
= _ﬁ Z 1 cy<vip) 12Inp; +1 — 2R},
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aprok > 1

_821(0*) _ i 1 82 lnpi o 82R,
IS ) RO
pricemz uvedené parcialni derivace jsou dany nasledovne:

92 Inp; 1 1 { 2wy, w,%gbk 2 1n } wk Z 2In~y;
—— = Lp<i1 k<j—1 )
00, o] 72 ST

9%1no; 1 —w,%
—— = lp<ic—5
ogp A
O*InT; _q —(y —v;)?
ogp T
82Ri 1 — U; 2 2
L
ofors 0P 17 b; o Ti
2 w} lnT
+ 1 k<i— 1 )
0% Inp; wy { wr  Iny } WiW; In ;
— i Wk _ 1
R o Ve JZI =00,
82Ri wy lIlTZ Yy —v; WEW; lIlTZ
= 1= - + 1p<ioy———-
oJoReloN TN Gi T; TiPiVk N

Prvky ocekavané FIM J(0*) = (Jij(é?*))m+1 lze déle ziskat integraci dle (2.14). Pritom
je vhodné u parcialnich derivaci vérohodnostni logaritmické funkce [(6*) rozlisit cleny,
které neobsahuji a které obsahuji proménnou y. Dle predchozich vyjddreni tak 1ze kazdy pr-
vek J,5(0*) vybérové FIM vyjadrit jako soucet funkei A7®, BI*(y), pricemz prvky ocekavané
FIM obdrzime ve tvaru

20 =5 (G ) - Z/UHI{AMB”( )} pihi(y) dy =

= ZA”pZ (1 —; 1/6’ + Z/ B*(y)p:hi(y) dy. (B.5)

Prvni ¢len vyjadreni (B.5) byl ziskdn z (3.13), odkud plyne P(v; < Y < v;q1) =

D (1 v, Y 5’) V zévislosti na hodnotach indexu (r, s) zahrnuje druhy ¢len vztahu (B.5)
vybrané nasledujici ¢leny [102]:

Vi+1 — |
/ y - hi(y) dy = o1+ &) 7" + Liam @7 { (L1780 (1 4 g )1 7;/51}7

i

Y (y — Uz‘)2 5.2 -1 —1 -2
Thi(y) dy =207 (1 +&) (1 +25) — Ljicm@; ~ ¥

(2

{% 16 2%—<1+1/si)(1 et +%—<2+1/£i)(1 I 2&)‘1},

Vi+1
/ In Tz‘hi(y) dy =& — 1[i<m]7i_1/£l (fz In %‘)-
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Software EVDest

Tato ¢ast je vénovana popisu softwaru EVDest [7], ktery byl vytvoren primarné za icelem
ur¢eni odhadu navratovych drovni extrémnich udalosti a jejich intervalu spolehlivosti.
Software vyuziva jak blokového, tak prahového modelu, které byly diskutovany v od-
stavci 2.1, na jejichz zakladé jsou urceny odhady parametru modelového GEV, resp. GP
rozdéleni. Software je mozné pouzit jednak pro piipad nezavislych pozorovani, ale také
pro stacionarni rady, které byly popsany v kapitole 5. Pro ucely nakladani se zavislymi
pozorovanimi nabizi software moznost odhadu extremalniho indexu podle Gomes (viz
odstavec 5.2), piipadné je také vybaven zdkladni moznosti declusterovani (runs decluste-

rovani). Software EVDest je dostupny na adrese:
http://www.umat.feec.vutbr.cz/software/evdest.html

Spusténi

Ke spravné funkcnosti je potieba Matlab se statistickym toolboxem (software byl testovan
na verzi Matlab 8.2 R2013b). Pro spravny chod softwaru je nutné, aby byl nainstalovan
MATLAB Compiler Runtime; tento je prilozen k softwaru EVDest, piipadné je ke stazeni
na internetovych strankach Mathworks. Spusténi softwaru se provede otevienim souboru
EVDest .exe.

Popis programu

Volba modelu se vzdy provadi v zalozce File. Na vybér mé uzivatel nasledujici moznosti:

Nezavisld pozorovani (Independent Series)

V této casti jsou zahrnuty modely pro analyzu nezavislych pozorovani. V zalozce je dale
mozné zvolit mezi modelem blokovych maxim a piistupem POT (prahovy model). V obou
pripadech je vstupem datovy soubor nezavislych méfeni. K softwaru jsou prilozeny testo-
vaci datové soubory vychazejici z analyzovanych srazkovych dat, které je mozné pouzit;
data vhodna pro vyhodnoceni jednotlivymi metodami jsou piislusné oznacena v nazvu.

V prahovém modelu je mozné volné nastavit vhodné prahové hodnoty - pro snadnéjsi
volbu jsou v této sekci implementovany grafické metody volby prahu predstavené v od-
stavei 3.1 (viz obrézek C.1). Pfi pouziti modelu blokovych maxim je nutné, aby vstupni
datovy soubor obsahoval jiz hodnoty blokovych maxim.

V obou ptipadech je navic uzivateli ddna moznost testovani shody modelového rozde-
leni pomoci testii dobré shody (x? test, K-S test, A-D test) ¢ pomoci grafickych me-
tod (histogram, Q-Q plot). Pfi pouziti metody blokovych maxim je mozné odhadnout
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C. SOFTWARE EVDEST

jen navratové trovné (RT - Return Levels) T-letych udalosti, zatimco pii pouziti pra-
hového modelu lze nastavit navratovou uroven pro libovolny pocet m pozorovani. Pti
pouziti prahového modelu je vsak nutné zadat pocet let méreni (No. of years). Pro
danou hladinu vyznamnosti a software také urcuje asymptoticky interval spolehlivosti
pro navratovou uroven (Lower RT, Upper RT), pricemz vSechny odhady jsou zobrazovany
v grafu.

Zavisla pozorovani (Dependent Series)

Pii volbé analyzy zavislych pozorovani nabizi software moznost pouziti prahového mo-
delu s vyuzitim runs declusterovéni (odstavec 5.1) nebo s vyuzitim odhadu extremélniho
indexu. Pro oba tcely slouzi testovaci data v souboru Dependent.txt. Volba prahu se
opét provede na zakladé grafickych metod.

Pii declusterovani je nutné ve spodni ¢asti nastavit hodnotu decluterovaciho runs
parametru. Testovaci data predstavuji minutovda méfeni, tj. hodnota tohoto parametru
pak urcuje, kolika minutami podprahovych hodnot jsou oddéleny ruzné shluky. Pro ruzna
nastaveni declusterovaciho parametru lze pozorovat zmény v odhadech navratovych urovni
a jejich intervalu spolehlivosti.

Prahovy model postaveny na odhadu extremalniho indexu vyuziva odhad Gomes (viz
odstavec 5.2), ktery se ukazuje jako dostatecné robustni. Je také odhadnuta variabilita
odhadu é\g, pricemz tato je vyuzita pii konstrukci intervalovych odhadu navratovych
urovni. Nastaveni pomocnych parametru odhadu é\G neni uzivateli dano k dispozici, op-
timélni hodnoty parametru vsak vychézi ze studii [60, 13, 5.

E—— E=gen |
File £
Pt -
556 / i
Threshold Selection e Ed
- -
Threshold: | 3 A5t - 4 ]
1%} ”
o= 005 (©) Shape Parameter 3 4l ’
& ’ —_——_ T P
() Scale Parameter = 4 == s
H p-value S 351 14 s i
’
2 0 s © Histogram s S
Foy, ]
KS 0 0625 ©Q-Q Plot A
AD 0 0.541 281 ’,’ ]
2 1
15 1
0 2 4 6 8 10
Threshold
Return Level Estimation
No. of years: | 41
(@ T-Year Return Level T 5 10 20 50 100
. RL 21.2691 251577 29.3101 352348 40.0709
(7) m-Observation Return Lavel w005 Lower RL 18.3106 20.8472 232494 261756 28.1618
= Upper RL 242276 294682 353708 442941 519801

@ Michal Fusek & Jan HoleSovsky 2014

Obrazek C.1: Prostiedi softwaru EVDest.
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Popis programu k analyze extrémnich

hodnot

K analyze extrémnich hodnot byly v softwaru Matlab vytvoreny nasledujici skripty a funkce.
Tyto vyuzivaji statisticky a optimalizac¢ni toolbox (testovano pro verzi Matlab 2014a),
ktery je nutné mit nainstalovan. Nékteré z déale predstavenych funkei jsou také soucasti
softwaru EVDest (viz dodatek C).

db_hill.m

db_moe.m

decluster.m

ems.m

hill.m

intensity.m

Vypocet asymptotickych kvadratickych odchylek g, , (k) Hillova
odhadu EV indexu pro pouziti dvojité bootstrapového algoritmu
odhadu vhodného poc¢tu k hornich poradovych statistik (viz algo-
ritmus na str. 61). Funkce je vzhledem k ¢asové narocnosti opako-
vanych vypocéti vhodnéjsi nez funkce hill.m, nebof pocita hod-
noty gy, ,(k) pro véechny hodnoty b =1,...,Bak =2,...,m
soucasné.

Vypocet odhadu asymptotickych kvadratickych odchylek EV in-
dexu gy, ,(k) pro pouzit{ dvojité bootstrapového algoritmu od-
hadu vhodného poctu k hornich poradovych statistik (viz algo-
ritmus na str. 61). Funkce je vzhledem k ¢asové narocnosti opa-
kovanych vypocétit vhodnéjsi nez funkce moe .m, nebot pocita hod-
noty gy, ,(k) pro véechny hodnoty b =1,...,Bak =2,...,m
soucasné.

Vzorkovani ptiblizné nezavislych pozorovani ze souvislé casové
fady pomoci technik blocks a runs declusteringu (odstavec 5.1).

Vzorkovani pfiblizné nezavislych agregovanych pozorovani
(minéno pro srazkové tihrny) ze souvislé casové fady na zakladé
nastavitelné separacni periody dle metodiky [96].

Hilluv odhad EV indexu.
Vzorkovéni zavislych agregovanych pozorovani (minéno pro
srazkové uhrny) ze souvislé casové fady. Agregace probiha na

zdklade disjunktnich bloku dle sledované doby trvani (napf.
deste).
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jth_moment .m Pomocnd funkce pro uréeni j-tych momentu pro momentové od-
hady parametru £ a o, (str. 48).

moe.m Momentovy odhad EV indexu a parametru métitka GP rozdéleni
(str. 50, 52).
moe3.m Pomocny momentovy odhad E wm3(k) EV indexu zalozeny na mo-

mentech 3.7adu (str. 62).

mrlp_par_plot.m MRL plot, grafy stability parametru GP rozdéleni a testy dobré
shody nadprahovych hodnot.

theta_GAT.m Odhad extremalniho indexu a jeho variability pomoci metody
Gomes a Ancony-Navarreteho a Tawna (odstavec 5.2).
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Bodova konvergence, konvergence zleva, konvergence zprava
Konvergence podle pravdépodobnosti

Konvergence v distribuci

Rovnost v distribuci

Priblizna rovnost v distribuci, tj. X < Y = Vo
PX<z)~P(Y <x)

Asymptoticka ekvivalence, tj. a(t) ~ b(t) = lim; o a(t)/b(t) =1
max(c,0), min(c, 0)

Nejvétsi celé c¢islo mensi nez nebo rovné ¢

Landauova notace, f(z) € o(g(z)) < lim, o f(z)/g(x) =0
Charakteristicka funkce jevu A

Pravdépodobnost

Nosi¢ funkce f

Mnozina realnych ¢isel

Gama funkce

Norméln{ rozdéleni s parametrem polohy y a parametrem méiitka o

Nahodné veliciny

Néhodny vektor

Nahodna velicina X ma dané rozdéleni
Distribué¢ni funkce

Empiricka distribu¢ni funkce

Zleva spojita inverzni funkce k f, str. 17
Kvantilova funkce chvostu, U = (1/(1 — F))*, str. 18
Index extrémni hodnoty

Parametr druhého fadu

Mnozina regularné se ménicich funkei s indexem o
Extremalni index

Parametr métitka GP rozdéleni

Odhad parametru A

Pravy a levy koncovy bod rozdéleni, str. 16

Distribuc¢ni funkce GEV rozdéleni s EV indexem &, str. 20
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H

Dg
He,
D(Gy)
a, A
P

X2

EV index
GEV rozdéleni

GP rozdéleni
KM proces

maxAR proces
MT-GP

MV metoda
MYV odhad
RV index

Distribucéni funkce GP rozdéleni, str. 39

Limitni funkce podminky atraktivity, str. 23

Limitni funkce podminky druhého tadu, str. 31

Obor atraktivity GEV rozdéleni s EV indexem &

Pomocna funkce prvniho a druhého tadu, str. 23 a 31
Distribué¢ni funkce standardizovaného normélniho rozdéleni

x? rozdéleni s n stupni volnosti

Index extrémni hodnoty &

Zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot (Generalized Extreme
Value)

Zobecnéné Paretovo rozdéleni (Generalized Pareto)
Proces klouzavych maxim
Max-autoregresni proces

Multiple-Threshold Generalized Pareto; metoda urceni prahové
hodnoty

Metoda maximalni vérohodnosti
Maximalné vérohodny odhad

Index regulérni variace



