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JIHOČESKÁ UNIVERZITA V ČESKÝCH BUDĚJOVICÍCH
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1 Úvod 6
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3.2 2. série . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Kapitola 1

Úvod

Korespondenčńı semináře jsou významné z hlediska práce s nadanými studenty;
ani matematické korespondenčńı semináře nejsou výjimkou. V dnešńı době jich
existuje celá řada, a to na středńıch i základńıch školách. Jejich obĺıbenost
u student̊u a žák̊u spoč́ıvá předevš́ım v tom, že poskytuj́ı relativně dostatek
času na vyřešeńı jednotlivých úloh, stejně tak i na seznámeńı se s tématem,
které nepatř́ı mezi oblasti matematiky vyučované na př́ıslušném typu školy.
Např́ıklad vyšš́ı kola matematické olympiády nebo populárńı soutěž Klokan ta-
kové možnosti širš́ımu okruhu zájemc̊u z řad student̊u nedovoluj́ı.

Korespondenčńı semináře svou podstatou tak pomáhaj́ı nejen rozv́ıjet myšle-
ńı a dosavadńı znalosti a vědomosti žák̊u a student̊u, ale rovněž posiluj́ı pozitivńı
vztah k matematice. V současné době je tento prvek popularizováńı matema-
tiky velmi d̊uležitý, nebot’ tuto discipĺınu považuj́ı žáci, studenti, ale i veřejnost
v posledńıch letech za nesmı́rně náročnou a nezaj́ımavou, na mnoha typech škol
dokonce za zbytečnou. Proto věř́ım, že korespondenčńı semináře, které dávaj́ı
větš́ı prostor pro širš́ı okruh řešitel̊u, napomáhaj́ı motivovat studenty k tomu,
že matematika je pro ně př́ınosem nejenom v źıskáváńı matematických doved-
nost́ı vyřešeńım určité úlohy. Do povědomı́ řešitel̊u tak proniká poznatek, že
matematika je discipĺına, která je uč́ı systému v práci, vytrvalosti, trpělivosti
a d̊uslednosti.

Jihočeský matematický korespondenčńı seminář je jedńım z mnoha, které
vznikly kolem roku 1980. V té době kromě matematické olympiády existoval
i korespondenčńı seminář Ústředńıho výboru matematické olympiády, který
však byl určen pro vymezenou skupinu nejlepš́ıch řešitel̊u matematické olympiá-
dy. Pro ostatńı studenty byly úlohy tohoto semináře př́ılǐs náročné. Proto se
Ústředńı výbor matematické olympiády obrátil na krajské garanty matematické
olympiády s návrhem, zda by se nepokusili o vytvořeńı ”lehč́ı formy” korespon-
denčńıho semináře určené mj. i pro daľśı zájemce o matematiku. Tak proběhl
ve školńım roce 1980/81 prvńı ročńık Jihočeského matematického korespon-
denčńıho semináře, u jehož zrodu stála doc. Lada Vaňatová, která byla hlavńım
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garantem semináře až do roku 1989. Na opravě úloh se tehdy značnou měrou
pod́ıleli studenti Pedagogické fakulty. Později při sestavováńı úloh pomáhal Ladě
Vaňatové i Pavel Pech. V roce 1989 byla organizace semináře předána učitel̊um
jihočeských gymnázíı. Garantem semináře se stal Pavel Leischner z Gymnázia
Strakonice a kromě něj sestavovali a opravovali jednotlivá kola v letech 1989 –
2002 tito učitelé: Michaela Kobĺıžková (Gymnázium Jindřich̊uv Hradec), Marie
Štěpánková (Gymnázium Tábor) a Petr Sokol (Pedagogická fakulta v Českých
Budějovićıch).

V roce 2002 došlo ke krizi a Jihočeský matematický korespondenčńı seminář
zanikl.
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Kapitola 2

Ročńık 1993/94

2.1 1. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńık)
V rovnici (x2 + a)(x + 1) = (x4 + 1)(x + 2) určete hodnotu parametru a,
jestliže je známo, že tato rovnice má jeden kořen roven jedné.

2. Rovnice ax2 + bx + c = 0 nemá reálný kořen, současně plat́ı a + b + c < 0.
Určete jaké znaménko má parametr c.

3. Dokažte, že výraz x5 + 3x4y − 5x3y2 − 15x2y3 + 4xy4 + 12y5 neńı roven
č́ıslu 33 pro žádná celá č́ısla x, y.

4. Dokažte, že pro libovolná reálná č́ısla a, b, c plat́ı nerovnost
a4 + b4 + c4 ≥ a2bc + b2ac + c2ab.

5. Dokažte, že pro libovolná kladná reálná č́ısla a, b je splněna nerovnost
2
√

a + 3 3
√

b ≥ 5 5
√

ab.

6. V pravoúhlém trojúhelńıku jsou a, b jeho odvěsny, c přepona, v výška
na přeponu. Dokažte, že c + v je větš́ı a + b.

7. Máme dvě nádoby. Rozlijeme do nich libovolně 1 l vody. Z prvńı nádoby
přelijeme polovinu objemu vody do druhé nádoby. Potom polovinu ob-
jemu z druhé nádoby do prvńı a opět z prvńı polovinu do druhé nádoby,
atd. Dokažte, že nezávisle na počátečńım množstv́ı vody v nádobách bude
po 100 přelit́ıch v nádobách 2/3 l a 1/3 l vody s přesnost́ı 1 ml.
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Řešeńı

1. Text úlohy. V rovnici (x2 + a)(x + 1) = (x4 + 1)(x + 2) určete hodnotu
parametru a, jestliže je známo, že tato rovnice má jeden kořen roven jedné.

Řešeńı úlohy. Jestliže rovnice má jeden kořen roven jedné, potom po dosa-
zeńı kořene do rovnice muśı být tato podmı́nka splněna. Po dosazeńı tedy
obdrž́ıme (1 + a) · 2 = 2 · 3. Źıskáme hodnotu parametru a = 2.

2. Text úlohy. Rovnice ax2 + bx + c = 0 nemá reálný kořen, současně plat́ı
a + b + c < 0. Určete jaké znaménko má parametr c.

Řešeńı úlohy. Pokud je a 6= 0, nemá parabola f(x) = ax2 + bx+ c pr̊useč́ık
s osou x. Lež́ı celá bud’ nad osou x nebo pod osou x. Hodnota funkce
v bodě 1 je f(1) = a + b + c. Odtud a ze zadáńı plyne, že f(1) < 0. Proto
všechny hodnoty této funkce jsou záporné. Je tedy c = f(0) < 0. Nav́ıc
muśı být a < 0.

Pokud a = 0, má rovnice tvar bx + c = 0. Grafem funkce g(x) = bx + c je
př́ımka, která neprotne osu x jen tehdy, když bude b = 0. Z podmı́nky, že
rovnice nemá reálný kořen tedy dostáváme g(x) = c = a + b + c < 0.

Závěr. Parametr c je záporný.

3. Text úlohy. Dokažte, že výraz x5 + 3x4y − 5x3y2 − 15x2y3 + 4xy4 + 12y5

neńı roven č́ıslu 33 pro žádná celá č́ısla x, y.

Řešeńı úlohy. Výraz V = x5 +3x4y−5x3y2−15x2y3 +4xy4 +12y5 nejprve
rozlož́ıme na součin. Postupným vytýkáńım obdrž́ıme

V = x4(x + 3y) − 5x2y2(x + 3y) + 4y4(x + 3y),

V = (x + 3y)(x4 − 5x2y2 + 4y4).

Bikvadratický polynom v posledńı závorce má kořeny y a 4y. Plat́ı tedy

V = (x + 3y)(x2 − y2)(x2 − 4y2)

a po úpravě podle vzorce pro rozd́ıl čtverc̊u dostaneme

V = (x + 3y)(x − y)(x + y)(x − 2y)(x + 2y).

Výraz V je tedy součinem pěti r̊uzných celých č́ısel která si označ́ıme
a1, a2, a3, a4, a5 v daném pořad́ı.

V = a1 · a2 · a3 · a4 · a5 (a1, . . . , a5 ∈ Z)

Pro y = 0 je V = x5. Rovnice x5 = 33 nemá celoč́ıselné řešeńı.

Je-li y 6= 0, je V pro každou dvojici [x, y] ∈ Z × Z součinem pěti r̊uzných
celých č́ısel. Čı́slo 33 lze rozložit na součin maximálně čtyř r̊uzných celých
č́ısel:
33 = (−1) · 1 · 3 · (−11)
33 = (−1) · 1 · (−3) · 11
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Proto plat́ı
∀ x, y ∈ Z : V 6= 33.

4. Text úlohy. Dokažte, že pro libovolná reálná č́ısla a, b, c plat́ı nerovnost
a4 + b4 + c4 ≥ a2bc + b2ac + c2ab.

Řešeńı úlohy. Pro všechna x, y, z ∈ R zřejmě plat́ı

(x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 ≥ 0,

přičemž rovnost nastane právě tehdy, když x = y = z. Tuto nerovnost
ekvivalentně uprav́ıme na tvar

x2 + y2 + z2 ≥ xy + xz + yz. (2.1)

Nerovnost (2.1) je splněna pro každou trojici reálných č́ısel x, y, z a rovnost
nastane právě tehdy, když x = y = z.

Do nerovnosti (2.1) dosad́ıme nejprve x = a2, y = b2, z = c2:

a4 + b4 + c4 ≥ a2b2 + a2c2 + b2c2. (2.2)

Rovnost nastane právě, když |a| = |b| = |c|.
Nyńı do (2.1) dosad́ıme x = ab, y = ac, z = bc:

a2b2 + a2c2 + b2c2 ≥ a2bc + abc2 + ab2c. (2.3)

Rovnost nastane právě tehdy, když ab = bc = ac a zároveň |a| = |b| = |c|.
Snadno ověř́ıme, že tyto vztahy jsou ekvivalentńı s podmı́nkou a = b = c.

Z nerovnost́ı (2.2) a (2.3) okamžitě plyne, že pro všechna reálná a, b, c je

a4 + b4 + c4 ≥ a2bc + b2ac + c2ab,

přičemž rovnost nastane, právě když a = b = c.

5. Text úlohy. Dokažte, že pro libovolná kladná reálná č́ısla a, b je splněna
nerovnost 2

√
a + 3 3

√
b ≥ 5 5

√
ab.

Řešeńı úlohy. Pro každou n-tici kladných reálných č́ısel x1, x2, . . . , xn ∈ R+

plat́ı nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem (A-G ne-
rovnost):

x1 + x2 + · · · + xn

n
≥ n

√
x1 · x2 · · ·xn, (2.4)

přičemž rovnost nastane, právě když x1 = x2 = · · · = xn. Do nerov-
nosti (2.4) dosad́ıme n = 5, x1 = x2 =

√
a, x3 = x4 = x5 = 3

√
b

(a ∈ R+, b ∈ R+).
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Dostaneme nerovnici

2
√

a + 3 3
√

b

5
≥ 5

√√
a
√

a
3
√

b
3
√

b
3
√

b,

kterou posléze vynásob́ıme pěti a dostaneme nerovnost

2
√

a + 3
3
√

b ≥ 5
5
√

ab ∀a, b ∈ R+,

kterou jsme chtěli dokázat. Rovnost nastane, právě když
√

a = 3
√

b, to zna-
mená právě když a = b.

6. Text úlohy. V pravoúhlém trojúhelńıku jsou a, b jeho odvěsny, c přepona,
v výška na přeponu. Dokažte, že c + v je větš́ı a + b.

Řešeńı úlohy. V pravoúhlém trojúhelńıku ABC (γ = 90◦), můžeme využ́ıt
Pythagorovu větu

c2 = a2 + b2 (2.5)

a dvě r̊uzná vyjádřeńı obsahu:

S =
1

2
ab =

1

2
vc.

Odtud urč́ıme
4S = 2 ab = 2 cv. (2.6)

Vı́me, že vztah v2 > 0 plat́ı vždy. Proto muśı platit také

v2 + c2 + 4S > c2 + 4S.

Dosad́ıme-li za v2 a 4S ze vztah̊u (2.5) a (2.6) dostaneme odtud

c2 + v2 + 2cv > a2 + b2 + 2ab,

neboli (c + v)2 > (a + b)2.

Protože jsou č́ısla c + v a a + b kladná a pro kladná x plat́ı
√

x2 = x, je
posledńı vztah ekvivaletńı s nerovnost́ı

c + v > a + b.

7. Text úlohy. Máme dvě nádoby. Rozlijeme do nich libovolně 1 l vody. Z prvńı
nádoby přelijeme polovinu objemu vody do druhé nádoby. Potom polovinu
objemu z druhé nádoby do prvńı a opět z prvńı polovinu do druhé nádoby,
atd. Dokažte, že nezávisle na počátečńım množstv́ı vody v nádobách bude
po 100 přelit́ıch v nádobách 2/3 l a 1/3 l vody s přesnost́ı 1 ml.

Řešeńı úlohy. Př́ıpad, že v nádobách je 2/3 l a 1/3 l je zřejmý. Budeme
tedy předpokládat, že v nádobách je množstv́ı vody odlǐsné od předchoźıho
př́ıpadu. Libovolnou z nádob označ́ıme jako prvńı a počátečńı množstv́ı
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v ńı označ́ıme p+2/3 (litru). Ve druhé nádobě bude 1−(p+2/3) = 1/3−p
litru vody. Dále zapisujeme stavy vody v nádobách:

Původńı stav:
prvńı nádoba. . . (2/3 + p) l,
druhá nádoba. . . (1/3 − p) l.

Po prvńım přelit́ı:
prvńı nádoba. . . (1/3 + p/2) l,
druhá nádoba. . . (2/3 − p/2) l.

Po druhém přelit́ı:
prvńı nádoba. . . (2/3 + p/4) l,
druhá nádoba. . . (1/3 − p/4) l.

Vid́ıme, že se po každých dvou přelit́ıch množstv́ı p zmenš́ı 4 krát (p/4 l).
Po 100 přelit́ıch se zmenš́ı 450 krát. Množstv́ı p po posledńım přelit́ı je
tedy rovno

p

450
neboli p · 4−50 litru p ∈ 〈−2/3; 1/3〉

a to je zřejmě mnohem menš́ı než jeden ml (1 ml=10−3 l).
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2.2 2. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńık)
Pavouk Albert, rodný bratr pavouka Huberta, si jednou utkal pavučinu
tvaru čtvercové śıtě 10 × 10 jednotkových čtverc̊u. Označme vrcholy śıtě
A, B, C, D a zaved’me si souřadnice tak, aby A = [0, 0], B = [10, 0],
C = [10, 10], D = [0, 10]. V mı́stech K = [1, 1], L = [9, 2] a M = [6, 9] se
mu chytly mouchy. Namalujte si př́ıslušný obrázek a určete, v jakém bodě
X si má Albert zvolit stanovǐstě, aby součet délek cest z X do K, z X
do L a z X do M byl minimálńı.

2. Jindy pavouk Albert pospojoval středy hran drátěného modelu krychle
ABCDEFGH pavučinami rovnoběžnými s hranami krychle. Pr̊useč́ıky
těchto pavučin, to znamená středy stěn krychle, pospojoval rovněž pa-
vouč́ımi vlákny rovnoběžnými s hranami krychle. Tı́m vznikla (z vláken
i drát̊u modelu) krychlová śıt’ typu 2 × 2 × 2 obsahuj́ıćı celkem 8 jednot-
kových krychĺı a 27 mř́ıžových bod̊u (tj. vrchol̊u jednotkových krychĺı).
Určete v této śıti počet všech nejkratš́ıch cest, po kterých se může Albert
dostat z vrcholu A do vrcholu G.

3. Uvažujme śıt’ z úlohy 2. Kolika cestami se může Albert dostat z vrcholu A
do mř́ıžového bodu ve středu krychle, má-li přitom proj́ıt všemi mř́ıžovými
body a to každým právě jednou?

4. Letecká společnost zajǐst’uje spojeńı mezi každými dvěma z několika velkých
měst. Následuj́ıćı rok chce zvýšit počet leteckých linek o 38 a to tak, že
přibere určitý počet měst a opět bude zajǐst’ovat spojeńı mezi každými
dvěma v nově vzniklé soustavě měst. Stanovte, v kolika městech zajǐst’uje
společnost spojeńı letos a kolik měst bude mı́t na starosti př́ı̌st́ı rok. (Le-
tecké linky z A do B a z B do A nerozlǐsujeme – považujeme je za jedinou
linku).

5. V jednom státě je soustava leteckých trat́ı utvořena tak, že každé město
je spojeno leteckou linkou nejvýš se třemi daľśımi městy a z libovolného
města je možné letět do kteréhokoli daľśıho s nejvýše jedńım přestupem.
Jaký největš́ı počet měst může být v tomto státě?

6. Na každé z planet určitého planetárńıho systému je astronom, který pozo-
ruje nejbližš́ı planetu. Každé dvě vzdálenosti mezi planetami jsou r̊uzné.
Dokažte, že když je počet planet lichý, pak některou planetu žádný z ast-
ronomů nepozoruje.

7. Je dáno n bod̊u, n > 4. Dokažte, že je možno tyto body spojit šipkami
(tj. orientovanými čarami) tak, aby bylo možné se z každého bodu dostat
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do kteréhokoliv jiného nejvýše po dvou šipkách. Postupovat můžeme jen
ve směru př́ıslušné šipky a každé dva body je možné spojit šipkou jen
v jednom směru.

Řešeńı

1. Text úlohy. Pavouk Albert, rodný bratr pavouka Huberta, si jednou utkal
pavučinu tvaru čtvercové śıtě 10 × 10 jednotkových čtverc̊u. Označme
vrcholy śıtě A, B, C, D a zaved’me si souřadnice tak, aby A = [0, 0],
B = [10, 0], C = [10, 10], D = [0, 10]. V mı́stech K = [1, 1], L = [9, 2]
a M = [6, 9] se mu chytly mouchy. Namalujte si př́ıslušný obrázek a určete,
v jakém bodě X si má Albert zvolit stanovǐstě, aby součet délek cest z X
do K, z X do L a z X do M byl minimálńı.

Řešeńı úlohy.

Obrázek 2.1:

Prvńı zp̊usob:
Součet délek nejkratš́ıch cest po śıti z libovolného bodu X do bod̊u K,
L, M označ́ıme s(X). Je zřejmé, že hledaný bod X , pro nějž je s(X)
minimálńı, neńı vně trojúhelńıka KLM . Je to proto jeden z 29 mř́ıžových
bod̊u v trojúhelńıku KLM . Postupným vyšetřeńım všech 29 možnost́ı
zjist́ıme, že nejmenš́ı součet s(X) = 16 pro X = [6; 2] (obr. 2.1).
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Druhý zp̊usob:
Hledáme bod X = [x; y], kde x ∈ {0, 1, 2, . . . , 10} a y ∈ {0, 1, 2, . . . , 10},
popř́ıpadě se můžeme omezit jen na body v trojúhelńıku KLM . Poṕı̌seme
nyńı délky nejkratš́ıch cest z bodu X do ostatńıch bod̊u takto:

X −→ K : sK = |x − 1| + |y − 1|
X −→ L : sL = |x − 9| + |y − 2|
X −→ M : sM = |x − 6| + |y − 9|.

Součet těchto délek s je tedy s = sK + sL + sM a po dosazeńı:

s = |x − 1| + |x − 9| + |x − 6|
︸ ︷︷ ︸

f(x)

+ |y − 1| + |y − 2| + |y − 9|
︸ ︷︷ ︸

g(y)

.

Pokud do f(x) = |x − 1| + |x − 6| + |x − 9| postupně dosad́ıme hodnoty
x ∈ {0, 1, . . . , 10} zjist́ıme, že

f(x) ≥ f(6) = 8.

Analogicky do g(y) = |y − 1| + |y − 2| + |y − 9| dosad́ıme hodnoty
y ∈ {0, 1, . . . , 10} a opět zjist́ıme, že

g(y) ≥ g(2) = 8.

Pro všechny cesty tedy plat́ı s ≥ f(x) + g(y), přičemž cesta nejkratš́ı je

smin = f(6) + g(2) = 8 + 8 = 16 pro (x = 6 ∧ y = 2) ⇒ X = [6; 2].

Třet́ı zp̊usob:
Spoč́ıvá v tom, že zvoĺıme libovolný mř́ıžový bod v trojúhelńıku KLM ,
označme ho X0. Přesuneme-li se odtud do libovolného sousedńıho mř́ıžového
bodu X1, bude

s(X1) < s(X0) nebo s(X1) > s(X0)

a to vždy o jeden jednotkový d́ılek. Zálež́ı to na tom, zda se při přesou-
váńı ke dvěma z vrchol̊u K, L, M přibližujeme a od jednoho vzdalujeme
či naopak. Postupně se přesouváme z X0 do X1, X2, atd. až do Xn tak,
aby platilo

s(X0) > s(X1) > s(X2) > . . . > s(Xn),

kde Xn = X je bod z něhož se již nelze přesouvat tak, aby se součet s
dále zmenšoval.

Pro názornost si jednu konkrétńı posloupnost ukážeme a postup hledá-
ńı jednotlivých bod̊u zaṕı̌seme pomoćı tabulky. Zvoĺıme si např́ıklad bod
X0 = [4; 3] (uvnitř △KLM). Označ́ıme sK , sL, sM vzdálenosti zvoleného
bodu k bod̊um K, L, M a s jejich součet.

V tabulce vid́ıme, že volba cesty neńı jednoznačná, ale vždy vede do jed-
noho bodu. Hledaným bodem je tedy bod X = [6; 2], pro který je s mi-
nimálńı.
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Bod [x; y] sK sL sM s
X0 [4;3] 5 6 8 19
- [3;3] 4 7 9 20
- [4;2] 4 5 9 18

X1 [5;3] 6 5 7 18
- [4;4] 6 7 7 20
- [5;2] 5 4 8 17

X2 [6;3] 7 4 6 17
- [5;4] 7 6 6 19

X = X3 [6;2] 6 3 7 16
- [7;3] 8 3 7 18
- [6;4] 8 5 5 18
- [7;2] 7 2 8 17

2. Text úlohy. Jindy pavouk Albert pospojoval středy hran drátěného mo-
delu krychle ABCDEFGH pavučinami rovnoběžnými s hranami krychle.
Pr̊useč́ıky těchto pavučin, to znamená středy stěn krychle, pospojoval
rovněž pavouč́ımi vlákny rovnoběžnými s hranami krychle. Tı́m vznikla
(z vláken i drát̊u modelu) krychlová śıt’ typu 2 × 2 × 2 obsahuj́ıćı celkem
8 jednotkových krychĺı a 27 mř́ıžových bod̊u (tj. vrchol̊u jednotkových
krychĺı). Určete v této śıti počet všech nejkratš́ıch cest, po kterých se
může Albert dostat z vrcholu A do vrcholu G.

Řešeńı úlohy.

Prvńı zp̊usob:

Obrázek 2.2:

V této úloze budeme předpokládat, že A je levý předńı dolńı vrchol mo-
delu krychle.

Má-li j́ıt Albert nejkratš́ı cestou, muśı se z každého mř́ıžového bodu,
v němž se právě nacháźı, přesunout vždy bud’ doprava nebo dozadu nebo
nahoru. Do každého bodu M se tedy může dostat z levého nebo předńıho
nebo spodńıho mř́ıžového bodu. Počet všech možných cest do M je dán
součtem počt̊u možných cest z těchto tř́ı sousedńıch bod̊u. Úlohu můžeme
vyřešit postupným vypsáńım možnost́ı pro všechny mř́ıžové body naš́ı
śıtě. Vycháźıme při tom z bodu A a abychom nemuseli kreslit prosto-
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rový obrázek, rozkresĺıme situace v jednotlivých patrech krychlové śıtě
(obr. 2.2). Počet všech cest je 90.

Druhý zp̊usob:
Označme souřadnice bodu A = [0; 0; 0] a G = [2; 2; 2]. Nejkratš́ı délka
cesty z bodu A do bodu G je 6 jednotek délky (např. 2 jednotky doprava
ve směru osy x, 2 jednotky dozadu ve směru osy y a dvě jednotky nahoru
ve směru osy z).

Možné cesty můžeme vyjádřit jako uspořádané šestice krok̊u o 1 jednotku
v daném směru:
x x y y z z
x y z z y x
...

...
...

...
...

...
z z y y x x

→ x je krok doprava o 1 jednotku
→ y je krok dozadu o 1 jednotku
→ z je krok nahoru o 1 jednotku

Počet všech možných cest p je počet permutaćı s opakováńım šesti prvk̊u
troj́ıho druhu:
2 prvky 1.druhu(x), 2 prvky 2.druhu(y) a 2 prvky 3.druhu(z).

n1 = n2 = n3 = 2, n = n1 + n2 + n3 = 6

p =
(n1 + n2 + n3)!

n1! · n2! · n3!
=

6!

2! · 2! · 2!
=

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
2 · 2 · 2 = 90

Existuje tedy právě 90 nejkratš́ıch cest z bodu A do bodu G. Všechny tyto
cesty maj́ı délku 6 jednotek.

3. Text úlohy. Uvažujme śıt’ z úlohy 2. Kolika cestami se může Albert dostat
z vrcholu A do mř́ıžového bodu ve středu krychle, má-li přitom proj́ıt
všemi mř́ıžovými body a to každým právě jednou?

Řešeńı úlohy.

Prvńı zp̊usob:
Vrcholu A přǐrad́ıme cifru 1, sousedńım mř́ıžovým bod̊um cifru 2 a daľśım
bod̊um postupně přǐrazujeme cifry 1 a 2 tak, aby žádné dvě soused́ıćı
cifry nebyly stejné (obr. 2.3). At’ p̊ujde Albert jakoukoli cestou, pravidelně
stř́ıdá body typu 1 a 2. Projde-li každým mř́ıžovým bodem právě jednou,
nemůže nikdy skončit ve středu krychle, nebot’ tomuto bodu př́ısluš́ı cifra
2 a bod̊u s touto cifrou je jen 13, kdežto bod̊u označených 1 je 14. Má-li
proj́ıt všechny body, je nutné, aby zač́ınal a končil v bodě s cifrou 1.

Druhý zp̊usob:
Vycháźı-li pavouk z A a konč́ı ve středu krychle, znamená to, že počet
úseček, které vyleze nahoru je o 1 větš́ı, než počet úseček, které sleze dol̊u.
Celkový počet úseček zdolaných Albertem ve svislém směru je tedy lichý.
Analogicky je lichý i počet úsek̊u, které projde v předozadńım i pravolevém
směru. Jeho celková dráha se tedy skládá z lichého počtu úsek̊u, které
projde v předozadńım i pravolevém směru. Celková dráha se tedy skládá
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Obrázek 2.3:

z lichého počtu úseček. Na druhé straně, má-li proj́ıt všemi 27 body śıtě,
a to každým právě jednou, muśı zdolat 26 úseček, tedy sudý počet. Cesta
splňuj́ıćı dané podmı́nky neexistuje.

Třet́ı zp̊usob:
Pavouk se může dostat zmı́něným zp̊usobem do středu krychle, jen když
existuje cesta z vrcholu A přes ostatńı vrcholy a středy hran a stěn, která
procháźı každým z těchto bod̊u právě jednou a konč́ı ve středu hrany nebo
stěny. (Z vrcholu totiž do středu krychle nevede př́ımo žádná úsečka.)
Na střed hrany se může dostat jen z vrcholu nebo středu stěny a nao-
pak ze středu hrany jen na vrchol nebo střed stěny. Střed̊u hran je však
o 2 méně než vrchol̊u a střed̊u stěn dohromady. Proto taková cesta nee-
xistuje.

4. Text úlohy. Letecká společnost zajǐst’uje spojeńı mezi každými dvěma z něko-
lika velkých měst. Následuj́ıćı rok chce zvýšit počet leteckých linek o 38
a to tak, že přibere určitý počet měst a opět bude zajǐst’ovat spojeńı mezi
každými dvěma v nově vzniklé soustavě měst. Stanovte, v kolika městech
zajǐst’uje společnost spojeńı letos a kolik měst bude mı́t na starosti př́ı̌st́ı
rok. (Letecké linky z A do B a z B do A nerozlǐsujeme - považujeme je
za jedinou linku).

Řešeńı úlohy. Označme po řadě n, k počet p̊uvodńıch a přibývaj́ıćıch měst
a zabývejme se nejprve p̊uvodńım stavem. Z jednoho města do zbývaj́ıćıch
lze vést n − 1 linek, to čińı pro všech n měst celkem

n(n − 1)

2

linek, protože v součinu n(n − 1) je každá linka zahrnuta dvakrát.

Přidáme-li k měst, bude celkový počet linek

(n + k)(n + k − 1)

2
.
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Odtud máme rovnici

(n + k)(n + k − 1)

2
=

n(n − 1)

2
+ 38.

Upravme ji na tvar

76 = k(2n + k − 1) = 1 · 76 = 2 · 38 = 4 · 19.

Jiné rozklady na součin dvou přirozených činitel̊u možné nejsou. Menš́ı
z činitel̊u zřejmě odpov́ıdá č́ıslu k, větš́ı je roven výrazu 2n+k−1. Snadno
dále zjist́ıme, že vyhovuje jen n = 38 a k = 1 nebo n = 8 a k = 4.

Počet měst se tedy změnil z 38 na 39 nebo z 8 na 12.

5. Text úlohy. V jednom státě je soustava leteckých trat́ı utvořena tak, že
každé město je spojeno leteckou linkou nejvýš se třemi daľśımi městy a z li-
bovolného města je možné letět do kteréhokoli daľśıho s nejvýše jedńım
přestupem. Jaký největš́ı počet měst může být v tomto státě?

Řešeńı úlohy. Z jednoho města, označme jej A, lze letět nejvýš do tř́ı měst
a z každého z těchto tř́ı měst můžeme letět ještě do dvou daľśıch. Z těchto
již do žádného nového města letět nelze, protože linku do A z nich př́ımo
vybudovat nemůžeme. To znamená, že přidáńım daľśıho města by nebyla
pro cestu z něj do A splněna podmı́nka nejvýše jednoho přestupu.

Obrázek 2.4:

Pro hledaný počet měst n plat́ı: n ≤ 1+3+3 ·2 = 10. Největš́ı počet měst
je deset. Je ale ještě nutné dokázat, že letecká śıt’ splňuj́ıćı dané podmı́nky
pro 10 měst existuje. Na obrázku 2.4 jsou znázorněna r̊uzná schémata
splňuj́ıćı podmı́nky úlohy. Představuj́ı všechna schémata tutéž soustavu
leteckých trat́ı?
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6. Text úlohy. Na každé z planet určitého planetárńıho systému je astronom,
který pozoruje nejbližš́ı planetu. Každé dvě vzdálenosti mezi planetami
jsou r̊uzné. Dokažte, že když je počet planet lichý, pak některou planetu
žádný z astronomů nepozoruje.

Řešeńı úlohy. Necht’ n je počet planet daného systému. Pro n = 1 nejsou
splněny podmı́nky úlohy (astronom na této jediné planetě nemůže pozo-
rovat nejbližš́ı planetu systému). Tvrzeńı úlohy je sice pravdivé, ale stejně
pravdivé by bylo tvrzeńı se stejnými předpoklady a opačným závěrem.
Proto je rozumné (vzhledem k tomu, že n je liché) předpokládat n ≥ 3.

Necht’ je tedy n ≥ 3 a uvažujme dvě nejbližš́ı planety. Astronomové
na těchto planetách se pozoruj́ı navzájem. Pokud někdo ze zbývaj́ıćıch
n−2 astronomů pozoruje některou z vybraných dvou planet, pak ostatńıch
n − 3 astronomů již nestač́ı pozorovat všech n − 2 planet a tvrzeńı je
dokázáno. Pozoruj́ı-li se však na zbývaj́ıćıch n − 2 planetách navzájem,
vybereme z nich opět dvě nejbližš́ı a postup opakujeme. Tak pokračujeme
dál, až v nejnepř́ıznivěǰśım př́ıpadě z̊ustane na konci jediná planeta, kte-
rou nikdo nepozoruje.

Uvedený zp̊usob řešeńı je d̊ukaz matematickou indukćı. Lze jej provést
i standardńım postupem, při kterém tvrzeńı V (n) dokazujeme tak, že
dokážeme platnost:

1) V (n) pro nejmenš́ı n,
2) V (n) ⇒ (n + 1).

7. Text úlohy. Je dáno n bod̊u, n > 4. Dokažte, že je možno tyto body spo-
jit šipkami (tj. orientovanými čarami) tak, aby bylo možné se z každého
bodu dostat do kteréhokoliv jiného nejvýše po dvou šipkách. Postupovat
můžeme jen ve směru př́ıslušné šipky a každé dva body je možné spojit
šipkou jen v jednom směru.

Řešeńı úlohy. Důkaz matematickou indukćı:

(a) Pro n = 5 a n = 6 tvrzeńı plat́ı (obr. 2.5)

Obrázek 2.5:

20



(b) Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro nějaké n > 4 přirozené a dokáže-
me, že tvrzeńı muśı platit i pro n+2 bod̊u. Prvńıch n z uvažovaných
n + 2 bod̊u již podle indukčńıho předpokladu spojit umı́me. Na-
poj́ıme-li na těchto n bod̊u zbývaj́ıćı dva (obr. 2.6), zjist́ıme, že tvr-
zeńı plat́ı. Tı́m je věta dokázána.

Obrázek 2.6:
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2.3 3. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńık)
Na tabuli je napsáno několik po sobě jdoućıch přirozených č́ısel. Spoč́ıtejte
jejich součet s, v́ıte-li, že když umažeme prvńı a posledńı č́ıslo zmenš́ı se
součet o 21 a jestliže mazáńı ještě jednou zopakujeme bude součet s/2.

2. Existuje 2n + 1 po sobě jdoućıch celých č́ısel, pro která plat́ı, že součet
čtverc̊u prvńıch n + 1 z nich, se rovná součtu čtverc̊u zbývaj́ıćıch n č́ısel.

(a) Napǐste aspoň jeden př́ıklad takových č́ısel.

(b) Určete všechny 2n + 1 -členné posloupnosti celých č́ısel, které maj́ı
danou vlastnost.

3. Posloupnost 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . se nazývá Fibonacciova.

(a) Určete jej́ı rekurentńı vzorec.

(b) Dokažte, že pro jej́ı členy ai plat́ı: (an)2 − an−1 · an+1 = (−1)n.

4. Někteř́ı z Vás nedávno v domáćım kole MO kategorie B dokazovali, že
n kružnic rozděĺı rovinu nejvýše na n2 − n + 2 disjunktńıch část́ı.

(a) Nakreslete př́ıklad situace, kdy 6 kružnic rozděluje rovinu právě na 32
část́ı.

(b) Rozhodněte, zda lze disjunktńı poĺıčka, na která je rovina rozdělena
n kružnicemi, obarvit dvěma barvami tak, aby žádná dvě sousedńı
poĺıčka neměla stejnou barvu. (Za sousedńı poĺıčka nepovažujeme ta
poĺıčka, jejichž hranice maj́ı společný jen jediný bod).

5. V geometrické praxi někdy už́ıváme i ”neklasické” konstrukce. Např́ıklad
v deskriptivńı geometrii tzv. ”proužkovou konstrukci elipsy” (viz. např.
Menš́ık, Setzer, Špaček: Deskriptivńı geometrie, př́ıručka pro př́ıpravu
na vysokou školu, str.73–74). Eukleidovsky nepř́ıpustným, ale prakticky
proveditelným krokem je v ńı to, že se na okraji rovného proužku paṕıru
vyznačená úsečka XY předepsané délky zkusmo přikládá ke dvěma narýso-
vaným kolmićım o1, o2 tak, aby X ∈ o1 a Y ∈ o2. Na připojeném obrázku
je podobným ”přikládáńım proužku paṕıru” s vyznačenou úsečkou XY
vhodné délky, řešena jedna slavná úloha (v obecném př́ıpadě eukleidovsky
neřešitelná). Určete, o kterou úlohu jde a dokažte správnost výsledku.

Na proužku vyznač́ıme |XY | = r. Přilož́ıme tak, aby hrana proužku

procházela B. X ∈ −→
V A, Y ∈ k.
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6. Dány tři, po dvou k sobě kolmé polopř́ımky
−−→
DX,

−−→
DY ,

−−→
DZ.

(a) Určete na polopř́ımkách postupně body A, C, H tak, aby v krychli
ABCDEFGH platilo, že vzdálenost hrany krychle od tělesové úhlo-
př́ıčky s ńı mimoběžné je 2 cm.

(b) Když krychli ABCDEFGH otoč́ıme kolem osy spojuj́ıćı středy stěn
ABCD a EFGH o 45◦, dostaneme krychli A′B′C′D′E′F ′G′H ′. Sjed-
noceńım obou krychĺı vznikne kolmý hranol s hvězdicovými podsta-
vami. Spoč́ıtejte jeho objem.

7. Dokažte, že součet všech vnitřńıch úhl̊u všech stěn konvexńıho mnohostěnu
je dvakrát větš́ı než součet vnitřńıch úhl̊u konvexńıho mnohoúhelńıka se
stejným počtem vrchol̊u jako má mnohostěn.

Řešeńı

Prvńı dva př́ıklady se týkaly skupiny (konečné posloupnosti) po sobě jdoućıch
celých č́ısel. Tato č́ısla jsou zřejmě rozložena symetricky kolem svého aritme-
tického pr̊uměru p. Pro lichý počet č́ısel je p rovno prostředńımu č́ıslu a plat́ı

p =
a1 + a2 + · · · + an

n
=

a1 + an

2
=

a2 + an−1

2
=

ak + an−(k−1)

2
.

Pro řešeńı tedy nebylo nutné znát aritmetické posloupnosti, ale bylo to vhodné.

1. Text úlohy. Na tabuli je napsáno několik po sobě jdoućıch přirozených
č́ısel. Spoč́ıtejte jejich součet s, v́ıte-li, že když umažeme prvńı a posledńı
č́ıslo zmenš́ı se součet o 21 a jestliže mazáńı ještě jednou zopakujeme bude
součet s/2.

Řešeńı úlohy. Posloupnost č́ısel můžeme vyjádřit např́ıklad takto (x ∈ N ,
n ∈ N ):

a1 = x
a2 = x + 1

...
an−1 = x + (n − 2)

an = x + (n − 1)

(2.7)

Součet s je tedy

s =
(a1 + an) · n

2
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a po dosazeńı za a1 a an dostaneme

s =
(2x + n − 1) · n

2
.

Ze zadáńı v́ıme, že a1 + an = 21, a z toho vyplývaj́ı rovnice

s =
21 · n

2
∧ 2x + n = 22. (2.8)

Nyńı zjist́ıme součet s. Ze vztah̊u (2.7) plyne

a1 + an = 2x + n − 1
a

a2 + an−1 = (x + 1) + x + (n − 2) = 2x + n − 1.

Odtud a ze tadáńı úlohy plyne

a2 + an−1 = a1 + a2 = 21.
Je tedy

s/2 = a1 + a2 + an−1 + an = 42.

Součet č́ısel napsaných na tabuli je

s = 84. (2.9)

Urč́ıme ještě danou posloupnost. Řešeńım soustavy rovnic (2.8) a (2.9)
dostaneme

84 = 21n
2 , odtud n = 8

a
2x + 8 = 22, neboli x = 7.

Posloupnost č́ısel vypadá tud́ıž následovně:

a1 = 7, a2 = 8, a3 = 9, a4 = 10, a5 = 11, a6 = 12, a7 = 13, a8 = 14.

Zkouškou se lze snadno přesvědčit, že těchto osm po sobě jdoućıch č́ısel
splňuje všechny podmı́nky úlohy.

2. Text úlohy. Existuje 2n + 1 po sobě jdoućıch celých č́ısel, pro která plat́ı,
že součet čtverc̊u prvńıch n+1 z nich, se rovná součtu čtverc̊u zbývaj́ıćıch
n č́ısel.

(a) Napǐste aspoň jeden př́ıklad takových č́ısel.

(b) Určete všechny 2n + 1 -členné posloupnosti celých č́ısel, které maj́ı
danou vlastnost.

Řešeńı úlohy. Máme 2n+1 po sobě jdoućıch celých č́ısel, z nichž prostředńı
označ́ıme proměnnou x (x ∈ Z; n ∈ N ).
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x − n; . . . ; x − 2; x − 1; x; x + 1; x + 2; . . . ; x + n
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
a1 an−1 an an+1 an+2 an+3 a2n+1

a1 ; . . . ; an−1 ; an ; an+1
︸ ︷︷ ︸

(n + 1) nejmenš́ıch

; an+2 ; an+3 ; . . . ; a2n+1
︸ ︷︷ ︸

n největš́ıch

Posloupnost {ai}2n+1
i=1 je rostoućı.

Podle podmı́nky úlohy plat́ı:

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n+1 = a2

n+2 + a2
n+3 + · · · + a2

2n+1

∑n+1
k=1 a2

k =
∑2n+1

k=n+2 a2
k.

Po dosazeńı dostaneme

(x − n)2 + [x − (n − 1)]2 + · · · + (x − 2)2 + (x − 1)2 + x2 =

= (x + 1)2 + (x + 2)2 + · · · + [x + (n − 1)]2 + (x + n)2

a po úpravě
x2 = 4x[1 + 2 + 3 + · · · + (n − 1) + n

︸ ︷︷ ︸

sn

].

Součet řady v závorce označ́ıme sn

sn = (a1+an)n
2 = (1+n)n

2 .
Z toho plyne

x2 = 4x · n(n+1)
2 ,

x2 = 2x · n · (n + 1)

a dostáváme tedy rovnici

x2 − 2x · n · (n + 1) = 0,

x · [x − 2n(n + 1)] = 0.

(a) n ∈ N ∧ x = 0
pro n = 1 −1, 0, +1
pro n = 2 −2,−1, 0, +1, +2
...
pro(n ∈ N ) −n, . . . ,−3,−2,−1, 0, +1, +2, +3, . . . , +n

(b) n ∈ N ∧ x = 2n · (n + 1) = 2n2 + 2n

2n2 +n , 2n2 +n+1 , . . . , 2n2 +2n , . . . , 2n2 +3n− 1 , 2n2 +3n

např́ıklad:
pro n = 1 3, 4, 5
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pro n = 2 10, 11, 12, 13, 14
atd.

Závěr. Existuje nekonečně mnoho rostoućıch posloupnost́ı (2n+1) po sobě
jdoućıch celých č́ısel, které splňuj́ı požadovanou podmı́nku:

(a) a1 = −n a2n+1 = +n (n ∈ N ),

(b) a1 = 2n2 + n a2n+2 = 2n2 + 3n (n ∈ N ).

Posloupnosti tvaru (b) jsou dokonce posloupnosti po sobě jdoućıch přirozených
č́ısel.

3. Text úlohy. Posloupnost 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . se nazývá Fibonacciova.

(a) Určete jej́ı rekurentńı vzorec.

(b) Dokažte, že pro jej́ı členy ai plat́ı: (an)2 − an−1 · an+1 = (−1)n.

Řešeńı úlohy. Označme:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 . . .

(a) a1 = 0 a2 = 1

∀n ∈ N ; n ≥ 2 : an+1 = an + an−1 (2.10)

∀n ∈ N : an+2 = an+1 + an (2.11)

Rekurentńı vzorce (2.10) a (2.11) jsou ekvivalentńı.

(b) ∀n ∈ N ; n ≥ 2 : (an)2 − an−1 · an+1 = (−1)n

Důkaz provedeme matematickou indukćı:

Nejprve dokážeme, že věta plat́ı pro n = 2, (a1 = 0, a2 = 1, a3 = 1):
L=(a2)

2 − a1 · a3 = 12 − 0 · 1 = 1
P=(−1)2 = 1
L=P
Rovnost tedy pro n = 2 plat́ı.

Následně dokážeme indukčńı krok (V (n) ⇒ V (n + 1)).
∀n ∈ N ; n ≥ 2 :

(an)2 − an−1 · an+1 = (−1)n

︸ ︷︷ ︸

indukčńı předpoklad

⇒ a2
n+1 − an · an+2
︸ ︷︷ ︸

V

= (−1)n+1
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Pokuśıme se upravit výraz V na požadovaný tvar s využit́ım in-
dukčńıho předpokladu a rekurentńıch vztah̊u (2.10) a (2.11).

V = a2
n+1 − an · an+2

︸ ︷︷ ︸

(2.11)

= a2
n+1 − an · an+1 + an

︸ ︷︷ ︸

(2.11)

= (a2
n+1 − a2

n) − an · an+1 =

= (an+1 − an)
︸ ︷︷ ︸

(2.10)

·(an+1 + an) − an · an+1 =

= an−1
︸ ︷︷ ︸

(2.10)

·(an+1 + an) − an · an+1 =

= an−1 · an+1 + (an · an−1 − an · an+1) =

= an−1 · an+1 + an · (an−1 − an+1
︸ ︷︷ ︸

(2.10)

) =

= an−1 · an+1 + an · (−an
︸︷︷︸

(2.10)

) =

= an−1 · an+1 − (an)2 =

= (−1) · [(an)2 − an−1 · an+1] =

= (−1) · [(−1)n] = (−1)n+1

Indukčńı krok je dokázán a věta plat́ı pro každé n ∈ N ; n ≥ 2.

4. Text úlohy. Někteř́ı z Vás nedávno v domáćım kole MO kategorie B do-
kazovali, že n kružnic rozděĺı rovinu nejvýše na n2 − n + 2 disjunktńıch
část́ı.

(a) Nakreslete př́ıklad situace, kdy 6 kružnic rozděluje rovinu právě na 32
část́ı.

(b) Rozhodněte, zda lze disjunktńı poĺıčka, na která je rovina rozdělena
n kružnicemi, obarvit dvěma barvami tak, aby žádná dvě sousedńı
poĺıčka, neměla stejnou barvu. (Za sousedńı poĺıčka nepovažujeme ta
poĺıčka, jejichž hranice maj́ı společný jen jediný bod).

Řešeńı úlohy.

(a) Na obrázćıch 2.7 – 2.9 jsou uvedeny př́ıklady situaćı, kdy 6 kružnic
děĺı rovinu na 32 disjunktńıch část́ı. Zároveň je dokázáno, že je může-
me obarvit dvěma barvami tak, aby sousedńı poĺıčka neměla stejnou
barvu. Pr̊unikem sousedńıch poĺıček je oblouk kružnice, pr̊unikem
nesousedńıch poĺıček je bod (pr̊useč́ık dvou kružnic).

(b) Největš́ı možný počet část́ı, ve kterých n kružnic rozděĺı rovinu na-
stane, když se každé 2 kružnice prot́ınaj́ı ve 2 bodech a žádné 3 kružni-
ce se neprot́ınaj́ı v 1 bodě. Počet těchto část́ı je an = n2 − n + 2.

Dokážeme matematickou indukćı, že je lze vždy obarvit dvěma barva-
mi tak, aby sousedńı poĺıčka nebyla stejné barvy.

Pro n = 1 obarv́ıme vnitřek kružnice tmavě a vněǰsek b́ılou barvou
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Obrázek 2.7:

a věta tedy pro n = 1 plat́ı.

Předpokládejme, že an poĺıček pro n kružnic lze obarvit tak, aby
žádná dvě sousedńı poĺıčka neměla stejnou barvu. Sestroj́ıme daľśı
kružnici k, která protne n předcházej́ıćıch kružnic ve 2n bodech.
Těchto 2n bod̊u na nové kružnici k určuje 2n disjunktńıch oblouk̊u
této kružnice. Tyto oblouky rozděĺı 2n p̊uvodńıch poĺıček na 2 části
a počet poĺıček se zvýš́ı o 2n (∀n ∈ N : an+1 = an + 2n).

Obrázek 2.8:

Poĺıčka vně nové kružnice k ponecháme obarvena stejně a poĺıčka uv-
nitř této kružnice obarv́ıme opačnou barvou, než kterou měly v př́ıpadě
n kružnic. Potom nových 2n sousedńıch poĺıček bude mı́t opačnou
barvu a p̊uvodńı sousedńı poĺıčka uvnitř i vně k také.

Z toho vyplývá, že pokud jde obarvit an poĺıček, na které rovinu
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Obrázek 2.9:

rozděĺı n kružnic, pak jde obarvit i an+1 poĺıček, na které rovinu
rozděĺı n + 1 kružnic. Tı́m je dokázán indukčńı krok a věta plat́ı
pro každé n ∈ N .

5. Text úlohy. V geometrické praxi někdy už́ıváme i ”neklasické” konstrukce.
Např́ıklad v deskriptivńı geometrii tzv. ”proužkovou konstrukci elipsy”.
Eukleidovsky nepř́ıpustným, ale prakticky proveditelným krokem je v ńı
to, že se na okraji rovného proužku paṕıru vyznačená úsečka XY předepsa-
né délky zkusmo přikládá ke dvěma narýsovaným kolmićım o1, o2 tak,
aby X ∈ o1 a Y ∈ o2. Na obrázku 2.10 je podobným ”přikládáńım
proužku paṕıru” s vyznačenou úsečkou XY vhodné délky, řešena jedna
slavná úloha (v obecném př́ıpadě eukleidovsky neřešitelná). Určete, o kte-
rou úlohu jde a dokažte správnost výsledku.
Na proužku vyznač́ıme |XY | = r. Přilož́ıme tak, aby hrana proužku

procházela B. X ∈ −→
V A, Y ∈ k.

Řešeńı úlohy. Jedná se o trisekci úhlu α = 6 AV B. Úloha spoč́ıvá v sestro-
jeńı úhlu ϕ, jehož velikost je třetinou velikosti úhlu α (ϕ = α/3).

Připomeňme si nejprve větu o vněǰśım úhlu:
V každém trojúhelńıku je velikost vněǰśıho úhlu rovna součtu velikost́ı
protěǰśıch dvou úhl̊u vnitřńıch (obr. 2.11).
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Obrázek 2.10:

Obrázek 2.11:

Je totiž 180◦ = α + β + γ a zároveň β + β´= 180◦. Sečteńım obou vztah̊u
dostaneme β´= α + β a t́ım je věta dokázána.

Podle obr. 2.12 v trojúhelńıku XV Y plat́ı:

|6 V Y B| = | 6 V XY | + |6 XV Y | = 2ϕ.

Podobně pro vněǰśı úhel BV D rovnoramenného trojúhelńıku BYV plat́ı:

|6 BV D| = |6 V Y B| + |6 Y BV | = 4ϕ.

Nav́ıc jsou vrcholové úhly XV Y a AV D shodné, a tak |6 AV D| = ϕ.
Z obrázku také vid́ıme, že

α = |6 AV B| = |6 BV D| − |6 AV D| = 4ϕ − ϕ,

tedy α = 3ϕ.

Úhel AV D je třetinou úhlu AV B. Naneseńım délky oblouku AD na ob-
louk AB źıskáme body K, L a polopř́ımky V K a V L, které děĺı úhel
AV B na třetiny. Konstrukce podle obrázku 2.12 je proveditelná jen když
4ϕ < 180◦, tedy pro α < 135◦.

Pro větš́ı úhly provedeme nejprve trisekci přilehlého úhlu BV Z (viz. obr.
2.13) výše popsanou konstrukćı.
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Obrázek 2.12:

Je-li |6 BV Z| = β, pak z podmı́nky α + β = 180◦ po dosazeńı α = 3ϕ
a β = 3ǫ dostaneme ǫ + ϕ = 60◦.

Při označeńı podle obr. 2.13 sestroj́ıme bod L jako pr̊useč́ık kružnice
k(V, r) s kružnićı l(X, r) (v polovině BV K). Bod K je pak pr̊useč́ık
kružnice k s osou úhlu AV L a plat́ı

ϕ = |6 AV K| = |6 KV L| = |6 LV B| =
α

3
.

Obrázek 2.13:
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6. Text úlohy. Dány tři, po dvou k sobě kolmé polopř́ımky
−−→
DX ,

−−→
DY ,

−−→
DZ.

(a) Určete na nich postupně body A, C, H , aby v krychli ABCDEFGH
platilo, že vzdálenost hrany krychle od tělesové úhlopř́ıčky s ńı mi-
moběžné je 2 cm.

(b) Když krychli ABCDEFGH otoč́ıme kolem osy spojuj́ıćı středy stěn
ABCD a EFGH o 45◦, dostaneme krychli A′B′C′D′E′F ′G′H ′. Sjed-
noceńım obou krychĺı vznikne kolmý hranol s hvězdicovými podsta-
vami. Spoč́ıtejte jeho objem.

Řešeńı úlohy. Nejprve připomeneme několik poznatk̊u ze stereometrie.

Jsou-li p, q mimoběžky, můžeme libovolným bodem K př́ımky p vést rov-
noběžku q′ s př́ımkou q a libovolným bodem L př́ımky q rovnoběžku p′

s př́ımkou p (obr. 2.14 (a)). Různoběžky p′, q určuj́ı rovinu ρ a r̊uznoběžky
p, q′ určuj́ı rovinu σ, přičemž ρ ‖σ .

Př́ıčka mimoběžek p, q je definována jako úsečka XY , kde X ∈ p a Y ∈ q.
Vzdálenost mimoběžek p, q se pak definuje jako délka jejich nejkratš́ı
př́ıčky

d = min{|XY | , X ∈ p ∧ Y ∈ q}.
Př́ıčka odpov́ıdaj́ıćı nejkratš́ı vzdálenosti je zřejmě kolmá k oběma mi-
moběžkám, jejichž vzdálenost je rovna vzdálenosti rovin ρ a σ (obr. 2.14 (b))

d = |p, q| = |ρ, σ| .

Obrázek 2.14:

Vlastńı řešeńı:

(a) Zvoĺıme-li p =↔ AG a q =↔ EF , je p′ např́ıklad př́ımka GH a ρ
je rovina ABG (obr. 2.15). Stač́ı naj́ıt př́ımku kolmou k rovině ρ
a zároveň k př́ımce q.

Př́ımka je kolmá k rovnině, pokud je kolmá alespoň k dvěma r̊uznoběž-
ným př́ımkám z této rovniny. Označme S střed FC a S′ střed AH
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(jsou to zároveň po řadě středy stěn BCGF a ADHE). FS je zřejmě
kolmá k př́ımkám BG a SS′, které lež́ı v rovině ρ. Vycháźıme při tom
z vlastnost́ı krychle a kolmost́ı úhlopř́ıček ve čtverci.

Obrázek 2.15:

Vzdálenost v př́ımek p, q je tedy rovna velikosti úsečky FS

v(↔ EF ;↔ AG) = |FS| =
a ·

√
2

2
.

Ze zadáńı plyne

v = 2 cm ⇒ a ·
√

2

2
= 2 cm ⇒ a = 2

√
2 cm,

vzdálenost a bod̊u A, C, H od bodu D bude tedy a = 2
√

2 cm.

(b) Pro výpočet objemu muśıme spoč́ıtat délku x, z obrázku 2.16 plyne

a = x + x
√

2 + x = 2x + x
√

2 = x · (2 +
√

2),

odtud x =
a

2 +
√

2

a po úpravě: x =
a · (2 −

√
2)

2
.

Obsah podstavy (hvězdice) označ́ıme Sp. Plat́ı

Sp = SABCD + 4 · SNCT .
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Postupně dostáváme

Sp = a2 + 4 · x2

2
= a2 + 2x2 = a2 + 2 ·

[

a(2 −
√

2)

2

]2

=

= a2 +
a2(2 −

√
2)2

2
= a2 · (1 +

6 − 4
√

2

2
) = a2 · (4 − 2

√
2).

Je tedy Sp = 2a2 · (2 −
√

2).

Tělesová výška kolmého hranolu v = a. Nyńı máme vše potřebné
k výpočtu objemu V :

V = Sp · v = 2a2 · (2 −
√

2) · a = 2a3 · (2 −
√

2).

Dosazeńım a = 2
√

2 cm dostáváme

V = 2 · (2
√

2)3 · (2 −
√

2) = 32 ·
√

2 · (2 −
√

2) = 32 · (2
√

2 − 2),

V = 64 · (
√

2 − 1) cm3.

Obrázek 2.16:

7. Text úlohy. Dokažte, že součet všech vnitřńıch úhl̊u všech stěn konvexńıho
mnohostěnu je dvakrát větš́ı než součet vnitřńıch úhl̊u konvexńıho mnoho-
úhelńıka se stejným počtem vrchol̊u jako má mnohostěn.

Řešeńı úlohy. Každý konvexńı mnohostěn má s stěn, v vrchol̊u a h hran.
Pro tyto počty plat́ı Eulerova věta

v + s = h + 2.
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Stěny jsou obecně konvexńı n-úhelńıky (n ≥ 3). Pro n ≥ 4 můžeme tyto
stěny (n − 3)-mi úhlopř́ıčkami vedenými z jednoho vrcholu stěny rozdělit
na (n − 2) trojúhelńık̊u. Zahrneme-li dodatečně tyto stěnové úhlopř́ıčky
mezi hrany mnohostěnu, bude mı́t toto těleso h′ hran (h′ > h), s′ pouze
trojúhelńıkových stěn (s′ > s) a stejný počet vrchol̊u (v′ = v). Na obr. 2.17
můžeme vidět děleńı stěny na trojúhelńıky.

Obrázek 2.17:

Protože se opět jedná o konvexńı útvar, plat́ı Eulerova věta i pro tyto
počty v′, s′, h′:

v′ + s′ = h′ + 2 (2.12)

v′ = v (2.13)

3s′ = 2h′ (2.14)

(Trojúhelńıková stěna má 3 hrany, každá hrana je pr̊unikem 2 stěn.)

Z (2.14) dostaneme:

h′ =
3s′

2
(2.15)

a poté (2.15) dosad́ıme do (2.12):

v′ + s′ =
3s′

2
+ 2,

v′ = v =
s′

2
+ 2. (2.16)

Nyńı můžeme vyjádřit a porovnat zadané součty úhl̊u v zadáńı úlohy:

x . . . součet všech vnitřńıch úhl̊u všech stěn mnohostěnu = součet všech
vnitřńıch úhl̊u s′ trojúhelńıkových stěn.

x = s′ · 180◦

y . . . součet všech vnitřńıch úhl̊u konvexńıho mnohoúhelńıku, který má
v vrchol̊u (v = s′/2 + 2).

y = (v − 2) · 180◦ = (
s′

2
+ 2 − 2) · 180◦ =

s′

2
· 180◦ =

s′ · 180◦

2
=

x

2
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Z toho tedy plyne x = 2y.

Závěr. Součet všech vnitřńıch úhl̊u všech stěn konvexńıho mnohostěnu
je dvakrát větš́ı než součet vnitřńıch úhl̊u konvexńıho mnohoúhelńıku se
stejným počtem vrchol̊u.
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Kapitola 3

Ročńık 1994/95

3.1 1. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńık)
Kolik je třeba vźıt sč́ıtanc̊u řady 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + · · ·, aby se součet
rovnal trojcifernému č́ıslu zapsanému třemi stejnými č́ıslicemi?

2. Rozhodněte, zda v některém řádku Pascalova trojúhelńıku lze naj́ıt (bez-
prostředně za sebou) tři po sobě jdoućı členy aritmetické posloupnosti.

3. Pro d̊uležité datum (den d v měśıci m) plat́ı: 12d + 31m = 581. Určete
toto datum!

4. Určete všechny trojice celých nezáporných č́ısel x, y, z, pro která plat́ı:
x! + y! = z!.

5. Určete všechny trojice celých nezáporných č́ısel x, y, z, pro která plat́ı:
x! · y! = z!.

6. Určete všechny trojice celých č́ısel x, y, z, pro která plat́ı: x+y+z = xyz.

7. Určete všechny trojice celých č́ısel x, y, z, pro která plat́ı: 2x + 1 = yz.

Poznámka: n! = n(n − 1)(n − 2) · · · 2 · 1 0! = 1
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Řešeńı

1. Text úlohy. Kolik je třeba vźıt sč́ıtanc̊u řady 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + · · ·, aby se
součet rovnal trojcifernému č́ıslu zapsanému třemi stejnými č́ıslicemi?

Řešeńı úlohy. Sečteńım vztah̊u

1 + 2 + · · · + (n − 1) + n = s,
n + (n − 1) + · · · + 2 + 1 = s

obdrž́ıme
n · (n + 1) = 2s

a odtud vzorec pro součet prvńıch n přirozených č́ısel

s =
n · (n + 1)

2
.

Potom

2s = n · (n + 1) = 2 · 111c, kde c ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Odtud 111 děĺı n · (n + 1), ale 111 = 3 · 37, kde 37 je prvoč́ıslo. Z toho
vyplývá, že n nebo n + 1 je násobek 37. Vyzkouš́ıme tedy možnosti

36 · 37

2
= 666 a

37 · 38

2
= 703

(ostatńı součiny jsou už př́ılǐs vysoké). Źıskali jsme tedy jediné řešeńı
n = 36. Po sečteńı 36 sč́ıtanc̊u dané řady dostaneme součet 666.

2. Text úlohy. Rozhodněte, zda v některém řádku Pascalova trojúhelńıku lze
naj́ıt (bezprostředně za sebou) tři po sobě jdoućı členy aritmetické po-
sloupnosti.

Řešeńı úlohy. Vzhledem k tomu, že jde o existenčńı výrok, stač́ı pro kladnou
odpověd’ naj́ıt jediný př́ıklad trojčlenné posloupnosti typu a − d, a, a + d.
V osmém řádku Pascalova trojúhelńıku lze po jeho vypsáńı naj́ıt (vzhle-
dem k symetrii řádku) hned dvě: 7, 21, 35 a 35, 21, 7, jak vid́ıme z obr. 3.1.

Obrázek 3.1:
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Úplné řešeńı vede k rovnici

(
n

k

)

−
(

n

k − 1

)

=

(
n

k + 1

)

−
(

n

k

)

,

kterou uprav́ıme na tvar

2

(
n

k

)

=

(
n

k + 1

)

+

(
n

k − 1

)

.

Čı́sla v trojici muśı r̊ust nebo klesat, řádek tedy muśı mı́t nejméně 5 č́ısel
a tak rovnici řeš́ıme pro n ≥ 4. Kombinaci č́ısla vyjádř́ıme pomoćı fak-
toriál̊u

2n!

(n − k)!k!
=

n!

(k + 1)!(n − (k + 1))!
+

n!

(k − 1)!(n − (k − 1))!

a vhodným kráceńım dostaneme rovnici

2(k + 1)(n − k + 1)) = (n − k)(n − k + 1) + k(k + 1),

která je, jak vid́ıme po úpravě, kvadratická

4k2 − 4nk + (n2 − n − 2) = 0.

Ta je pro přirozená n řešitelná, protože D = 16n2 − 16(n2 − n − 2) =
16(n + 2) je kladné,

k1 =
n +

√
n + 2

2
, k2 =

n −
√

n + 2

2
.

Úloha má nekonečně mnoho řešeńı. Dvě řešeńı k1, k2 źıskáme pro každé
celé t ≥ 3, zvoĺıme-li n = t2 − 2.

Tedy pro tato celá t lze v (t2−1)-ńım řádku naj́ıt dvě symetricky položené
trojice dané vlastnosti. Pro n = 3 jsou to právě trojice 7, 21, 35 a 35, 21, 7
v osmém řádku. Daľśımi řešeńımi jsou trojice 1001, 2002, 3003 a opačná
trojice 3003, 2002, 1001 v patnáctém řádku. Daľśı řešeńı jsou např́ıklad
ve 24., 35., 48.̌rádku.

3. Text úlohy. Pro d̊uležité datum (den d v měśıci m) plat́ı: 12d+31m = 581.
Určete toto datum!

Řešeńı úlohy.

Prvńı zp̊usob.

Vzhledem k tomu, že m může nabýt jen dvanácti hodnot, lze postupně
dosazovat a řešit jednotlivé rovnice. Vylučujeme ta řešeńı, která nemohou
být datem. Výsledek je 20.11. Výpočet lze zkrátit, poznáme-li, že m muśı
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být liché.

Druhý zp̊usob (rychleǰśı).

581 je č́ıslo, které při děleńı dvanácti dává zbytek 5. Podle textu úlohy lze
proto č́ıslo 12d + 31m− (12d + 24m) = 7m vyjádřit zápisem 12k + 5, kde
k je celé. Vzhledem k podmı́nce 1 ≤ m ≤ 12 plat́ı 7 ≤ 7m = 12k +5 ≤ 84.

7m ∈ {17, 29, 41, 53, 65, 77} a tedy 7m = 77 ⇒ m = 11
a d = (581 − 31 · 11)/12 = 20. Hledané datum je 20.11.

Třet́ı zp̊usob (řeš́ıme jako diofantovskou rovnici substitučńı metodou).

Z rovnice 12d + 31m = 581 vyjádř́ıme d

d = 48 − 2m +
5 − 7m

12
.

Po substituci (5 − 7m)/12 = t dostaneme

d = 48 − 2m + t. (3.1)

Protože t = d + 2m − 48 a č́ısla d, 2m, 48 jsou celá (dokonce přirozená),
muśı být i t celé č́ıslo. Nav́ıc ze substitučńıho vztahu t = (5 − 7m)/12 lze
vyjádřit m = (5 − 12t)/7, neboli

m = −t + r, (3.2)

kde r = (5 − 5t)/7 je opět celé č́ıslo (r = m + t, kde m, t jsou celá č́ısla).

Z (3.2) vyjádř́ıme
t = 1 − r − s, (3.3)

kde s = 2r/5, tedy 2r = 5s.

Z posledńıho vztahu je vidět, že s muśı být sudé celé č́ıslo, tedy s = 2u
a r = 5s/2 = 5u. Dosazeńım do (4.7) zjist́ıme t = 1 − 7u, dále dosazeńım
do vztah̊u (4.6) a (3.2) dostáváme:

m = −1 + 7u + 5u = −1 + 12u, d = 48 − 2m + t = 51 − 31u.

Vid́ıme, že celoč́ıselná řešeńı rovnice 12d + 31m = 581 jsou
m = −1 + 12,
d = 51 − 31u, kde u ∈ Z.

Podmı́nce m ∈ {1, 2, . . . , 12} vyhovuje jen situace, kdy u = 1.
Tedy m = 11 a d = 51 − 31 = 20. Datum bylo 20.11.

4. Text úlohy. Určete všechny trojice celých nezáporných č́ısel x, y, z, pro která
plat́ı: x! + y! = z!.

Řešeńı úlohy. Zřejmě plat́ı, že z je největš́ı z hledaných č́ısel a muśı být
nejméně 2.

40



Pro z = 2 plat́ı x! + y! = 2 ⇒ x! = y! = 1 a tedy dostáváme čtyři řešeńı:
x y z
0 0 2
1 0 2
0 1 2
1 1 2

Ukážeme ještě, že jiná řešeńı daná rovnice nemá. Předpokládejme, že
z > 2 a x ≤ y < z.

Potom z! = x! + y! ≤ 2y!, ale z! ≥ (y + 1)!, muśı tedy být 2y! ≥ (y + 1)!,
což nastane jedině když 2y! = (y+1)y!, tzn. když y = 1 a z = 2 a to je spor.

5. Text úlohy. Určete všechny trojice celých nezáporných č́ısel x, y, z, pro která
plat́ı: x! · y! = z!.

Řešeńı úlohy.

(a) Hledejme nejprve řešeńı pro x! = y! = 1. Pak z! = 1 a řešeńı jsou:
[0; 0; 0], [0; 0; 1], [0; 1; 0], [1; 0; 0],
[0; 1; 1], [1; 0; 1], [1; 1; 0], [1; 1; 1].

(b) x! = 1 ale y! > 1 nebo naopak. Pak y! = z! a řešeńımi jsou pro libo-
volné přirozené n všechny trojice typu [0; n; n], [1; n; n], respektive
[n; 0; n], [n; 1; n].

(c) 1 < x ≤ y (obdobně pro 1 < y ≤ x).
Snadno najdeme jeden typ řešeńı:
Položme x! = n, pak z! = n · y! a stač́ı požadovat n = y + 1.
Odtud z = x!, y = x!− 1 a obdrž́ıme trojici [x; x!− 1; x!], pro každé
celé x > 1.
Zkouška: L(x) = x! · (x! − 1)! = (x!)!, P (x) = (x!)!
Obdobně obdrž́ıme trojici [y! − 1; y; y!] pro každé celé y > 1.

Zkoumejme ještě situaci x! = (y +1) · (y +2) · (y +3) · · · z, kdy lze některý
z faktoriál̊u vyjádřit jako součin po sobě jdoućıch č́ısel, z nichž nejmenš́ı
je větš́ı nebo rovno 3.

4! = 24 nelze, 5! = 120 = 4 · 5 · 6, 6! = 720 = 8 · 9 · 10,

7! = 5040 = 7 · 8 · 9 · 10, 8! = 40320 nelze atd.

Obdrž́ıme řešeńı 5! · 3! = 6!, 6! · 7! = 10!, 7! · 6! = 10!, některá z nich
jsou nová. Tato řešeńı neumı́m obecně zapsat.

Rovnice má nekonečně mnoho řešeńı viz. (b) a (c) a osm triviálńıch řešeńı
vypsaných v (a).
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6. Text úlohy. Určete všechny trojice celých č́ısel x, y, z, pro která plat́ı:
x + y + z = xyz.

Řešeńı úlohy.

(a) Některé z č́ısel je 0, např́ıklad:
x = 0 pak y + z = 0 tedy y a z jsou opačná celá č́ısla.
Vyhovuj́ı všechny trojice č́ısel [0; n; −n], [0; −n; n], [n; 0; −n],
[−n; 0; n], [n; −n; 0], [−n; n; 0], pro každé nezáporné celé n.

(b) Předpokládejme, že x, y, z jsou nenulová a nemaj́ı stejná znaménka.
Pokud se omeźıme na př́ıpad x ≤ y ≤ z dostáváme jen dvě možnosti.
x < 0, y > 0, z > 0 potom

− |x| < − |x|+ y + z = x+ y + z = xyz = − |x| yz ≤ − |x| spor

nebo x < 0, y < 0, z > 0 potom

z > − |x| − |y| + z = xyz = |xy| z ≥ z spor.

Závěr. x, y, z maj́ı stejné znaménko.

Hledejme nejprve kladná x ≤ y ≤ z:
x = y = z nevyhovuje, protože 3x = x3 nemá celé řešeńı, potom
3z > x + y + z = xyz a tedy 3 > xy, odtud

pro x = 1, y = 1 je 2 + z = z, z neexistuje

a pro x = 1, y = 2 dostaneme 3 + z = 2z a z = 3.

Źıskáváme řešeńı [1; 2; 3] a daľśıch pět řešeńı źıskáme záměnou
pořad́ı: [1; 3; 2], [2; 1; 3], [3; 1; 2], [2; 3; 1], [3; 2; 1].

Jsou-li x, y, z záporná, plat́ı pro jejich absolutńı hodnoty a, b, c
a + b + c = abc, a, b, c jsou kladná a dle předchoźıho jsou to právě
č́ısla 1, 2, 3 v libovolném pořad́ı.

Řešeńı.
[−1; −2; −3], [−1; −3; −2], [−2; −1; −3],
[−3; −1; −2], [−2; −3; −1], [−3; −2; −1].

Úloha má nekonečně mnoho řešeńı. Seřad́ıme-li č́ısla x, y, z podle veli-
kosti, vyhovuj́ı trojice [−n; 0; n], [1; 2; 3], [−3; −2; −1].

7. Text úlohy. Určete všechny trojice celých č́ısel x, y, z, pro která plat́ı:
2x + 1 = yz.

Řešeńı úlohy. Zřejmě y je r̊uzné od 0.

(a) Předpokládejme, že y je kladné:

Pokud polož́ıme z = 0, 2x + 1 = 1 nevyhovuje.
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Pro z = 1 je 2x + 1 = y, po úpravě 2x = y − 1, dostáváme tedy

pro







x = 0 , y = 2
x = n , y = 2n + 1, kde n ∈ N
x = −n , y neńı celé, nevyhovuje.

Zvolme z > 1, potom pro
x = 0, 2 = yz nevyhovuj́ı žádná celá y, z, kde z > 1.

Pokud x > 0, 2x + 1 = yz z toho 2x = yz − 1 =

= (y − 1)(yz−1 + yz−2 + · · · + y + 1).

Odtud: y−1 je mocnina dvou (1 nebo sudé č́ıslo), y = 2 nevyhovuje
a proto y = 2n + 1 n ∈ N .

Tedy y je liché a proto muśı z být sudé (ve druhé závorce sč́ıtáme
právě z lichých č́ısel a muśıme dostat sudý výsledek).

Položme z = 2n, dostaneme 2x = y2n−1 = (yn−1)(yn +1). Potom
yn−1 = 2 (jinak by č́ıslo o 2 větš́ı nemohlo být také mocninou dvou):

yn = 3 z toho y = 3, n = 1 a odtud x = 3, y = 3, z = 2.

(b) Protože 2x + 1 je kladné, může být y záporné pouze pro sudé z.
K řešeńım [0; 2; 1], [n; 2n+1; 1], [3; 3; 2] dostáváme ještě [3; −3; 2].
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3.2 2. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadáńı

1. (pouze pro prvńı ročńıky)
Jednou před dovolenou si pańı Makosová postěžovala svému muži: ”Na pod-
zim jsem zhubla o 25%, v zimě jsem přibrala na váze o 20%, na jaře zhubla
o 10% a v létě opět přibrala na váze 20%.” Porad’te panu Makosovi co má
odpovědět své ženě. Zhubla nebo přibrala na váze? (Pokuste se naj́ıt co
nejjednodušš́ı zápis řešeńı.)

2. Matematik Makos si každý rok velmi pečlivě zapisoval své měśıčńı př́ıjmy
a vydáńı. Zjistil, že každých pět měśıc̊u jdoućıch za sebou výdaje převyšuj́ı
př́ıjmy. Když však sečetl př́ıjmy a výdaje za celý rok oddychl si, protože
zjistil, že př́ıjmy jsou vyšš́ı než výdaje. Je to možné?

3. Jako každá praktická žena si přibalila pańı Makosová na dovolenou několik
potřebných věćı a přitom zjistila, že lehátko váž́ı stejně jako brašna a obraz
dohromady a rovněž stejně jako kufr a krabice dohromady. Kufr, krabice
a koš jsou stejně těžké, přičemž každá z věćı je těžš́ı než pes. Při vykládáńı
zavazadel pańı tvrdila, že pes společně s brašnou i pes společně s obrazem
je těžš́ı než lehátko. Rozhodněte, zda tvrzeńı pańı Makosové je správné.

4. Jednou šel náš matematik domů proti proudu potoka rychlost́ı o polo-
vinu větš́ı než rychlost proudu. V jedné ruce držel šálu, ve druhé klacek.
Protože byl roztržitý, mı́sto klacku zahodil do potoka šálu. Brzy zjistil
sv̊uj omyl, hodil do potoka klacek a běžel nazpět rychlost́ı dvakrát větš́ı
než šel p̊uvodně. Když dohnal šálu, okamžitě ji vylovil, otočil se a šel svou
p̊uvodńı rychlost́ı domu. Za 40 sekund od doby, kdy vylovil šálu minul kla-
cek, který plaval proti němu. O kolik sekund dř́ıve by přǐsel domů, kdyby
se takto nezdržel?

5. Jednou, když se slovutný Makos d́ıval na hodiny, napadla ho zaj́ımavá
myšlenka. Můžeme rozmı́stit všech dvanáct č́ısel ciferńıku po obvodě tak,
aby pro libovolná tři č́ısla a, b, c jdoućı za sebou platilo, že č́ıslo b2 − ac
je dělitelné 13?

6. Je dán obdélńık ABCD. V něm zvoĺıme libovolný bod M a j́ım vedeme
dvě př́ımky rovnoběžně s jeho stranami. Ty rozděĺı obdélńık na čtyři menš́ı
obdélńıky. Ukažte, že alespoň jeden z obdélńık̊u, jehož vrcholy obsahuj́ı
bud’ body A, M nebo body C, M , nemá plochu větš́ı než 1/4 plochy
celého obdélńıka.

7. Je známo, že č́ısla a, b, c, d, e, jsou nezáporná č́ısla a plat́ı pro ně rovnost
a + b + c + d + e = 1. Najděte největš́ı hodnotu výrazu ab + bc + cd + de.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Jednou před dovolenou si pańı Makosová postěžovala svému
muži: ”Na podzim jsem zhubla o 25%, v zimě jsem přibrala na váze o 20%,
na jaře zhubla o 10% a v létě opět přibrala na váze 20%.” Porad’te panu
Makosovi co má odpovědět své ženě. Zhubla nebo přibrala na váze? (Po-
kuste se naj́ıt co nejjednodušš́ı zápis řešeńı.)

Řešeńı úlohy. Označme p̊uvodńı hmotnost m. Potom plat́ı pro jednotlivá
obdob́ı:

m · 0, 75 · 1, 2 · 0, 9 · 1, 2 = 0, 972 m.

Pańı Makosovou můžeme tedy potěšit, protože zhubla.

2. Text úlohy. Matematik Makos si každý rok velmi pečlivě zapisoval své
měśıčńı př́ıjmy a vydáńı. Zjistil, že každých pět měśıc̊u jdoućıch za sebou
výdaje převyšuj́ı př́ıjmy. Když však sečetl př́ıjmy a výdaje za celý rok od-
dychl si, protože zjistil, že př́ıjmy jsou vyšš́ı než výdaje. Je to možné?

Řešeńı úlohy. Zvolme si nějakou jednotku, např. tiśıce Kč. Potom součty
př́ıjmů a výdaj̊u v jednotlivých měśıćıch roku mohou tvořit např. tuto
posloupnost:

2; 2; 2; 2; −9; 2; 2; 2; 2; −9; 2; 2.

Odtud vid́ıme, že součet př́ıjmů a výdaj̊u za celý rok je

s = 2 + 2 + 2 + 2 − 9 + 2 + 2 + 2 + 2 − 9 + 2 + 2 = 2.

Profesor Makos by tedy v tomto př́ıpadě měl za rok zisk 2000 Kč, a tak
je možné, aby za každých pět po sobě jdoućıch měśıc̊u výdaje převyšovaly
př́ıjmy.

3. Text úlohy. Jako každá praktická žena si přibalila pańı Makosová na do-
volenou několik potřebných věćı a přitom zjistila, že lehátko váž́ı stejně
jako brašna a obraz dohromady a rovněž stejně jako kufr a krabice dohro-
mady. Kufr, krabice a koš jsou stejně těžké, přičemž každá z věćı je těžš́ı
než pes. Při vykládáńı zavazadel pańı tvrdila, že pes společně s brašnou
i pes společně s obrazem je těžš́ı než lehátko. Rozhodněte, zda tvrzeńı pańı
Makosové je správné.

Řešeńı úlohy. Ṕısmenem L označme lehátko, ṕısmenem B brašnu, O obraz,
P psa a K kufr, krabici i koš.
Z textu plyne, že plat́ı

L = B + O = 2K, K > P.

45



Pańı tvrd́ı, že plat́ı

P + B > L ∧ P + O > L.

Sečteńım posledńıch dvou nerovnost́ı dostaneme

2P + B + O > 2L z toho 2P > L,

potom lze psát
2K = B + O = L < 2P < 2K

a to je spor. Pańı Makosová nemá pravdu.

4. Text úlohy. Jednou šel náš matematik domů proti proudu potoka rychlost́ı
o polovinu větš́ı než rychlost proudu. V jedné ruce držel šálu, ve druhé
klacek. Protože byl roztržitý, mı́sto klacku zahodil do potoka šálu. Brzy
zjistil sv̊uj omyl, hodil do potoka klacek a běžel nazpět rychlost́ı dvakrát
větš́ı než šel p̊uvodně. Když dohnal šálu, okamžitě ji vylovil, otočil se a šel
svou p̊uvodńı rychlost́ı domu. Za 40 sekund od doby, kdy vylovil šálu mi-
nul klacek, který plaval proti němu. O kolik sekund dř́ıve by přǐsel domů,
kdyby se takto nezdržel?

Řešeńı úlohy. Označme rychlost proudu v, pak dostaneme pro rychlost
ch̊uze 1, 5v a pro rychlost běhu 3v. Necht’ matematik běžel zpět t sekund,
klacek plaval (40 + t) s. Vzdálenost, kterou běžel nazpět je stejná jako
vzdálenost, kterou urazil klacek do setkáńı s ńım plus vzdálenost, kterou
mu šel naproti. Potom lze sestavit tuto rovnici:

3vt = 1, 5v · 40 + v(t + 40).

Odtud t = 50 s. Dobu, kterou Makos ztratil, když běžel zpět je 50 s,
po přičteńı času, který potřeboval k překonáńı stejné vzdálenosti rychost́ı
dvakrát menš́ı, dostaneme celkem 150 s. Kdyby se matematik nezdržel,
přǐsel by domů o 150 s dř́ıve.

5. Text úlohy. Jednou, když se slovutný Makos d́ıval na hodiny, napadla ho
zaj́ımavá myšlenka. Můžeme rozmı́stit všech dvanáct č́ısel ciferńıku po ob-
vodě tak, aby pro libovolná tři č́ısla a, b, c jdoućı za sebou platilo, že č́ıslo
b2 − ac je dělitelné 13?

Řešeńı úlohy. Odpověd’ je ano. Na obrázku 3.2 jsou dva př́ıklady takového
rozmı́stěńı č́ısel.
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Obrázek 3.2:

6. Text úlohy. Je dán obdélńık ABCD. V něm zvoĺıme libovolný bod M
a j́ım vedeme dvě př́ımky rovnoběžně s jeho stranami. Ty rozděĺı obdélńık
na čtyři menš́ı obdélńıky. Ukažte, že alespoň jeden z obdélńık̊u, jehož vr-
choly obsahuj́ı bud’ body A, M nebo body C, M , nemá plochu větš́ı než
1/4 plochy celého obdélńıka.

Řešeńı úlohy. Středem O obdélńıka vedeme př́ımky rovnoběžné s jeho stra-
nami. Vzniknou čtyři shodné obdélńıky AEOH , EBFO, OFCG a HOGD
(obr. 3.3 (a)) s obsahem 1/4 S, kde S je obsah daného obdélńıka. Lež́ı-li
bod M uvnitř některé z úseček HF a EG nebo uvnitř některého z obdélńık̊u
AEOH a OFCH , je tvrzeńı zřejmé.

Je-li uvnitř obdélńıka HOGD nebo EBFO, vedeme j́ım dvě rovnoběžky se

Obrázek 3.3:

stranami obdélńıka a daľśı dvě souměrné dle středu O obdélńıka ABCD.
Dostaneme celkem devět obdélńık̊u (obr. 3.3 (b)). Čtyři maj́ı plochu S1,
dva S2, dva S3 a jeden plochu S0. Muśıme ukázat, že S1 +S2 nebo S1 +S3

je menš́ı nebo rovno S/4. Plat́ı:

4S1 + 2S2 + 2S3 = S − S0 < S a odtud 2S1 + S2 + S3 < S/2.

Posledńı vztah uprav́ıme na tvar

(S1 + S2) + (S1 + S3) < S/2,
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v němž součet uvnitř jedné ze závorek muśı být nutně menš́ı než S/4. Tı́m
je d̊ukaz proveden.

7. Text úlohy. Je známo, že č́ısla a, b, c, d, e, jsou nezáporná č́ısla a plat́ı
pro ně rovnost a + b + c + d + e = 1. Najděte největš́ı hodnotu výrazu
ab + bc + cd + de.

Řešeńı úlohy. Největš́ı hodnota je 1/4 např. pro a = b = 1/2, c = d = e = 0.

ab + bc + cd + de ≤ (a + c + e)(b + d),

označme a + c + e = u, b + d = v. Ze známé nerovnosti mezi aritmetickým
a geometrickým pr̊uměrem dostaneme:

ab + bc + cd + de ≤ (a + c + e)(b + d) = uv ≤ (u + v)2

4
=

1

4
.

Rovnost nastává, právě když u = v, to znamená když

a + c + e = b + d =
1

2
.

Výše uvedená volba této podmı́nce vyhovuje.
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3.3 3. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńıky)
Jednou se matematik Makos vypravil na Matějskou pout’ do Prahy. Když
se povozil na ruském kole a na střelnici si vystřelil pěknou opičku, upoutal
jeho pozornost muž, který vyzýval kolemjdoućı ke hře. Stál před malým
stolečkem, jehož deska měla tvar čtverce a vyvolával: ”Polož́ım na tento
stolek desetikorunovou minci. Pak vy polož́ıte svoji desetikorunu, po vás
polož́ım daľśı desetikorunu já, pak opět vy atd. Mince se nesmı́ klást
na sebe, ani přes sebe. Prohrává ten, komu již nezbude mı́sto na položeńı
daľśı mince. Výherce bere všechny mince na stolku.”
”To ovšem neńı poctivá hra”, zvolal rozhořčeně Makos.
”Když budete dodržovat jistou strategii, nemá šanci váš spoluhráč vyhrát!”
Popǐste postup, který zajǐst’uje tomuto pout’ovému podnikateli výhru.

2. O kus dál objevil Makos muže pod ceduĺı s nápisem MISTER FAIR. Pan
Fair lákal lidi ke hře a právě je seznamoval s pravidly: ”Můžete vyhrát až
200 korun, ale prohrát nejvýš 20. Budeme stř́ıdavě pokládat na oč́ıslovaná
poĺıčka (obr. 3.4) po jedné minci. Já budu klást padesátikorunové mince,
vy pětikoruny. Na žádném poĺıčku nesmı́ být v́ıce než jedna mince. Vyhrává
ten, který svými mincemi jako prvńı obsad́ı tři poĺıčka se součtem 15.
Výherce źıskává všechny mince, které byly položeny. V př́ıpadě remı́zy si
každý vezme zpět svoje mince. Jak vid́ıte, při této hře se nedá švindlovat.
S pokládáńım minćı začnete vy. Tı́m, že jste prvńı na tahu, máte větš́ı
šanci na výhru!”
Makos hru chv́ıli pozoroval. Všiml si, že občas někdo vyhraje 100 korun,
pak ale několik deśıtek daľśıch hráč̊u prohrávalo po 20 korunách. Po chvilce
přemýšleńı dospěl k názoru, že pan Fair může vyhrát, kdykoli se mu za-
chce. Pokud bude prvńı na tahu na začátku hry. Objev́ıte i vy v́ıtěznou
strategii pana Fair?

Obrázek 3.4:

3. Když si Makos prohĺıžel obrázky na maringotkách poj́ızdného zvěřince,
uviděl na jednom z nich zv́ı̌re, jehož jeden roh, byl ohraničen dvěma
p̊ulkružnicemi (obr. 3.5).
”Je zaj́ımavé, že plocha tohoto obrazce je dána jen délkou tětivy větš́ıho
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p̊ulkruhu, která je rovnoběžná se společným pr̊uměrem kružnic a je tečnou
k menš́ı kružnici”, pomyslel si Makos. Určete vyšrafovanou plochu na obráz-
ku 3.5, je-li délka zmı́něné tětivy d.

Obrázek 3.5:

4. Z pouti jel pan Makos metrem do středu města. Při výstupu ze sta-
nice použil eskalátoru (pohyblivých schod̊u). Eskalátor se pohyboval rov-
noměrně vzh̊uru a Makos během tohoto pohybu vyšlapal nahoru celkem
20 schod̊u. Tam spatřil revizora a uvědomil si, že j́ızdenku z roztržitosti
vyhodil dole na nástupǐsti do koše. Obrátil se a ut́ıkal po eskalátoru dol̊u
proti pohybu schod̊u. Uběhl celkem 140 schod̊u, ale trvalo mu to dvakrát
déle než cesta nahoru. Ĺıstek z koše št’astně vylovil a když se chtěl vrátit
zjistil, že se mezit́ım eskalátor porouchal. Kolik schod̊u musel Makos vy-
stoupat po nepohyblivém porouchaném eskalátoru?

Po př́ıhodě s metrem se Makos prošel historickou část́ı Prahy a nakonec jel
domů vlakem. Ve vlaku potkal svého př́ıtele Kokose, rovněž matematika.
Chv́ıli si oba přátelé pov́ıdali a pak si pro ukráceńı dlouhé chv́ıle vymýšleli
úlohy z elementárńı geometrie a řešili je.

5. Kokosova úloha:
V trojúhelńıku ABC jsou umı́stěny 3 shodné kružnice tak, že všechny tři
maj́ı společný jediný vnitřńı bod trojúhelńıka a nav́ıc se prvńı kružnice
dotýká stran AB, AC, druhá kružnice se dotýká stran AB, BC a třet́ı
stran AC, BC. Dokažte, že pr̊uměr každé z těchto kružnic je harmonickým
pr̊uměrem poloměr̊u kružnice opsané a vepsané trojúhelńıku ABC.
Poznámka: Harmonický pr̊uměr č́ısel x, y je č́ıslo 2xy/(x + y).

6. Makosova úloha:
Dokažte, že pro libovolný bod M trojúhelńıka ABC plat́ı:

a|AM | + b|BM | + c|CM | ≥ 4S,

kde S je obsah trojúhelńıka, a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|.
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7. Podstavou trojbokého jehlanu ABCV je rovnostranný trojúhelńık ABC,
bočńı hrany jehlanu jsou stejně dlouhé. Uvnitř hrany AV je zvolen bod M
tak, že |AM | : |V M | = 3 : 4. Bodem M vedeme takovou rovinu, aby
pr̊unikem jehlanu s touto rovinou byl rovnostranný trojúhelńık KLM .

Určete obsah trojúhelńıka KLM , znáte-li vzdálenost v vrcholu V od ro-
viny podstavy a vzdálenost h vrcholu V od hrany BC.

Řešeńı by mělo obsahovat i vaše vyjádřeńı ke sporu obou matematik̊u:

Makos i Kokos shodně tvrdili, že úloze vyhovuj́ı dva obsahy. Prvńı vyšel
oběma stejně, kdežto druhý měl podle Kokose hodnotu

S2 =
3
√

3

784

(4h2 − 3v2)2

h2 − v2

a podle Makose hodnotu

S2 =
48

√
3

49
(h2 − v2)

(4h2 − 3v2)2

(9v2 − 8h2)2
.

Málem se kv̊uli tomu rozešli ve zlém. Každý z nich tvrdil, že ve svém
výpočtu nenalézá chybu. Nakonec se přece jen dohodli a ještě chvilku
poč́ıtali.

Určete, jak je to s obsahem S2.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Jednou se matematik Makos vypravil na Matějskou pout’ do Pra-
hy. Když se povozil na ruském kole a na střelnici si vystřelil pěknou opičku,
upoutal jeho pozornost muž, který vyzýval kolemjdoućı ke hře. Stál před
malým stolečkem, jehož deska měla tvar čtverce a vyvolával: ”Polož́ım
na tento stolek desetikorunovou minci. Pak vy polož́ıte svoji desetiko-
runu, po vás polož́ım daľśı desetikorunu já, pak opět vy atd. Mince se
nesmı́ klást na sebe, ani přes sebe. Prohrává ten, komu již nezbude mı́sto
na položeńı daľśı mince. Výherce bere všechny mince na stolku.”
”To ovšem neńı poctivá hra”, zvolal rozhořčeně Makos.
”Když budete dodržovat jistou strategii, nemá šanci váš spoluhráč vyhrát!”
Popǐste postup, který zajǐst’uje tomuto pout’ovému podnikateli výhru.

Řešeńı úlohy. Vı́tězná strategie využ́ıvá středové souměrnosti. Muž polož́ı
při prvńım tahu svou minci přesně do středu čtvercové desky stolku,
pak klade daľśı mince do mı́st středově souměrných k polohám minćı
položených protihráčem. Má-li protihráč volné mı́sto k položeńı mince,
muśı existovat i středově souměrné neobsazené mı́sto. Nemá-li protihráč
žádné volné mı́sto, prohrává.

2. Text úlohy. O kus dál objevil Makos muže pod ceduĺı s nápisem MISTER
FAIR. Pan Fair lákal lidi ke hře a právě je seznamoval s pravidly: ”Můžete
vyhrát až 200 korun, ale prohrát nejvýš 20. Budeme stř́ıdavě pokládat
na oč́ıslovaná poĺıčka (obr.3.4) po jedné minci. Já budu klást padesátikoru-
nové mince, vy pětikoruny. Na žádném poĺıčku nesmı́ být v́ıce než jedna
mince. Vyhrává ten, který svými mincemi jako prvńı obsad́ı tři poĺıčka se
součtem 15. Výherce źıskává všechny mince, které byly položeny. V př́ıpadě
remı́zy si každý vezme zpět svoje mince. Jak vid́ıte, při této hře se nedá
švindlovat. S pokládáńım minćı začnete vy. Tı́m, že jste prvńı na tahu,
máte větš́ı šanci na výhru!”
Makos hru chv́ıli pozoroval. Všiml si, že občas někdo vyhraje 100 korun,
pak ale několik deśıtek daľśıch hráč̊u prohrávalo po 20 korunách. Po chvilce
přemýšleńı dospěl k názoru, že pan Fair může vyhrát, kdykoli se mu za-
chce, pokud bude prvńı na tahu na začátku hry. Objev́ıte i vy v́ıtěznou
strategii pana Fair?

Řešeńı úlohy. Mister Fair si ve své mysli představuje č́ısla uspořádaná
do magického čtverce podle obr. 3.6 a). Uspořádáńı má tu vlastnost, že
součty ve všech řádćıch, sloupćıch a na úhlopř́ıčkách jsou stejné a jsou
rovny č́ıslu 15. Fair se tedy snažil obsadit svými mincemi řádek, sloupec
nebo úhlopř́ıčku čtverce. Je zřejmé, že v́ıtězná strategie stav́ı na obsazováńı
rohových poĺıček, ve kterých se setkává řádek, sloupec i úhlopř́ıčka.

Fair byl opravdu velkorysý, když nechával svým protihráč̊um možnost
prvńıho tahu. Jen jejich neznalost strategie mu umožňovala poměrně často
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nad nimi vyhrát. Pokud jej někdo porazil a chtěl s ńım hrát znovu, vy-
hrazoval si Fair právo prvńıho tahu, nebot’ jen za této podmı́nky měl
naprostou jistotu, že svého protivńıka poraźı.

Předpokládejme tedy, že Fair je prvńı na tahu a ukažme si jeho v́ıtěznou
strategii. Protože se jedná v podstatě o obsazeńı řádku, sloupce nebo
úhlopř́ıčky Fairovými mincemi, znázorńıme si pr̊uběh hry vždy na čtverci
3 x 3, který má na počátku prázdná poĺıčka a do nějž budeme znázorňovat
jednotlivé tahy. Fairovy tahy č́ıslicemi (1, 2, . . .) označuj́ıćımi pořad́ı jeho
tah̊u a protihráčovy tahy obdobně malými ṕısmeny abecedy.

Fair vždy zač́ıná v nějakém rohu. Bez újmy na obecnosti budeme jeho
prvńı tah zapisovat do levého horńıho rohu, nebot’ ostatńı možnosti do-
staneme otáčeńım čtverce kolem jeho středu o 90◦.

Na obr. 3.6 b) je situace, kdy protihráč pokládá svou prvńı minci do sou-
sedńıho rohu (druhá možnost je osově souměrná podle úhlopř́ıčky). Uvě-
domte si, že daľśı pr̊uběh hry již nemůže vypadat jinak a at’ polož́ı pro-
tihráč svou minci c kamkoliv, Fair vyhraje. Daľśı obrázky představuj́ı
zbývaj́ıćı situace. Přesvěčte se, že t́ım jsou všechny možnosti vyčerpány.

Obrázek 3.6:

3. Text úlohy. Když si Makos prohĺıžel obrázky na maringotkách poj́ızdného
zvěřince, uviděl na jednom z nich zv́ı̌re, jehož jeden roh, byl ohraničen
dvěma p̊ulkružnicemi (obr. 3.5).
”Je zaj́ımavé, že plocha tohoto obrazce je dána jen délkou tětivy větš́ıho
p̊ulkruhu, která je rovnoběžná se společným pr̊uměrem kružnic a je tečnou
k menš́ı kružnici”, pomyslel si Makos. Určete vyšrafovanou plochu na obráz-
ku 3.5, je-li délka zmı́něné tětivy d.

Řešeńı úlohy. Plocha obrazce, ani délka d dané tětivy se nezměńı, posuneme-
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li menš́ı p̊ulkruh tak, aby oba p̊ulkruhy byly soustředné. Podle obr. 3.7
pak plat́ı:

S =
π

2
· (r2

1 − r2
2) =

π

8
· d2.

Obrázek 3.7:

4. Text úlohy. Z pouti jel pan Makos metrem do středu města. Při výstupu
ze stanice použil eskalátoru (pohyblivých schod̊u). Eskalátor se pohyboval
rovnoměrně vzh̊uru a Makos během tohoto pohybu vyšlapal nahoru celkem
20 schod̊u. Tam spatřil revizora a uvědomil si, že j́ızdenku z roztržitosti
vyhodil dole na nástupǐsti do koše. Obrátil se a ut́ıkal po eskalátoru dol̊u
proti pohybu schod̊u. Uběhl celkem 140 schod̊u, ale trvalo mu to dvakrát
déle než cesta nahoru. Ĺıstek z koše št’astně vylovil a když se chtěl vrátit
zjistil, že se mezit́ım eskalátor porouchal. Kolik schod̊u musel Makos vy-
stoupat po nepohyblivém porouchaném eskalátoru?

Řešeńı úlohy. Nahoru vyšlapal Makos 20 schod̊u a eskalátor se v tomtéž
směru posunul o n schod̊u. Dol̊u ušel Makos 140 schod̊u a eskalátor se
posunul v opačném směru o 2n schod̊u, nebot’ pohyb trval dvakrát déle.
Celkový počet schod̊u (stoj́ıćıho eskalátoru) je tedy

x = 20 + n = 140 − 2n.

Odtud n = 40 a x = 60. Makos musel vystoupat 60 schod̊u.

5. Text úlohy. V trojúhelńıku ABC jsou umı́stěny 3 shodné kružnice tak, že
všechny tři maj́ı společný jediný vnitřńı bod trojúhelńıka a nav́ıc se prvńı
kružnice dotýká stran AB, AC, druhá kružnice se dotýká stran AB, BC
a třet́ı stran AC, BC. Dokažte, že pr̊uměr každé z těchto kružnic je har-
monickým pr̊uměrem poloměr̊u kružnice opsané a vepsané trojúhelńıku
ABC.
Poznámka: Harmonický pr̊uměr č́ısel x, y je č́ıslo 2xy/(x + y).

Řešeńı úlohy. Středy kružnic označ́ıme A1, B1, C1 v tom pořad́ı, jak jsou
jmenovány v zadáńı úlohy. Velikost jejich poloměru necht’ je x. Poloměry
kružnice opsané a vepsané trojúhelńıku ABC označ́ıme po řadě R a r.
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Př́ımky A1B1 a AB jsou rovnoběžné a jejich vzdálenost je x. Totéž plat́ı
pro dvojice př́ımek B1C1, BC a A1C1, AC. Nav́ıc se př́ımky AA1, BB1

a CC1 prot́ınaj́ı ve středu S kružnice vepsané trojúhelńıku ABC. Trojúhel-
ńıky A1B1C1 a ABC jsou tedy stejnolehlé (střed stejnolehlosti je bod S)
a pod́ıl poloměr̊u kružnic jim vepsaných je stejný jako pod́ıl poloměr̊u
kružnic jim opsaných:

r − x

r
=

x

R
,

odtud zjist́ıme:

2x =
2rR

r + R
.

6. Text úlohy. Dokažte, že pro libovolný bod M trojúhelńıka ABC plat́ı:

a|AM | + b|BM | + c|CM | ≥ 4S,

kde S je obsah trojúhelńıka, a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|.

Řešeńı úlohy. Rovnoběžky vedené body A, B, C a protěǰśımi stranami
trojúhelńıka, vytvářej́ı trojúhelńık A1B1C1, který je podobný trojúhelńıku
ABC a má dvojnásobné rozměry (obr. 3.8). Označme pořadě v1, v2,
v3 vzdálenosti bodu M od stran B1C1, C1A1, A1B1. Pro obsahy S, S1

trojúhelńık̊u ABC, A1B1C1 plat́ı:

4S = S1 = SB1C1M + SC1A1M + SA1B1M =

= av1 + bv2 + cv3 ≤ a · |AM | + b · |BM | + c · |CM | .

Obrázek 3.8:
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7. Text úlohy. Podstavou trojbokého jehlanu ABCV je rovnostranný trojúhel-
ńık ABC, bočńı hrany jehlanu jsou stejně dlouhé. Uvnitř hrany AV je
zvolen bod M tak, že |AM | : |V M | = 3 : 4. Bodem M vedeme takovou ro-
vinu, aby pr̊unikem jehlanu s touto rovinou byl rovnostranný trojúhelńık
KLM .
Určete obsah trojúhelńıka KLM , znáte-li vzdálenost v vrcholu V od ro-
viny podstavy a vzdálenost h vrcholu V od hrany BC.
Řešeńı by mělo obsahovat i vaše vyjádřeńı ke sporu obou matematik̊u:
Makos i Kokos shodně tvrdili, že úloze vyhovuj́ı dva obsahy. Prvńı vyšel
oběma stejně, kdežto druhý měl podle Kokose hodnotu

S2 =
3
√

3

784

(4h2 − 3v2)2

h2 − v2

a podle Makose hodnotu

S2 =
48

√
3

49
(h2 − v2)

(4h2 − 3v2)2

(9v2 − 8h2)2
.

Málem se kv̊uli tomu rozešli ve zlém. Každý z nich tvrdil, že ve svém
výpočtu nenalézá chybu. Nakonec se přece jen dohodli a ještě chvilku
poč́ıtali.
Určete, jak je to s obsahem S2.

Řešeńı úlohy. Necht’ N je střed hrany BC a Q je těžǐstě trojúhelńıka
ABC (a zárověň pata výšky jehlanu). Prvńı řešeńı dostáváme, je-li ro-
vina ρ = KLM rovnoběžná s podstavou ABC (obr. 3.9).

Jehlany MKLV , ABCV jsou podobné a koeficient jejich podobnosti je
|MV | : |AV | = 4/7. Označme obsahy jejich podstav S1 a S0, |AB| = a.
Plat́ı

S1 =

(
4

7

)2

· S0.

Z pravoúhlých trojúhelńık̊u ABN , V NQ na obr. 3.9 dále zjist́ıme

3x = a ·
√

3

2
, x =

√

(h2 − v2)

a

S0 = a · 3x

2
= 3

√
3 · (h2 − v2). (3.4)

Je tedy

S1 =
48

√
3

49
· (h2 − v2)

a v tom se Makos i Kokos shodovali.

Při hledáńı daľśıho řešeńı, je třeba si uvědomit, že rovnostranný trojúhelńık
K2L2M vznikne také pootočeńım roviny ρ z předchoźı situace kolem
př́ımky jdoućı bodem M kolmo na rovinu ANV do polohy ρ2, ve které je
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Obrázek 3.9:

úhel př́ımky AV s rovinou ρ i ρ2 stejný. Přitom mohou nastat dvě r̊uzné
situace znázorněné na obrázćıch 3.10 (a) a 3.10 (b). Zabývejme se nejdř́ıve
situaćı na obr. 3.10 (a) a zaved’me délky

z = |AV | =
√

(4x2 + v2) =
√

(4h2 − 3v2), t = |N2M | =
3z2

28x
.

(Posledńı vztah byl zjǐstěn z podobnosti trojúhelńık̊u AV Q, MN2R, kde
R je střed úsečky AM .)

Obsahy rovnostranných troj̊uhelńık̊u K2L2M , ABC jsou v poměru druhých
mocnin jejich výšek. Proto je

S2 =

(
t

3
· x
)2

· S0 =
3
√

3

h2 − v2
· (4h2 − 3v2)2

784
. (3.5)

Při vyšetřováńı př́ıpadu z obr. 3.10 (b) postupujeme obdobně, jen mı́sto
trojúhelńıku MNR použijeme trojúhelńık MDR, kde R je opět střed
úsečky AM a D je pr̊useč́ık př́ımek MN2 a AN . Zjist́ıme

S2 =
48

√
3

49
· (h2 − v2) · (4h2 − 3v2)2

(9v2 − 8h2)2
. (3.6)

Př́ıpady z obou obrázk̊u 3.10 (a) i 3.10 (b) splynou v jediný, když rovina ρ2

bude procházet bodem N . Pak z podobosti trojúhelńık̊u MNR, AV Q
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vyplývá pro tento př́ıpad po úpravě podmı́nka 24h2 = 25v2. Je-li tedy

v

h
<

2
√

6

5
,

nastává situace z obr. 3.10 (a) a plat́ı (3.5), při opačném znaménku ne-
rovnosti jde o situaci z obr. 3.10 (b) a plat́ı (3.6). Jestliže je

v

h
=

2
√

6

5
,

nabývá (3.5) i (3.6) tvar

S2 =
729

√
3

6272
v2.

Obrázek 3.10:
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Kapitola 4

Ročńık 1995/96

4.1 1. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (pouze pro prvńı ročńıky)
Jestliže u daného trojciferného přirozeného č́ısla (napsaného dekadickým
zápisem) přehod́ıme posledńı dvě cifry, zvětš́ı se o 45. Jestliže u p̊uvodńıho
daného č́ısla přehod́ıme prvńı dvě cifry, zmenš́ı se o 270. Jak se změńı
p̊uvodńı č́ıslo, přehod́ıme-li jeho krajńı dvě cifry?

2. Když od přirozeného č́ısla, jehož dekadický zápis tvoř́ı 2n (n ∈ N) za sebou
zapsaných jedniček odečteme podobné č́ıslo složené z n za sebou zapsaných
dvojek, dostaneme vždy druhou mocninu nějakého celého č́ısla. Dokažte.

3. Dekadický zápis nějakého v́ıceciferného přirozeného č́ısla nekonč́ı č́ıslićı 0.
Jestliže v tomto zápisu škrtneme jednu cifru, vznikne č́ıslo, které je dělite-
lem č́ısla p̊uvodńıho. Určete, na kolikátém mı́stě mohla být cifra, kterou
jsme škrtli.

4. Do dané kružnice k(S, r = 5 cm) vepǐste tři shodné kružnice tak, aby
se každá z nich dotýkala zbývaj́ıćıch dvou a měla vnitřńı dotyk s danou
kružnićı.

5. Je dán rovnostranný trojúhelńık ABC s délkou strany 6 cm. Na stranách
AC, BC sestrojte po řadě body K, N a na straně AB body L, M tak, aby
pětiúhelńık CKLMN byl souměrný podle osy úsečky AB a měl všechny
strany stejně dlouhé.

6. V konvexńım čtyřúhelńıku ABCD označ́ıme středy stran AB, BC, CD
a DA po řadě ṕısmeny K, L, M , N . Nalezněte takový bod X uvnitř
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čtyřúhelńıka ABCD, aby měly čtyřúhelńıky NAKX , KBLX , LCMX
a MDNX stejné obsahy.

7. Najděte nejmenš́ı hodnotu výrazu S = xy/z + yz/x + zx/y za podmı́nky,
že č́ısla x, y, z jsou kladná a součet jejich druhých mocnin je roven jedné.
Kdy nastane rovnost?

Řešeńı

1. Text úlohy. Jestliže u daného trojciferného přirozeného č́ısla (napsaného
dekadickým zápisem) přehod́ıme posledńı dvě cifry, zvětš́ı se o 45. Jestliže
u p̊uvodńıho daného č́ısla přehod́ıme prvńı dvě cifry, zmenš́ı se o 270. Jak
se změńı p̊uvodńı č́ıslo, přehod́ıme-li jeho krajńı dvě cifry?

Řešeńı úlohy. Dané č́ıslo a = xyz s ciframi x, y, z můžeme zapsat ve tvaru
a = 100x + 10y + z. Z prvńı podmı́nky

(100x + 10z + y) − (100x + 10y + z) = 45

zjist́ıme
z − y = 5, (4.1)

z druhé podmı́nky

(100x + 10y + z) − (100y + 10x + z) = 270

pak plyne x − y = 3. Jestiže tuto rovnici odečteme od vztahu (4.1), do-
staneme

z − x = 2. (4.2)

Přehozeńım krajńıch cifer č́ısla a vznikne č́ıslo

b = 100z + 10y + x.

Abychom zjistili, o kolik se toto č́ıslo lǐśı od a, vytvoř́ıme rozd́ıl b − a
a uprav́ıme jej pomoćı (4.2):

b − a = (100z + 10y + x) − (100x + 10y + z) = 99(z − x) = 198.

Uvažované č́ıslo je tedy jedno z č́ısel

a = 100(3 + y) + 10y + (5 + y), kde y ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

a záměnou krajńıch cifer se zvětš́ı o 198.
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2. Text úlohy. Když od přirozeného č́ısla, jehož dekadický zápis tvoř́ı 2n
(n ∈ N) za sebou zapsaných jedniček odečteme podobné č́ıslo složené z n
za sebou zapsaných dvojek, dostaneme vždy druhou mocninu nějakého
celého č́ısla. Dokažte.

Řešeńı úlohy. Přirozené č́ıslo x, jehož zápis se skládá z m jedniček, můžeme
zapsat takto:

x = 11 . . .1
︸ ︷︷ ︸

m

=
1

9
· 99 . . . 9
︸ ︷︷ ︸

m

=
1

9
(10m − 1).

Pak pomoćı tohoto označeńı uprav́ıme rozd́ıl ze zadáńı následovně:

d = 11 . . .1
︸ ︷︷ ︸

2n

− 22 . . . 2
︸ ︷︷ ︸

n

=
1

9
(102n − 1) − 1

9
· 2(10n − 1) =

=
1

9
(102n − 1 − 2 · 10n + 2) =

1

9
(102n − 2 · 10n + 1) =

(
10n − 1

3

)2

d = (33 . . . 3
︸ ︷︷ ︸

n

)2.

3. Text úlohy. Dekadický zápis nějakého v́ıceciferného přirozeného č́ısla ne-
konč́ı č́ıslićı 0. Jestliže v tomto zápisu škrtneme jednu cifru, vznikne č́ıslo,
které je dělitelem č́ısla p̊uvodńıho. Určete, na kolikátém mı́stě mohla být
cifra, kterou jsme škrtli.

Řešeńı úlohy. Existuj́ı č́ısla, u kterých lze škrtnout bud’ prvńı nebo druhou
cifru zleva (např́ıklad č́ıslo 22). Na žádném jiném mı́stě však cifru škrtnout
nelze, at’ je č́ıslo jakékoli (přirozené, nekonč́ıćı nulou). Dokážeme sporem.
Necht’ č́ıslu m škrtneme cifru b:

m = a · 10s+1 + b · 10s + c (a, b, c, s ∈ N0),

č́ıslo a je aspoň dvojciferné, tedy nenulové, b je cifra, c < 10s).

Dostaneme č́ıslo n = a · 10s + c. Plat́ı:

−n < −9 · 10s < −9c ≤ b · 10s − 9c = m − 10n ≤ b · 10s ≤ 9 · 10s < n.

Odtud |m − 10n| < n a tedy 9n < m < 11n, tj. je-li n dělitelem č́ısla m,
pak jedině m = 10n. To je však spor s t́ım, že č́ıslo m je zakončeno nenu-
lovou cifrou.

4. Text úlohy. Do dané kružnice k(S, r = 5 cm) vepǐste tři shodné kružnice
tak, aby se každá z nich dotýkala zbývaj́ıćıch dvou a měla vnitřńı dotyk
s danou kružnićı.
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Řešeńı úlohy. Z řady r̊uzných řešeńı uvedeme dvě:

(a) (Geometrické řešeńı) Oṕı̌seme dané kružnici k podle obr. 4.1 rov-
nostranný trojúhelńık KLM a body dotyku jeho stran s kružnićı k
označ́ıme D, E, F , přičemž úhly DSE, ESF a FSD stejně jako úhly
KSL, LSM a MSK maj́ı velikost 120◦. Hledané kružnice jsou pak
vepsané trojúhelńık̊um KLS, LMS, MKS.

Obrázek 4.1:

(b) (Řešeńı na základě výpočtu) Označme x poloměr každé z hledaných
kružnic.

Obrázek 4.2:

Z obr. 4.2 vid́ıme, že

r = |SD| = |SA| + |AD| =
2x√

3
+ x,
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nebot’ |SA| je poloměr kružnice opsané rovnostrannému trojúhelńıku
ABC a ten je roven dvěma třetinám jeho výšky. Z posledńı rovnice
po úpravě dostaneme x = (−3 + 2

√
3)r. Známe-li x, je daľśı kon-

strukce snadná.

5. Text úlohy. Je dán rovnostranný trojúhelńık ABC s délkou strany 6 cm.
Na stranách AC, BC sestrojte po řadě body K, N a na straně AB body
L, M tak, aby pětiúhelńık CKLMN byl souměrný podle osy úsečky AB
a měl všechny strany stejně dlouhé.

Řešeńı úlohy. Trojúhelńık KNC je rovnoramenný s úhlem velkosti 60◦

při hlavńım vrcholu C. Je to tedy trojúhelńık rovnostranný a proto je

|KC| = |CN | = |KN | = |KL| = |LM | = |MN |

a čtyřúhelńık LMNK je bud’ kosočtverec nebo čtverec. Vzhledem k poža-
davku symetrie podle osy o úsečky AB však neńı jiná možnost, než že se
jedná o čtverec. Tento čtverec vepsaný trojúhelńıku ABC se dá sestrojit
r̊uznými zp̊usoby pomoćı stejnolehlosti. Jedna z možnost́ı využ́ıvá stejno-
lehlost se středem A (obr. 4.3):

Obrázek 4.3:

Na straně AC zvoĺıme libovolně bod K ′, patou kolmice z tohoto bodu
na stranu AB označ́ıme L′ a úsečku K ′L′ doplńıme podle obrázku na čtve-
rec K ′L′M ′N ′. K němu pak v uvažované stejnolehlosti sesroj́ıme vzor -
čtverec KLMN .

Jiný zp̊usob je, že urč́ıme podle obr. 4.4 velikost ϕ úhl̊u BCM a LCA.
Zřejmě je 2ϕ = 30◦ (vněǰśı úhel rovnoramenného trojúhelńıka CMN se
rovná součtu protilehlých vnitřńıch úhl̊u). Stač́ı tedy sestrojit v bodě C
př́ımky p, q tak, aby sv́ıraly s př́ımkami CA, CB úhel ϕ = 15◦.
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Tyto př́ımky protnou stranu AB v bodech L, M a daľśı konstrukce je již
zřejmá.

Obrázek 4.4:

6. Text úlohy. V konvexńım čtyřúhelńıku ABCD označ́ıme středy stran AB,
BC, CD a DA po řadě ṕısmeny K, L, M , N . Nalezněte takový bod
X uvnitř čtyřúhelńıka ABCD, aby měly čtyřúhelńıky NAKX , KBLX ,
LCMX a MDNX stejné obsahy.

Řešeńı úlohy. Jak vid́ıme na obrázku 4.5 je úsečka KL středńı př́ıčkou

Obrázek 4.5:

trojúhelńıku ABC a úsečka MN středńı př́ıčkou trojúhelńıku CDA. Je
tedy

KL ‖ AC ‖ MN a |KL| = |MN | =
|AC|

2
= x.
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Analogicky plat́ı:

KN ‖ BD ‖ LM a |KN | = |LM | =
|BD|

2
= y,

tj. čtyřúhelńık KLMN je rovnoběžńıkem. (Jedná se o tzv. Varigon̊uv rov-
noběžńık.) Pod́ıvejme se nyńı na obr. 4.6 a zkoumejme obsahy čtyřúhelńık̊u
S2 = SKBLX a S4 = SMDNX .

Obrázek 4.6:

Plat́ı:

S2 = SKLX + SKLB =
x(v3 + v4)

2
,

S4 = SMNX + SMND =
x(v2 + v1)

2
.

Podle podmı́nek úlohy je ale S2 = S4, tj. v1 + v2 = v3 + v4.

Obrázek 4.7:

Geometricky to znamená, že bod X lež́ı na př́ımce rovnoběžné s úhlopř́ıčkouAC,
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přičemž tato př́ımka procháźı středem úhlopř́ıčky BD. Analogicky bod X
lež́ı na př́ımce rovnoběžné s úhlopř́ıčkou BD, procházej́ıćı středem úhlo-
př́ıčky AC. Bod X je tak určen jako pr̊useč́ık těchto dvou př́ımek (obr. 4.7).

7. Text úlohy. Najděte nejmenš́ı hodnotu výrazu S = xy/z + yz/x + zx/y
za podmı́nky, že č́ısla x, y, z jsou kladná a součet jejich druhých mocnin
je roven jedné. Kdy nastane rovnost?

Řešeńı úlohy. Fukce f(S) = S2 je rostoućı na intervalu (0, ∞) a proto je
S minimálńı právě tehdy, když je S2 minimálńı. Budeme tedy vyšetřovat
minimum výrazu S2. Plat́ı

S2 =
(xy

z

)2

+
(yz

x

)2

+

(
zx

y

)2

+ 2
xy

z
· yz

x
+ 2

yz

x
· zx

y
+ 2

zx

y
· xy

z
.

Vztah uprav́ıme na tvar

S2 =
1

2

((xy

z

)2

+
(yz

x

)2
)

+
1

2

(
(yz

x

)2

+

(
zx

y

)2
)

+

+
1

2

((
zx

y

)2

+
(xy

z

)2
)

+ 2(x2 + y2 + z2),

z nějž při využit́ı známé nerovnosti

1

2
(a2 + b2) ≥ ab a podmı́nky x2 + y2 + z2 = 1

dostaneme S2 ≥ 3(x2 + y2 + z2) = 3.

Plat́ı tedy S ≥
√

3, přičemž rovnost nastane, právě když

xy

z
+

yz

x
+

zx

y
,

což je ekvivalentńı s podmı́nkou x = y = z.

Závěr.

Smin =
√

3 pro x = y = z =
1√
3
.
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4.2 2. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková
Tato série byla sestavena ze starých maturitńıch úloh u př́ıležitosti výroč́ı 400 let
od založeńı gymnázia v Jindřichově Hradci. Ponechala jsem je v p̊uvodńım zněńı.

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńıky)
Poloměr kruhu r = 4 cm byl prodloužen o 1 cm a z koncového bodu vedena
sečna, jej́ıž úsek uvnitř kruhu jest dvakráte větš́ı než úsek zevněǰśı. Jaký
úhel sv́ırá sečna s poloměrem?

2. Dána kružnice k(S, 5) a na ńı bod M . Na polopř́ımce
−−→
SM zvolte vně

k bod R tak, aby |RM | = 1. Z bodu R jsou vedeny sečny kružnice k
tak, že pro délky př́ıslušných tětiv plat́ı |AnBn| = n|RAn|. Čtverce délek
dn = |RAn| tvoř́ı prvńıch devět člen̊u nekonečné posloupnosti (kn) = (d2

n).
Pokud z této posloupnosti uberete 1. člen źıskáte posloupnost (bn) ta-
kovou, že existuje posloupnost (cn) tak, aby platilo bn = kncn. Určete
všechny tři posloupnosti.

3. Pokud jste bĺıže zkoumali posloupnost (kn) z př́ıkladu 2, jistě jste si všimli,
že úzce souviśı s posloupnost́ı (1/n) kmenových zlomk̊u. Označme posloup-
nost kmenových zlomk̊u (an) a vytvořte nové posloupnosti:
xn = an − an+1

yn = an · an+1

(a) Dokažte, že se posloupnosti (xn), (yn) rovnaj́ı.

(b) Pro které daľśı posloupnosti (zn) plat́ı, že posloupnost (zn − zn+1) se
rovná posloupnosti (zn · zn+1)?

4. (a) Tři po sobě jdoućı členy řady geometrické maj́ı součet 42. Zmenš́ıme-
li třet́ı člen o 6, máme řadu aritmetickou. Najděte obě řady.

(b) Př́ıklad obměńıme tak, že známe součet s tř́ı po sobě jdoućıch člen̊u
geometrické posloupnosti a v́ıme, že z nich vzniknou členy posloup-
nosti aritmetické zvětšeńım třet́ıho členu o 6. Pro které největš́ı s má
úloha řešeńı a jaké?

5. Ke kruhu o rovnici K ≡ x2+y2 = r2 jest vedena tečna, jej́ıž úsek na kladné
ose Y jest n-kráte větš́ı, než úsek na kladné ose X . Najděte jej́ı rovnici.
Naš́ım úkolem tentokrát bude naj́ıt několik myšlenkově odlǐsných postup̊u,
jak úlohu řešit.

6. Určete, které hodnoty veličin x a y vyhovuj́ı rovnićım:

ytg x = 64,

y
sin x+cos x

sin x−cos x = 16.
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7. Pro které nejmenš́ı n ∈ N má soustava

ycotg x = 2n

y
sin x+cos x

sin x−cos x = 16

řešeńı a jaké?

Řešeńı

1. Text úlohy. Poloměr kruhu r = 4 cm byl prodloužen o 1 cm a z koncového
bodu vedena sečna, jej́ıž úsek uvnitř kruhu jest dvakráte větš́ı než úsek
zevněǰśı. Jaký úhel sv́ırá sečna s poloměrem?

Řešeńı úlohy. Připomeňme si nejprve větu o mocnosti bodu ke kružnici.

Necht’ je dána kružnice k(S, r) a bod M , který na ńı nelež́ı. Necht’ p a p′

jsou dvě libovolné sečny kružnice k, které procházej́ı bodem M a prot́ınaj́ı
kružnici v bodech A, B a A′ a B′ (obr. 4.8).

Obrázek 4.8:

Potom plat́ı

|MA| · |MB| = |MA′| · |MB′| = d, kde d je konstantńı č́ılo (d > 0).

Důkaz vyplývá z podobnosti trojúhelńık̊u A′MB a AMB′.

Náš př́ıklad je znázorněn na obr. 4.9. Velikost |MA| jsme označili s. Dle
mocnosti bodu ke kružnici plat́ı

|MA| · |MB| = |MA′| · |MB′| .
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Obrázek 4.9:

Ze zadáńı vyplývá
s · 3s = 1 · 9,

tedy
3s2 = 9 a odtud s =

√
3.

Z pravoúhlého trojúhelńıku MSP již nyńı snadno dopoč́ıtáme úhel ϕ:

cosϕ =
|MP |
|MS| =

2
√

3

5

a po zaokrouhleńı dostáváme

ϕ = 46◦9′.

2. Text úlohy. Dána kružnice k(S, 5) a na ńı bod M . Na polopř́ımce
−−→
SM zvolte

vně k bod R tak, aby |RM | = 1. Z bodu R jsou vedeny sečny kružnice k
tak, že pro délky př́ıslušných tětiv plat́ı |AnBn| = n|RAn|. Čtverce délek
dn = |RAn| tvoř́ı prvńıch devět člen̊u nekonečné posloupnosti (kn) = (d2

n).
Pokud z této posloupnosti uberete 1. člen źıskáte posloupnost (bn) ta-
kovou, že existuje posloupnost (cn) tak, aby platilo bn = kncn. Určete
všechny tři posloupnosti.

69



Řešeńı úlohy. Pro názornost si nakresĺıme obrázek (obr. 4.10) a označ́ıme
|RAn| = dn.

Obrázek 4.10:

Pak podle věty o mocnosti bodu ke kružnosti plat́ı:

1 · 11 = d1 · 2d1

1 · 11 = d2 · 3d2

1 · 11 = d3 · 4d3

...
1 · 11 = dn · (n + 1)dn.

Ze zápisu posloupnosti nyńı dostáváme:

kn = d2
n =

11

n + 1
.

Posloupnost (bn) źıskáme ubráńım prvńıho členu z (kn):

bn =
11

n + 2
.

Má platit bn = cn · kn, po dosazeńı tedy

11

n + 2
= cn · 11

n + 1
a z toho cn =

n + 1

n + 2
.

Šlo vlastně o hledáńı rekurentńıho předpisu posloupnosti (kn).
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3. Text úlohy. Pokud jste bĺıže zkoumali posloupnost (kn) z př́ıkladu 2, jistě
jste si všimli, že úzce souviśı s posloupnost́ı (1/n) kmenových zlomk̊u.
Označme posloupnost kmenových zlomk̊u (an) a vytvořte nové posloup-
nosti:
xn = an − an+1

yn = an · an+1

(a) Dokažte, že se posloupnosti (xn), (yn) rovnaj́ı.

(b) Pro které daľśı posloupnosti (zn) plat́ı, že posloupnost (zn − zn+1) se
rovná posloupnosti (zn · zn+1)?

Řešeńı úlohy.

(a) Dokáže se snadno propoč́ıtáńım xn, yn, tedy: an − an+1 = an · an+1

a po dosazeńı
1

n
− 1

n + 1
=

1

n
· 1

n + 1

n + 1 − n

n(n + 1)
=

1

n(n + 1)
.

Odtud je zřejmé, že vztah an − an+1 = an · an+1 plat́ı pro všechna
přirozená č́ısla n.

(b) Plat́ı-li zn − zn+1 = zn · zn+1, pak pro zn r̊uzné od −1 je

zn+1 =
zn

zn + 1
,

což je tedy rekurentńı předpis všech hledaných posloupnost́ı.

z1 je libovolné reálné č́ıslo kromě −1, ale pro z1 = −(1/k), kde k je
přirozené č́ıslo plat́ı zk = −1. Z toho plyne, že nalezená posloupnost
by byla konečná o k členech.

Ukázky:

0, 0, 0, 0, 0, . . .

1, 1/2, 1/3, 1/4, . . . , 1/n

2, 2/3, 2/5, 2/7, . . . , 2/(2n− 1)

−3, 3/2, 3/5, 3/8, . . . , 3/(3n− 4)

4. Text úlohy.

(a) Tři po sobě jdoućı členy řady geometrické maj́ı součet 42. Zmenš́ıme-
li třet́ı člen o 6, máme řadu aritmetickou. Najděte obě řady1.

1Správně by měl být termı́n ”řada” nahrazen slovem ”posloupnost”. Autorka série patrně

citovala p̊uvodńı text z doby, kdy se tyto dva názvy nerozlǐsovaly.
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(b) Př́ıklad obměńıme tak, že známe součet s tř́ı po sobě jdoućıch člen̊u
geometrické posloupnosti a v́ıme, že z nich vzniknou členy posloup-
nosti aritmetické zvětšeńım třet́ıho členu o 6. Pro které největš́ı s má
úloha řešeńı a jaké?

Řešeńı úlohy.

(a) Jde o běžný př́ıklad obĺıbený i v současných matematických sb́ırkách.
Označ́ıme-li prvńı člen b a kvocient q, pak plat́ı:

bq2 + bq + b = 42. (4.3)

Pro tři po sobě jdoućı členy aritmetické posloupnosti plat́ı

a3 + a1

2
= a2

tedy
bq2 − 6 + b

2
= bq. (4.4)

Z (4.3) a (4.4) dostaneme soustavu dvou rovnic:

bq2 + bq + b = 42

bq2 − 2bq + b = 6

odečteme je a dostaneme 3bq = 36 tedy bg = 12, což je prostředńı
člen obou posloupnost́ı.

Dopoč́ıtáme q dosazeńım např. do rovnice (4.3)

12q + 12 +
12

q
= 42.

Po úpravě źıskáme kvadratickou rovnici

2q2 − 5q + 2 = 0

a dvě řešeńı q1 = 2 a q2 = 1/2.

Závěr. Geometrická posloupnost má členy 6, 12, 24 nebo 24, 12, 6
a aritmetická posloupnost 6, 12, 18 nebo 24, 12, 0.

(b) Opět označ́ıme prvńı člen b, kvocient q a analogicky jako v (a) do-
staneme soustavu rovnic:

bq2 + bq + b = s

bq2 − 2bq + b = −6

po odečteńı 3bq = s + 6 a z toho je prostředńı člen

bq =
s + 6

3
.
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Dosad́ıme do bq2 + bq + b = s

(s + 6)q

3
+

s + 6

3
+

s + 6

3q
= s

a rovnici uprav́ıme na tvar

(s + 6)q2 − 2(s − 3)q + (s + 6) = 0.

Pokud s je r̊uzné od −6, pak jde o kvadratickou rovnici, jej́ıž diskri-
minant je

D = 4(s − 3)2 − 4(s + 6)2.

Rovnice má reálná řešeńı pouze plat́ı-li:

4(s − 3)2 − 4(s + 6)2 ≥ 0

4(s2 − 6s + 9 − s2 − 12s − 36) ≥ 0

−18s− 27 ≥ 0

s ≤ −1, 5

Pro s = −1, 5 je q = −1, potom je geometrická posloupnost:
−1, 5, 1, 5, −1, 5 a aritmetická posloupnost: −1, 5, 1, 5, 4, 5.
Vyloučená hodnota −6 je menš́ı než −1, 5.

Závěr. Největš́ı s, kdy má úloha řešeńı, je −1, 5.

5. Text úlohy. Ke kruhu o rovnici K ≡ x2 + y2 = r2 jest vedena tečna, jej́ıž
úsek na kladné ose Y jest n-kráte větš́ı, než úsek na kladné ose X . Najděte
jej́ı rovnici.
Naš́ım úkolem tentokrát bude naj́ıt několik myšlenkově odlǐsných postup̊u,
jak úlohu řešit.

Řešeńı úlohy.

Prvńı řešeńı.

Využijme vzorce pro vzdálenost d bodu M = [m1, m2] od př́ımky

p : ax + by + c = 0, (4.5)

podle nějž plat́ı

d =
|am1 + bm2 + c|√

a2 + b2
. (4.6)

Protože př́ımka t neńı rovnoběžná s osou y, můžeme v obecném zápisu
(4.5) položit b = 1. Pak plat́ı

t : ax + y + c = 0.

Z podmı́nky B ∈ t a při označeńı podle obr. 4.11 zjist́ıme c = −mn
a po dosazeńı souřadnic bodu A do rovnice

ax + y − mn = 0
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Obrázek 4.11:

urč́ıme a = n. Ve vyjádřeńı

t : mx + y − mn = 0 (4.7)

je č́ıslo n dáno zadáńım úlohy, a tak zbývá naj́ıt m. Z podmı́nky, že
vzdálenost počátku O od př́ımky t je r (viz. obr. 4.11) a vztahu (4.6)
dostáváme

| − mn|√
1 + n2

= r.

Čı́sla m, n jsou kladná, proto z této rovnice zjist́ıme, že

m =
r
√

1 + n2

n
.

Závěr. Tečna má rovnici nx + y − r
√

1 + n2 = 0.

Druhé řešeńı.

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě nalezneme rovnici (4.7) a budeme hledat
společné body kružnice

K : x2 + y2 = r2 a př́ımky t : mx + y − mn = 0.

Z posledńı rovnice vyjádř́ıme y a dosad́ıme do předposledńı:

x2 + (mn − nx)2 = r2.
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Po úpravě dostaneme kvadratickou rovnici s neznámou x a parametrem m:

(n2 + 1)x2 − 2mn2x + m2n2 − r2 = 0.

Př́ımka t je tečnou k dané kružnici, právě když je diskriminant této rovnice
roven nule:

4m2n4 − 4(m2n2 − r2)(n2 + 1) = 0.

Odtud zjist́ıme

m =
r
√

1 + n2

n
a t : nx + y − r

√

1 + n2 = 0.

Třet́ı řešeńı.

Normálový vektor př́ımky l na obrázku 4.11 je roven směrovému vektoru
př́ımky t. Vzhledem ke (4.7) tedy plat́ı

~nl = (1,−n)

a př́ımka l má rovnici
x − ny = 0,

nebot’ procháźı počátkem. Odtud dosad́ıme x = ny do rovnice kružnice,
abychom zjistili souřadnice bodu T :

n2y2 + y2 = r2,

záporný kořen rovnice neuvažujeme, takže

y =
r√

1 + n2
a x =

nr√
1 + n2

.

Dosazeńım těchto hodnot do (4.7) dostáváme

n2r√
1 + n2

+
r√

1 + n2
− mn = 0

a odtud

m =
r
√

1 + n2

n
.

Zbytek dořeš́ıme stejně, jako v předchoźıch postupech.

Čtvrté řešeńı.

Aplikaćı Pythagorovy věty na trojúhelńık ABO (obr. 4.11) zjist́ıme

|AB| = m
√

1 + m2.

Obsah trojúhelńıka ABO lze vyjádřit dvoj́ım zp̊usobem

1

2
|OA| · |OB| =

1

2
|AB| · |OT |.
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Odtud
m · nm = m

√

1 + m2 · r.
Je tedy

m =
r
√

1 + n2

n
.

Př́ımka t je dána body A = [r
√

1 + n2/n; 0], B = [0; r
√

1 + n2] a odtud
snadno urč́ıme jej́ı parametrické vyjádřeńı nebo př́ımo rovnici (4.7).

Páté řešeńı.

Podle Eukleidovy věty o odvěsně pro pravoúhlý trojúhelńık ABO (obr. 4.11)
plat́ı

m2 = |AT | · |AB|, neboli m2 =
√

m2 − r2 · m
√

1 + n2.

Odtud urč́ıme m a dále postupujeme jako v předchoźım řešeńı.

6. Text úlohy. Určete, které hodnoty veličin x a y vyhovuj́ı rovnićım:

ytg x = 64,

y
sin x+cos x

sin x−cos x = 16.

Řešeńı úlohy. Prvńı rovnici umocńıme na druhou a druhou rovnici na třet́ı,
abychom źıskali na pravých stranách stejné hodnoty:

y2 tg x = 46,

y3· sin x+cos x

sin x−cos x = 46.

Nyńı porovnáme levé strany rovnic:

pro kladné y : 2 tg x = 3 · sin x+cos x
sin x−cos x

,

pro záporné y : 2 tg x = 3 · sin x+cos x
sin x−cos x

muśı být celé sudé č́ıslo.

Zlomek na pravé straně rozš́ı̌ŕıme výrazem 1/ cosx a rovnici uprav́ıme
na tvar

2 tg x =
3(tg x + 1)

tg x − 1
.

Dále zavedeme substituci tg x = s. Kvadratická rovnice 2s2 − 5s − 3 = 0
má řešeńı s1 = 3 a s2 = −0, 5.

Z toho:
tg x = 3 t.j. x = arctg 3 + kπ a dopoč́ıtáme y: y3 = 43 tedy y = 4
nebo
tg x = −0, 5 t.j. x = arctg(−0, 5) + kπ a y: y−0,5 = 43 tedy y = 4−6.

Řešeńım jsou všechny uspořádané dvojice:

[arctg 3 + kπ ; 4] ,
[
arctg(−0, 5) + kπ ; 4−6

]
, kde k je celé č́ıslo.
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7. Text úlohy. Pro které nejmenš́ı n ∈ N má soustava

ycotg x = 2n

y
sin x+cos x

sin x−cos x = 16

řešeńı a jaké?

Řešeńı úlohy. Obdobně jako v předchoźım př́ıkladě prvńı rovnici umocńıme
na čtvrtou, druhou rovnici na n, porovnáme levé strany rovnic a obdrž́ıme

4 cotg x = n · sin x + cosx

sin x − cosx
.

Rovnici uprav́ıme na tvar

4 cotgx = n · 1 + cotg x

1 − cotg x

a zavedeme substituci cotg x = t. Diskriminant D vzniklé kvadratické
rovnice 4t2 + (n − 4)t + n muśı být nezáporný:

D = n2 − 24n + 16 ≥ 0

Nejmenš́ı vhodné přirozené č́ıslo n je 24.

Vypoč́ıtáme t1 = −2, t2 = −3 tedy cotg x = −2 nebo cotg x = −3 a již
snadno urč́ıme všechna řešeńı rovnice jako v př́ıkladě 6.

Těmito řešeńımi jsou všechny uspořádané dvojice :

[
arccotg(−3) + kπ ; 2−8

]
,
[
arccotg(−2) + kπ ; 2−12

]
, kde k je celé č́ıslo.

Nejmenš́ı n, pro které má soustava řešeńı je 24.
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4.3 3. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadáńı

1. (jen pro prvńı ročńıky)
Autobus je přeplněný, je-li v něm v́ıce než 50 cestuj́ıćıch. Dva inspektoři
dopravńıch podnik̊u kontroluj́ı vyt́ıženost dopravy. Prvńı inspektor spoč́ı-
tal procento přeplněných autobus̊u. Druhý spoč́ıtal procento pasažér̊u je-
doućıch v přeplněných autobusech. Který z nich má v́ıce procent?

2. (ještě jednou mince)
Máme jedenáct sáčk̊u s dostatečným počtem minćı a rovnoramenné váhy.
Je známo, že v jednom sáčku jsou falešné mince, které maj́ı jinou hmot-
nost než pravé mince. Určete nejmenš́ı počet vážeńı, které potřebujeme
ke zjǐstěńı sáčku s falešnými mincemi.

3. V rovině je dána čtvercová śıt’ o rozměrech n × n. Na tuto śıt’ pokládáme
černé a b́ılé krychle. (Stěna je shodná se čtvercem v śıti.) Prvńı vrstvu
jsme položili libovolně. Dodatečně jsme zjistili, že při kladeńı muśı být
splněny následuj́ıćı podmı́nky. Každá černá krychle muśı sousedit se sudým
počtem b́ılých krychĺı a každá b́ılá s lichým počtem černých. Druhou
vrstvu klademe tak, aby byla splněna tato podmı́nka pro krychle prvńı
vrstvy. Jestliže je splněna i pro druhou vrstvu, konč́ıme. Když ne, tak
pokračujeme třet́ı vrstvou, aby byla podmı́nka splněna pro krychle druhé
vrstvy, obdobně s daľśı vrstvou atd. Zjistěte, zda existuje takové rozmı́stěńı
krychĺı prvńı vrstvy, aby tento proces nikdy nekončil.

4. Najděte reálné kořeny rovnice

x2 + 2ax +
1

16
= −a +

√

a2 + x − 1

16
(0 < a <

1

4
).

5. Dokažte, že pro každé celé n ≥ 2 a každé reálné |x| < 1 plat́ı nerovnost
(1 − x)n + (1 + x)n < 2n.

6. Dokažte, že pro libovolná reálná č́ısla x >
√

2 a y >
√

2 je splněna nerov-
nost x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 > x2 + y2.

7. Dokažte, že pro libovolná přirozená č́ısla m, n, větš́ı než jedna plat́ı, že
alespoň jedno z č́ısel n

√
m, m

√
n neńı větš́ı než 3

√
3.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Autobus je přeplněný, je-li v něm v́ıce než 50 cestuj́ıćıch. Dva
inspektoři dopravńıch podnik̊u kontroluj́ı vyt́ıženost dopravy. Prvńı in-
spektor spoč́ıtal procento přeplněných autobus̊u. Druhý spoč́ıtal procento
pasažér̊u jedou-ćıch v přeplněných autobusech. Který z nich má v́ıce pro-
cent?

Řešeńı úlohy. Označme k počet přeplněných autobus̊u, l počet nepřeplně-
ných autobus̊u, A počet lid́ı v přeplněných autobudech a B počet lid́ı
v nepřeplněných autobusech. Potom plat́ı A > 50k, B ≤ 50l a odtud lze
odvodit:

B

A
<

l

k
a následně

B + A

A
<

l + k

k
,

odtud je pak už zřejmé, že
A

A + B
· 100% >

k

l + k
· 100%.

Vı́ce procent tedy má druhý inspektor, který měřil procento pasažér̊u je-
doućıch v přeplněných autobusech.

2. Text úlohy. Máme jedenáct sáčk̊u s dostatečným počtem minćı a rovno-
ramenné váhy. Je známo, že v jednom sáčku jsou falešné mince, které
maj́ı jinou hmotnost než pravé mince. Určete nejmenš́ı počet vážeńı, které
potřebujeme ke zjǐstěńı sáčku s falešnými mincemi.

Řešeńı úlohy. Prvńı př́ıpad (lze odeč́ıtat velikost výchylky):

K odpovědi potom stač́ı jen dvě vážeńı:

1. vážeńı – na prvńı misku dáme po jedné minci z prvńıch deseti měšc̊u
a na druhou misku deset minćı z posledńıho sáčku.
(Zjist́ıme odchylku o1. Rozd́ıl hmotnosti jedné falešné mince je tedy o1,
pokud jsou nepravé mince v některém z prvńıch deseti měšc̊u a o1/10 po-
kud jsou v jedenáctém sáčku.)

2. vážeńı – na prvńı misku dáme jednu minci z prvńıho sáčku, dvě mince
z druhého, tři ze třet́ıho atd. až do desátého. Na druhou misku dáme 55
minćı z jedenáctého sáčku.
(Změř́ıme novou odchylku o2. n-tý sáček s falešnými mincemi najdeme dle
vzorce: o2 = n · o1, pokud n nevyjde celé č́ıslo, resp. n = 5, 5, jsou nepravé
mince v jedenáctém sáčku.)

Druhý př́ıpad (nelze odeč́ıtat velikost výchylky):

(a) Mince z jednotlivých sáčk̊u předem označ́ıme. Stač́ı pouze tři vážeńı,
postup je naznačen kv̊uli přehlednosti v tabulce:
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1. vážeńı 2. vážeńı 3. vážeńı

(1, 2, 3)× (4, 5, 6) −rovno: (1, 2, 3)× (7, 8, 9) −rovno: (10) × (1)

−r̊uzno: (7) × (8)

(1, 2, 3)× (4, 5, 6) −r̊uzno: (1, 2, 4, 5)× (7, 8, 9, 10) −rovno: (3) × (7)

−r̊uzno: (1) × (7)

nebo

(4) × (7)

(b) Předpokládejme, že označovámı́ je zakázáno a řeš́ıme pouze jednu
z těchto úloh:

b1) Z každého sáčku vezmeme jednu minci a mezi vybranými mincemi
máme naj́ıt falešnou.
b2) Každý sáček obsahuje stejný počet minćı, sáčky nejsou označené a hle-
dáme falešný sáček.

Zde muśıme vážit celkem čtyřikrát, protože nev́ıme, zda je hledaná mince
těžš́ı nebo lehč́ı.

Z každého sáčku vezmeme jednu minci. Mince rozděĺıme do čtyř skupin
takto: 3, 3, 3 a 2 mince. Budeme uvažovat nejméně vhodnou situaci.
Dáme na misky vah prvńı dvě skupiny. Předpokládejme rovnováhu, po-
tom je falešná mince ve zbývaj́ıćıch dvou skupinách. Posledńı skupinu
doplńıme na tři jednou minćı z prvńıch skupin. Vezmeme tři dobré mince
z prvńıho vážeńı a porovnáme s jednou skupinou, která je na vahách,
předpokládejme rovnováhu, falešná mince je tedy v posledńı skupině, kte-
rou porovnáme opět s mincemi z prvńıho vážeńı a zjist́ıme, zda je nepravá
mince lehč́ı či těžš́ı než mince pravá. V trojici s falešnou minćı pak již stač́ı
jen jedno vážeńı.

3. Text úlohy. V rovině je dána čtvercová śıt’ o rozměrech n × n. Na tuto
śıt’ pokládáme černé a b́ılé krychle. (Stěna je shodná se čtvercem v śıti.)
Prvńı vrstvu jsme položili libovolně. Dodatečně jsme zjistili, že při kladeńı
muśı být splněny následuj́ıćı podmı́nky. Každá černá krychle muśı souse-
dit se sudým počtem b́ılých krychĺı a každá b́ılá s lichým počtem černých.
Druhou vrstvu klademe tak, aby byla splněna tato podmı́nka pro krychle
prvńı vrstvy. Jestliže je splněna i pro druhou vrstvu, konč́ıme. Když ne,
tak pokračujeme třet́ı vrstvou, aby byla podmı́nka splněna pro krychle
druhé vrstvy, obdobně s daľśı vrstvou atd. Zjistěte, zda existuje takové
rozmı́stěńı krychĺı prvńı vrstvy, aby tento proces nikdy nekončil.

Řešeńı úlohy. Předpokládejme, že je tento proces nekonečný. Protože máme
jen konečný počet rozložeńı krychĺı ve vrstvě, muśı existovat dvě vrstvy se
shodným rozložeńım. Označme je i a j a předpokládejme, že i < j. Potom
muśı být vrstva i − 1 shodná s vrstvou j − 1, i − 2 shodná s j − 2 atd.
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Pak je ale druhá vrstva shodná s j − i + 2, prvńı vrstva s j − i + 1. To
znamená, že proces jsme mohli ukončit na (j − i)-té vrstvě, tud́ıž je tento
proces konečný.

4. Text úlohy. Najděte reálné kořeny rovnice

x2 + 2ax +
1

16
= −a +

√

a2 + x − 1

16
(0 < a <

1

4
). (4.8)

Řešeńı úlohy. Položme

y = −a +

√

a2 + x − 1

16
.

Tento výraz uprav́ıme na tvar

x = y2 + 2ay +
1

16
. (4.9)

Podle (4.8) současně plat́ı

y = x2 + 2ax +
1

16
. (4.10)

Hledáme tedy společné body relaćı f , g, kde f je daná rovnićı (4.10), g
je daná rovnićı (4.9) a přitom g = f−1. Grafy obou relaćı jsou paraboly
souměrné podle př́ımky y = x. Pr̊useč́ıky obou graf̊u jsou tedy body typu
[x, x], a tak stač́ı vyřešit rovnici

x = x2 + 2ax +
1

16
,

kterou snadno uprav́ıme na tvar

x2 + (2a − 1)x +
1

16
= 0.

Rovnice má za daných podmı́nek pro a vždy dva reálné kořeny

x1,2 =
1 − 2a

2
±
√
(

2a− 1

2

)2

− 1

16
.

5. Text úlohy. Dokažte, že pro každé celé n ≥ 2 a každé reálné |x| < 1 plat́ı
nerovnost (1 − x)n + (1 + x)n < 2n.

Řešeńı úlohy. Dokážeme pomoćı matematické indukce:
1. Pro n = 2 nerovnost plat́ı: 2 + 2x2 < 4.
2. Předpokládáme, že plat́ı: (1 − x)n + (1 + x)n < 2n, potom

(1−x)n+1+(1+x)n+1 < ((1−x)n+(1+x)n)((1−x)+(1+x)) < 2n·2 < 2n+1,

což jsme chtěli dokázat.
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6. Text úlohy. Dokažte, že pro libovolná reálná č́ısla x >
√

2 a y >
√

2
je splněna nerovnost x4 − x3y + x2y2 − xy3 + y4 > x2 + y2.

Řešeńı úlohy. Podle vzorce pro rozklad dvojčlenu an+bn na součin pro liché
n:

an + bn = (a + b)(an−1 − an−2b + an−3b2 − · · · + bn) vid́ıme, že levá část

nerovnosti je rovna výrazu
x5 + y5

x + y
, pro x >

√
2 a y >

√
2 plat́ı nerovnost

x5 + y5 > 2(x3 + y3) (pro mezńı hodnotu x = y =
√

2 plat́ı rovnost).

Je tedy

x5 + y5

x + y
>

2x3 + y3

x + y
= 2(x2 − xy + y2) ≥ x2 + y2.

7. Text úlohy. Dokažte, že pro libovolná přirozená č́ısla m, n, větš́ı než jedna
plat́ı, že alespoň jedno z č́ısel n

√
m, m

√
n neńı větš́ı než 3

√
3.

Řešeńı úlohy. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že plat́ı

m ≥ n ≥ 2.

Potom plat́ı m

√
n ≤ n

√
n a stač́ı dokázat n

√
n ≤ 3

√
3.

Pro n = 2 nerovnost plat́ı, pro ostatńı n obě strany zlogaritmujeme a obdr-

ž́ıme nerovnost
lnn

n
≤ ln 3

3
. Funkce

lnx

x
je klesaj́ıćı pro x > e, proto

výše uvedená nerovnost plat́ı.
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Kapitola 5

Závěr

Matematika se v současné době netěš́ı všeobecné oblibě a většina stu-
dent̊u ji považuje za př́ılǐs složitou a nezaj́ımavou. Doufám, že toto obdob́ı
pomine i za pomoci podobných soutěž́ı jako byl Jihočeský matematický
korespondenčńı seminář a že se o tuto nádhernou vědu začne veřejnost
opět zaj́ımat, ne se j́ı obávat.

Z časového hlediska svou diplomovou praćı, ve které jsem zpracovala ročńı-
ky 1993 – 1996, navazuji na práce Ilony Malechové (1980 – 1984), Šárky
Hánlové (1984 – 1988) a Michaely Raabové (1988 – 1993).

Hlavńım ćılem bylo didaktické zpracováńı soutěžńıch úloh. Vzhledem k to-
mu, že uvedená soutěž již neprob́ıhá, může tato diplomová práce zároveň
sloužit i jako archivńı materiál.

Domńıvám se, že po obsahové stránce by mohla být námětem, inspiraćı
pro středoškolské učitele k zpestřeńı výuky netypickými př́ıklady. Stejně
tak může být i zaj́ımavým studijńım materiálem pro zájemce z řad stu-
dent̊u.
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[4] Polák, J.: Přehled středoškolské matematiky. Praha, Prometheus, 1998
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