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Kapitola 1
Uvod

Koresponden¢ni seminafe jsou vyznamné z hlediska prace s nadanymi studenty;
ani matematické korespondenc¢ni seminafe nejsou vyjimkou. V dnesni dobé jich
existuje celd fada, a to na stfednich i zdkladnich Skolach. Jejich oblibenost
u studentu a zaku spociva predev§sim v tom, Ze poskytuji relativné dostatek
¢asu na vyfteSeni jednotlivych tloh, stejné tak i na seznameni se s tématem,
které nepatii mezi oblasti matematiky vyucované na piislusném typu skoly.
Naptiklad vyssi kola matematické olympiady nebo popularni soutéz Klokan ta-
kové moznosti Sirsimu okruhu zdjemcu z fad studenti nedovoluji.

Koresponden¢ni semindie svou podstatou tak pomédhaji nejen rozvijet mysle-
ni a dosavadni znalosti a védomosti zdku a studentu, ale rovnéz posiluji pozitivni
vztah k matematice. V soucasné dobé je tento prvek popularizovani matema-
tiky velmi dilezity, nebot tuto disciplinu povazuji Z4ci, studenti, ale i vefejnost
v poslednich letech za nesmirné naro¢nou a nezajimavou, na mnoha typech skol
dokonce za zbytectnou. Proto vérim, ze koresponden¢ni seminaie, které davaji
vétsi prostor pro Sirsi okruh fesitelt, napoméahaji motivovat studenty k tomu,
ze matematika je pro né pifinosem nejenom v ziskdvani matematickych doved-
nosti vyfresenim uré¢ité ilohy. Do povédomi fesiteli tak pronikd poznatek, zZe
matematika je disciplina, kterd je uci systému v praci, vytrvalosti, trpélivosti
a duslednosti.

Jihocesky matematicky korespondenéni seminai je jednim z mnoha, které
vznikly kolem roku 1980. V té dobé kromé matematické olympiddy existoval
i koresponden¢ni semindr Ustfedniho vyboru matematické olympiady, ktery
v8ak byl uréen pro vymezenou skupinu nejlepsich fesiteli matematické olympia-
dy. Pro ostatni studenty byly tlohy tohoto seminafe pfili§ naro¢né. Proto se
Ustiedn{ vybor matematické olympiady obratil na krajské garanty matematické
olympiddy s navrhem, zda by se nepokusili o vytvofeni ”lehé¢i formy” korespon-
denc¢niho seminafe urcené mj. i pro dalsi zdjemce o matematiku. Tak probéhl
ve Skolnim roce 1980/81 prvni ro¢nik Jihoteského matematického korespon-
denéniho seminaie, u jehoz zrodu stala doc. Lada Vanatova, kterd byla hlavnim



garantem seminafe az do roku 1989. Na opravé tloh se tehdy znaénou mérou
podileli studenti Pedagogické fakulty. Pozdéji pii sestavovani tiloh poméhal Ladé
Vanatové i Pavel Pech. V roce 1989 byla organizace seminaie preddna ucitelum
jihoceskych gymnéazii. Garantem seminafe se stal Pavel Leischner z Gymnéazia
Strakonice a kromeé néj sestavovali a opravovali jednotliva kola v letech 1989 —
2002 tito ucitelé: Michaela Koblizkovd (Gymnézium Jindfichuv Hradec), Marie
Stépankova (Gymnézium Tébor) a Petr Sokol (Pedagogicks fakulta v Ceskych
Budéjovicich).

V roce 2002 doslo ke krizi a Jiho¢esky matematicky korespondenc¢ni seminéf
zanikl.



Kapitola 2

Roénik 1993/94

2.1 1. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadani

1. (jen pro prvni roc¢nik)
V rovnici (22 + a)(z + 1) = (2% + 1)(x + 2) uréete hodnotu parametru a,
jestlize je znamo, Ze tato rovnice mé jeden kofen roven jedné.

2. Rovnice az? + bz + ¢ = 0 nem4 redlny kofen, soucasné plati a + b+ ¢ < 0.
Urcete jaké znaménko mé parametr c.

3. Dokaizte, ze vyraz x° + 3zy — 523y? — 1522y + 4ay* + 12y° neni roven
¢islu 33 pro zadna celd ¢isla z, y.

4. Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost
a* 4+ bv* + ¢* > a?be + b2ac + 2ab.

5. Dokazte, ze pro libovolnd kladna redlna ¢isla a, b je splnéna nerovnost

2y/a + 33/b > 5/ab.

6. V pravothlém trojihelniku jsou a, b jeho odvésny, ¢ pfepona, v vyska
na preponu. Dokazte, ze ¢ + v je vétsi a + b.

7. Méame dvé nadoby. Rozlijeme do nich libovolné 1 1 vody. Z prvni nadoby
prelijeme polovinu objemu vody do druhé néddoby. Potom polovinu ob-
jemu z druhé nadoby do prvni a opét z prvni polovinu do druhé néadoby,
atd. Dokazte, ze nezavisle na poc¢atecnim mnozstvi vody v nadobach bude
po 100 pielitich v nddobach 2/31a 1/3 | vody s ptesnosti 1 ml.



Reseni
1. Text dlohy. V rovnici (22 + a)(z + 1) = (z* + 1)(z + 2) uréete hodnotu
parametru a, jestlize je zndmo, ze tato rovnice ma jeden kofen roven jedné.

Reden{ dlohy. Jestlize rovnice mé jeden kofen roven jedné, potom po dosa-
zeni kotene do rovnice musi byt tato podminka splnéna. Po dosazeni tedy
obdrzime (1 +a) - 2 = 2 - 3. Ziskdme hodnotu parametru a = 2.

2. Text dlohy. Rovnice ax? + bx + ¢ = 0 nemd redlny koien, soucasné plati
a+ b+ ¢ < 0. Urcete jaké znaménko ma parametr c.

Regeni dlohy. Pokud je a # 0, nem4 parabola f(z) = az? + bz + ¢ prisecik
s osou x. Lezi celd bud nad osou x nebo pod osou x. Hodnota funkce
v bodé 1 je f(1) = a+ b+ c. Odtud a ze zadani plyne, ze f(1) < 0. Proto
vSechny hodnoty této funkce jsou zdporné. Je tedy ¢ = f(0) < 0. Navic
musi byt a < 0.

Pokud a = 0, m4 rovnice tvar bz + ¢ = 0. Grafem funkce g(x) = bx + ¢ je
ptimka, kterd neprotne osu = jen tehdy, kdyz bude b = 0. Z podminky, ze
rovnice nemd redlny koten tedy dostdvdame g(z) =c=a+b+c <O0.

Zavér. Parametr c je zdporny.

3. Text dlohy. Dokazte, ze vyraz x® + 3zty — 5ax3y? — 152293 + day* + 12y°
neni roven ¢islu 33 pro zadna celd ¢isla z, y.

Regent tlohy. Vyraz V = 2® + 3ty — 53y% — 15223 4+ 4ay* 4 12¢° nejprve
rozlozime na soucin. Postupnym vytykanim obdrzime
V =at(x + 3y) — 52y>(x + 3y) + 4y*(z + 3y),
V = (x + 3y)(z* — bz?y? + 4y*).
Bikvadraticky polynom v posledni zavorce ma koteny y a 4y. Plati tedy
V = (z+3y)(2* — y?)(a? — 4y°)
a po upravé podle vzorce pro rozdil ¢tvercu dostaneme
V= (z+3y)(z—y)(=+y)(z-2y)(z+2y).
Vyraz V je tedy souéinem péti ruznych celych &isel kterd si oznacime
ai, as,as, a4, as v daném poradi.
V=a-az-as3-as-a5 (a1,...,a5 € Z)
Proy =0 je V = 25 Rovnice 2° = 33 nem4 celo¢iselné feseni.

Je-li y # 0, je V pro kazdou dvojici [z,y] € Z x Z soucinem péti ruznych
celych ¢isel. Cislo 33 lze rozlozit na sou¢in maximélné ¢tyt ruznych celych

Cisel:
33=(-1)-1-3-(-11)
33=(-1)-1-(=3)-11



Proto plati
Va,ye Z:V #33.

. Text dlohy. Dokazte, ze pro libovolnd redlna ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost
a* + b* + ¢* > a2bc + bac + 2ab.

Regen{ tlohy. Pro viechna z,v,z € R ziejmé plati
(=) +(y =2+ (z —2)* >0,

pri¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz x = y = z. Tuto nerovnost
ekvivalentné upravime na tvar

2?2+ P+ 22> ay+xz +yz. (2.1)

Nerovnost (2.1) je splnéna pro kazdou trojici redlnych ¢isel x, y, z a rovnost
nastane praveé tehdy, kdyz x =y = z.

Do nerovnosti (2.1) dosadime nejprve z = a2,y = b2, z = ¢

a* +b* + ¢ > a?b? + a?c® + bR (2.2)
Rovnost nastane praveé, kdyz |a| = |b] = ||
Nyni do (2.1) dosadime x = ab,y = ac, z = be:
a®b? + a*c? + b?c? > a*be + abc® + ab’c. (2.3)

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz ab = bc = ac a zaroven |a| = |b| = |c|.
Snadno ovéfime, ze tyto vztahy jsou ekvivalentni s podminkou a = b = c.

Z nerovnosti (2.2) a (2.3) okamzité plyne, ze pro viechna redlnd a, b, ¢ je
a* + b* + c* > a’be + bPac + c2ab7

pricemz rovnost nastane, pravé kdyz a = b = c.

. Text dlohy. Dokazte, ze pro libovolnéd kladna redlnd ¢isla a, b je splnéna

nerovnost 2,/a + 3b > 5/ab.

Reden{ tlohy. Pro kazdou n-tici kladnych redlnych éisel 21, z, . .., z, € RT
plati nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem (A-G ne-
rovnost):

Ti+Tap+ -+ Ty

n

> Yr x0Ty, (2.4)
Tic 7 A% Ve 7 X1 = Xg = -0 = Tp. V-
ficemz rovnost nastane, pravé kdyz x x ZTn. Do nero

nosti (2.4) dosadime n = 5, x; = xo2 = a, 3 = ©4 = x5 = Vb
(aeRT,beRT).
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Dostaneme nerovnici

DLV i aa bV,

kterou posléze vynasobime péti a dostaneme nerovnost
2va+3Vb>5Vab  Va,beRY,

kterou jsme chtéli dokdzat. Rovnost nastane, praveé kdyz v/a = /b, to zna-
mena praveé kdyz a = b.

. Text dlohy. V pravoihlém trojihelniku jsou a, b jeho odvésny, ¢ pfepona,
v vyska na preponu. Dokazte, ze ¢ + v je vétsi a + b.

Regeni dlohy. V pravothlém trojihelniku ABC' (y = 90°), mizeme vyuzit

Pythagorovu vétu

= a® + b (2.5)

a dvé ruznd vyjadieni obsahu:

Odtud urcime
45 = 2ab = 2 cv. (2.6)

Vime, ze vztah v? > 0 plati vzdy. Proto musi platit také
v? 4 % +48 > ¢? + 48.

Dosadime-li za v? a 45 ze vztaht (2.5) a (2.6) dostaneme odtud
A4+ 0242w > a®+b%+2ab,
neboli (c+v)? > (a+0b)2

Protoze jsou ¢isla ¢ + v a a + b kladnd a pro kladnd z plati V22 = z, je

posledni vztah ekvivaletni s nerovnosti

c+v>a-+b.

. Text tlohy. Mame dvé nadoby. Rozlijeme do nich libovolné 1 1 vody. Z prvni
nadoby pftelijeme polovinu objemu vody do druhé nadoby. Potom polovinu
objemu z druhé nadoby do prvni a opét z prvni polovinu do druhé nddoby,
atd. Dokazte, ze nezavisle na pocateénim mnozstvi vody v nddobach bude
po 100 pielitich v nddobdch 2/3 1a 1/3 1 vody s piesnosti 1 ml.

Regeni dlohy. Pifpad, ze v nadobach je 2/31a 1/3 1 je zfejmy. Budeme

tedy predpokladat, ze v nadobéch je mnozstvi vody odlisné od predchoziho
piipadu. Libovolnou z nadob oznac¢ime jako prvni a pocateéni mnozstvi

11



v ni ozna¢ime p+2/3 (litru). Ve druhé nddobé bude 1—(p+2/3) =1/3—p
litru vody. Déle zapisujeme stavy vody v nadobach:

Pavodni stav:

prvni nadoba. .. (2/3 4 p) 1,

druhd nadoba...(1/3 —p) L

Po prvnim pfeliti:

prvni nadoba. .. (1/3 4 p/2) 1,

druhd nédoba...(2/3 —p/2) L.

Po druhém preliti:

prvni nddoba. .. (2/3 + p/4) 1,

druhd nédoba...(1/3 —p/4) L.

Vidime, ze se po kazdych dvou pfelitich mnozstvi p zmensi 4 krat (p/4 1).
Po 100 pielitich se zmensi 45 krat. Mnozstvi p po poslednim pieliti je
tedy rovno

p

150 neboli p-47°%litru  pe (—2/3;1/3)

a to je ziejmé mnohem mensf nez jeden ml (1 ml=10"21).

12



2.2 2. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(jen pro prvni ro¢nik)

Pavouk Albert, rodny bratr pavouka Huberta, si jednou utkal pavucinu
tvaru ¢tvercové sité 10 x 10 jednotkovych &tvercu. Oznaéme vrcholy sité
A, B, C, D a zavedme si soufadnice tak, aby A = [0,0], B = [10,0],
C =[10,10], D = [0,10]. V mistech K = [1,1], L =[9,2] a M = [6,9] se
mu chytly mouchy. Namalujte si pfislusny obrazek a urcete, v jakém bodé
X si mé Albert zvolit stanovi§té, aby soucet délek cest z X do K, z X
do L az X do M byl minimalni.

. Jindy pavouk Albert pospojoval stfedy hran dréaténého modelu krychle

ABCDEFGH pavuéinami rovnobéznymi s hranami krychle. Pruseciky
téchto pavucin, to znamend stiedy stén krychle, pospojoval rovnéz pa-
vouéimi vldkny rovnobéznymi s hranami krychle. Tim vznikla (z vldken
i drata modelu) krychlova sit typu 2 x 2 x 2 obsahujici celkem 8 jednot-
kovych krychli a 27 miizovych bodu (tj. vrcholu jednotkovych krychli).
Urcete v této siti pocet viech nejkratsich cest, po kterych se muze Albert
dostat z vrcholu A do vrcholu G.

. Uvazujme sif z tilohy 2. Kolika cestami se miize Albert dostat z vrcholu A

do miizového bodu ve stfedu krychle, ma-li pfitom projit vsemi miizovymi
body a to kazdym pravé jednou?

. Leteckd spoleénost zajistuje spojeni mezi kazdymi dvéma z nékolika velkych

meést. Nasledujici rok chece zvysit pocet leteckych linek o 38 a to tak, ze
piibere ur¢ity pocet mést a opét bude zajisfovat spojeni mezi kazdymi
dvéma v nové vzniklé soustavé mést. Stanovte, v kolika méstech zajistuje
spole¢nost spojeni letos a kolik mést bude mit na starosti pristi rok. (Le-
tecké linky z A do B a z B do A nerozliSujeme — povazujeme je za jedinou

linku).

. 'V jednom stéaté je soustava leteckych trati utvotena tak, ze kazdé mésto

je spojeno leteckou linkou nejvys se tfemi dal§imi mésty a z libovolného
meésta je mozné letét do kteréhokoli dalsitho s nejvyse jednim piestupem.
Jaky nejveétsi pocet mést muze byt v tomto staté?

. Na kazdé z planet urcitého planetarniho systému je astronom, ktery pozo-

~vs

ruje nejblizsi planetu. Kazdé dvé vzdédlenosti mezi planetami jsou rizné.
Dokazte, ze kdyz je pocet planet lichy, pak nékterou planetu zadny z ast-
ronomu nepozoruje.

. Je ddno n bodu, n > 4. Dokazte, ze je mozno tyto body spojit Sipkami

(tj. orientovanymi ¢arami) tak, aby bylo mozné se z kazdého bodu dostat

13



do kteréhokoliv jiného nejvyse po dvou Sipkach. Postupovat muzeme jen
ve sméru piislusné sipky a kazdé dva body je mozné spojit Sipkou jen
v jednom sméru.

Reseni
1. Text dlohy. Pavouk Albert, rodny bratr pavouka Huberta, si jednou utkal
pavucinu tvaru ¢tvercové sité 10 x 10 jednotkovych étverca. Oznacme
vrcholy sité A, B, C, D a zavedme si soufadnice tak, aby A = [0, 0],
B = [10,0], C = [10,10], D = [0,10]. V mistech K = [1,1], L = [9,2]
a M = [6,9] se mu chytly mouchy. Namalujte si ptislusny obrazek a urcete,

v jakém bodé X si ma Albert zvolit stanovisté, aby soucet délek cest z X
do K,z X do L az X do M byl minimalni.

Reseni dlohy.

Obrézek 2.1:

Prvni zpusob:

Soucet délek nejkratsich cest po siti z libovolného bodu X do bodu K,
L, M ozna¢ime s(X). Je ziejmé, ze hledany bod X, pro néjz je s(X)
minimélni, neni vné trojuhelnika K LM . Je to proto jeden z 29 mtizovych
bodu v trojuhelniku K LM. Postupnym vySetfenim vSech 29 moznosti
zjistime, ze nejmensi soucet s(X) = 16 pro X = [6;2] (obr. 2.1).

14



Druhy zpisob:

Hleddme bod X = [z;y], kde x € {0,1,2,...,10} ay € {0,1,2,...,10},
popiipadé se muzeme omezit jen na body v trojuhelniku K LM . Popiseme
nyni délky nejkratsich cest z bodu X do ostatnich bodu takto:

X—K :sg = |lze—1|+y—1]
X—1L :sp = |z—=9+]|y—2
X—M :syy = |z—6/+]y—9|

Soucet téchto délek s je tedy s = sx + sp + sy a po dosazeni:

s=le—=1+]z=9+|z—6|+ly—1+|y—2|+|y—9|.
f(z) 9(y)

Pokud do f(z) = |z — 1|+ |z — 6] + |z — 9| postupné dosadime hodnoty
x €{0,1,...,10} zjistime, ze

f(z) = f(6) =8.

Analogicky do g(y) = |y — 1| + |y — 2| + |y — 9] dosadime hodnoty
y €{0,1,...,10} a opét zjistime, ze

9(y) = g(2) =8.
Pro véechny cesty tedy plati s > f(z) + g(y), pficemz cesta nejkratsi je
Smin = f(6) +9(2) =8+8=16 pro (zr=6Ay=2)= X =[6;2].

Tteti zpusob:

Spociva v tom, ze zvolime libovolny miizovy bod v trojihelniku K LM,
oznac¢me ho Xg. Pfesuneme-li se odtud do libovolného sousedniho miizového
bodu X7, bude

s(X1) < s(Xo) mnebo s(Xi) > s(Xo)

a to vzdy o jeden jednotkovy dilek. Zalezi to na tom, zda se pii presou-
vani ke dvéma z vrchola K, L, M piiblizujeme a od jednoho vzdalujeme
¢i naopak. Postupné se presouvame z Xy do X, Xs, atd. az do X,, tak,
aby platilo

s$(Xo) > s(X71) > s(X2) > ... > s(X,),

kde X,, = X je bod z néhoz se jiz nelze presouvat tak, aby se soucet s
déle zmensoval.

Pro nazornost si jednu konkrétni posloupnost ukazeme a postup hleda-
ni jednotlivych bodu zapiseme pomoci tabulky. Zvolime si napiiklad bod
Xo = [4;3] (uvniti AKLM). Oznacime sk, sr, sy vzdélenosti zvoleného
bodu k bodum K, L, M a s jejich soucet.

V tabulce vidime, ze volba cesty neni jednoznaé¢nd, ale vzdy vede do jed-
noho bodu. Hledanym bodem je tedy bod X = [6;2], pro ktery je s mi-
nimélni.
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Bod [x;y] | sk | s. | sm | s
Xo 4:3 5 6 8 19
- 3:3 4 7 9 |20
- 42) | 4 | 5] 9 |18
X: | 53| 65| 7|18
- 44 6 | 7] 7 |20

- 52/ | 5 | 4 | 8 |17
X5 6:3] | 7 4 6 | 17
- 54 | 716 ] 6 |19
X=X3| [6;2 6 3 7 |16
- 73] | 8 | 3| 7 |18

- 64 | 8 | 5| 5 |18

- 7;2 7 2 8 | 17

2. Text llohy. Jindy pavouk Albert pospojoval stiedy hran draténého mo-
delu krychle ABCDEFGH pavu¢inami rovnobéznymi s hranami krychle.
Pruseciky téchto pavucin, to znamend stiedy stén krychle, pospojoval
rovnéz pavoucimi vlakny rovnobéznymi s hranami krychle. Tim vznikla
(z vldken i dratt modelu) krychlovd sit typu 2 x 2 x 2 obsahujici celkem
8 jednotkovych krychli a 27 miizovych bodu (tj. vrcholi jednotkovych
krychli). Urcete v této siti pocet vsech nejkratsich cest, po kterych se
muze Albert dostat z vrcholu A do vrcholu G.

Reseni dlohy.

Prvni zpusob:

Obrézek 2.2:

G
1 3 16 B [z 30 [6 [0 o0 E
&
<
1 2 3 [ [6 pz B gz B 3
5
=
wl

41 1 1 1 2 3 1 3 6
Dolni patro Stiedni patro Horni patro

V této tloze budeme predpokladat, ze A je levy ptredni dolni vrchol mo-
delu krychle.

Ma-li jit Albert nejkratsi cestou, musi se z kazdého miizového bodu,
v némz se pravé nachizi, pfesunout vzdy bud doprava nebo dozadu nebo
nahoru. Do kazdého bodu M se tedy muze dostat z levého nebo predniho
nebo spodniho miizového bodu. Pocet vsech moznych cest do M je dan
sou¢tem poc¢ti moznych cest z téchto t¥i sousednich bodu. Ulohu mizeme
vyfesit postupnym vypsanim moznosti pro vSechny miizové body nasi
sité. Vychazime pii tom z bodu A a abychom nemuseli kreslit prosto-
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rovy obrazek, rozkreslime situace v jednotlivych patrech krychlové sité
(obr. 2.2). Pocet vsech cest je 90.

Druhy zpusob:

Ozna¢me soufadnice bodu A = [0;0;0] a G = [2;2;2]. Nejkratsi délka
cesty z bodu A do bodu G je 6 jednotek délky (napt. 2 jednotky doprava
ve sméru osy x, 2 jednotky dozadu ve sméru osy y a dvé jednotky nahoru
ve Smeéru osy z).

Mozné cesty muzeme vyjadrit jako usporddané Sestice kroku o 1 jednotku
v daném smeéru:

T T Yy Yy z 2
z y z z y x — < Jekrokdopravao 1 jednotku

— y je krok dozadu o 1 jednotku
o — 2z je krok nahoru o 1 jednotku
z z Yy y T x
Pocet vSech moznych cest p je pocet permutaci s opakovanim Sesti prvku
trojitho druhu:
2 prvky 1.druhu(z), 2 prvky 2.druhu(y) a 2 prvky 3.druhu(z).

n=ng=n3=2, n=ny1+n2+nz3==06

_(umotmg)l 6 65-4-3-2.1
P gl 202l2l . 2.2.2

Existuje tedy préavé 90 nejkratsich cest z bodu A do bodu G. Vsechny tyto
cesty maji délku 6 jednotek.

. Text tlohy. Uvazujme sit z tlohy 2. Kolika cestami se mtize Albert dostat
z vrcholu A do miizového bodu ve stiedu krychle, méa-li pfitom projit
v8emi miizovymi body a to kazdym pravé jednou?

Regenf dlohy.

Prvni zpusob:

Vrcholu A pfifadime cifru 1, sousednim m#izovym bodum cifru 2 a dalsim
bodum postupné pritazujeme cifry 1 a 2 tak, aby zadné dvé sousedici
cifry nebyly stejné (obr. 2.3). At ptjde Albert jakoukoli cestou, pravidelné
stiidd body typu 1 a 2. Projde-li kazdym mftizovym bodem pravé jednou,
nemuze nikdy skonéit ve stiedu krychle, nebof tomuto bodu piislusi cifra
2 a bodu s touto cifrou je jen 13, kdezto bodu oznacenych 1 je 14. Ma-li
projit vSechny body, je nutné, aby zacinal a konc¢il v bodé s cifrou 1.

Druhy zpusob:

Vychézi-li pavouk z A a konci ve stfedu krychle, znamend to, ze pocet
usecek, které vyleze nahoru je o 1 vétsi, nez pocet usecek, které sleze dolu.
Celkovy pocet tsecek zdolanych Albertem ve svislém sméru je tedy lichy.
Analogicky je lichy i pocet tiseki, které projde v pfedozadnim i pravolevém
sméru. Jeho celkova draha se tedy skldda z lichého poctu tseku, které
projde v pfedozadnim i pravolevém sméru. Celkova dréha se tedy sklada
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Obrézek 2.3:

G:

I 2 1z p Pk [T 2 nh @z
5]

[=]

> 1 P2 1 1z h Pz @ P F
2

7

41 2 1 2 1 2 1 2 1
Dolni patro Stredni patro Homi patro

z lichého poctu usecek. Na druhé strané, ma-li projit vsemi 27 body sité,
a to kazdym pravé jednou, musi zdolat 26 tsecek, tedy sudy pocet. Cesta
spliiujici dané podminky neexistuje.

Tteti zpusob:

Pavouk se muze dostat zminénym zpusobem do stfedu krychle, jen kdyz
existuje cesta z vrcholu A pfes ostatni vrcholy a stfedy hran a stén, ktera
prochéazi kazdym z téchto bodu pravé jednou a konéi ve stfedu hrany nebo
stény. (Z vrcholu totiz do stfedu krychle nevede piimo zddn4 tsecka.)
Na stfed hrany se muZze dostat jen z vrcholu nebo stiedu stény a nao-
pak ze stfedu hrany jen na vrchol nebo stied stény. Stfedi hran je vsak
0 2 méné nez vrcholu a stiedu stén dohromady. Proto takova cesta nee-
xistuje.

. Text tlohy. Leteckd spoleénost zajistuje spojeni mezi kazdymi dvéma z néko-
lika velkych mést. Nésledujici rok chce zvysit pocet leteckych linek o 38

a to tak, Ze pfibere urcity poéet mést a opét bude zajistovat spojeni mezi

kazdymi dvéma v nové vzniklé soustavé meést. Stanovte, v kolika méstech

zajistuje spoleénost spojeni letos a kolik mést bude mit na starosti piisti

rok. (Letecké linky z A do B a z B do A nerozliSujeme - povazujeme je

za jedinou linku).

Reden{ dlohy. Oznaéme po fadé n, k pocet puvodnich a piibyvajicich mést
a zabyvejme se nejprve puvodnim stavem. Z jednoho mésta do zbyvajicich
lze vést n — 1 linek, to ¢ini pro vSech n mést celkem

n(n —1)
2

linek, protoze v sou¢inu n(n — 1) je kazd4 linka zahrnuta dvakrat.

Priddme-li £ meést, bude celkovy pocet linek

(n+k)(n+k—-1)
5 :
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Odtud méame rovnici

(n+k)(n+k—-1) n(n—1)
> = 5 + 38.

Upravme ji na tvar
6=k(2n+k—-1)=1-76=2-38=4-19.

Jiné rozklady na souéin dvou pfirozenych Ciniteli mozné nejsou. Mensi
z Cinitelu ziejmé odpovidd ¢islu k, vétsi je roven vyrazu 2n+k— 1. Snadno
déle zjistime, ze vyhovuje jen n =38 a k=1nebon =8 a k =4.

Pocet mést se tedy zménil z 38 na 39 nebo z 8 na 12.

. Text dlohy. V jednom staté je soustava leteckych trati utvotrena tak, ze
kazdé mésto je spojeno leteckou linkou nejvys se tfemi dalsimi mésty a z li-
bovolného mésta je mozné letét do kteréhokoli dalsiho s nejvyse jednim
prestupem. Jaky nejvétsi pocet mést muze byt v tomto staté?

Regeni dlohy. Z jednoho mésta, oznacéme jej A, lze letét nejvys do t¥{ mést
a z kazdého z téchto ti{ mést muzeme letét jesté do dvou dalsich. Z téchto
jiz do zadného nového mésta letét nelze, protoze linku do A z nich pfimo
vybudovat nemtzeme. To znamend, ze pfidanim dalstho mésta by nebyla
pro cestu z néj do A splnéna podminka nejvyse jednoho prestupu.

AN

Obrézek 2.4:

Pro hledany pocet mést n plati: n < 143+ 3-2 = 10. Nejvétsi pocet mést
je deset. Je ale jesté nutné dokdzat, Ze letecks sif spliiujici dané podminky
pro 10 meést existuje. Na obrazku 2.4 jsou zndzornéna ruzna schémata
spliiujici podminky tlohy. Pfedstavuji vSsechna schémata tutéz soustavu
leteckych trati?
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6. Text dlohy. Na kazdé z planet urcitého planetarniho systému je astronom,
ktery pozoruje nejblizsi planetu. Kazdé dvé vzdalenosti mezi planetami
jsou ruzné. Dokazte, ze kdyz je pocet planet lichy, pak nékterou planetu
zédny z astronomu nepozoruje.

Regenf tlohy. Nechf n je pocet planet daného systému. Pro n = 1 nejsou
splnény podminky tlohy (astronom na této jediné planeté nemuze pozo-
rovat nejblizsi planetu systému). Tvrzeni tlohy je sice pravdivé, ale stejné
pravdivé by bylo tvrzeni se stejnymi predpoklady a opa¢nym zavérem.
Proto je rozumné (vzhledem k tomu, ze n je liché) piedpokladat n > 3.
Nechf je tedy n > 3 a uvazujme dvé nejblizs{ planety. Astronomové
na téchto planetiach se pozoruji navzijem. Pokud nékdo ze zbyvajicich
n—2 astronomu pozoruje nékterou z vybranych dvou planet, pak ostatnich
n — 3 astronomu jiz nestaci pozorovat vsech n — 2 planet a tvrzeni je
dokazano. Pozoruji-li se v8ak na zbyvajicich n — 2 planetach navzédjem,
vybereme z nich opét dvé nejblizsi a postup opakujeme. Tak pokracujeme
dél, az v nejneptiznivéjsim pripadé zustane na konci jedind planeta, kte-
rou nikdo nepozoruje.

Uvedeny zpusob feSeni je dukaz matematickou indukci. Lze jej provést
i standardnim postupem, pii kterém tvrzeni V(n) dokazujeme tak, ze
dokazeme platnost:

1) V(n) pro nejmensi n,

2) V(n) = (n+1).

7. Text ulohy. Je ddno n bodu, n > 4. Dokazte, ze je mozno tyto body spo-
jit sipkami (tj. orientovanymi ¢arami) tak, aby bylo mozné se z kazdého
bodu dostat do kteréhokoliv jiného nejvyse po dvou Sipkach. Postupovat
muzeme jen ve sméru piislusné sipky a kazdé dva body je mozné spojit
§ipkou jen v jednom sméru.

Re¥enfi dlohy. Ditkaz matematickou indukef:

(a) Pron =5 amn =6 tvrzeni plat{ (obr. 2.5)

Obrézek 2.5:
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(b) Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro néjaké n > 4 pfirozené a dokdze-
me, ze tvrzeni musi platit i pro n + 2 bodu. Prvnich n z uvazovanych
n + 2 bodu jiz podle indukéniho predpokladu spojit umime. Na-
pojime-li na téchto n bodu zbyvajici dva (obr. 2.6), zjistime, ze tvr-
zeni plati. Tim je véta dokazéana.

Obrézek 2.6:

An+1

An+2
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2.3 3. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1. (jen pro prvni ro¢nik)
Na tabuli je napsdno nékolik po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel. Spocitejte
jejich soucet s, vite-li, ze kdyz umazeme prvni a posledni ¢islo zmensi se
soucet o 21 a jestlize mazéani jesté jednou zopakujeme bude soucet s/2.

2. Existuje 2n 4+ 1 po sobé jdoucich celych ¢isel, pro ktera plati, ze soucet
¢tverct prvnich n 4 1 z nich, se rovna souctu ¢tverca zbyvajicich n ¢isel.

(a) Napiste aspon jeden piiklad takovych ¢isel.

(b) Urcete vsechny 2n + 1 -¢lenné posloupnosti celych &isel, které maji
danou vlastnost.

3. Posloupnost 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... se nazyva Fibonacciova.

(a) Urcete jeji rekurentni vzorec.
(b) Dokaite, ze pro jeji cleny a; plati: (an)? — an_1 - ans1 = (—1)".
4. Nékteri z Vas neddavno v domécim kole MO kategorie B dokazovali, ze
n kruznic rozdéli rovinu nejvyse na n? — n 4 2 disjunktnich ¢asti.

(a) Nakreslete piiklad situace, kdy 6 kruznic rozdéluje rovinu prave na 32
casti.

(b) Rozhodnéte, zda lze disjunktni policka, na kterd je rovina rozdélena
n kruznicemi, obarvit dvéma barvami tak, aby zddna dvé sousedni
policka neméla stejnou barvu. (Za sousedni policka nepovazujeme ta
policka, jejichz hranice maji spoleény jen jediny bod).

5. V geometrické praxi nékdy uzivame i ”"neklasické” konstrukce. Napiiklad
v deskriptivni geometrii tzv. ”prouzkovou konstrukei elipsy” (viz. napf.
Mensik, Setzer, Spacek: Deskriptivni geometrie, piirucka pro pifpravu
na vysokou skolu, str.73-74). Eukleidovsky nepfipustnym, ale prakticky
proveditelnym krokem je v ni to, ze se na okraji rovného prouzku papiru
vyznacena usecka XY predepsané délky zkusmo piiklada ke dvéma naryso-
vanym kolmicim o1, 02 tak, aby X € 01 a Y € 0. Na piipojeném obrazku
je podobnym ”prikladanim prouzku papiru” s vyznactenou useckou XY
vhodné délky, fesena jedna slavng tloha (v obecném piipadé eukleidovsky
netesitelnd). Uréete, o kterou tlohu jde a dokazte spravnost vysledku.

Na prouzku vyznacime |XY| = r. Pfilozime tak, aby hrana prouzku
prochazela B. X € m, Y €k.
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6. Dany tfi, po dvou k sobé kolmé poloptimky W, D—}}, DZ.

(a) Urcete na polopfimkach postupné body A, C, H tak, aby v krychli
ABCDEFGH platilo, ze vzdalenost hrany krychle od télesové tihlo-
pricky s ni mimobézné je 2 cm.

(b) Kdyz krychli ABCDEFGH oto¢ime kolem osy spojujici stfedy stén
ABCD a EFGH 0 45°, dostaneme krychli A’B’C'D'E'F'G’'H'. Sjed-
nocenim obou krychli vznikne kolmy hranol s hvézdicovymi podsta-
vami. Spocitejte jeho objem.

7. Dokazte, ze soucet vSech vnitinich ihli vsech stén konvexniho mnohosténu
je dvakrat vétsi nez soucet vnitinich thlu konvexniho mnohothelnika se
stejnym poctem vrcholt jako ma mnohostén.

Reseni
Prvni dva piiklady se tykaly skupiny (konecné posloupnosti) po sobé jdoucich

celych c¢isel. Tato ¢isla jsou zfejmé rozlozena symetricky kolem svého aritme-
tického prumeéru p. Pro lichy pocet ¢isel je p rovno prostiednimu ¢islu a plati

_artat--ta,  artan  axtap-1 Gkt an_(k-1)

n 2 2 2

Pro teseni tedy nebylo nutné znat aritmetické posloupnosti, ale bylo to vhodné.

1. Text dlohy. Na tabuli je napsdno nékolik po sobé jdoucich pfirozenych
¢isel. Spocitejte jejich soucet s, vite-li, ze kdyz umazeme prvni a posledni
¢islo zmens§i se soucet o 21 a jestlize mazani jesté jednou zopakujeme bude
soucet s/2.

Regen/ tlohy. Posloupnost ¢isel muzeme vyjadiit napiiklad takto (x €N,

neN):
a = X
as = x+1
: 2.7)
pn—1 = z+(n—2)
a, = x+(n-1)

Soucet s je tedy
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a po dosazeni za a1 a a, dostaneme

2x+n—-1)n
—

Ze zadani vime, ze a1 + a, = 21, a z toho vyplyvaji rovnice

_21-n

5 5 AN 2x4n=22. (2.8)
Nyni zjistime soucet s. Ze vztahu (2.7) plyne
a1 +a, = 20+n-—-1
a
az+an1 = (@+1)+z+(n—-2)=22x+n-1.
Odtud a ze tadani dlohy plyne
a2 +an—1 = ai+ax =21
Je tedy
s/2 = ai1+az+apn—1+a, =42.

Soucet ¢isel napsanych na tabuli je

s = 84. (2.9)
Uréime jesté danou posloupnost. Resenim soustavy rovnic (2.8) a (2.9)
dostaneme
84 = 217”, odtud n = 8
20 +8 = 22, neboli r = T.
Posloupnost ¢isel vypadé tudiz nasledovné:

a1=7, a2=8, a3=9, a4=10, a5:11, a6:12, a7:13, a8:14.

Zkouskou se lze snadno presvédcit, ze téchto osm po sobé jdoucich ¢isel
spliiuje vSechny podminky tlohy.

. Text ulohy. Existuje 2n + 1 po sobé jdoucich celych ¢isel, pro kterd plati,
ze soucet ¢tvercu prvnich n+ 1 z nich, se rovné souctu ¢tvercu zbyvajicich
n Cisel.

(a) Napiste aspon jeden piiklad takovych ¢isel.

(b) Urcete viechny 2n + 1 -¢lenné posloupnosti celych ¢isel, které maji

danou vlastnost.

Regenf tlohy. Mame 2n+ 1 po sobé jdoucich celych ¢isel, z nichz prostFedni
oznaéime proménnou z (z € Z; n € N).

24



r—n; ...; r—2; x—1; T z+1;, z+2; ...; x+n

! ! ! ! ! ! !
a1 Ap—1 (079 An 41 Ap42 An+43 A2n+1
ap 5 -.. 5 Qn—1; Qn 5 Gn41 5 Gp42 5 Gp43 5 - .- 5 A2p41
(n 4+ 1) nejmensich n nejveétsich

Posloupnost {ai}fgfl je rostouci.

Podle podminky tlohy plati:

2, 2 2 _ 2 2 2
aptayt--Fapy = Gupotan gt a4,
n+l o 2n+1 2
k=1% = k=n-+2 Tk-

Po dosazeni dostaneme

(@=n)+g—(n—DP+ - +(@=2+(@—1)" +2" =
=@+1’+@+2+ - Flpr =P+ (r+n)’

a po upravé
2 =42l +2+3+ - +(n—1)+n].

Sn

Soucet fady v zavorce oznacime s,
(a1+an)n _ (14n)n
2 -2

Sn
7 toho plyne
{L‘Q = 4x . %7
2 = 2z-n-(n+1)
a dostdvame tedy rovnici
22 =2r-n-(n+1) = 0,
z-lx—2n(n+1)] =
(@) neN AN z=0
pI‘O?’lzl _1507+1
pron =2 —-2,-1,0,+1,+2
pro(n € N) —n,...,—3,-2,—1,0,+1,+2,+3,...,+n

M)y neN A x=2n-(n+1)=2n2+2n

oni4+n, 2n2+n+1, ..., 20%42n, ..., 202 +3n—1, 2n%+3n

napiiklad:
pron=1 3,4,5
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pron=2  10,11,12,13,14
atd.

Zavér. Existuje nekoneéné mnoho rostoucich posloupnosti (2n+1) po sobé
jdoucich celych ¢isel, které splnuji pozadovanou podminku:

(a) a1 =-n  agpy1 =+n (neN),
() a1 =2n2+n  agmi2=2n2+3n  (neN).

Posloupnosti tvaru (b) jsou dokonce posloupnosti po sobé jdoucich pfirozenych
Cisel.

. Text dlohy. Posloupnost 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... se nazyva Fibonacciova.

) Urcete jeji rekurentni vzorec.

2 n

(a
(b) Dokazte, ze pro jeji cleny a; plati: (an)* — an—1 - ant1 = (—=1)™.

Seni tlohy. Oznacme:
, 1, 1, 2, 3, 5 8 13, 21,
I

ap a2 a3 a4 as ag ay ag ag

Re
0
l

(a) a1 =0 azx=1
VneN; n>2: app1=an+an1 (2.10)

VneN: anio=ani1+an (2.11)

Rekurentni vzorce (2.10) a (2.11) jsou ekvivalentni.

) VneN; n>2: (a,)? —an_1-anp1=(-1)"
Dukaz provedeme matematickou indukei:
Nejprve dokdzeme, ze véta plati pron =2, (a1 =0, as =1, az = 1):
L=(a2)®?—a1-a3=1*-0-1=1
P=(-1)2=1
L=P
Rovnost tedy pro n = 2 plati.
Nésledné dokdzeme indukéni krok (V(n) = V(n + 1)).
VneN; n>2:

(@n)? = an-1-ani1 = (-1)" = api—an-ani2 = (—1)"""
N———

indukéni predpoklad 1%
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Pokusime se upravit vyraz V na pozadovany tvar s vyuzitim in-
dukéniho pfedpokladu a rekurentnich vztahu (2.10) a (2.11).

2 2
Vo= Gpi1 —OnQpy2 =  Gpipq — Gp - Gpyl +Gn
~—~— —_———
(2.11) (2.11)
2 2
= (a’n-i-l - an) —Qp - Ap41 =

= (an+1 - an) '(an+1 + an) —Qp - Gp41 =
| —
(2.10)
= Qan-1 '(anJrl + an) — Qp - Ap41 =
——
(2.10)
= Qp-1-0p+1+ (an *lp—1 — ap - an-{-l) =
= Qnp—1"0np+1 +ay - (anfl - anJrl) =
—_———
(2.10)
= QUp—1 0pt1tan-(—ap)=
1" Gn41 (zan)
(2.10)
= Gp-1°0Gp1 — (an)2 =
= (1) [(@an)? = an-1-ap1] =
(- [(=D"] = (=

Indukéni krok je dokdzdn a véta plati pro kazdé n € N; n > 2.

4. Text ulohy. Nékteii z Vas neddvno v domdacim kole MO kategorie B do-
kazovali, ze n kruznic rozdéli rovinu nejvyse na n? —n + 2 disjunktnich
casti.

(a) Nakreslete piiklad situace, kdy 6 kruznic rozdéluje rovinu prave na 32
casti.

(b) Rozhodnéte, zda lze disjunktni policka, na kterd je rovina rozdélena
n kruznicemi, obarvit dvéma barvami tak, aby zadna dvé sousedni
policka, neméla stejnou barvu. (Za sousedni policka nepovazujeme ta
policka, jejichz hranice maji spoleény jen jediny bod).

(a) Na obrazcich 2.7 — 2.9 jsou uvedeny piiklady situaci, kdy 6 kruznic
déli rovinu na 32 disjunktnich ¢asti. Zdroven je dokazano, ze je muze-
me obarvit dvéma barvami tak, aby sousedni policka neméla stejnou
barvu. Prunikem sousednich policek je oblouk kruznice, prunikem
nesousednich poli¢ek je bod (prusecik dvou kruznic).

(b) Nejveétsi mozny pocet ¢dsti, ve kterych n kruznic rozdéli rovinu na-
stane, kdyz se kazdé 2 kruznice protinaji ve 2 bodech a zadné 3 kruzni-
ce se neprotinaji v 1 bodé. Pocet téchto ¢asti je a, = n? —n + 2.

Dokazeme matematickou indukci, ze je lze vzdy obarvit dvéma barva-
mi tak, aby sousedni policka nebyla stejné barvy.

Pro n = 1 obarvime vnitfek kruznice tmavé a vnéjsek bilou barvou
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Obrézek 2.7:

a véta tedy pro n = 1 plati.

Predpokladejme, Ze a, policek pro n kruznic lze obarvit tak, aby
zadna dvé sousedni policka neméla stejnou barvu. Sestrojime dalsi
kruznici k, ktera protne n predchazejicich kruznic ve 2n bodech.
Téchto 2n bodi na nové kruznici k urcuje 2n disjunktnich oblouki
této kruznice. Tyto oblouky rozdéli 2n puvodnich policek na 2 ¢asti
a pocet policek se zvysi o 2n (Vn € N': apy1 = ap + 2n).

Obrézek 2.8:

Policka vné nové kruznice k ponechame obarvena stejné a policka uv-
nitt této kruznice obarvime opacnou barvou, nez kterou mély v piipadé
n kruznic. Potom novych 2n sousednich policek bude mit opaénou
barvu a puvodni sousedni policka uvnitt i vné k také.

7 toho vyplyva, ze pokud jde obarvit a, policek, na které rovinu
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Obrézek 2.9:

rozdéli n kruznic, pak jde obarvit i a,4; policek, na které rovinu
rozdéli m + 1 kruznic. Tim je dokdzdn indukéni krok a véta plati
pro kazdé n € N.

5. Text dlohy. V geometrické praxi nékdy uzivame i "neklasické” konstrukee.
Napriklad v deskriptivni geometrii tzv. ”prouzkovou konstrukci elipsy”.
Eukleidovsky neptfipustnym, ale prakticky proveditelnym krokem je v ni
to, ze se na okraji rovného prouzku papiru vyznacena isecka XY predepsa-
né délky zkusmo prikladd ke dvéma narysovanym kolmicim 01,02 tak,
aby X € 01 a Y € 02. Na obrdazku 2.10 je podobnym ”piikladanim
prouzku papiru” s vyznacenou useckou XY vhodné délky, feSena jedna
slavnd tloha (v obecném piipadé eukleidovsky nefesitelnd). Urcete, o kte-
rou 1lohu jde a dokazte spravnost vysledku.

Na prouzku vyznac¢ime |XY| = r. Piilozime tak, aby hrana prouzku
prochézela B. X € xﬁi, Y ek

Regenf dlohy. Jedn se o trisekei tthlu o = Z AV B. Uloha spo¢iva v sestro-
jeni thlu ¢, jehoz velikost je tfetinou velikosti thlu a (o = «/3).
Piipomenme si nejprve vétu o vnéjsim thlu:

V kazdém trojihelniku je velikost vnéjstho dhlu rovna souétu velikosti
protéjsich dvou hlu vnitinich (obr. 2.11).
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Obrézek 2.10:

Obrazek 2.11:

p-crty

/é 4 £
2

A

Je totiz 180° = a+ B+ v a zdroven B+ 5 = 180°. Sectenim obou vztahu
dostaneme (= a + ( a tim je véta dokdzana.

Podle obr. 2.12 v trojihelniku XVY plati:
[LVYB| = |/VXY|+ [LXVY] = 2.

Podobné pro vnéjsi thel BV D rovnoramenného trojihelniku BY'V plati:
|/BVD|=|/VYB|+ |/YBV|= 4.

Navic jsou vrcholové ihly XVY a AV D shodné, a tak |ZAVD| = .
7 obrazku také vidime, ze

a=|/AVB|=|/BVD|—|LAVD| = 4¢ — ¢,

tedy a = 3¢.

Uhel AVD je tfetinou ihlu AV B. Nanesenim délky oblouku AD na ob-
louk AB ziskdame body K, L a poloptimky VK a VL, které déli ihel
AV B na tfetiny. Konstrukce podle obrazku 2.12 je proveditelnd jen kdyz
4p < 180°, tedy pro o < 135°.

Pro veétsi thly provedeme nejprve trisekei ptilehlého tthlu BV Z (viz. obr.
2.13) vyse popsanou konstrukei.
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Obrézek 2.12:

Je-li |£LBVZ| = j3, pak z podminky a + 8 = 180° po dosazeni o = 3¢
a 0 = 3e dostaneme € 4+ ¢ = 60°.

Pti oznaceni podle obr. 2.13 sestrojime bod L jako prusecik kruznice
kE(V,r) s kruznici I(X,r) (v poloviné BVK). Bod K je pak prusecik
kruznice k s osou tthlu AV L a plati

¢ =|/AVK|=|/KVL|=|/LVB| = %

Obrazek 2.13:
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6. Text dlohy. Dany tfi, po dvou k sobé kolmé poloptimky D7, W, DZ.

(a) Urcete na nich postupné body A, C, H, aby v krychli ABCDEFGH
platilo, ze vzdéalenost hrany krychle od télesové tihlopticky s ni mi-
mobézné je 2 cm.

(b) Kdyz krychli ABCDEFGH otoc¢ime kolem osy spojujici stfedy stén
ABCD a EFGH o0 45°, dostaneme krychli A’B’C'D'E'F'G'H'. Sjed-
nocenim obou krychli vznikne kolmy hranol s hvézdicovymi podsta-
vami. Spocitejte jeho objem.

Reden{ tlohy. Nejprve piipomeneme nékolik poznatki ze stereometrie.

Jsou-li p, ¢ mimobézky, muzeme libovolnym bodem K piimky p vést rov-
nobézku ¢’ s piimkou ¢ a libovolnym bodem L piimky ¢ rovnobézku p’
s ptimkou p (obr. 2.14 (a)). Ruznobézky p’, ¢ uréuji rovinu p a ruznobézky
p, ¢’ uréuji rovinu o, pficemsz p ||o.
Piicka mimobézek p, ¢q je definovana jako tisecka XY, kde X e paY € q.
Vzdélenost mimobézek p, g se pak definuje jako délka jejich nejkratsi
pricky

d=min{|XY]|, X €epAY €q}.
Piicka odpovidajici nejkratsi vzdalenosti je zfejmé kolméa k obéma mi-
mobézkdm, jejichz vzdélenost je rovna vzdélenosti rovin p a o (obr. 2.14 (b))

d=|p,q| = |p,o|.

Obrazek 2.14:
(a)

=~

g o

(b)
TCe P L
/K/H"hq__ N
|
I ‘ Fe
e g
=71 ¥

—

Vlastni FeSeni:

(a) Zvolime-li p =— AG a ¢ =~ EF, je p’ napiiklad piimka GH a p
je rovina ABG (obr. 2.15). Sta¢i najit primku kolmou k roviné p
a zaroven k piimce q.
Piimka je kolmé k rovniné, pokud je kolma alespon k dvéma ruznobéz-
nym piimkam z této rovniny. Oznaéme S stied FFC a S’ stied AH
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(jsou to zéroven po Fadé sttedy stén BCGF a ADHE). F'S je ziejmé
kolmé k piimkam BG a SS’, které lezi v roviné p. Vychézime pfi tom
z vlastnosti krychle a kolmosti tihlopticek ve ¢tverci.

Obrazek 2.15:

_______________

a3

)

Vzdélenost v primek p, q je tedy rovna velikosti usecky F'S

v(« EF;— AG) = |FS]|

Ze zadéani plyne
a=2v2 cm,

a-v?2
v=2cm = 5 =2cm =
vzdélenost a bodi A, C, H od bodu D bude tedy a = 2v/2 cm.

(b) Pro vypocet objemu musime spocitat délku x, z obrédzku 2.16 plyne

2 +2v2 = x-(2+V2),

a = z+avV2+x =
a
odtud r =
2+2
S a-(2-+2)
- —

a po upraveé:
Obsah podstavy (hvézdice) oznaéime S,. Plati

Sp = Sapcp +4-Sncr.
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Postupné dostavame

—0) = a%- (4—2V2).

Jetedy S, =2a% (2-V2).

Télesova vyska kolmého hranolu v = a. Nyni méame vSe potiebné
k vypoctu objemu V:

V =S,v =2~ (2-V2)-a = 2 (2-V2).
Dosazenim a = 2v/2 cm dostdvame
Vo= 2-2v2?°%(2-V2) = 32-V2-(2-V2) = 32-(2v2-2),

V = 64-(vV2—1) cm®.

Obrazek 2.16:

ok
%
I A
D i g
Ry
A P M
A i L ot
e

7. Text dlohy. Dokazte, ze soucet viech vnitinich ihla v8ech stén konvexniho
mnohosténu je dvakrat vétsi nez soucet vnitinich ihla konvexniho mnoho-
thelnika se stejnym poctem vrcholu jako ma mnohostén.

Regeni tilohy. Kazdy konvexni mnohostén mé s stén, v vrcholt a h hran.
Pro tyto pocty plati Eulerova véta

v+s=h+2.
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Stény jsou obecné konvexni n-tthelniky (n > 3). Pro n > 4 muzeme tyto
stény (n — 3)-mi dhlopfickami vedenymi z jednoho vrcholu stény rozdélit
na (n — 2) trojihelnikt. Zahrneme-li dodateéné tyto sténové thlopticky
mezi hrany mnohosténu, bude mit toto téleso h’ hran (A’ > h), s’ pouze
trojtihelnikovych stén (s’ > s) a stejny pocet vrcholu (v = v). Na obr. 2.17
muzeme vidét déleni stény na trojihelniky.

Obrézek 2.17:
n=4 n==5 n=06

P ... atd.

Protoze se opét jedna o konvexni tutvar, plati Eulerova véta i pro tyto
pocty v', ', h':

v+ =h"+2 (2.12)
v = (2.13)
3s’" =21’ (2.14)
(Trojihelnikova sténa mé 3 hrany, kazd4 hrana je prunikem 2 stén.)
Z (2.14) dostaneme:
3 /
b= 73 (2.15)
a poté (2.15) dosadime do (2.12):
3 /
v+ = 78 +2,
/
v’=U=§+2. (2.16)

Nyni muzeme vyjadrit a porovnat zadané soucty uhlu v zadéni tdlohy:

x ... soucet vSech vnitfnich uhlu vSech stén mnohosténu = soucet vSech
vnitinich hlua s’ trojuhelnikovych stén.

x=s-180°

y... soutet vSech vnitinich dhli konvexniho mnohothelniku, ktery ma4
v vrcholu (v = §'/2 + 2).

s s s’ -180° =
=(w—2)-180°= (= +2-2)-180° = — - 180° = ———— = =
y=(v—2)-180 (2 ) - 180 5 80 5 5
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7 toho tedy plyne z = 2y.

Zavér. Soucet vsech vnitinich dhlu vSech stén konvexniho mnohosténu
je dvakrat vétsi nez soucet vnitinich thlu konvexniho mnohouhelniku se
stejnym poctem vrcholu.
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Kapitola 3

Ro¢nik 1994/95

3.1

1. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(jen pro prvni rocénik)
Kolik je treba vzit s¢itancu fady 1 +2 +3+ 4+ 5+ ---, aby se soucet
rovnal trojcifernému ¢islu zapsanému tfemi stejnymi ¢islicemi?

. Rozhodnéte, zda v nékterém faddku Pascalova trojihelniku lze najit (bez-

prostiedné za sebou) t¥i po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti.

Pro dulezité datum (den d v mésici m) plati: 12d 4+ 31m = 581. Urcete
toto datum!

Urcete vSechny trojice celych nezdpornych ¢&isel z, y, z, pro kterd plati:
!+ yl =zl

Urcete vSechny trojice celych nezdpornych ¢&isel z, y, z, pro kterd plati:
z! -yl =zl

Urcete vSechny trojice celych ¢isel z, y, 2z, pro ktera plati: x +y+ 2z = zy=z.

Urcete vSechny trojice celych ¢&isel z, y, z, pro ktera plati: 27 + 1 = y?.

Pozndmka: n! =n(n —1)(n —2)---2-1 ol=1
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Reseni
1. Text udlohy. Kolik je tieba vzit s¢itanci fady 1+2+34+4+5+---, aby se
soucet rovnal trojcifernému ¢islu zapsanému tfemi stejnymi cislicemi?

ReSeni dlohy. Sectenim vztaht

1 + 2 + - + (n=1) + n = s,
n + (n-1) + -~ + 2 4+ 1 = s
obdrzime

n-(n+1)=2s

a odtud vzorec pro soucet prvnich n prirozenych Cisel

n-(n+1)
—y

Potom
2s=mn-(n+1)=2-11lc, kde ¢ € {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Odtud 111 déli n - (n + 1), ale 111 = 3 - 37, kde 37 je prvocislo. Z toho
vyplyvé, ze n nebo n + 1 je ndsobek 37. Vyzkousime tedy moznosti

36;’)7 _ 666 a 37;’)8 _ 703

(ostatni souciny jsou uz pfiilis vysoké). Ziskali jsme tedy jediné FeSeni
n = 36. Po setteni 36 s¢itanci dané fady dostaneme soucet 666.

2. Text dlohy. Rozhodnéte, zda v nékterém fadku Pascalova trojuhelniku lze
najit (bezprostfedné za sebou) tii po sobé jdouci ¢leny aritmetické po-
sloupnosti.

Regent dlohy. Vzhledem k tomu, 7e jde o existenéni vyrok, staéi pro kladnou
odpovéd najit jediny piiklad trojélenné posloupnosti typu a — d,a, a -+ d.
V osmém fddku Pascalova trojihelniku lze po jeho vypsdni najit (vzhle-
dem k symetrii fadku) hned dveé: 7, 21, 35 a 35, 21, 7, jak vidime z obr. 3.1.

Obrézek 3.1:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 G 1 1
1 3 10 10 H |
1 G 15 20 15 § 1
1 7 21 35 35 21 7 1
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Uplné feseni vede k rovnici

<Z><ki1) B (kil)@

kterou upravime na tvar

()= () + (")

Cisla v trojici musi rust nebo klesat, radek tedy musi mit nejméné 5 ¢isel
a tak rovnici fesime pro n > 4. Kombinaci ¢isla vyjddiime pomoci fak-
torialu

2n! n! n!

R i Dl (k1) k=Dl — (k— 1)

a vhodnym kracenim dostaneme rovnici
2k+1)n—k+1)=Mn—-k)(n—k+1)+k(k+1),
kterd je, jak vidime po upravé, kvadraticka
4k* —4nk 4+ (n®* —n —2) = 0.

Ta je pro pfirozend n fesitelnd, protoze D = 16n? — 16(n?> —n — 2) =
16(n + 2) je kladné,

A n+vn—+2 I n—vn-+2
1= —F " K= —-"—.
2

2
Uloha m4 nekoneéné mnoho feseni. Dvé feseni ky, ko ziskdme pro kazdé
celé t > 3, zvolime-li n = t2 — 2.
Tedy pro tato celd t Ize v (t> — 1)-nim Fadku najit dvé symetricky polozené
trojice dané vlastnosti. Pron = 3 jsou to praveé trojice 7, 21, 35a 35, 21, 7
v osmém Fadku. Dalsimi feSenimi jsou trojice 1001, 2002, 3003 a opacna
trojice 3003, 2002, 1001 v patnictém Fadku. Dalsi feSeni jsou naptiklad
ve 24., 35., 48.7adku.

. Text dlohy. Pro dulezité datum (den d v mésici m) plati: 12d 4+ 31m = 581.
Urcete toto datum!

Reseni dlohy.
Prvni zpusob.

Vzhledem k tomu, ze m muze nabyt jen dvanacti hodnot, lze postupné
dosazovat a Fesit jednotlivé rovnice. Vylucujeme ta feSeni, kterd nemohou
byt datem. Vysledek je 20.11. Vypocet lze zkratit, pozname-li, ze m musi
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byt liché.
Druhy zpusob (rychlejsi).
581 je cislo, které pti déleni dvanacti dava zbytek 5. Podle textu ulohy lze

proto ¢islo 12d + 31m — (12d 4 24m) = Tm vyjédiit zdpisem 12k + 5, kde
k je celé. Vzhledem k podmince 1 < m < 12 plati 7 < 7m = 12k +5 < 84.

™m € {17,29,41,53,65,77} a tedy Tm =77 = m=11

ad= (581 —31-11)/12 = 20. Hledané datum je 20.11.

Treti zpusob (Fesime jako diofantovskou rovnici substituéni metodou).
Z rovnice 12d + 31m = 581 vyjadiime d

5—"Tm

d=48 -2
m + e

Po substituci (5 — 7m)/12 = t dostaneme
d =48 — 2m +1. (3.1)

Protoze t = d + 2m — 48 a ¢isla d, 2m, 48 jsou celd (dokonce pfirozend),
musi byt i ¢ celé ¢islo. Navic ze substituéniho vztahu ¢t = (5 — 7m)/12 lze
vyjadrit m = (5 — 12t)/7, neboli

m=—t+r, (3.2)

kde r = (5 — 5t)/7 je opét celé &islo (r = m + t, kde m, t jsou celd ¢isla).
Z (3.2) vyjadiime

t=1-—r—s, (3.3)
kde s = 2r/5, tedy 2r = 5s.
7 posledniho vztahu je vidét, ze s musi byt sudé celé ¢islo, tedy s = 2u

a r = 5s/2 = 5u. Dosazenim do (4.7) zjistime ¢t = 1 — Tu, déle dosazenim
do vztaht (4.6) a (3.2) dostdvame:

m=—14+7u+5u=—1+12u, d=48 —2m+1t =51 — 31u.

Vidime, ze celociselnd feseni rovnice 12d + 31m = 581 jsou
m=—1+12,

d="51—-31lu, kde u € Z.

Podmince m € {1,2,...,12} vyhovuje jen situace, kdy u = 1.
Tedy m =11 a d = 51 — 31 = 20. Datum bylo 20.11.

. Text dlohy. Urcete v8echny trojice celych nezapornych ¢isel x, y, z, pro ktera
plati: x!+y! =zl
Reden/ tlohy. Zfejmé plati, ze z je nejvétsi z hledanych éfsel a musi byt

nejméné 2.
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Proz=2platiz!+y!' =2 = 2! =y! =1 a tedy dostavame Ctyfi FeSeni:

T Yy z
0 0 2
1 0 2
0 1 2
1 1 2

Ukéazeme jesté, ze jina feSeni dand rovnice nemd. Predpokladejme, Ze
z>2 a x<y<z.

Potom z! = z! + y! < 2y!, ale 2! > (y + 1)!, musi tedy byt 2y! > (y + 1)!,
coz nastane jediné kdyz 2y! = (y+1)y!, tzn. kdyzy = 1 a z = 2 a to je spor.

. Text dlohy. Urcete v8echny trojice celych nezapornych ¢isel x, y, z, pro ktera
plati: z!.y! =zl

Reseni dlohy.

(a) Hledejme nejprve feseni pro a! = y! = 1. Pak z! =1 a FeSenf jsou:
(0; 0; O], [0; 05 1], [0; 15 O], [1; 0; O],
0; 1; 1], [1; 05 1], [1; 1; 0], [1; 1; 1.

(b) ! =1 ale y! > 1 nebo naopak. Pak y! = z! a fesenimi jsou pro libo-
volné pfirozené n vSechny trojice typu [0; n; n], [1; n; n], respektive
[n; 0; nl, [n; 1; n).

(¢) 1 <z <y (obdobné pro 1 <y < x).
Snadno najdeme jeden typ feSeni:
Polozme z! = n, pak z! = n - y! a staci pozadovat n =y + 1.
Odtud z = 2!, y = 2! — 1 a obdrzime trojici [z; x!—1; «!], pro kazdé
celé z > 1.
Zkouska: L(z) = ! - (! — 1) = (2!)!, P(x) = («!)!
Obdobneé obdrzime trojici [y! — 1; y; y!] pro kazdé celé y > 1.

Zkoumejme jesté situaci 2! = (y+1)- (y+2) - (y+3) - - - z, kdy lze néktery
z faktoridlu vyjadrit jako soucin po sobé jdoucich ¢éisel, z nichZz nejmensi
je vétsi nebo rovno 3.

4! =24 nelze, 5!=120=4-5-6, 6!=720=8-9-10,

7'=5040=7-8-9-10, 8!=40320 nelze atd.

Obdrzime feseni 5!-3!=6! 6!-7!=10!, 7!.6! = 10!, néktera z nich
jsou nova. Tato feSeni neumim obecné zapsat.

Rovnice ma nekoneéné mnoho fedeni viz. (b) a (c) a osm trividlnich Feseni
vypsanych v (a).
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6. Text udlohy. Urcete vSechny trojice celych ¢isel z, y, z, pro kterd plati:
r+y+z=xyY=z.

Reseni dlohy.

(a) Neékteré z ¢isel je 0, naptiklad:
x=0 pak y+z=0 tedy y a z jsou opacnd celd cisla.
Vyhovuji v8echny trojice ¢isel [0; n; —n], [0; —n; n], [n; 0; —n],
[—n; 0; n], [n; —n; 0], [-n; n; 0], pro kazdé nezdporné celé n.

(b) Pfedpoklddejme, ze z, y, z jsou nenulovd a nemaji stejnd znaménka.
Pokud se omezime na pripad x < y < z dostdvame jen dvé moznosti.
r<0,y>0,z>0 potom

—|z| < —lz|+y+z = v+y+z = 2yz = —|zlyz < —|z| spor
nebo x <0,y <0, z>0 potom
z>—|z|—|y|+2 = xyz = |vylz > =z spor.

Zaver. x, y, z maji stejné znaménko.
Hledejme nejprve kladna x <y < z:

xr = y = z nevyhovuje, protoze 3r = x
3z>z+y+2z=u12yz atedy 3 > xy, odtud

3 nemé celé Feseni, potom

prox=1, y=1je2+ 2 =2, =z neexistuje

aprox =1, y =2 dostaneme 3+ z =2z a z =3.
Ziskdvame feSeni [1; 2; 3] a dalsich pét Feseni ziskdme zdménou
poradi: [1; 3; 2], [2; 1; 3], [3; 15 2], [2; 3; 1], [3; 2; 1]
Jsou-li z, y, z zapornd, plati pro jejich absolutni hodnoty a, b, ¢

a+b+4+c=abec, a,b,cjsoukladnd a dle predchoziho jsou to praveée
¢isla 1, 2, 3 v libovolném poradi.

Reseni.
-1; —=2; =3], [-1; =3; —2], [-2; —1; 3],
[=3; —=1; =2, [-2 =3; -1], [-3; —2; —1].

Uloha m4 nekoneéné mnoho feseni. Seradime-li éisla =, y, z podle veli-
kosti, vyhovuji trojice [-n; 0; n], [1; 2; 3], [-3; —2; —1].

7. Text ulohy. Urcete vsechny trojice celych ¢isel z, y, z, pro kterd plati:
27 41 =y,
Regeni dlohy. Ziejmé y je rizné od 0.
(a) Pfedpokladejme, ze y je kladné:

Pokud polozime z =0, 2*+1=1 nevyhovuje.
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Proz=1 je 2+ 1=y, po upravé 2% =y — 1, dostavame tedy

z=0 , Yy=2
prol z=n , y=2"+1 kdeneN
r=-n , y neni celé, nevyhovuje.

Zvolme z > 1, potom pro
x =0, 2=y” nevyhovuji zadné celd y, z, kde z > 1.

Pokud x >0, 2*4+1=y* ztoho 2 =y*—-1=

=@y Py 1),
Odtud: y—1 je mocnina dvou (1 nebo sudé ¢islo), y = 2 nevyhovuje
aproto y=2"4+1 neN.

Tedy y je liché a proto musi z byt sudé (ve druhé zdvorce s¢itdme
prave z lichych ¢isel a musime dostat sudy vysledek).

Polozme z = 2n, dostaneme 2% = y?" —1 = (y" —1)(y" +1). Potom
y™—1 = 2 (jinak by ¢islo o 2 vétsi nemohlo byt také mocninou dvou):

y" =3 ztoho y=3, n=1 aodtud z=3, y=3, 2 =2.

Protoze 2% + 1 je kladné, muze byt y zdporné pouze pro sudé z.
K fesenim [0; 2; 1], [n; 2"+1; 1], [3; 3; 2] dostdvame jesté [3; —3; 2].
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3.2 2. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadani

1. (pouze pro prvni ro¢niky)
Jednou pted dovolenou si pani Makosova postézovala svému muzi: ”Na pod-
zim jsem zhubla o 25%, v zimé jsem piibrala na vdze o 20%, na jafe zhubla
0 10% a v 1été opét piibrala na vaze 20%.” Poradte panu Makosovi co mé
odpovédét své zené. Zhubla nebo piibrala na véze? (Pokuste se najit co
nejjednodussi zépis feseni.)

2. Matematik Makos si kazdy rok velmi peclivé zapisoval své mésicni piijmy
a vydani. Zjistil, ze kazdych pét mésicu jdoucich za sebou vydaje pirevysuji
piijmy. Kdyz vsak secetl piijmy a vydaje za cely rok oddychl si, protoze
zjistil, ze piijmy jsou vyssi nez vydaje. Je to mozné?

3. Jako kazda prakticka zena si pfibalila pani Makosova na dovolenou nékolik
potiebnych véci a pFitom zjistila, ze lehdtko vazi stejné jako brasna a obraz
dohromady a rovnéz stejné jako kufr a krabice dohromady. Kufr, krabice
a ko$ jsou stejné tézké, pricemz kazd4 z véci je tézsi nez pes. Pti vykladani
zavazadel pani tvrdila, ze pes spole¢né s brasnou i pes spole¢né s obrazem
je tézsi nez lehatko. Rozhodnéte, zda tvrzeni pani Makosové je spravné.

4. Jednou $el nds matematik domu proti proudu potoka rychlosti o polo-
vinu vétsi nez rychlost proudu. V jedné ruce drzel salu, ve druhé klacek.
Protoze byl roztrzity, misto klacku zahodil do potoka Salu. Brzy zjistil
svuj omyl, hodil do potoka klacek a bézel nazpét rychlosti dvakrat vétsi
nez Sel puvodné. Kdyz dohnal §dlu, okamzité ji vylovil, otocil se a Sel svou
puvodni rychlosti domu. Za 40 sekund od doby, kdy vylovil §4lu minul kla-
cek, ktery plaval proti nému. O kolik sekund dtive by pfisel domu, kdyby
se takto nezdrzel?

5. Jednou, kdyz se slovutny Makos dival na hodiny, napadla ho zajimavé
myslenka. Muzeme rozmistit vSech dvandct ¢isel ciferniku po obvodé tak,
aby pro libovolnd t¥i &fsla a, b, ¢ jdouci za sebou platilo, ze ¢islo b? — ac
je délitelné 13?7

6. Je ddn obdélnik ABC'D. V ném zvolime libovolny bod M a jim vedeme
dvé ptimky rovnobézné s jeho stranami. Ty rozdéli obdélnik na ¢tyii mensi
obdélniky. Ukazte, ze alespon jeden z obdélniki, jehoz vrcholy obsahuji
bud body A, M nebo body C, M, nemd plochu vétsi nez 1/4 plochy
celého obdélnika.

7. Je znamo, ze ¢Cisla a, b, ¢, d, e, jsou nezapornd ¢isla a plati pro né rovnost
a+b+c+d+e=1. Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu ab + bc + cd + de.
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Reseni
1. Text dlohy. Jednou pied dovolenou si pani Makosova postézovala svému
muzi: "Na podzim jsem zhubla o 25%, v zimé jsem pfibrala na véze o 20%,
na jafe zhubla o 10% a v 1ét& opét piibrala na vaze 20%.” Porad'te panu

Makosovi co mé odpovédét své zené. Zhubla nebo pfibrala na véze? (Po-
kuste se najit co nejjednodussi zépis feseni.)

Regeni tlohy. Oznaéme puvodni hmotnost m. Potom plati pro jednotliva
obdobi:
m - 0,75 - 1,2 - 0,9 - 1,2 = 0,972 m.

Pani Makosovou muzeme tedy potésit, protoze zhubla.

2. Text udlohy. Matematik Makos si kazdy rok velmi peclivé zapisoval své
meésicéni pifjmy a vydani. Zjistil, Zze kazdych pét mésicu jdoucich za sebou
vydaje prevysuji ptijmy. Kdyz vSak secetl ptijmy a vydaje za cely rok od-
dychl si, protoze zjistil, ze pFijmy jsou vyssi nez vydaje. Je to mozné?

Regeni tlohy. Zvolme si né&jakou jednotku, napi. tisice Ké. Potom souéty
prijmu a vydaju v jednotlivych meésicich roku mohou tvofit napf. tuto
posloupnost:

2, 2, 2, 2, -9, 2, 2, 2 2; =9; 2; 2.

Odtud vidime, ze soucet piijmu a vydaju za cely rok je
§ = 242424+2-94+24+2424+2-9+2+2 = 2.

Profesor Makos by tedy v tomto pfipadé mél za rok zisk 2000 K¢, a tak
je mozné, aby za kazdych pét po sobé jdoucich mésicu vydaje prevysovaly
prijmy.

3. Text dlohy. Jako kazdd praktickd zena si pribalila pani Makosova na do-
volenou nékolik potfebnych véci a pfitom zjistila, ze lehdtko vazi stejné
jako brasna a obraz dohromady a rovnéz stejné jako kufr a krabice dohro-
mady. Kufr, krabice a kos jsou stejné tézké, pricemz kazda z véci je tézsi
nez pes. Pii vykladani zavazadel pani tvrdila, ze pes spoletné s bragnou
i pes spolecné s obrazem je tézsi nez lehatko. Rozhodnéte, zda tvrzeni pani
Makosové je spravné.

Regent tlohy. Pismenem L ozna¢me lehdtko, pismenem B bragnu, O obraz,
P psa a K kufr, krabici i kos.
7 textu plyne, ze plati

L=B+0=2K, K>P.
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Pani tvrdi, ze plati
P+B>L AN P+0O>L.
Sectenim poslednich dvou nerovnosti dostaneme
2P+ B+ 0O >2L ztoho 2P > L,

potom lze psat
2K =B+0=L<2P<2K

a to je spor. Pani Makosova neméd pravdu.

. Text dlohy. Jednou Sel nd$ matematik domu proti proudu potoka rychlosti
o polovinu vétsi nez rychlost proudu. V jedné ruce drzel §élu, ve druhé
klacek. Protoze byl roztrzity, misto klacku zahodil do potoka $alu. Brzy
zjistil sviij omyl, hodil do potoka klacek a bézel nazpét rychlosti dvakrat
vétsi nez Sel puvodné. Kdyz dohnal §dlu, okamzité ji vylovil, otocil se a sel
svou puvodni rychlosti domu. Za 40 sekund od doby, kdy vylovil §alu mi-
nul klacek, ktery plaval proti nému. O kolik sekund diive by piisel domu,
kdyby se takto nezdrzel?

Reden{ dlohy. Oznaéme rychlost proudu v, pak dostaneme pro rychlost
chtize 1,5v a pro rychlost béhu 3v. Nechf matematik bézel zpét ¢ sekund,
klacek plaval (40 + t) s. Vzdélenost, kterou bézel nazpét je stejnd jako
vzdélenost, kterou urazil klacek do setkani s nim plus vzdalenost, kterou
mu Sel naproti. Potom lze sestavit tuto rovnici:

3ut = 1,50 - 40 + v(t + 40).

Odtud ¢t = 50 s. Dobu, kterou Makos ztratil, kdyz bézel zpét je 50 s,
po pricteni casu, ktery potieboval k prekonani stejné vzdalenosti rychosti
dvakrat mensi, dostaneme celkem 150 s. Kdyby se matematik nezdrzel,
prigel by domu o 150 s diive.

. Text ulohy. Jednou, kdyz se slovutny Makos dival na hodiny, napadla ho
zajimava myslenka. Mtizeme rozmistit vSech dvanact ¢isel ciferniku po ob-
vodé tak, aby pro libovolna tfi ¢isla a, b, ¢ jdouci za sebou platilo, ze ¢islo
b? — ac je délitelné 137

Reden{ dlohy. Odpovéd je ano. Na obrézku 3.2 jsou dva piiklady takového
rozmisténi ¢isel.

46



Obrézek 3.2:

6. Text dlohy. Je dan obdélnik ABCD. V ném zvolime libovolny bod M
a jim vedeme dvé pifimky rovnobézné s jeho stranami. Ty rozdéli obdélnik
na ¢tyii mensi obdélniky. Ukazte, ze alespon jeden z obdélniku, jehoz vr-
choly obsahuji bud body A, M nebo body C, M, nemé plochu véts{ nez
1/4 plochy celého obdélnika.

Regent tilohy. Stiedem O obdélnika vedeme pifmky rovnobézné s jeho stra-

nami. Vzniknou ¢tyfi shodné obdélniky AFOH, EBFO, OFCG a HOGD

(obr. 3.3 (a)) s obsahem 1/4 S, kde S je obsah daného obdélnika. Lezi-li

bod M uvnitf nékteré z tsec¢ek H F' a EG nebo uvniti nékterého z obdélniku
AEOH a OFCH, je tvrzeni ziejmé.

Je-li uvnitt obdélnika HOGD nebo EBF O, vedeme jim dvé rovnobézky se

Obrézek 3.3:

(2 i)
D o c D c
| 3 8
M
H ARG F o) Sp S
1 o3 1
A g B A B

stranami obdélnika a dalsi dvé soumeérné dle stiedu O obdélnika ABCD.
Dostaneme celkem devét obdélniki (obr. 3.3 (b)). Ctyfi maji plochu S,
dva Sy, dva S5 a jeden plochu Sy. Musime ukéazat, ze S1 4+ S5 nebo S7 4 53
je mensi nebo rovno S/4. Plati:

4514285, 4253 =5 -5y < S aodtud 257+ .55+ 53 <S/2.
Posledni vztah upravime na tvar

(S1 4+ 52) + (S1+ S3) < 5/2,
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v némz soucet uvnitt jedné ze zavorek musi byt nutné mensf nez S/4. Tim
je dukaz proveden.

. Text llohy. Je znamo, ze ¢isla a, b, ¢, d, e, jsou nezdpornd ¢isla a plati

pro né rovnost a + b+ ¢+ d + e = 1. Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu

ab + bc + cd + de.

Regenf tilohy. Nejvétsi hodnota je 1/4 napt.proa =b=1/2,c=d = e = 0.
ab+bc+cd+de < (a+c+e)(b+d),

ozna¢me a + c+e = u, b+ d = v. Ze znamé nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym prumeérem dostaneme:

2
1
ab—l—bc—i—cd—i—deg(a—l—c—i—e)(b—i—d)zuvﬁ%:z

Rovnost nastava, pravé kdyz u = v, to znamena kdyz
1
at+ct+e=b+d= 3

Vyse uvedena volba této podmince vyhovuje.
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3.3 3. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1. (jen pro prvni ro¢niky)
Jednou se matematik Makos vypravil na Matéjskou pout do Prahy. Kdyz
se povozil na ruském kole a na stfelnici si vystfelil péknou opicku, upoutal
jeho pozornost muz, ktery vyzyval kolemjdouci ke hie. Stal pred malym
stoleckem, jehoz deska méla tvar Ctverce a vyvolaval: ”Polozim na tento
stolek desetikorunovou minci. Pak vy polozite svoji desetikorunu, po vés
polozim dalsi desetikorunu ja, pak opét vy atd. Mince se nesmi klast
na sebe, ani pfes sebe. Prohrava ten, komu jiz nezbude misto na polozeni
dalsi mince. Vyherce bere vSechny mince na stolku.”
”To ovsem neni poctiva hra”, zvolal rozhoréené Makos.
”Kdyz budete dodrzovat jistou strategii, nema Sanci vas spoluhrac¢ vyhrat!”
Popiste postup, ktery zajistuje tomuto poutovému podnikateli vyhru.

2. O kus dél objevil Makos muze pod ceduli s ndpisem MISTER FAIR. Pan

Fair 1akal lidi ke hie a pravé je seznamoval s pravidly: ” Muzete vyhrat az
200 korun, ale prohrat nejvys 20. Budeme stiidavé pokladat na oc¢islovana
policka (obr. 3.4) po jedné minci. J4 budu kldst padesdtikorunové mince,
vy pétikoruny. Na zadném policku nesmi byt vice nez jedna mince. Vyhrava
ten, ktery svymi mincemi jako prvni obsadi tii policka se souctem 15.
Vyherce ziskdva vSechny mince, které byly polozeny. V pfipadé remizy si
kazdy vezme zpét svoje mince. Jak vidite, pfi této hie se neda svindlovat.
S pokldddnim minci za¢nete vy. Tim, Ze jste prvni na tahu, mate vétsi
Sanci na vyhru!”
Makos hru chvili pozoroval. Vsiml si, ze ob¢as nékdo vyhraje 100 korun,
pak ale nékolik desitek dalsich hra¢a prohravalo po 20 korunéch. Po chvilce
premysleni dospél k ndzoru, ze pan Fair muze vyhrat, kdykoli se mu za-
chce. Pokud bude prvni na tahu na zacatku hry. Objevite i vy vitéznou
strategii pana Fair?

Obrézek 3.4:

3. Kdyz si Makos prohlizel obrazky na maringotkach pojizdného zvéfince,
uvidél na jednom z nich zvife, jehoz jeden roh, byl ohranicen dvéma
pulkruznicemi (obr. 3.5).

” Je zajimavé, ze plocha tohoto obrazce je dana jen délkou tétivy vétsiho
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pulkruhu, ktera je rovnobézna se spoleénym prumérem kruznic a je te¢nou
k mensi kruznici”, pomyslel si Makos. Urcete vysrafovanou plochu na obréz-
ku 3.5, je-li délka zminéné tétivy d.

Obrézek 3.5:

4. 7 pouti jel pan Makos metrem do stfedu mésta. Pii vystupu ze sta-
nice pouzil eskaldtoru (pohyblivych schodu). Eskaldtor se pohyboval rov-
nomérné vzhuru a Makos béhem tohoto pohybu vyslapal nahoru celkem
20 schodt. Tam spatfil revizora a uvédomil si, ze jizdenku z roztrzitosti
vyhodil dole na nastupisti do kose. Obratil se a utikal po eskaldtoru dola
proti pohybu schodu. Ubéhl celkem 140 schodt, ale trvalo mu to dvakrat
déle nez cesta nahoru. Listek z kose §fastné vylovil a kdyZ se chtél vratit
zjistil, ze se mezitim eskalator porouchal. Kolik schodu musel Makos vy-
stoupat po nepohyblivém porouchaném eskaldtoru?

Po pitihodé s metrem se Makos prosel historickou ¢asti Prahy a nakonec jel
domu vlakem. Ve vlaku potkal svého ptitele Kokose, rovnéz matematika.
Chvili si oba ptatelé povidali a pak si pro ukréceni dlouhé chvile vymysleli
ulohy z elementarni geometrie a fesili je.

5. Kokosova tloha:
V trojuhelniku ABC jsou umistény 3 shodné kruznice tak, ze vSechny tfi
maji spoleény jediny vnitini bod trojihelnika a navic se prvni kruznice
dotyka stran AB, AC, druha kruznice se dotyka stran AB, BC a tieti
stran AC, BC. Dokazte, ze prumér kazdé z téchto kruznic je harmonickym
prumérem poloméru kruznice opsané a vepsané trojuhelniku ABC.
Poznédmka: Harmonicky prumeér ¢isel x, y je &islo 2zy/(z + y).

6. Makosova tloha:
Dokazte, ze pro libovolny bod M trojuhelnika ABC' plati:

al AM| + b| BM| + ¢|CM| > 48,

kde S je obsah trojuhelnika, a = |[BC|, b = |AC|, ¢ = |AB].
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7. Podstavou trojbokého jehlanu ABCYV je rovnostranny trojuhelnik ABC,
boéni hrany jehlanu jsou stejné dlouhé. Uvnitt hrany AV je zvolen bod M
tak, ze |AM| : [VM| = 3 : 4. Bodem M vedeme takovou rovinu, aby
prunikem jehlanu s touto rovinou byl rovnostranny trojihelnik K LM.

Urcete obsah trojihelnika K LM, znate-li vzdélenost v vrcholu V' od ro-
viny podstavy a vzdalenost h vrcholu V od hrany BC.
Reseni by mélo obsahovat i vase vyjadieni ke sporu obou matematiki:

Makos i Kokos shodné tvrdili, ze loze vyhovuji dva obsahy. Prvni vysel
obéma stejné, kdezto druhy mél podle Kokose hodnotu

~3V3(4h? — 30?)?

%=
a podle Makose hodnotu
483 (4h% — 30?%)?
Sy = - h2 .2 AN AP
2= 9 W =) gz s

Milem se kvuli tomu rozesli ve zlém. Kazdy z nich tvrdil, ze ve svém
vypoctu nenaléza chybu. Nakonec se prece jen dohodli a jesté chvilku
pocitali.

Urcete, jak je to s obsahem S5.
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Reseni

1. Text tlohy. Jednou se matematik Makos vypravil na Matéjskou pout do Pra-
hy. Kdyz se povozil na ruském kole a na sttelnici si vystielil péknou opicku,
upoutal jeho pozornost muz, ktery vyzyval kolemjdouci ke hie. Stal pred
malym stolecCkem, jehoz deska méla tvar ¢tverce a vyvolaval: ”Polozim
na tento stolek desetikorunovou minci. Pak vy polozite svoji desetiko-
runu, po vas polozim dalsi desetikorunu ja, pak opét vy atd. Mince se
nesmi klast na sebe, ani pfes sebe. Prohrava ten, komu jiz nezbude misto
na polozeni dalsi mince. Vyherce bere vSechny mince na stolku.”
”To ovsem neni poctiva hra”, zvolal rozhoréené Makos.
”Kdyz budete dodrzovat jistou strategii, nema Sanci vas spoluhrac¢ vyhrat!”
Popiste postup, ktery zajistuje tomuto poutovému podnikateli vyhru.

Regeni dlohy. Vitézna strategie vyuzivéa stiedové soumérnosti. Muz polozi
pfi prvnim tahu svou minci pfesné do stiedu ¢tvercové desky stolku,
pak klade dalsi mince do mist stfedové soumérnych k polohdm minci
polozenych protihracem. M&-li protihra¢ volné misto k polozeni mince,
musi existovat i stfedové soumérné neobsazené misto. Nema-li protihric
zadné volné misto, prohrava.

2. Text dlohy. O kus dél objevil Makos muze pod ceduli s ndpisem MISTER

FAIR. Pan Fair lakal lidi ke hie a pravé je seznamoval s pravidly: " Muzete
vyhrat az 200 korun, ale prohrat nejvys 20. Budeme stiidavé pokladat
na o¢islovand policka (obr.3.4) po jedné minci. J& budu kldst padesétikoru-
nové mince, vy pétikoruny. Na zadném policku nesmi byt vice nez jedna
mince. Vyhrava ten, ktery svymi mincemi jako prvni obsadi tii policka se
souctem 15. Vyherce ziskava vSechny mince, které byly polozeny. V ptipadé
remizy si kazdy vezme zpét svoje mince. Jak vidite, pfi této hie se nedd
gvindlovat. S pokladanim minci za¢nete vy. Tim, ze jste prvni na tahu,
méte vétsi Sanci na vyhru!”
Makos hru chvili pozoroval. Vsiml si, ze ob¢as nékdo vyhraje 100 korun,
pak ale nékolik desitek dalsich hra¢u prohravalo po 20 korunéch. Po chvilce
premysleni dospél k ndzoru, ze pan Fair muze vyhrat, kdykoli se mu za-
chce, pokud bude prvni na tahu na zac¢atku hry. Objevite i vy vitéznou
strategii pana Fair?

Reden{ dlohy. Mister Fair si ve své mysli predstavuje ¢fsla usporddand
do magického ¢tverce podle obr. 3.6 a). Uspofaddni ma tu vlastnost, ze
soucty ve vSech radcich, sloupcich a na uhloptickach jsou stejné a jsou
rovny ¢islu 15. Fair se tedy snazil obsadit svymi mincemi féadek, sloupec
nebo thlopiicku ¢tverce. Je ziejmé, ze vitézna strategie stavi na obsazovani
rohovych policek, ve kterych se setkava radek, sloupec i tthlopticka.

Fair byl opravdu velkorysy, kdyz nechaval svym protihrd¢im moznost
prvniho tahu. Jen jejich neznalost strategie mu umoziovala pomérné ¢asto
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nad nimi vyhrat. Pokud jej nékdo porazil a chtél s nim hrat znovu, vy-
hrazoval si Fair pravo prvniho tahu, nebot jen za této podminky mél
naprostou jistotu, ze svého protivnika porazi.

Predpokladejme tedy, ze Fair je prvni na tahu a ukazme si jeho vitéznou
strategii. Protoze se jednd v podstaté o obsazeni radku, sloupce nebo
thlopticky Fairovymi mincemi, zndzornime si prubéh hry vzdy na ¢tverci
3 z 3, ktery ma na pocatku prazdna policka a do néjz budeme znazornovat
jednotlivé tahy. Fairovy tahy ¢islicemi (1, 2,...) oznacujicimi pofadi jeho
tahu a protihracovy tahy obdobné malymi pismeny abecedy.

Fair vzdy za¢ind v néjakém rohu. Bez Gjmy na obecnosti budeme jeho
prvni tah zapisovat do levého horniho rohu, nebot ostatni moznosti do-
staneme otac¢enim ¢tverce kolem jeho stfedu o 90°.

Na obr. 3.6 b) je situace, kdy protihréé¢ poklddéd svou prvni minci do sou-
sedniho rohu (druhd moznost je osové soumérnd podle dhlopticky). Uve-
domte si, Ze dalsi pribéh hry jiz nemize vypadat jinak a af polozi pro-
tihra¢ svou minci ¢ kamkoliv, Fair vyhraje. Dalsi obrizky predstavuji
zbyvajici situace. Pfesvécte se, ze tim jsou vSechny moznosti vycerpany.

Obrézek 3.6:

a) b
2 9 4 1 a 1 3
7 5 3 b b
& 1 2 3 2 2 a
1 a 1 b 2 1 3
b 3 3 a a
2 b 2

3. Text dlohy. Kdyz si Makos prohlizel obrazky na maringotkéach pojizdného

zvéfince, uvidél na jednom z nich zvife, jehoz jeden roh, byl ohranicen
dvéma pulkruznicemi (obr. 3.5).
”Je zajimavé, ze plocha tohoto obrazce je ddna jen délkou tétivy vétsiho
pulkruhu, ktera je rovnobézné se spoleénym prumérem kruznic a je te¢nou
k mensi kruznici”, pomyslel si Makos. Urcete vysrafovanou plochu na obréz-
ku 3.5, je-li délka zminéné tétivy d.

Regeni tdlohy. Plocha obrazce, ani délka d dané tétivy se nezméni, posuneme-
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li mensi pulkruh tak, aby oba pulkruhy byly soustifedné. Podle obr. 3.7
pak plati:
T ™
S = 5(7”%—7”%) = §d2

Obrézek 3.7:

2

! ey

4. Text dlohy. Z pouti jel pan Makos metrem do stfedu mésta. Pfi vystupu
ze stanice pouzil eskaldtoru (pohyblivych schodu). Eskalator se pohyboval
rovnomeérné vzhuru a Makos béhem tohoto pohybu vyslapal nahoru celkem
20 schodt. Tam spatfil revizora a uvédomil si, ze jizdenku z roztrzitosti
vyhodil dole na nastupisti do kose. Obratil se a utikal po eskaldtoru dola
proti pohybu schodt. Ubéhl celkem 140 schodu, ale trvalo mu to dvakrat
déle nez cesta nahoru. Listek z kose §fastné vylovil a kdyZ se chtél vratit
zjistil, ze se mezitim eskaldtor porouchal. Kolik schodu musel Makos vy-
stoupat po nepohyblivém porouchaném eskalatoru?

Re¥en{ dlohy. Nahoru vyslapal Makos 20 schodi a eskaldtor se v tomtéz
sméru posunul o n schodi. Dola usel Makos 140 schodu a eskalator se
posunul v opa¢ném sméru o 2n schodii, nebot pohyb trval dvakrit déle.
Celkovy pocet schodu (stojictho eskaldtoru) je tedy

r = 20+n = 140 — 2n.

Odtud n =40 a x = 60. Makos musel vystoupat 60 schodu.

5. Text dlohy. V trojihelniku ABC jsou umistény 3 shodné kruznice tak, ze
v8echny t¥i maji spole¢ny jediny vnitini bod trojihelnika a navic se prvni
kruznice dotyka stran AB, AC, druha kruznice se dotykd stran AB, BC
a treti stran AC, BC. Dokazte, ze prumér kazdé z téchto kruznic je har-
monickym prumeérem poloméru kruznice opsané a vepsané trojihelniku
ABC.

Pozndmka: Harmonicky prumér éisel z, y je ¢islo 2zy/(z + y).

Reden{ dlohy. Stfedy kruznic oznaéime Aq, By, Cy v tom pofadi, jak jsou

jmenovany v zadani tlohy. Velikost jejich poloméru necht je z. Poloméry
kruznice opsané a vepsané trojihelniku ABC ozna¢ime po fadé R a r.
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Piimky A1 B; a AB jsou rovnobézné a jejich vzdélenost je x. Totéz plati
pro dvojice piimek B1Cy, BC a A1Cy, AC. Navic se primky AA;, BB,
a C'C1 protinaji ve stfedu S kruznice vepsané trojiuhelniku ABC. Trojihel-
niky A1B1C;1 a ABC jsou tedy stejnolehlé (stfed stejnolehlosti je bod S)
a podil poloméru kruznic jim vepsanych je stejny jako podil poloméru
kruznic jim opsanych:

r—xr X
r R

odtud zjistime:
9y — 2rR '
T+ R

. Text tlohy. Dokazte, ze pro libovolny bod M trojuhelnika ABC' plati:
alAM| + b|BM| + ¢|CM| > 4585,

kde S je obsah trojihelnika, a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB].

Regeni tlohy. Rovnobézky vedené body A, B, C a proté&jsimi stranami

trojuhelnika, vytvareji trojuhelnik A; B1C1, ktery je podobny trojihelniku

ABC a mé dvojndsobné rozmeéry (obr. 3.8). Oznac¢me pofadé vy, va,

vz vzdalenosti bodu M od stran B,Cy, C1 Ay, A1Bi. Pro obsahy S, S;
trojuhelniku ABC, Ay B1C1 plati:

45 = 51 = Spoym +Sciam + Sa v =

= avi+bvatcvs < a-|AM|+b-|BM|+c-|CM]|.

Obrézek 3.8:
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7. Text dlohy. Podstavou trojbokého jehlanu ABC'V je rovnostranny trojihel-
nik ABC, boé¢ni hrany jehlanu jsou stejné dlouhé. Uvniti hrany AV je
zvolen bod M tak, ze |[AM| : [VM| =3 : 4. Bodem M vedeme takovou ro-
vinu, aby prunikem jehlanu s touto rovinou byl rovnostranny trojihelnik
KLM.

Urcete obsah trojuhelnika K LM, znate-li vzdélenost v vrcholu V' od ro-
viny podstavy a vzdalenost h vrcholu V od hrany BC.

Reseni by mélo obsahovat i vase vyjadieni ke sporu obou matematikii:
Makos i Kokos shodné tvrdili, ze tloze vyhovuji dva obsahy. Prvni vysel
obéma stejné, kdezto druhy mél podle Kokose hodnotu

_ 3V3(4h? — 30?)?

S2

784  h2 — 2
a podle Makose hodnotu
48+/3 4h? — 30v2)?
S, = —\/_(hQ _ U2)(7U).
49 (9v2 — 8h?)2

Miélem se kvuli tomu rozesli ve zlém. Kazdy z nich tvrdil, Zze ve svém
vypoctu nenaléza chybu. Nakonec se prece jen dohodli a jesté chvilku
pocitali.

Urcete, jak je to s obsahem Ss.

Regeni tlohy. Nechf N je stied hrany BC a Q je tézisté trojuhelnika

ABC' (a zérovén pata vysky jehlanu). Prvni feseni dostdvame, je-li ro-
vina p = K LM rovnobéznd s podstavou ABC' (obr. 3.9).

Jehlany M KLV, ABCYV jsou podobné a koeficient jejich podobnosti je
|[MV] : |JAV| = 4/7. Oznaéme obsahy jejich podstav Sy a Sy, |AB| = a.

Plati 5
4
Sl = (?) . So.

7 pravouhlych trojihelniki ABN, VN@Q na obr. 3.9 déle zjistime

3x=a-7, x = +/(h?—v?)
: 3
Sofa~§:3\/§~(h2—v2) (3.4)
Je tedy
_48V3 o,
T

a v tom se Makos 1 Kokos shodovali.

P1i hledéni dalsiho fesenti, je tfeba si uvédomit, ze rovnostranny trojuhelnik
KyLsM vznikne také pooto¢enim roviny p z predchozi situace kolem
piimky jdouci bodem M kolmo na rovinu ANV do polohy p2, ve které je
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Obrézek 3.9:
s

thel piimky AV s rovinou p i ps stejny. Pfitom mohou nastat dvé ruzné
situace zndzornéné na obrazcich 3.10 (a) a 3.10 (b). Zabyvejme se nejdiive
situaci na obr. 3.10 (a) a zavedme délky

2
r = |AV] = (@22 +02) = J@Ah2 —302), t = |[NoM| = ;’%
x
(Posledni vztah byl zjistén z podobnosti trojihelniku AVQ, M NoR, kde
R je stied tusecky AM.)

Obsahy rovnostrannych trojuhelniku Ko Lo M, ABC' jsou v poméru druhych
mocnin jejich vysek. Proto je

2
([t _3V3 (4h? — 30?)?
= (500) 8= mos U 69)

Pii vySetfovani piipadu z obr. 3.10 (b) postupujeme obdobné, jen misto
trojihelniku M N R pouzijeme trojihelnik M DR, kde R je opét stied
usecky AM a D je prusecik piimek M No a AN. Zjistime

483 (4h% — 302)?

- [ B U iy
52 (" =v") - (gr —sn2)2

- (3.6)

Piipady z obou obrdzku 3.10 (a) i 3.10 (b) splynou v jediny, kdyz rovina po
bude prochazet bodem N. Pak z podobosti trojihelniki MNR, AVQ
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vyplyvéa pro tento pifpad po tUpravé podminka 24h? = 25v2. Je-li tedy

2
v W6
h 5
nastdva situace z obr. 3.10 (a) a plati (3.5), pfi opaéném znaménku ne-
rovnosti jde o situaci z obr. 3.10 (b) a plati (3.6). Jestlize je

v 26

h 5
nabyva (3.5) i (3.6) tvar

_729V/3
27 76272

v2.

Obrézek 3.10:
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Kapitola 4

Roénik 1995 /96

4.1

1. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(pouze pro prvni roéniky)

Jestlize u daného trojciferného piirozeného ¢isla (napsaného dekadickym
zépisem) prehodime posledni dvé cifry, zvétsi se o 45. Jestlize u puvodniho
daného ¢isla prehodime prvni dveé cifry, zmensi se o 270. Jak se zméni
puvodni ¢islo, ptehodime-li jeho krajni dvé cifry?

. Kdyz od ptirozeného ¢isla, jehoz dekadicky zdpis tvoii 2n (n € N) za sebou

zapsanych jednicek odec¢teme podobné ¢islo slozené z n za sebou zapsanych
dvojek, dostaneme vzdy druhou mocninu néjakého celého ¢isla. Dokazte.

. Dekadicky zapis néjakého viceciferného pfirozeného ¢isla nekonéi éislici 0.

Jestlize v tomto zdpisu Skrtneme jednu cifru, vznikne ¢islo, které je délite-
lem ¢isla puvodniho. Uréete, na kolikatém misté mohla byt cifra, kterou
jsme skrtli.

. Do dané kruznice k(S,r = 5 cm) vepiSte t¥i shodné kruznice tak, aby

se kazda z nich dotykala zbyvajicich dvou a méla vnitini dotyk s danou
kruznici.

. Je dén rovnostranny trojihelnik ABC' s délkou strany 6 cm. Na stranach

AC, BC sestrojte po tadé body K, N a na strané AB body L, M tak, aby
pétithelnik CK LM N byl soumérny podle osy usecky AB a mél vSechny
strany stejné dlouhé.

. 'V konvexnim ¢tyithelniku ABCD oznac¢ime stiedy stran AB, BC, CD

a DA po fadé pismeny K, L, M, N. Naleznéte takovy bod X uvnit
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¢tytthelnika ABCD, aby mély ¢tyttuhelniky NAKX, KBLX, LCMX
a M DNX stejné obsahy.

7. Najdéte nejmensi hodnotu vyrazu S = zy/z + yz/x + zx/y za podminky,
ze Cisla x, y, z jsou kladna a soucet jejich druhych mocnin je roven jedné.
Kdy nastane rovnost?

Reseni
1. Text dlohy. Jestlize u daného trojciferného pfirozeného ¢isla (napsaného
dekadickym zdpisem) piehodime posledn{ dvé cifry, zvetsi se o 45. Jestlize

u puvodniho daného ¢isla prehodime prvni dveé cifry, zmensi se o 270. Jak
se zméni puvodni ¢islo, prehodime-li jeho krajni dvé cifry?

Reden{ dlohy. Dané &fslo a = Tgz s ciframi z, y, z mizeme zapsat ve tvaru
a = 100z 4+ 10y + z. Z prvni podminky

(1002 + 10z + y) — (100z + 10y + z) = 45
zjistime
z—y =75, (4.1)
z druhé podminky
(100z 4+ 10y + z) — (100y + 10x + z) = 270

pak plyne x — y = 3. JestiZe tuto rovnici ode¢teme od vztahu (4.1), do-
staneme
z—x=2. (4.2)

Pfehozenim krajnich cifer ¢isla a vznikne ¢islo
b =100z + 10y + x.

Abychom zjistili, o kolik se toto ¢islo lisi od a, vytvoiime rozdil b — a
a upravime jej pomoci (4.2):

b—a=(100z + 10y + =) — (100x + 10y + z) = 99(z — =) = 198.
Uvazované ¢islo je tedy jedno z ¢isel
a=1003+y) +10y+ (5+y), kdeye€{0,1,2,3,4}

a zaménou krajnich cifer se zvétsi o 198.
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2. Text ulohy. Kdyz od pfirozeného ¢isla, jehoz dekadicky zapis tvoii 2n
(n € N) za sebou zapsanych jedni¢ek odec¢teme podobné ¢islo slozené z n
za, sebou zapsanych dvojek, dostaneme vzdy druhou mocninu néjakého
celého ¢isla. Dokazte.

Reseni dlohy. Pfirozené ¢islo x, jehoz zépis se skladd z m jednicek, muzeme
zapsat takto:

1
999 = 510" 1),

|

Pak pomoci tohoto oznaceni upravime rozdil ze zadéni nasledovneé:

1 2n 1 n _
d—11...1—22...2—§(10 —1)—5-2(10 -1) =
2n n
1 2n n 1 2n n 10" -1 ?
= — (10" —1-2-10"+2) = = (10*" —2-10" +1) =
9 9 3
d = (33...3)%

|

3. Text dlohy. Dekadicky zapis néjakého viceciferného pfirozeného ¢éisla ne-
kon¢i ¢islici 0. Jestlize v tomto zdpisu Skrtneme jednu cifru, vznikne ¢islo,
které je délitelem c¢isla puvodniho. Urcete, na kolikdtém misté mohla byt
cifra, kterou jsme Skrtli.

Regeni tlohy. Existuji ¢isla, u kterych lze skrtnout bud prvni nebo druhou
cifru zleva (napiiklad ¢islo 22). Na zddném jiném misté vSak cifru skrtnout
nelze, at je ¢islo jakékoli (pFirozené, nekonéici nulou). Dokdzeme sporem.
Necht &fslu m skrtneme cifru b:

m = a-10°T1+b-10° 4+ ¢ (a, b, ¢, s € Nyp),
¢islo a je aspon dvojciferné, tedy nenulové, b je cifra, ¢ < 10%).
Dostaneme ¢islo n = a - 10° + c¢. Plati:
—n<—=9-10°< -9¢<b-10°—-9¢c = m—10n <b-10° <9-10° < n.
Odtud |m — 10n| < n a tedy 9n < m < 11n, tj. je-li n deélitelem ¢isla m,

pak jediné m = 10n. To je vsak spor s tim, ze ¢islo m je zakonéeno nenu-
lovou cifrou.

4. Text ulohy. Do dané kruznice k(S,r =5 cm) vepiste t¥i shodné kruznice
tak, aby se kazdd z nich dotykala zbyvajicich dvou a méla vnitini dotyk
s danou kruznici.
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Redeni ulohy. Z fady rtuznych reseni uvedeme dveé:

(a) (Geometrické feseni) OpiSeme dané kruznici k& podle obr. 4.1 rov-
nostranny trojihelnik K LM a body dotyku jeho stran s kruznici k
oznac¢ime D, E, F, pticemz thly DSFE, ESF a F'SD stejné jako thly
KSL, LSM a MSK maji velikost 120°. Hledané kruznice jsou pak
vepsané trojihelnikam K LS, LMS, MKS.

Obrézek 4.1:

(b) (Reseni na zékladé vypoctu) Oznaéme z polomér kazdé z hledanych
kruznic.

Obrézek 4.2:
M

K D z
Z obr. 4.2 vidime, ze

r = |SD| = |SA|+ |AD| = — + =,
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nebot |SA| je polomér kruznice opsané rovnostrannému trojtihelniku
ABC a ten je roven dvéma tfetindm jeho vysky. Z posledni rovnice
po tpravé dostaneme x = (—3 + 2v/3)r. Zndme-li z, je dalsi kon-
strukce snadna.

5. Text dlohy. Je déan rovnostranny trojuhelnik ABC s délkou strany 6 cm.
Na stranach AC, BC sestrojte po fadé body K, N a na strané AB body
L, M tak, aby pétithelnik CK LM N byl soumérny podle osy usecky AB
a meél vsechny strany stejné dlouhé.

Regeni tlohy. Trojihelnik KNC' je rovnoramenny s dhlem velkosti 60°
pfi hlavnim vrcholu C'. Je to tedy trojihelnik rovnostranny a proto je

|[KC|=|CN|=|KN|=|KL|=|LM|=|MN]|

a ¢tyiihelnik LM N K je bud kosoétverec nebo étverec. Vzhledem k poza-
davku symetrie podle osy o usetky AB vSak neni jind moznost, nez ze se
jednd o ¢tverec. Tento ¢tverec vepsany trojuhelniku ABC se d& sestrojit
ruznymi zpusoby pomoci stejnolehlosti. Jedna z moznosti vyuziva stejno-
lehlost se stfedem A (obr. 4.3):

Obrézek 4.3:

7"4 L L M B M

Na strané AC zvolime libovolné bod K’, patou kolmice z tohoto bodu
na stranu AB ozna¢ime L’ a tisecku K’'L’ doplnime podle obrdzku na étve-
rec K'L'M’'N’. K nému pak v uvazované stejnolehlosti sesrojime vzor -
c¢tverec KLMN.

Jiny zpusob je, ze ur¢ime podle obr. 4.4 velikost ¢ thla BCM a LCA.
Ziejmeé je 2¢ = 30° (vnéjsi thel rovnoramenného trojuhelnika CMN se
rovnd souctu protilehlych vnitinich dhlu). Sta¢i tedy sestrojit v bodé C
primky p, g tak, aby sviraly s pifimkami CA, C'B thel ¢ = 15°.
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Tyto piimky protnou stranu AB v bodech L, M a dalsi konstrukce je jiz
ziejma.

Obrézek 4.4:

o
L
"
! i
gl g
! ]
v 1
K L i1 N
! \
! i
r 1
! i 300
/ )
! Y
i iy
i i
A L A E

6. Text dlohy. V konvexnim ¢tyithelniku ABC D oznaéime stiedy stran AB,
BC, CD a DA po fadé pismeny K, L, M, N. Naleznéte takovy bod

X uvnitt ¢tyiuhelnika ABCD, aby mély ¢tyithelniky NAKX, KBLX,
LCMX a MDNX stejné obsahy.

Re¥en( dlohy. Jak vidime na obrazku 4.5 je tsecka KL stiedni piickou

Obrézek 4.5:

-

trojihelniku ABC a tsecka M N stiedni pfickou trojihelniku CDA. Je
tedy

AC
KL || AC || MN a |KL|:|MN|:%:@
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Analogicky plati:
KN |BD | LM a |KN|=|LM|= u =y,
tj. ¢tyfthelnik K LM N je rovnobéznikem. (Jednd se o tzv. Varigonav rov-

nobéznik.) Podivejme se nyni na obr. 4.6 a zkoumejme obsahy ¢tyitihelniki
S2 = SkprLx a Si=SupNx-

Obrézek 4.6:

o

Plati: ( )
xr(vs + v
So=SkrLx +SkLB = %7
x(ve + v
Sy =Sunx +Sunp = %

Podle podminek ulohy je ale Sy = Sy, tj. v1 + vo = v3 + v4.

Obrézek 4.7:

Geometricky to znamend, ze bod X lezi na piimce rovnobézné s ihlopiickou AC,
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pricemz tato piimka prochdazi sttedem thlopficky BD. Analogicky bod X
lezi na pfimce rovnobézné s uhloptickou BD, prochazejici stfedem thlo-
pricky AC. Bod X je tak urcen jako prusecik téchto dvou primek (obr. 4.7).

. Text dlohy. Najdéte nejmensi hodnotu vyrazu S = xy/z + yz/x + zx/y
za podminky, Ze ¢isla x, y, z jsou kladna a soucet jejich druhych mocnin

je roven jedné. Kdy nastane rovnost?

Regeni tlohy. Fukce f(S) = S? je rostouci na intervalu (0, oo) a proto je
S minim4lni prave tehdy, kdyz je S? minimalni. Budeme tedy vysetiovat

minimum vyrazu S2. Plati

z T xT T

2 2 2
$2= () + (%) +(%) +2%-%+2%-%+

Vztah upravime na tvar

o 2T Y

Yy z

e () () (=)

+% <<%)2 + (%)2> +2(2% + 9 + 27),

7 néjz pii vyuziti znamé nerovnosti

2

dostaneme S? > 3(2? + y? + 22) = 3.
Plati tedy S > /3, pii¢emz rovnost nastane, pravé kdyz

Ty Yz 2T

z T y

coz je ekvivalentni s podminkou x = y = z.

Zavér. 1
Smin:\/§ pro r=y=2z=——.

&
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4.2 2. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova
Tato série byla sestavena ze starych maturitnich tdloh u ptilezitosti vyro¢i 400 let
od zalozeni gymnézia v Jindfichové Hradci. Ponechala jsem je v puvodnim znéni.

Zadani

1.

6.

(jen pro prvni ro¢niky)

Polomér kruhu r = 4 cm byl prodlouzen o 1 cm a z koncového bodu vedena
seCna, jejiz usek uvniti kruhu jest dvakrate vétsi nez usek zevnéjsi. Jaky
thel svira seéna s polomérem?

. Déna kruznice k(S,5) a na ni bod M. Na polopfimce SM zvolte vneé

k bod R tak, aby |[RM| = 1. Z bodu R jsou vedeny seény kruznice k
tak, ze pro délky pifslusnych tétiv plati |4, B,| = n|RA,|. Ctverce délek
dn, = |RA,| tvoii prvnich devét elenti nekoneéné posloupnosti (ky,) = (d2).
Pokud z této posloupnosti uberete 1. ¢len ziskdte posloupnost (b,) ta-
kovou, Ze existuje posloupnost (c,,) tak, aby platilo b, = kyc,. Urcete
vSechny tii posloupnosti.

. Pokud jste blize zkoumali posloupnost (k) z prikladu 2, jisté jste si vsimli,

Ze Uzce souvisi s posloupnosti (1/n) kmenovych zlomki. Ozna¢me posloup-
nost kmenovych zlomku (a,) a vytvoite nové posloupnosti:

Tpn = Qpn — Gp+41

Yn = An * Ap41

(a) Dokazte, ze se posloupnosti (), (y,) rovnaji.

(b) Pro které dalsi posloupnosti (z,) plati, ze posloupnost (z, — z,+1) se
rovnd posloupnosti (z, * 2n41)7

(a) Tii po sobé jdouci ¢leny Fady geometrické maji soucet 42. Zmensime-
li tieti ¢len o 6, mdme Fadu aritmetickou. Najdéte obé fady.

(b) Piiklad obménime tak, ze zndme soucet s t¥{ po sobé jdoucich ¢lentu
geometrické posloupnosti a vime, Ze z nich vzniknou ¢leny posloup-
nosti aritmetické zvétsenim tretiho ¢lenu o 6. Pro které nejvétsi s ma
uloha feseni a jaké?

. Ke kruhu o rovnici K = 24y = 12 jest vedena te¢na, jejiz tisek na kladné

ose Y jest m-krate vétsi, nez usek na kladné ose X. Najdéte jeji rovnici.
Nasim uikolem tentokrat bude najit nékolik myslenkoveé odlisnych postupu,
jak tlohu fesit.

Urcete, které hodnoty veli¢in = a y vyhovuji rovnicim:

tgx —
yEr = 064,
ysinw—cosz = 16
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7. Pro které nejmensi n € A/ m4 soustava

ycotga: = 9n
sin x+4cos x
ysinw—cosz = ]_6

feseni a jaké?

Reseni
1. Text dlohy. Polomér kruhu r = 4 ¢cm byl prodlouzen o 1 cm a z koncového

bodu vedena se¢na, jejiz usek uvniti kruhu jest dvakrate vétsi nez usek
zevnéjsi. Jaky thel svira se¢na s polomérem?

Redeni ulohy. Pfipomenme si nejprve vétu o mocnosti bodu ke kruznici.

Necht je ddna kruznice k(S,7) a bod M, ktery na ni nelezi. Necht p a p’
jsou dvé libovolné se¢ny kruznice k, které prochézeji bodem M a protinaji
kruznici v bodech A, B a A" a B’ (obr. 4.8).

Obrézek 4.8:

Potom plati
IMA|-|MB|=|MA'|-|[MB'| =d, kde d je konstantni ¢ilo (d > 0).

Dukaz vyplyvé z podobnosti trojihelnikui A’MB a AMB’.

N4s piiklad je zndzornén na obr. 4.9. Velikost |M A| jsme oznadcili s. Dle
mocnosti bodu ke kruznici plati

IMA|-|MB| = |MA'| - |MB'|.
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Obrézek 4.9:

Ze zadéni vyplyva
§-3s=1-9,

tedy
3s2=9 a odtud s =1/3.

Z pravouhlého trojihelniku M SP jiz nyni snadno dopoc¢itame thel ¢:

IMP| 23
COSp = —— = ——
TS| T s
a po zaokrouhleni dostavame
0 = 46°9".

. Text dlohy. Déna kruznice k(.S, 5) a na ni bod M. Na polopiimce SM zvolte
vné k bod R tak, aby |RM| = 1. Z bodu R jsou vedeny se¢ny kruznice k
tak, ze pro délky pifslusnych tétiv plati |4, B,| = n|RA,|. Ctverce délek
d, = |RA,| tvor{ prvnich devét élenit nekoneéné posloupnosti (k,,) = (d?).
Pokud z této posloupnosti uberete 1. ¢len ziskéte posloupnost (b,) ta-
kovou, Zze existuje posloupnost (c,,) tak, aby platilo b, = kyc,. Urcete
v8echny tii posloupnosti.
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Regeni tlohy. Pro nézornost si nakreslime obrazek (obr. 4.10) a oznacime
|RA,| = d,.

Obrazek 4.10:

Pak podle véty o mocnosti bodu ke kruznosti plati:

1-11 = dy-2d;
1-11 = dy-3ds
1-11 = d3-4ds
1-11 = dy-(n+1)d,.
Ze zapisu posloupnosti nyni dostdvame:
11
ky = d2 = :
" |

Posloupnost (b,,) ziskdme ubrénim prvniho ¢lenu z (ky,):

11
Cn+2

Ma3 platit b, = ¢, - kn, po dosazeni tedy

11 11 n+1

=cp - toh = .
P Cn T a z toho ¢, P

Slo vlastné o hledéni rekurentniho pfedpisu posloupnosti (kn)-
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3. Text dlohy. Pokud jste blize zkoumali posloupnost (k) z piikladu 2, jisté
jste si v8imli, ze tzce souvisi s posloupnosti (1/n) kmenovych zlomku.
Oznac¢me posloupnost kmenovych zlomku (a,) a vytvoite nové posloup-
nosti:

Tp = Ap — Qp41
Yn = Qn * Ap41

(a) Dokazte, ze se posloupnosti (), (y») rovnaji.

(b) Pro které dalsi posloupnosti (z,) plati, ze posloupnost (z, — z,+1) se
rovnd posloupnosti (2, * 2n41)7

Reseni dlohy.

(a) Dokéze se snadno propoéitanim x,,, ¥y, tedy: @, — ant1 = an * Gpy1
a po dosazeni

1 1 1
n n+l n n+l
n+1l—n 1

nn+1)  n(n+1)

Odtud je ziejmé, ze vztah a, — any1 = an - an41 plati pro vsechna
prirozena ¢isla n.

(b) Plati-li z,, — 2nt1 = 2n * Znt1, Pak pro z, ruzné od —1 je

Zn
Zngl = ——
n-+ Zn+]-7

coz je tedy rekurentni predpis vSech hledanych posloupnosti.

z1 je libovolné redlné ¢islo kromé —1, ale pro 2z = —(1/k), kde k je
prirozené ¢islo plati z; = —1. Z toho plyne, Ze nalezend posloupnost
by byla kone¢na o k ¢lenech.

Ukazky:

0,0,0,0,0, ...

1, 1/2, 1/3, 1/4, ..., 1/n

2, 2/3, 2/5, 2/7, ..., 2/(2n—1)

-3, 3/2, 3/5, 3/8, ..., 3/(3n—4)

4. Text ulohy.

(a) Tii po sobé jdouci ¢leny Fady geometrické maji soucet 42. Zmensime-
li tieti ¢len o 6, mame fadu aritmetickou. Najdéte obé fady?.

”

LSpravné by mél byt termin ”fada” nahrazen slovem ”posloupnost”. Autorka série patrné
citovala puvodni text z doby, kdy se tyto dva nazvy nerozlisovaly.
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(b) Piiklad obménime tak, Ze zndme soucet s t¥{ po sobé jdoucich ¢lent

geometrické posloupnosti a vime, ze z nich vzniknou ¢leny posloup-
nosti aritmetické zvétsenim tfetiho ¢lenu o 6. Pro které nejvétsi s ma
tloha feseni a jaké?

Reseni dlohy.

(a) Jde o bézny piiklad oblibeny i v sou¢asnych matematickych sbirkdch.

Oznac¢ime-li prvni ¢len b a kvocient ¢, pak plati:
bg* +bg + b = 42. (4.3)

Pro tii po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti plati

az+ai a
5 @
tedy
bg> —6+b
Ll (4.4)
2
Z (4.3) a (4.4) dostaneme soustavu dvou rovnic:
bg? +bg+b = 42
bg> —2bq+b = 6

odecteme je a dostaneme 3bg = 36 tedy bg = 12, coz je prostiedni
¢len obou posloupnosti.

Dopocitdme ¢ dosazenim napi. do rovnice (4.3)
12
12¢ + 12 + — = 42.
q
Po upravé ziskame kvadratickou rovnici

2¢> —5¢+2=0

adveteSeniqr =2 a g =1/2.
Zavér. Geometrickd posloupnost ma ¢leny 6, 12, 24 nebo 24, 12, 6
a aritmetickd posloupnost 6, 12, 18 nebo 24, 12, 0.

Opét oznacime prvni ¢len b, kvocient ¢ a analogicky jako v (a) do-
staneme soustavu rovnic:

bg> +bg+b = s
bg> —2bg+b = —6
po odecteni 3bg = s + 6 a z toho je prostiedni ¢len
546
bg = .
1= 73
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Dosadime do bg? +bg+b=3s

(s+6)q+s+6+s+67s
3 3 3¢

a rovnici upravime na tvar
(s +6)¢*> —2(s—3)g+ (s +6) =0.

Pokud s je ruzné od —6, pak jde o kvadratickou rovnici, jejiz diskri-
minant je
D =4(s — 3)* — 4(s + 6)°.

Rovnice mé redlna feSeni pouze plati-li:

4(s—3)%2—4(s+6)2 > 0
4(s> —6s+9—s>—125—36) > 0
—18s—27 > 0
s < —=1,5
Pro s = —1,5 je ¢ = —1, potom je geometrickd posloupnost:

—1,5, 1,5, —1,5 a aritmetickd posloupnost: —1,5, 1,5, 4,5.
Vyloucend hodnota —6 je mensi nez —1, 5.

Zavér. Nejvétsi s, kdy ma tloha feseni, je —1,5.

5. Text tlohy. Ke kruhu o rovnici K = 22 + y? = 12 jest vedena te¢na, jejiz
tsek na kladné ose Y jest n-krate vétsi, nez tisek na kladné ose X. Najdéte
jeji rovnici.

Nasim uikolem tentokrat bude najit nékolik myslenkoveé odlisnych postupi,
jak ulohu fesit.

Regenf dlohy.

Prvni feseni.

Vyuzijme vzorce pro vzdélenost d bodu M = [my, mg] od piimky
p:ar+by+c=0, (4.5)

podle néjz plati

_Jamy +bma + ¢
Vaz+b2

Protoze ptimka ¢ neni rovnobéznd s osou y, muzeme v obecném zdpisu

(4.5) polozit b = 1. Pak plat{

d (4.6)

t: ar+y+c=0.

Z podminky B € t a pri oznaceni podle obr. 4.11 zjistime ¢ = —mn
a po dosazeni soufadnic bodu A do rovnice

ax+y—mn=>0
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Obrézek 4.11:
¥

ur¢ime a = n. Ve vyjadieni
t: me+y—mn=20 (4.7)

je ¢islo n ddno zadanim dulohy, a tak zbyva najit m. Z podminky, ze
vzdalenost poc¢dtku O od pifmky ¢ je r (viz. obr. 4.11) a vztahu (4.6)

dostavame
| —mn|

=7
V1+n?
Cisla m, n jsou kladn4, proto z této rovnice zjistime, ze

rv1+n?

n

Zavér. Tecna mé rovnici nx +y — V1 +n2 = 0.
Druhé fesSeni.
Stejné jako v predchozim ptipadé nalezneme rovnici (4.7) a budeme hledat
spoletné body kruznice
K: 22 4+9?>=1r? apiimky t: mx+y—mn=0.

7 posledni rovnice vyjadiime y a dosadime do predposledni:

2 + (mn —nx)? = r2.
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Po upravé dostaneme kvadratickou rovnici s neznamou z a parametrem m:
(n? + 1)z? — 2mn’z + m?*n? —r? = 0.

Piimka ¢ je tetnou k dané kruznici, pravé kdyz je diskriminant této rovnice
roven nule:
4m?n* — 4(m*n? —r?)(n? 4+ 1) = 0.

Odtud zjistime
V1 2
m= "Y1t a t:nx+y—rv1+n?2=0.
n

Treti feseni.
Normalovy vektor piimky [ na obrazku 4.11 je roven smérovému vektoru
piimky ¢. Vzhledem ke (4.7) tedy plati

Trl = (17 _n)
a primka [ mé rovnici

z—ny =0,

nebot prochdzi poéatkem. Odtud dosadime z = ny do rovnice kruznice,
abychom zjistili soutradnice bodu T

n2y? + 42 =12,

zaporny kofen rovnice neuvazujeme, takze
r nr
Y = —— r = ——.
V14 n? V1+n?
Dosazenim téchto hodnot do (4.7) dostdvame

TLQT' r

+ —mn=20
VI+n?  V1+4n?

a odtud

rvV1+n?

n

Zbytek doresime stejné, jako v predchozich postupech.
Ctvrté Feseni.

Aplikaci Pythagorovy véty na trojihelnik ABO (obr. 4.11) zjistime
|AB| = my/ 1+ m2.
Obsah trojihelnika ABO lze vyjddiit dvojim zptusobem

1 1
5 1041 |0B| = 5 |4B| - 01|
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Odtud
m-nm=my\1+m?. r.

Je tedy

rv1+n?

—

Piimka ¢ je ddna body A = [rv/1+n2/n; 0], B = [0; 7v/1+ n?] a odtud

snadno uréime jeji parametrické vyjadireni nebo pifmo rovnici (4.7).

Paté feSeni.
Podle Eukleidovy véty o odvésné pro pravouhly trojihelnik ABO (obr. 4.11)
plati

m? = |AT|-|AB|, neboli m? =+\/m2 —r2.-m+/1+ n2.
Odtud uréime m a dale postupujeme jako v predchozim feSeni.

. Text dlohy. Urcete, které hodnoty veli¢in = a y vyhovuji rovnicim:

tgx
yET = 064,
sin x+4cos x
ysinw—cosz = 16

Regeni dlohy. Prvni rovnici umocnime na druhou a druhou rovnici na tfeti,
abychom ziskali na pravych stranach stejné hodnoty:

y2tg:c — 46

?

o sinxz4cosx

y sinxz—cos x = 46.

Nyni porovname levé strany rovnic:

pro kladné y : 2tgy = 3. snzicosz

sinx—cosx’

3. sin x4cosx
sinxz—cos

pro zaporné y : 2tgx = musi byt celé sudé ¢islo.

sv 2

Zlomek na pravé strané rozsifime vyrazem 1/cosz a rovnici upravime

na tvar

3(t 1
2tgm:7(gx+ )
tgr —1

Déle zavedeme substituci tg 2 = s. Kvadratickd rovnice 252 — 55 — 3 = 0
ma TeSeni s;1 = 3 a s = —0,5.

7 toho:

tgr =3 t.j. x=arctg3+ kr a dopocitime y: y3 =43 tedy y =4
nebo

tgx = —0,5 t.j. x =arctg(—0,5)+kr ay: y 0% =43 tedy y =476,

Resenim jsou vSechny usporddané dvojice:

[arctg3 + k7 ; 4] [arctg(70,5) + k7 ; 4*6] , kde k je celé ¢islo.
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7. Text dlohy. Pro které nejmensi n € N' mé soustava
ycotgaz = 9n

sin x4cos x

ysinw—cosz = ]_6
feseni a jaké?
Reseni tlohy. Obdobné jako v pfedchozim ptikladé prvni rovnici umocnime

na ¢tvrtou, druhou rovnici na n, porovname levé strany rovnic a obdrzime

sinx + cosx
dcotgr =n- —.
sinx — cosx

Rovnici upravime na tvar

1+ cotgx
4cotgr =n - ——
1 — cotgx

a zavedeme substituci cotgx = t. Diskriminant D vzniklé kvadratické
rovnice 4t% + (n — 4)t +n musi byt nezdporny:

D=n?>-24n+16>0

Nejmensi vhodné ptirozené ¢islo n je 24.
Vypocitame t; = —2, to = —3 tedy cotgax = —2 nebo cotgx = —3 a jiz
snadno ur¢ime vSechna feseni rovnice jako v piikladeé 6.

Témito feSenimi jsou v8echny usporddané dvojice :
[arccotg(fS) + km ; 2_8] , [arccotg(f2) + km 2_12] , kde k je celé ¢islo.

Nejmensi n, pro které ma soustava teseni je 24.
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4.3 3. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadani

1. (jen pro prvni ro¢niky)
Autobus je preplnény, je-li v ném vice nez 50 cestujicich. Dva inspektoti
dopravnich podnikt kontroluji vytizenost dopravy. Prvni inspektor spoci-
tal procento preplnénych autobusu. Druhy spocital procento pasazéru je-
doucich v preplnénych autobusech. Ktery z nich méa vice procent?

2. (jesté jednou mince)
Méme jedenact sacku s dostatetnym poc¢tem minci a rovnoramenné vahy.
Je zndmo, ze v jednom sicku jsou falesné mince, které maji jinou hmot-
nost nez pravé mince. Urcete nejmensi pocet vazeni, které potiebujeme
ke zjisténi sacku s falesnymi mincemi.

3. V roviné je ddna étvercova sit o rozmérech n x n. Na tuto sif pokldddme
cerné a bilé krychle. (Sténa je shodnd se ¢tvercem v siti.) Prvnf vrstvu
jsme polozili libovolné. Dodatecné jsme zjistili, ze pii kladeni musi byt
splnény nésledujici podminky. Kazda cernd krychle musi sousedit se sudym
poctem bilych krychli a kazdd bila s lichym poc¢tem ¢ernych. Druhou
vrstvu klademe tak, aby byla splnéna tato podminka pro krychle prvni
vrstvy. Jestlize je splnéna i pro druhou vrstvu, kon¢ime. Kdyz ne, tak
pokracujeme tieti vrstvou, aby byla podminka splnéna pro krychle druhé
vrstvy, obdobneé s dalsi vrstvou atd. Zjistéte, zda existuje takové rozmisténi
krychli prvni vrstvy, aby tento proces nikdy nekonéil.

4. Najdéte realné kotfeny rovnice

acQ—i—ZaaU—i—i:—a—i—wcﬂ—i—ac—i (0<a<l)
16 16 47

5. Dokazte, ze pro kazdé celé n > 2 a kazdé redlné |z| < 1 plati nerovnost
lI-x)"+(1+z)" < 2"

6. Dokazte, ze pro libovolnd realnd ¢isla z > v/2 a y > v/2 je splnéna nerov-
nost x4 — 23y + 22y? — x> + y* > 2?2 +y2

7. Dokazte, ze pro libovolnad pfirozend ¢isla m, n, vétsi nez jedna plati, ze
alespoii jedno z ¢isel {/m, %/n neni vétsi nez /3.
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Reseni
1. Text dlohy. Autobus je pfeplnény, je-li v ném vice nez 50 cestujicich. Dva
inspektoii dopravnich podnika kontroluji vytiZzenost dopravy. Prvni in-
spektor spocital procento pfeplnénych autobustu. Druhy spocital procento
pasazéru jedou-cich v preplnénych autobusech. Ktery z nich ma vice pro-
cent?

Regeni dlohy. Oznacéme k pocet preplnénych autobust, | pocet nepieplné-
nych autobusu, A pocet lidi v pfeplnénych autobudech a B pocet lidi
v nepieplnénych autobusech. Potom plati A > 50k, B < 50! a odtud lze

odvodit:
. . B4+A I+k
a nasledn¢ —— < ——

A ko’

|~

<
A
A k
— 1 — 1 .
A+ B 00%>l+k: 00%

Vice procent tedy méa druhy inspektor, ktery méfil procento pasazéru je-
doucich v preplnénych autobusech.

odtud je pak uz ziejmé, ze

2. Text dlohy. Mame jedenact sacku s dostateénym poctem minci a rovno-
ramenné vahy. Je znamo, ze v jednom sacku jsou falesné mince, které
maji jinou hmotnost nez pravé mince. Urcete nejmensi pocet vazeni, které
potfebujeme ke zjisténi sacku s falesnymi mincemi.

Regeni tilohy. Prvni piipad (Ize odeéitat velikost vychylky):

K odpovédi potom staci jen dvé vazent:

1. vazeni — na prvni misku ddme po jedné minci z prvnich deseti méscu
a na druhou misku deset minci z posledniho sacku.

(Zjistime odchylku o;. Rozdil hmotnosti jedné falesné mince je tedy o1,
pokud jsou nepravé mince v nékterém z prvnich deseti méscu a 01/10 po-
kud jsou v jedendctém sacku.)

2. vazeni — na prvni misku ddme jednu minci z prvniho sdcku, dvé mince
z druhého, tii ze tietiho atd. az do desatého. Na druhou misku dame 55
minci z jedenactého sacku.

(Zmétime novou odchylku o2. n-ty sacek s falesnymi mincemi najdeme dle
vzorce: 02 = n - 01, pokud n nevyjde celé ¢islo, resp. n = 5, 5, jsou nepravé
mince v jedendctém sacku.)

Druhy piipad (nelze odecitat velikost vychylky):
(a) Mince z jednotlivych sacku piedem oznacime. Staci pouze t¥i vézeni,
postup je naznacen kvuli prehlednosti v tabulce:
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1. vazeni 2. vazeni 3. vazeni

(1,2,3) x (4,5,6) | —rovno: (1,2,3) x (7,8,9) —rovno: (10) x (1)
—razno:  (7) x (8

)
(1,2,3) x (4,5,6) | —ruzno: (1,2,4,5) x (7,8,9,10) | —rovno: (3) x (7)
—razno: (1) x (7)

nebo

(4) > (7)

(b) Predpokladejme, ze oznacovami je zakdzdno a feSime pouze jednu
z téchto tloh:

bl) Z kazdého sacku vezmeme jednu minci a mezi vybranymi mincemi
mame najit falesnou.

b2) Kazdy sacek obsahuje stejny pocet minci, sacky nejsou oznacené a hle-
déame falesny sécek.

Zde musime vazit celkem ¢tytikrat, protoze nevime, zda je hledand mince
tézsi nebo lehéi.

7 kazdého sacku vezmeme jednu minci. Mince rozdélime do ¢tyf skupin
takto: 3, 3, 3 a 2 mince. Budeme uvazovat nejméné vhodnou situaci.
Déame na misky vah prvni dvé skupiny. Predpokldadejme rovnovahu, po-
tom je falesnd mince ve zbyvajicich dvou skupindch. Posledni skupinu
doplnime na t#i jednou minci z prvnich skupin. Vezmeme tfi dobré mince
z prvniho vazeni a porovname s jednou skupinou, kterd je na vahéch,
predpokliadejme rovnovahu, falesnd mince je tedy v posledni skupiné, kte-
rou porovname opét s mincemi z prvniho vazeni a zjistime, zda je neprava
mince leh¢i ¢i tézsi nez mince prava. V trojici s faleSnou minci pak jiz staci
jen jedno vazeni.

. Text dlohy. V roviné je déna ¢tvercovd sif o rozmérech n x n. Na tuto
sit pokldaddme Eerné a bilé krychle. (Sténa je shodné se étvercem v siti.)
Prvni vrstvu jsme polozili libovolné. Dodateéné jsme zjistili, ze pii kladeni
musi byt splnény nasledujici podminky. Kazda ¢erna krychle musi souse-
dit se sudym poctem bilych krychli a kazda bild s lichym poctem ¢ernych.
Druhou vrstvu klademe tak, aby byla splnéna tato podminka pro krychle
prvni vrstvy. Jestlize je splnéna i pro druhou vrstvu, koné¢ime. Kdyz ne,
tak pokracujeme tfeti vrstvou, aby byla podminka splnéna pro krychle
druhé vrstvy, obdobné s dalsi vrstvou atd. Zjistéte, zda existuje takové
rozmisténi krychli prvni vrstvy, aby tento proces nikdy nekong¢il.

Reden{ tlohy. PFedpoklddejme, Ze je tento proces nekoneény. Protoze mame
jen koneény pocet rozlozeni krychli ve vrstvé, musi existovat dvé vrstvy se
shodnym rozlozenim. Ozna¢me je i a j a predpoklddejme, ze i < j. Potom
musi byt vrstva ¢ — 1 shodnd s vrstvou 57 — 1, 4 — 2 shodnd s j — 2 atd.

80



Pak je ale druha vrstva shodna s j — i + 2, prvni vrstva s j —i + 1. To
znamens, ze proces jsme mohli ukonéit na (j — ¢)-té vrstve, tudiz je tento
proces konecny.

. Text llohy. Najdéte redlné kotfeny rovnice

1 1 1
2 _ = — 2 —_ — -
x +2am+16 a+y/a?+zx T (0<a<4). (4.8)

ReSeni dlohy. Polozme

Tento vyraz upravime na tvar

1
T =y* + 2ay + ITh (4.9)

I ()dle (48) soucasne [)lati
=X + 2(11' + . (4-10)

Hleddme tedy spolecné body relaci f, g, kde f je dand rovnici (4.10), g
je dand rovnici (4.9) a ptitom g = f~!. Grafy obou relac{ jsou paraboly
soumeérné podle piimky y = x. Pruseéiky obou grafu jsou tedy body typu
[, z], a tak sta¢i vyFesit rovnici

30—302—1—2aav—l—i
N 16’

kterou snadno upravime na tvar

1
24 (2a—-1 — =0.
x° + (2a )ac—|—16

Rovnice mé za danych podminek pro a vzdy dva realné kofeny

2
1—2a 2a — 1 1
- + .
12 =T \/( 2 ) 16

. Text llohy. Dokazte, Zze pro kazdé celé n > 2 a kazdé redlné |z| < 1 plati
nerovnost (1 — )™ + (1 +z)™ < 2™,

Regen{ tlohy. Dokdzeme pomoci matematické indukee:
1. Pro n = 2 nerovnost plati: 2 + 222 < 4.
2. Piedpokladdme, ze plati: (1 —x)™ + (1 4+ x)™ < 2™, potom

(1=2)" "+ (1) < (L—2)"+(1+2)") (1-2)+(1+2)) < 272 < 2",

coz jsme chtéli dokézat.
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6. Text dlohy. Dokazte, ze pro libovolna redlnd ¢isla z > V2 a y > V2
je splnéna nerovnost z* — 23y + 22y% — zy® + y* > 22 + 92

Regen{ dlohy. Podle vzorce pro rozklad dvojélenu a™+b" na souéin pro liché
n:

a" 40" = (a+b)(a"t —a"2b+ a3 — .- 4 b7) vidime, ze leva cast

1.5+5

n 4 , prox > V2a y > ﬁplati nerovnost
Y

nerovnosti je rovna vyrazu

2° +y° > 2(2® + 3°) (pro mezni hodnotu = = y = v/2 plat{ rovnost).
Je tedy

5 5 3 3
x° + 2x° +
Y > Y

= 2z —x + 2 >ac2+ 2,
P oy ( y+y?) > y

7. Text dlohy. Dokazte, ze pro libovolné prirozend ¢isla m, n, vétsi nez jedna
) b Y
plati, ze alespoi jedno z ¢isel {/m, %/n neni vétsi nez /3.

Re¥en{ tlohy. Bez jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze plati

m>n> 2.

Potom plati §/n < {/n a staci dokézat {/n < V/3.

Pro n = 2 nerovnost plati, pro ostatni n obé strany zlogaritmujeme a obdr-

Inn _In3 Inz
< ——. Funkce — je klesajici pro = > e, proto
T

zime nerovnost ——
n 3

vySe uvedend nerovnost plati.
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Kapitola 5
Zaveér

Matematika se v soucasné dobé netési vSeobecné oblibé a vétsina stu-
dentu ji povazuje za piilis slozitou a nezajimavou. Doufdm, Ze toto obdobi
pomine i za pomoci podobnych soutézi jako byl Jihotesky matematicky
koresponden¢ni seminai a ze se o tuto nadhernou védu zactne verejnost
opét zajimat, ne se ji obdvat.

7 casového hlediska svou diplomovou praci, ve které jsem zpracovala goéni—
ky 1993 — 1996, navazuji na prace Ilony Malechové (1980 — 1984), Sérky
Hénlové (1984 — 1988) a Michaely Raabové (1988 — 1993).

Hlavnim cilem bylo didaktické zpracovani soutéznich iloh. Vzhledem k to-

slouzit i jako archivni material.

Domnivam se, ze po obsahové strance by mohla byt namétem, inspiraci
pro stfedoskolské ucitele k zpestfeni vyuky netypickymi ptiklady. Stejné
tak muze byt i zajimavym studijnim materidlem pro zdjemce z fad stu-
dentu.
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