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ANOTACE

Tato prace je zaméfena na seznameni se zakladnimi problémy z oblasti teorie grafii. Jsou

vvvvvv

jednotlivymi typy graft. ZaCind se s jednosmérné vdzanym seznamem, pies obousmérne
vdzany seznam aZ po stromy, které reprezentuji nejjednodussi grafové struktury. Dalsi ¢4st
prace se potom veénuje grafu jako celku a popisuje sloZité&jsi problémy a jejich feSeni. Mezi
tyto problémy patii vyhleddvani v grafech pomoci metod DFS (Depth First Search) a BFS
(Breadth First Search). Dale potom hledéani nejkratsi cesty za pomoci specifickych algoritma
jako jsou: Dijkstrav algoritmus, Floyd-Warshallav algoritmus a Bellman-Fordav algoritmus.

Posledni €ast je vénovédna problematice vyhleddvani minimdlnich koster grafu s vyuZiti metod

Kruskalova haldového algoritmu, Jarnikova (Primova) algoritmu a Bortivkova algoritmu.

Klicova slova: teorie graft, vyhleddvaci strom, BFS, DFS, Dijkstruv algoritmus, Floyd-
Warshalliv  algoritmus, Bellman-Fordav algoritmus, Kruskaltv algoritmus, Jarnikav

algoritmus, Boruvkuv algoritmus
ABSTRACT

This work is intended on identification with basic problems from the graphs theory area.
There are the basic conceptions as well more complicated problems described. The one part of
this work is specialized in working of individual types of graphs. It starts with single linked
list through double linked list after as much as trees which represented the simplest graphs
textures. The other part of this work devotes to the whole graph and describes more
complicated problems and their resolution from the theory graphs area. Among these
problems belongs to searching in graphs help by Depth First Search and Breadth First Search
methods. Then searching the shortest way help by the specific algorithms as are: Dijkstra’s
algorithm, Floyd-Warshall s algorithm and Bellman-Ford s algorithm. The last part is devoted
to problems with searching minimal frames of graphs with usage Kruskal’s algorithm,

Jarnik s algorithm and Boruvka’s algorithm methods.

Keywords: graphs theory, search tree, BFS, DFS, Dijkstra’s algorithm, Floyd-Warshall’s
algorithm, Bellman-Ford’s algorithm, Kruskal’s algorithm, Jarnik’s algorithm, Boruvka’s

algorithm
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1 Uvod

Ve vypocetni technice je feSena velikd spousta dloh, kterd je zaméfena na prici s utvary,
které by se daly povaZovat za grafy. Tyto dlohy potom vyZaduji znalost alesponi zédkladnich
pojmu z teorie graft. Tato prace ma za cil sezndmit Ctendfe s témito zakladnimi pojmy a
osvétlit jakym zpuasobem je mozné s grafy pracovat. Samoziejmé, Ze rozsah prace nedovoluje
postihnout teorii graft jako celek. Je kladen diraz na pojmy jako jsou orientovany a
neorientovany graf, zdkladni typy grafli nebo zplsob jakym je mozZno graf zpracovat za
pomoci vypocetni techniky.

Posledni kapitola je vénovdna prici s abstraktnimi datovymi typy, které samy o sobé&
reprezentuji ¢asti nebo celé grafy. Sem patii jednosmérn€ vdzany seznam, obousmérné vazany
seznam a stromy. Je ukazano, jakym zpusobem je mozné prvky do jednotlivych utvara
vkladat, odebirat nebo v nich vyhledavat.

Dalsi Cast posledni kapitoly je vénovédna vyhleddvani v obecnych grafech, coz je velmi
dalezity pojem nejen pro teorii grafi. Velmi podrobné je zde vysvétleno vyhledavani do
hloubky a vyhleddvani do Sitky, jelikoZz se jednd o zdkladni zpasoby vyhledavani
v orientovanych i neorientovanych grafech. Pro piehled jsou samoziejm& uvedeny i jiné
metody, které ovS§em ze dvou vySe zmifiovanych vychazi nebo je urCitym zptsobem rozsifuji.

Predposledni Cast posledni kapitoly se zabyvad problémem vyhleddvani nejkrat$i cesty
v grafech. Problém je rozlisen na nezdporné a obecné ohodnocené typy grafti. DalSim typem
déleni je rozdé€leni na grafy orientované a neorientované. Pro jednotlivé skupiny je potom
ukazano i nékolik konkrétnich algoritmu. Jsou to: Dijkstrav algoritmus, Floyd-Warshalltv
algoritmus a Bellman-Kordav algoritmus.

Zaveér posledni kapitoly feSi problematiku vyhledavani koster grafi. Opét zde dochdzi
k dé€leni problému podle typu grafi na obecné a jednoznacné urcené. Jako piiklady pro uréeni
minimalni cesty jsou pouzity tyto algoritmy: Kruskaliv hladovy algoritmus s vyhledavanim
pomoci pridavani i odebirani hran, Jarnikiiv (Priamuv) algoritmus a poslednim zastupcem

v této oblasti je Boruvkuv algoritmus.



2 Uvod do teorie grafi.

Graf se sklddd ze dvou zdkladnich Casti.

e Vrcholy — reprezentuji v grafu urcitou hodnotu nebo stav, do kterého se dostaneme pfti
dodrZeni néjakych podminek, nebo naopak stav, do kterého se miZeme dostat
naprosto nidhodne.

¢ Hrany — jsou ,,cestami* v grafu. Hrana muaZe spojovat dva vrcholy a nebo jeden vrchol
sam se sebou. V takovém piipadé hovoiime o smycce. Dal§im typem hran muze byt
tzv. hrana orientovana. U takovéto hrany rozliSujeme jeji pocate¢ni vrchol a jeji
koncovy vrchol. Naproti tomu hrana neorientovana nemad definovan ani pocatecni,
ani koncovy bod.

V zavislosti na predchozich informacich tedy muZeme rozdé€lit grafy na nékolik typu.
Déleni probihd tedy hlavné podle toho, jaké hrany jsou v grafu pouzity. Jedna se tedy o:
® Neorientovany graf
® QOrientovany graf

®  SmiSeny graf

2.1 Neorientovany graf

Neorientovany graf vznikne uzitim vrchold a neorientovanych hran. Zvlastnosti téchto
grafi tedy je, Ze orientace mezi vrcholy neni nepodstatnd. Takovyto typ graft se uziva
v situacich kdy nemtizZeme nebo nechceme rozlisit mezi pocate¢nim a koncovym vrcholem.

Neorientovany graf je definovin jako trojce G = (V, E, €). Jde o neprdzdnou mnoZinu
tvofenou koneénym poctem prvka V, které nazyvame vrcholy grafu. Vrcholy grafu jsou
spojovany neorientovanymi hranami grafu, jeZ tvoii koneCnou mnoZinu E. Posledni z trojce
nazyvame zobrazenim incidence. Jednd se o vztah, ktery kazdé hran€ e z mnoZiny E pfifazuje
jednoprvkovou nebo dvouprvkovou mnozinu vrchold grafu G. Tyto vrcholy jsou oznacovany
jako krajni vrcholy neorientované hrany e. Také muzeme fict, Ze hrana e je incidentni
s krajnimi vrcholy nebo Ze tato hrana vrcholy spojuje. Pokud hrana e spojuje jeden vrchol se

sebou samym, tak o této hrané fikdme, Ze je smyckou.
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2.2 Orientovany graf

Orientovany graf vznikne uzitim vrcholi a orientovanych hran. Tento typ grafu je
zékladni, protoZze velmi Casto potifebujeme definovat pocitecni a koncovy vrchol, jez jsou
spojeny hranou. Uziti tohoto typu grafi je v situacich, kdy je nutné specifikovat poradi
vrchold.

Orientovany graf je definovdn jako trojice G = (V, E, ¢). Jde o neprdzdnou mnoZinu
tvofenou koneénym poctem prvka V, které nazyvame vrcholy grafu. Vrcholy grafu jsou
spojovany orientovanymi hranami. Hrany tvofi kone¢nou mnoZinu E. Tretim z trojice
definujici orientovany graf je vztah incidence €. Tento vztah pfifazuje kazdé hrané e
z mnoziny E dvojici vrcholt (x, y). Vrchol x reprezentuje pocdtecni vrchol a naopak vrchol y
reprezentuje koncovy vrchol. PoCateCni vrchol hrany e je ozna¢ovan PV(e). Koncovy vrchol
oznacujeme KV(e). O hrané e tedy fikdme, Ze je incidentni s vrcholy x a 'y, kdyZ zacin4 je jeji
pocatecni vrchol x a koncovy vrchol y. Hrana e potom tyto vrcholy spojuje. Jako u
neorientovaného grafu i zde muze nastat situace, kdy hrana spojuje vrchol se sebou samym.
Vznikne tedy situace PV(e) = KV(e). Takovou hranu e potom oznacujeme jako orientovanou

smycku.

2.3 Smiseny graf
SmiSeny graf vznikne kombinaci orientovaného a neorientovaného grafu. Takovyto graf se
uziva v situacich, kde se neda ve vSech piipadech urcit, ktery vrchol je pocatecni a ktery

koncovy.

2.4 Nekonecny a prazdny graf
Jedna se o velmi teoretické piipady, kdy ma graf nekone¢né mnoho vrchold a samoziejmé
i nekonecné mnoho hran. Opacnym piipadem je situace, kdy neni v grafu Zadny vrchol a

7zadna hrana.
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2.5 Vztah mezi orientovanym a neorientovanym grafem

Orientovany a neorientovany graf jsou uzivany na rozdilné dlohy a zpusob prace s obéma
druhy graft je také odliSny. V nékterych ptipadech je ale potieba pievést jeden druh grafu na
druhy a naopak. Pro vzdjemny pfevod orientovanych a neorientovanych grafti zavadime dva
pojmy:

® Syntetizace grafu

® QOrientace grafu

2.6 Syntetizace grafu

Syntetizaci se nazyvad prevod orientovaného grafu na neorientovany. Toho docilime
pouhym pfevedenim orientovanych hran na neorientované. Prakticky se jenom zapomene na
orientaci hran. Kazdéd hrana tedy nemd pocate¢ni a koncovy vrchol, ale pouze dva vrcholy

spojuje.

2.7 Orientace grafu

Orientace grafu je opakem k syntetizaci. Jedna se o ptipad, kdy chceme z neorientovaného

grafu vytvofit graf orientovany. Orientaci 1ze provést dvéma zptsoby:

e Nihodnd orientace grafu — jednd se o piipad, ve kterém je orientace nastavena
ndhodné. To znamend, Ze kazdé neorientované hrané se bud ndhodné nebo podle
n¢jakého pravidla pridéli orientace a tim se urci jeji pocatecni a koncovy bod. V praxi
jde pouze o prikresleni Sipek k hrandm (viz. nizZe).

e Symetrickd orientace grafu — u tohoto druhu orientace grafu probihd pfepocet tak, Ze
je ke kazdé neorientované hrané pfiddna druhd. Orientace se potom zvoli na jedné
hran€ jednim smérem a na druhé hran€ smérem druhym. U smycek je situace odli$na.
Kazda smycka se nezdvoji, ale jen se ji pfifadi orientace. Ziskdme tak graf, kde je
pocet hran zvySen, jelikoZ kazdé dva vrcholy jsou spojeny dvéma hranami s opa¢nou

orientaci, coZ vSak neplati pro smycky.

Z vySe uvedenych pravidel je patrné, Ze prevod orientovaného na neorientovany je tloha
jednodussi. Proto se také piedpokldadd, Ze orientovany graf je grafem zdkladnim a
neorientovany graf je odvozeny. Pro zavedeni orientovaného grafu jako zdkladniho je hned

nékolik duvodu:
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¢ Pokud jsou nekomu sd€lovany informace o grafu, je vzdy jeden z vrcholii zminén jako

prvni, i kdyZ je posléze uvedeno, Ze na poradi nezaleZi.

e Pii préci s orientovanymi grafy je potfeba délat operace, které nezavisi na orientaci a

pfevod orientované hrany na neorientovanou je jednodussi.

2.8 Kresleni grafii

Velkou vyhodou grafi, a to jak orientovanych tak neorientovanych, je moZnost si
zévislosti mezi vrcholy a orientaci hran zakreslit graficky pro lepsi predstavu. Vrcholy
muzeme nakreslit podle potfeby jako kolecka, krouzky nebo prosté body. Hrany jsou potom
znazornény pomoci €ar spojujicich body (vrcholy). Pokud se jednd o orientovany graf, tak se
orientace zna¢i pomoci Sipek, které jdou od pocatecniho vrcholu ke koncovému. Z uvedenych

informaci je jasné, Ze jeden a tentyz graf lze zakreslit nékolika rdznymi zplisoby.

2.9 Specidlni grafy

Grafy miZou nabyvat raznych podob. V nékterych piipadech dochazi v grafu k urcitym
zvlaStnostem. Potom vznikaji i grafy, které nelze popsat jednoduSe jako orientované nebo
neorientované. Jedna se o tyto druhy graft:

® Bipartitni graf

e Uplny bipartitni graf

e Uplny orientovany graf

e Uplny neorientovany graf

® Diskrétni graf

e Korenovy strom

2.9.1 Bipartitni graf
Jednd se o takovy graf, kde jsou vrcholy rozdéleny do dvou mnoZin S a T. Propojeni
vrchola pak probihd tak, Ze hrana ma jeden krajni bod v mnozin€ S a druhy v mnoziné T.

Tento typ grafu muZe byt jak orientovany, tak neorientovany. Pfi vytvareni orientovaného
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bipartitniho grafu je potieba, aby vSechny hrany byly orientované stejnym smérem (napi. aby

viechny poédte¢ni body lezely v mnoziné S a koncové body v mnoZziné T).

2.9.2 Uplny bipartitni graf
Jde o rozsiteni bipartitniho grafu. Pro tento typ grafu plati, Ze vrchol s leZici v mnoZzin€ S a
vrchol t lezici v roviné T jsou spojeny pravé jednou hranou. Priklad tohoto typu grafu je na

obrazku 1.

Obr. 1: Uplny bipartitni graf

2.9.3 Uplny orientovany graf
Tento graf je definovan jako G = (V, R), kde R zna¢i mnoZinu vSech uspofddanych dvojic

vrcholii z mnoziny V. Jednd se o prosty graf.
2.9.4 Uplny neorientovany graf
Tento typ grafu je prosty a neorientovany. Plati pro n¢j, Ze kazdé dva libovolné vrcholy

jsou spojeny hranou. Vtomto typu grafu se neuvazuji smycky. Priklad uplného

neorientovaného grafu je na obrazku 2.

Obr. 2: Uplny neorientovany graf
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2.9.5 Diskrétni graf

Diskrétni graf nemd zadnou hranu. Vyhodou tohoto typu grafu je, Ze ho muzeme podle

potieby povazovat za orientovany Ci neorientovany.

2.9.6 Koienovy strom

Kofenovy strom je nejCastéjSim typem stromu a je pouzivana v nejruznéjSich piipadech a
aplikacich.

Jednd se o orientovany graf, ktery ma jednoznac¢né¢ ureny kofen r. Kofen stromu je velmi
specificky vrchol, jeZ nemd Zadnou hranu, kterd by vedla do kotfene. Do kazdého dalSiho

vrcholu potom vede prave jedna hrana. Priklad jednoduchého kofenového stromu je vidét na

obrazku 3.

Obr. 3: Kofenovy strom bez vyznaceni orientace jednotlivych hran

Kofenové stromy pouzivaji zvlastni oznaceni vrcholl. Vede-li z kofenového vrcholu hrana
z vrcholu x do vrcholu y, mluvime o vrcholu jako o rodici a o vrcholu y jako o potomku. O
vrcholech, které maji spole€ného rodice se hovoii jako o bratrech. Zavadi se i oznaceni
vrcholu, ktery nemé Zaddného potomka a je tedy poslednim vrcholem ve vétvi stromu. Takovy
vrchol je oznaCovén jako list. Kofen stromu je jedinym vrcholem, ktery nema rodice.

® Hloubka vrcholu — je definovéna jako pocet hran, které mineme na cesté od kofene do

vrcholu y.
e  Vrstva — jde o mnoZzinu vrchold, které se nachézeji ve stejné hloubce
o  Vyska stromu — je nejvetsi pocet hran od kofene stromu az k jeho nejvzdalenéjSimu

listu
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2.9.7 Bindrni koFenovy strom
Binarni kofenovy strom je zvlastni pifpad kofenového stromu. V tomto stromu md kazdy
rodi¢ maximdlné dva potomky. Pro bindrni kofenovy strom potom zavddime pojmy levy a

pravy potomek.
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3 Pocditacovd analyza grafii

3.1 Zpiisoby popisii grafii

Pocitacovd analyza grafi se pouziva hlavné tam, kde by bylo kresleni grafi velmi
zdlouhavé a nepiehledné. Jednd se o situace, kdy je graf velmi rozsahly a zpracovani pomoci
grafické metody by zabralo spoustu Casu. Pro pocitaCovou analyzu se pouzivd celd tfada
postupt, které mezi sebou maji drobné odlisnosti. Kazdy postup zpracovani grafu za pomoci
pocitace vSak pfedpokladd, Ze vrcholy i hrany jsou ocislovany pfirozenymi Cisly zacinajicimi

od jednicky.

e Nepiimy popis grafu

® Matice sousednosti

e Vektory sousednosti

® Matice incidence

® Matice sousednosti bipartitniho grafu
e Seznamy vrcholl a hran

e Seznam vrchold a seznamy okoli vrcholu

3.1.1 Nepiimy popis grafu

V nékterych piipadech neni nutné ukladat seznamy vrcholl, hran nebo okoli vrchold. Graf
1ze potom zadavat pomoci algoritmi. K prochazeni grafu potom sta¢i znat popis kteréhokoliv
z vrcholi. Pomoci algoritmu potom prochdzime cely graf. Tento postup se pouziva pri
zpracovani velmi rozsahlych graft, které by svym uloZenim do paméti zabiraly mnoho mista

a vypocetniho vykonu.

3.1.2 Matice sousednosti

Matematicky elegantni zptsob vyuZivajici faktu, Ze matice sousednosti uruje graf az na
izomorfizmus. Izomorfizmus je vlastnost grafu, kterd tikd, Ze dva grafy se 1i$i pouze v
oznaceni a nakresleni vrchold a hran. Tento zpusob je velmi neefektivni pro ukladani grafu

s malym poctem hran.

-17 -



3.1.3 Vektory sousednosti

Tento zpusob reprezentace grafu je velmi propracovany co se tyCe efektivniho vyuziti
pameéti. V paméti jsou totiZ uloZeny pouze relace obsazené v grafu. Zde je tedy uspora
prostfedkil oproti popisu matice sousednosti. Piiklad popisu grafu pomoci vektora

sousednosti je na obrazku 4.

V] 1%
V3 V4
vl we g
v2 <R b's
v ) w2 > v X
v X

Obr 4: Vektory sousednosti vrcholii orientovaného grafu.

3.1.4 Matice incidence

Pro matici incidence plati stejnd pravidla jako pro matici sousednosti s drobnou odliSnosti.
Pokud bychom matici incidence vypliovali tak, Ze do kazdého sloupce zaddme polohy
nenulovych prvki, dostaneme vlastné matici hran. Jako u matice sousednosti je pouzitelnost

pouze v ptipadech, kdy je graf maly.

3.1.5 Matice sousednosti bipartitniho grafu

Jak ndzev napovidd je tato metoda uloZeni grafu pouZitelnd pouze u bipartitniho grafu.
Tato matice je zaloZena na faktu, Ze vSechny vrcholy bipartitniho grafu 1ze uspotfidat tak, aby
matice sousednosti méla velmi specificky tvar. Matice sousednosti se potom tedy nazyva
matici sousednosti bipartitniho grafu. Na obrazku 5 je zndzornén orientovany bipartitni graf a

jeho matice sousednosti.
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Obr 5: Marice sousednosti orientovaného bipartitniho grafu

3.1.6 Seznamy vrcholii a hran

Vsechny vrcholy jsou zde popsany jednoduchym seznamem (vyctem) prvkd. Seznam hran
je definovédn jako seznam uspotfddanych trojic. Hrana, pocateni vrchol, koncovy vrchol.
Pokud se jednd o neorientovany graf je seznam hran definovin jako seznam uspofddanych
trojic. Hrana, prvni vrchol, druhy vrchol. Pokud neni podstatny ndzev hrany, tak se seznam
muze uvadét jako uspofddana dvojice vrchold. Tento zplsob popisu grafu je velmi
univerzalni a relativné jednoduchy. Diky témto vlastnostem je seznam vrchold a hran velmi
hojné pouzivanym zpusobem pro uloZeni grafu do paméti. Vlastnosti této metody také
umoznuji popisovat a uklddat i ohodnocené grafy. Ohodnoceni se prosté napiSe k vrcholim

nebo hranam.

3.1.7 Seznam vrcholii a seznamy okoli vrcholii

Redukci predchoziho zptsobu zadavani grafli dostdvame seznam vrcholll a seznamy okoli.
Vsechny vrcholy jsou opét popsany jako seznam vrcholi. Hrany jsou zde popsany pomoci
uspotrddanych dvojic: jméno a ndzev koncového vrcholu. Jméno pocitecniho vrcholu je
znamé, protoZze je stejny pro celou skupinu hran. Tento popis muiZe opé€t popisovat
orientované i neorientované grafy. Pro orientované grafy muZeme vytvofit mnohem

redukovangjsi seznamy. MuzZeme totiz vytvorfit seznam kladnych nebo zapornych orientaci,
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kde kazd4 hrana bude v obou seznamech pouze jednou. Pokud ale vytvoiime pouhy popis

okoli vrcholu, bude kazda hrana v seznamu dvakrit.

3.2 Zpracovani grafu
Mezi popisem grafu a jeho uloZenim v paméti je veliky rozdil. Razné platformy i

programovaci jazyky mohou s grafy pracovat rizn€. Zakladni typy zpracovani jsou:

e Datové struktury vyuZzivajici matice
e Datové struktury vyuZivajici ukazatele
e Seznamy hran v jednorozmérném poli

¢ Seznamy naslednikd v jednorozmérném poli

3.2.1 Datové struktury vyuZivajici matice

Matice incidence ¢i matice sousednosti nejsou pro grafy s médlo hranami pfili§ vhodné.
Jednak jsou zde zbyte¢né vysoké pamét'ové naroky a jednak je vyhleddvani dal$i hrany, kterd
vychdzi z t€hoz vrcholu, pomalé. Datové struktury vyuZivajici matice jsou vhodné spiSe
v situacich, kdy jsou grafy ohodnocené nebo maji hodné hran. Dal§im typem tloh, kde se
téchto datovych struktur vyuZziva je ptipad, kdy ma byt vysledkem vypoctu pradvé matice. Na
piislu$nd mista v matici se zapiSe ohodnoceni hrany, pokud existuje. Pokud neexistuje, tak se
na pozici definujici prave tento spoj zapiSe néjakd velkd nebo naopak nizk4 konstanta. Tato
konstanta musi byt zvolena velmi peclivé s ohledem na to, jaké typy dloh budou nad grafem
provadény. Pro prosté neohodnocené grafy se v tomto piipad€ pouZzivd uloZeni pomoci matice

sousednosti, ktera je prevedena matici bitl. Manipulace s jednotlivymi bity je mnohem

vvvvvv

3.2.2 Datové struktury zaloZené na ukazatelich

Modernégjsi programovaci jazyky umoziuji pracovat pouze s tzv. ukazateli. Ukazatel je
zv1astni ptipad datového typu, kdy informace uloZené na adrese proménné pouze ,,ukazuji*“ na
adresu, kde se nachdzi data objektu. Data ktera popisuji vrchol nebo seznam vsech vrchola

sdruzujeme do zaznamu, které jsou Casto oznaCovany jako recordy. Kazdy zdznam potom
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obsahuje ukazatel na zdznam ndsledujici. Nespornou vyhodou této metody jsou vlastnosti
ukazateld. To znamend, Ze pfedem nemusime védeét, jak velky graf budeme ukladat, jelikoz
prid€lenou pamét je mozné pomoci ukazateli dynamicky meénit. Rychlost prace s ukazateli je
také nespornou vyhodou tohoto zpusobu uloZeni dat v paméti. Pokazdé se pracuje pouze
s ukazatelem na data a to je mnohem rychlej$i neZ price s hodnotami. Velkou nevyhodu
metod zaloZenych na ukazatelich je mnoZstvi spotfebované pameéti, jelikoZ pro uloZeni grafu
je zapotiebi pamét’ na graf, tak i na ukazatele. ObCas dochdzi i ke kombinaci uloZzeni zdznamu
pomoci ukazateld a hodnot. Obriazek 6 ukazuje takovou situaci, kdy jsou vrcholy
zaznamenany v poli a hrany jsou definovany pomoci ukazatelll, které jsou soucdsti pole

vrchold. Kazda hrana je potom uspofadanou dvojici pocatecniho a koncového vrcholu.

vl vl 74 X

ve ve w3 X

w3 w3 vl ——P w3 | ve | H w3 | v | X |
v ——r x

Obr. 6: Datovy popis grafu zaloZeny na ukazatelich

3.2.3 Seznamy hran v jednorozmérném poli

Predpokladem pro pouziti této metody je ocislovani jednotlivych vrchold i hran pomoci
pfirozenych pofadovych Cisel. Seznam hran orientovaného grafu lze potom uloZit do dvou
jednorozmeérnych poli, kde jako index hrany slouZi potfadové €islo. V prvnim poli je umistén
seznam pocatecnich vrcholl a v druhém seznam koncovych vrcholi. Pokud by byl tento graf
doplnén o ohodnoceni hran, tak je mozné pouzit dalsi jednorozmérné pole. Tento zpusob
uloZeni je vhodny v programovacich jazycich, kde neni tak propracovand mozZnost
strukturovdni dat. Grafické zndzornéni pouZziti jednorozmérného pole pro uloZeni grafu je

znazornéno na obrazku 7.
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Obr 7: UlozZeni grafu do jednorozmérného pole

3.2.4 Seznamy ndslednikii v jednorozmérném poli

Tento zpusob uloZeni prvkd v paméti pro svoji praci vyuziva dvé jednorozmérné pole.
V prvnim poli je uloZeno poradové Cislo prvku, které v druhém poli zacind seznam néaslednikti
vrcholu, uréeného potfadovym cislem z prvniho pole. Naslednici jsou v poli naslednika
uloZeni v tésné blizkosti vedle sebe bez jakychkoliv oddélovach. Je-li graf uloZeny pomoci
nasledniki multigrafem, tak jsou rovnob&zné hrany zaznamendny jako opakovany vyskyt
naslednika. Tento zptsob uloZeni grafu v paméti je velmi dsporny a velmi efektivni co se tyce
vyhledavani, jelikoz velmi snadno miZeme prochdzet seznam ndslednikd. Pristup

k prfedchozim prvkim je v§ak o néco komplikovanéjsi a to je nejveétsi nevyhodou této metody.
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4  Popis vytvorenych ndstrojii

Soucasti této prace neni pouhé zpracovani zakladnich poznatka z oblasti teorie grafd, ale
také vytvoftit funk¢ni kéd, ktery by pomohl studentim pfi studiu problematiky graf. Z toho
divodu byly vytvofeny zdrojové soubory pro nekolik typa grafii, kde je prakticky ukazano,

jakym zptusobem funguji nejriznéjsi metody pro praci s jednotlivymi grafy.

4.1 Vyvoj aplikaci
Aplikace vznikd ve svém pocatku jako prosty text, ktery mé velmi specifické pozadavky
na formatovani. Kazdy, kdo se uci programovat musi tedy nejdiive pochopit jak program

formdtovat. S programovanim dzce souvisi n€kolik pojmu, které je nutné znat.

e Zdrojovy kéd
e Kompilovéni zdrojového kodu
¢ Linkovéni

e Debuggovani

4.1.1 Zdrojovy kod

Zdrojovy kdd je prosty text, ktery ma urCité pozadavky na formatovani. Proto je moZzné
vytvofit jej v libovolném textovém editoru. JelikoZ jsou déle s timto textem provadény velmi
specifické dpravy, je doporu€ené pouzit specidlni editor v némz jsou specidlni funkce praveé
pro provadéni dprav se zdrojovym koédem. Témto editorim se fikd vyvojové prostiedi.

Nésleduje velmi kratky a jednoduchy program zapsany v programovacim jazyce C++.

#include <iostream>

void main()

{

std::cout << ,, Text*;

std::cin.get();

Kazdy z uvedenych fadki ma svij vyznam a pouhou zménou malych pismen na velké

muiZeme zpusobit, Ze program nebude fungovat. Zdkladem je zde funkce main, ve které je
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zapsan Cast zdrojového kodu, jeZ bude proveden po spusténi programu. Prvni piikaz mezi
zédvorkami potom vypiSe do konzolového okna ndpis ,,Text“ a druhy vycka na stisknuti

jakékoliv klavesy. Program se potom ukonci.

4.1.2 Kompilovdni zdrojového kédu
Kompilovani zdrojového kédu se nazyva kompilace. To se provadi jednim ze specidlnich
nastroju, kterému se fika kompildtor. Kompilator je velmi sloZity ndstroj s mozZnosti velmi

dikladného nastaveni. Kompilaci zdrojového kédu potom vytvoiime objektovy soubor.

4.1.3 Linkovani

Objektové soubory vytvorené kompildtorem musi byt spojeny. K tomuto slouzi proces
linkovani. Kompildtor vytvoii pro kazdy soubor zdrojového kédu jeden objektovy soubor.
Linkovani potom spoji soubory dohromady (pokud se program sestiava z vice souboru).

Vysledkem je spustitelny soubor.

4.1.4 Debuggovani

V piipadech, kdy zdrojovy kdéd obsahuje jednu nebo vice chyb kvuli kterym nelze program
sestavit a spustit, je potieba takové chyby najit a opravit. Pro hleddni chyb se pouziva
debugger. V piipad€, Ze zdrojovy kdéd neobsahuje chyby, je program spustén ihned po

linkovani.

4.1.5 Vyvoj aplikaci ve windows

Operacni systém windows je urCen piedevs§im pro uZivatele osobnich pocitacu, ktefi maji
zminéného vyvojového prostiedi, které v sob€ integruje jak editor pro psani vlastniho
zdrojového koédu, tak néstroje pro jeho pozdé€jsi spusténi nebo detekci chyb. Pro vytvoreni
nékterych zdrojovych soubord v ramci této prace bylo pouzito volné dostupného editoru DEV
C++. Tento editor je vyvinut programatory operacniho systému linux tak, aby bylo mozné ho
pouZzivat na platform& windows. Diky tomu je dostupny zcela zdarma. Okno tohoto editoru je

na obrazku 8.
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™ Dev-C++ 4.9.9.2 - [ program ] - program.dey . o =1of x|
Soubar Editace Hledat Zobrazic Projekt Spustit Debug Mastroje €S Okna  NapovEda
@eovox|ds e s ss| s
| bmDYe H 2 _g';'|| CoNew [vicst B Zaost Pt |
Soubary | Tridy | Dabuggerl mair.c I
=08 program #ifdef WIN3Z
; main.c #include <stdio.hs>
int maini)
{
printf ("Tento fadek se zobraziin");
return 0;
i
fendif
%} Kompllétor! @ Zdr0|e| ’ Komp\lacei 8 Debuggerl @ Wisledky hledénil
|
[ a7 I [Wkladani 10 Ak v soubons 7

Obr. 8: Okno vyvojového prostfedi DEV C++

4.2 Jednosmérné vazany seznam

Jednosmérné vazany seznam je jednim z nejjednodussich abstraktnich datovych typu, které
byvaji v literatufe oznaCovény za vétev orientovaného grafu. Kazdy prvek seznamu nese jak
informaci o datové sloZce, tak i ukazatel na bezprostredné nésledujici prvek. Posledni prvek
seznamu potom neukazuje nikam, nebo-li ukazuje na NULL. Ptfiklad jednosmérné vdzaného

seznamu je na obrazku 9.

first ¢Iast
<<Data>> <<Data>> <<Data>> <<Datax>= <<Data>> {%T_LL}
Prvek 1 ™|Prvek 2| ™|Prvek 3[ ™|Prvek 4 ™ Prvekn|~ ~ =

Obr. 9: Grafické znazornéni jednosmérn¢ vdzaného seznamu.

Jak je na obrdazku 9 vidét, prvni prvek seznamu nese oznaleni first a posledni prvek
seznamu oznaceni last. Tyto ukazatele slouzi pouze pro potieby programdtora seznamu a
nejsou navenek viditelné.

Pro zékladni praci se seznamem je implementovano nékolik nezbytnych metod:

® VloZeni prvku

e Nalezeni prvku
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® Smazani prvku

e Zjisténi délky seznamu

4.2.1 VloZeni prvku

Pfi vkladani prvku do seznamu hraje dilezitou roli, zda pozadujeme, aby byl seznam
sefazen pro snadngj$i vyhleddvani. Pokud tomu tak je, tak je nutné nejdfive vyhledat
spravnou pozici a poté prvek vlozit. Zde je dulezité zajistit, aby vloZeni probéhlo korektné a
nedoslo k poSkozeni integrity seznamu.

Jednodussi a cCastéji pouZivanou variantou je vloZeni prvku na konec seznamu. Oproti
pfedchozimu feSeni je tato operace provedena v konstantnim case. Nevyhodou tohoto tipu
vkladani prka je mnoZstvi Casu potiebného pro vyhleddavani. VloZeni prvku na konec seznamu

je znazornéno na obrazku 10.

first la=t

v v

“<Datas> “<Dataxs [NULL}
Prvek 1| ™|Prvek 2[ ~ =

Obr. 10: Grafické znazornéni vkladani prvku do jednosmérné vdzaného seznamu.

4.2.2 Nalezeni prvku
Nalezeni prvku v jednosmérné€ vazaném seznamu spocCiva v pruchodu celym seznamem a
hled4ni shody mezi hodnotou hledaného prvku a jednotlivymi prvky seznamu. Casové

slozitost je zavisld na velikosti seznamu, ale i na tom, zda je seznam sefazeny €i nikoliv.

4.2.3 Smazdni prvku

Vymazani prvku je u tohoto typu seznamu nejsloZitejsi tlohou jelikoZ je nutné zachovat
integritu seznamu. Proto je zapotiebi nejprve vyhledat pfedchozi prvek a jemu predat ukazatel
na prvek ndsledujici za mazanym. Tato operace je ¢asové i implementacné nejnidrocnéjsi. Na

obrdzku 11 je graficky zndzorné€no odebrani prvku.
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first last

o {

<<Datar> <<Datax> at <<Data>> =<Datax> {EELL}

Prvek 1 ™|Prvek 2 Pr 3 Prvek 4 ™ Prvek n
J N

Obr. 11: Grafické znazornéni odebirani prvku jednosmérn€ vazaného seznamu

4.2.4 Zjisténi délky seznamu
Posledni metodou implementovanou u jednosmérné vazanych seznamu je zjisténi velikosti
seznamu. To spoCiva v pruchodu celym seznamem od zacatku do konce. Pfi prachodu pres

jednotlivé prvky se vzdy jen pocitadlo prvka zvysi o jednicku.

4.3 Obousmérné vazany seznam

Obousmérné viazany seznam je jakymsi roz$ifenim jednosmérné vidzaného seznamu.
Abstraktni datovy typ obousmeérné vdzany seznam je v literatufe oznaCovin i jako vétev
neorientovaného grafu, protoZe je mozné ji prochdzet obéma sméry. Prvni prvek seznamu,
stejné jako posledni, nikam neukazuje, nebo-li ukazuje na NULL coz je rozdil oproti

jednosmeérné vazaného seznamu. Piiklad obousmérné€ vazaného seznamu je na obrazku 12.

first act l last
“<Dataz> <<Data>> <<Datax> _ [<<pata== <<Data>>| (yypy,
< Y2L I Prvek 1 «—= Prvek 2 [«+—={Prvek 3 [«—=|Prvek 4 [«—={Prvekn|-—~ ~ >

Obr. 12: Grafické zndzornéni obousmérn€ vazaného seznamu.

Zvl14Stnosti obousmeérné vdzaného seznamu je oznaceni prvku act, ktery slouzi pro interni
potieby seznamu.
Obousmérmne véazany seznam implementuje stejné metody jako jednosmeérné vazany

seznam, ale zpusob implementace je jednodussi:

® VloZeni prvku
e Nalezeni prvku
® Smazani prvku

e Zjisténi délky seznamu
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4.3.1 VloZeni prvku

Vkladani prvku do obousmérné vdzaného seznamu md nékolik moZnosti. ZaleZi na tom,

kam je novy prvek seznamu vkladan. MuzZe se jednat o vkladani na zacatek, na konec nebo na

né&jakou jinou pozici do seznamu.

Pri vkladani prvku na zacatek seznamu je dulezité dat pozor na ukazatele act a first.

Grafické znazornéni vkladani prvku na zacatek seznamu je na obrazku 13.

act

v

<<Datax>

Prvek 1

first last
<<Data=> “=Datax> NULL
<—= Prvek 2 Prvek 3| W3/

Obr. 13: Grafické znazornéni vkladani prvku do obousmérné vazaného seznamu na prvni pozici.

Vkladani prvku na zalitek je v Case konstantni stejn€ jako vkladdani prvku na konec.

Nasledujici obrazek graficky zndzorfiuje vkladani prvku na konec.

first

|

<<Data>>

Prvek 1

last

!

<<Data>>

Prvek 2

W

<<Data=>

Prvek 3

(NULL},

Obr. 14: Grafické znazornéni vkladani prvku do obousmérné vazaného seznamu na posledni pozici.

Posledni a nejnaroCné&jsi operaci vkladani do obousmérn€ vdzaného seznamu je vkladani

do seznamu kamkoliv mezi prvni a posledni pozici. Tato moZnost se pouzivd pro seznamy,

které jsou tfidény jiZ pfi jejich vytvéareni. Jednd se o Casové sloZitou operaci, jelikoZ se musi

najit pozice, na kterou bude prvek vlozZen.
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4.3.2 Nalezeni prvku

Nalezeni prvku v obousmérné€ vazaném seznamu spoc¢iva v prichodu seznamem a hledani
shody mezi hledanym prvkem a jednotlivymi prvky seznamu. Casov4 sloZitost je zdvisld na
velikosti seznamu, ale i na tom, zda je seznam sefazeny Ci nikoliv. JelikoZ se jednd o

obousmérné vazany seznam je jedno jakym smérem se bude seznamem pohybovat.

4.3.3 Smazdni prvku

o4

Vymazani prvku je hlavnim divodem rozsifeni jednosmérné vdzaného seznamu na
obousmeérny. Pfi mazani prvku je nutné znat predchozi a nésledujici prvek, cozZ je jednoduché,
protoZe kazdy prvek obsahuje ukazatel na pfedchozi a ndsledujici prvky seznamu. Grafické

zndzornéni odebirani prvku z obousmérné vdzaného seznamu je na obrazku 15.

first act
J' J ﬁ iIast
<=Datax= <=lata <<Datax> <<Datax> [NULL
<'HEL {Prvek 1 [—— Prvek 2[—™|Prvek 3 ™|Prvek nf - -
e b
e

—>|
amn

Obr. 15: Grafické znazornéni odebirani prvku obousmérné vdzaného seznamu

4.3.4 Zjisténi délky seznamu
Stejné jako u jednosmérné€ vazanych seznamd je i zde implementovana metoda pro zjisténi
velikosti seznamu. Cely seznam je prochdzen od zacitku na konec nebo obricené a je

spocitan pocet prvkl seznamu.

-29



4.4 Stromy

Strom reprezentuje abstraktni datovy typ a mizeme ho chdpat jako zobecnény seznam, kde
muze mit kazdy prvek jednoho, ale i vice naslednikui. Pti praci s abstraktni datovou strukturou

jakou je strom je nutné znat nékolik nasledujicich pojmu:

¢ Koren stromu — takto se oznacuje vrchol, ktery nemd Zadného rodice, ale pouze
potomky. Kofen stromu byv4 ¢asto oznaCovén anglickym vyrazem root.

e List stromu — jako listy jsou oznaeny ve stromu prvky, které na rozdil od kofene
nemaji Zadné potomky.

e Uzel stromu - kazdy prvek, ktery ma rodice a jednoho ¢i vice potomku se potom
oznacuje jako uzel stromu.

¢ Podstrom — kazd4 ¢ast stromu, ktery rozviji strom jako celek miZe byt oznacena
jako podstrom. Jednd se o entitu stromu, kterd by vznikla pferuSenim spojnice
kofene stromu a kofene podstromu.

e Hloubka stromu - je ddna vzdélenosti mezi kofenem a nejvzdalenéjSim listem
stromu. Nékdy se pro hloubku stromu zavadi i pojem vySka stromu.

e Hiladina stromu - je urCena poCtem uzli a listd stromu, které lezi ve stejné

hloubce.

e Sirka stromu - nejSirsi hladina stromu urcuje Sitku celého stromu.

Stromy jsou obecné grafy orientované, ale orientace hran se zpravidla nekresli. Orientace
je dana vztahem rodi¢-potomek (nebo-li hrany jsou orientovany z vrcholu leziciho vySe do
vrcholu leZiciho niZe). Grafické zndzorn€ni stromu je na obrazku 16 (je zde naznalena i

orientace hran stromu):
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A

I NULL}
1
<=Data==>
Prvek 1 ROOT
“<Data=> <<Data=* <<Data=*
Prvek 2 Prvek 12 Prvek 6
/—-— ‘-—-F-_—____:-—"
<<Data>> {{Da1;>>
Prvek 3 Prvek 4 <<Data>> <<Data>>

<<Datarr <<Datas>
Prvek 7| |Prvek 11

Prvek 8| (Prvek 13
<<Datax>

<<Dataxx> <<Datax> <<Dataxx =<Data=>
Prvek 5 Prvek 14 Prvek 9| |Prvek 10 Prvek 15

Obr. 16: Grafické zndzornéni stromu.

4.4.1 Bindrni strom

Bindrni strom je zvlaStni pfipad stromu, kdy mé kazdy uzel prdvé dva potomky. Tento

konkrétni typ stromu se pouzivd naptiklad pro vyhleddvani nebo jako vnitini struktura pro
expertni systémy. Ptiklad obecného bindrniho stromu je na obrazku 17:

NULL}
1
=<Data=>
Prvek 1 ROOT
<<Datax> <<Datar>
Prvek 2 Prvek 6
N
<<Data=> “<<Datax>
Prvek 3 Prvek 4 <<Data>> <<Data=>
Prvek 7 Prvek 8
{NULL}, " « {NULL} = {NULL}
2 ¥ = {NULL. L,
it
<<Data>> <<Datax> <<Datakx> <<Data>>
Prvek 5 Prvek 9 Prvek 10 Prvekn
{NULL}, "  {NULL} {NULL}, " « {NULL} {NULL}, " « {NULL} {NULL}, " « { NULL}
~ A #~ x e Y ~ Y

Obr. 17: Grafické zndzornéni bindrniho stromu.
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4.4.2 Bindrni vyhleddvaci strom

Bin4drnim vyhleddvacim stromem se oznacuje bindrni strom, pro jehoZ vytvéfeni a prici s
nim plati urcitd pravidla. Uzly tohoto stromu totiZ obsahuji klie. Pro jednoduchost si je 1ze
predstavit jako celd Cisla. Tyto kli¢e potom slouZi jako systém pro uspotdddni stromu. Toto
usporadani je realizovdno tak, Ze klice levého podstromu jsou vZdy mensi nez kliCe pravého
podstromu a nebo naopak.

Vyhleddvat v takto uspofddaném systému klicu je jednoduché a patrné z vysSe uvedenych
informaci. MnoZina hodnot, ve které hleddme je vZdy rozdélena na dve Casti, které jsou
uréeny aktudlnim uzlem. Casov4 sloZitost takového vyhleddvéni je zdvisld na velikosti levého
a pravého podstromu, ktery vznikne pii prichodu kofenem tohoto podstromu.

Priklad binarniho vyhleddvaciho stromu je na obrazku 18. Klice levého podstromu jsou

vZdy menSi nebo rovny jak hodnoty pravého podstromu.

(2
ORO
ONONO

Obr. 18: Nahodné vygenerovany bindrni vyhleddvaci strom

Pro potieby price s bindrnim stromem je nutné implementovat nekolik zdkladnich metod.
Vkladéani a hledani prvku bylo popsdno v predchozi ¢4sti, a proto jedinou zdkladni metodou, o
které nebyla zminka je mazani prvku ze stromové struktury.

Mazani prvka binarniho vyhleddvaciho stromu je zavislé na po¢tu potomki stromu nebo

na pozici uzlu ve stromu. RozliSujeme tyto ptipady:
® Mazany uzel ma dva potomky

e Mazany uzel m4 jednoho potomka

e Mazany uzel je bez potomkii
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4.4.2.1 Mazdni uzlu se dvéma potomky

Tato varianta mazani prvku ma dvé rizné moznosti feSeni: levou a pravou:

Leva varianta — v tomto piipad€ je nalezen nejpravéjsi prvek levého podstromu, ktery je
uréen mazanym prvkem a tento prvek je poté nahrazen za mazany uzel.
Prava varianta — oproti levé varianté je zrcadlové otoCend. Je nalezen nejlevéjsi prvek
pravého podstromu, ktery je ur€en mazanym prvkem a tento prvek je poté
nahrazen za mazany uzel.
Na nésledujicim obrazku je zobrazena levd varianta, kdy mazanym prvkem je sdm kofen

stromu. Zde dojde navic jen k predani ukazatele root, ktery na kotfen ukazuje.

e
L20=
Pr 1
~ A
<] P PP
Prvek 2 Prvek 3
{NULL}
S {NULL L.
iz \_
<]l Zx= 4] 9> =33 FF

Prvek 4 Prvek 5 Prvek 6

{NULL}, 7" « { NULL}

# N

{NULLL * « {NULL}
~ 2N
ROOT

Obr. 19: Mazani prvku binarniho vyhleddvaciho stromu se dvéma potomky

4.4.2.2 Mazdni uzlu s jednim potomkem
Oproti predchozimu feSeni je tato uloha mnohem jednodu$$i. Mazany prvek se pouze
nahradi jeho jedinym potomkem. Mazani prvku s jednim potomkem je graficky zndzornéno

na obrazku 20.
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i NULL }
{:{ZIEI}} o
Prvek 1 ROCT
/\ e
<] F = =R P>
Prvek 2 Pr 3
{MLL
/\ )mﬁ v
<] B =] 9 R I

Prvek 4 Prvek 5 Prvek 6

{NULL}, " « { NULL} {NULL}, " « {NULL} {NULL}, " « {NULL}
# a\ # X & S

Obr. 20: Mazéni prvku bindrniho vyhleddvaciho stromu s jednim potomkem

4.4.2.3 Mazdni uzlu bez potomku
Nejjednodussi variantou mazani uzlu je piipad, kdy je uzel listem stromu a tudiZ nema

74dné potomky. Zde je prvek stromu prosté smazan jak ukazuje obrazek 21.

A

i NULL}
|
“=Z0=x -
Prvek 1 ROOT
S L4
Prvek 2 Prvek 3
{NULL L
s
<] B <] Q-
Prvek 4 Prvek 5

oy

e
el
(wpin), 7 ({NUT
pad X

{NULL}, " « { NULL} {NULL}, *" « {NULL}
oy

#“~ N #

Obr. 21: Mazéni prvku bindrniho vyhleddvaciho stromu bez potomka
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4.5 Vyhledavani v grafech

vvvvvv

nebo zména nékterych prvkd grafu. Pokud vSak chceme s prvkem néjakym zplusobem
pracovat, je tfeba tento prvek nejprve najit. Dal$im divodem pro implementaci metod
pruchodu grafem je zjisténi dostupnosti prvka grafu z vychoziho bodu. Tato tloha by se sice
dala vyfesit prostym prevedenim grafu do grafické podoby a vyhleddnim, ale pokud by byl
graf velmi rozsahly, je jednodus$si uzit néktery ze systematickych postupt pii vyhledavani.
Proto vzniklo né€kolik algoritmi, jenz se v zdsadé de€li na 2 skupiny. Prvni skupinou jsou
algoritmy, prochdzejici graf ndhodné bez jakékoliv snahy odhadnout idedlni cestu grafem.
Druhd skupina algoritmt pfistupuje k feSeni problému vyhleddvani v grafech mnohem
efektivn€j$im zpasobem a k vyhledavani se vyuZivd informovanych metod, diky kterym je

Meve

mozné nalézt optimdlné;si reSeni.

4.5.1 Slepé prohleddavdni
Tato rodina algoritmt vyuziva postupného prochazeni celého grafu. Z pravidla nebyva
implementovana zadna funkce, ktera hodnoti pruchod pres jednotlivé prvky a pfifazuje jim

prioritu. Tyto priority by potom slouzily k efektivn€jSimu nalezeni cesty k cili.

4.5.1.1 Prohleddvani do hloubky

Prohleddvani do hloubky, neékdy ozna¢ovanému jako DF'S (Depth First Search), je jednim
ze dvou hlavnich reprezentantt slepého prohleddavani grafi. Princip Cinnosti tohoto algoritmu
je v upfednostnéni uzla grafu, jez maji od pocatku nejvetsi vzdalenost. Princip funkce metody

by se dal shrnout do nasledujicich kroku:

e Na zaatku je programem vytvofena prdzdnd mnoZina pro prvky, které jiz byly
prohleddny. Soucastné stim je vytvotfena prdzdnd fronta pro prvky, které jesté
prohledany nebyly.

® Vychozi vrchol je vloZen do fronty pro neprohledané vrcholy

e Probéhne test na prazdnost fronty neprohledanych. Tento test slouzi pro ukonceni
v piipad€ nenalezeni vysledku.

e V dal$im kroku je z fronty neprohledanych vybrédn prvni prvek a oznacen jako first.

® Vrchol oznaceny jako first je testovdn na shodnost s vyhleddvanym prvkem.
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e Do fronty neprohledanych se vloZi vSechny nésledujici vrcholy na zacatek. Ty se
kontroluji a vkladaji i do mnoziny prohledanych, aby nedochézelo k zacykleni kvuli

testu stejnych prvka vicekrat.

Na tomto algoritmu je zajimava pravé prace s frontou neprohledanych vrcholi. Tato
fronta md povahu zdsobniku a prvky jsou vkldddny na jeho vrchol tak, aby byl vybrdn
z fronty prvek, ktery je ve fronté nejkrat$i dobu. Prvky jsou tedy z fronty vybirdny od
nejvzdélengj$tho vrcholu k vrcholu vychozimu. Na obrizku 22 je vyvojovy diagram
algoritmu prohleddvani do Sitky.

Start

vytvof dwég entity:

neprohledany = prédzdna fronta
prohledany = prdzdna mnoZina
b3

VloZ poddtedni stawv
do neprohledanych

Je fronta neprohhledanych

= = N El - ?
Konec. Regeni prazona’

nenalezeno.

AR

0< AN
6

Odstrafl z fronty
neprohledanych
prvni prvek (First)

Konec. Regen Je First fedenim?

nalezeno. AND

_x
o

MNE

By

2 prvku First wyker
vdechny potomky a umisti
Jje do fronty neprohledané
na za&dtek 1 do mnofiny
prohledanych.

Obr. 22: Vyvojovy diagram pro algoritmus prohleddvani do hloubky.
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4.5.1.2 Prohleddvdni do Sirky

Tento algoritmus byvd oznaCovdn jako algoritmus BFS (Breadth First Search) .
Prohleddvani grafu do §itky Ize jednoduSe charakterizovat jako zdplavu pfi hleddni. Hledani
totiZ probiha tak, Ze u vychoziho vrcholu prohleddme potomky. Pokud neni nalezena hodnota
nebo nenf projity cely graf, tak se cely postup neustdle opakuje. Tato jednoduchd metoda dava
nejlepsi vysledky pfi hledani nejkratSich cest v grafech bez ohodnocenych prechodi mezi
uzly. Vyvojovy diagram pro algoritmus prohleddvini do Sitky je zndzornén na obrazku 23.

Cely postup vyhledavani by se dal shrnout do nésledujicich bodi:

e Na zaatku je programem vytvofena prdzdnd mnoZina pro prvky, které jiz byly
prohleddny. Soucastné stim je vytvotfena prdzdnd fronta pro prvky, které jesté
prohledany nebyly.

® Vychozi vrchol je vloZen do fronty pro neprohledané vrcholy

e Probéhne test na prazdnost fronty neprohledanych. Tento test slouzi pro ukonceni
v piipad€ nenalezeni vysledku.

e V dal$im kroku je z fronty neprohledanych vybrédn prvni prvek a oznacen jako first.

® Vrchol oznaceny jako first je testovdn na shodnost s vyhleddvanym prvkem.

e Do fronty neprohledanych se vloZi vSechny ndsledujici vrcholy na konec. Ty se
kontroluji a vkladaji i do mnoziny prohledanych, aby nedochézelo k zacykleni kvuli

testu stejnych prvka vicekrat.
Na tomto algoritmu je podstatné to, Ze prvky jsou do fronty neprohledanych vkldddny na

konec a tak se z fronty vybere vzdy ten prvek, ktery je ve fronté nejdéle. Proto dostal

algoritmus ndzev prohleddvéni do $itky.
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Obr. 23: Vyvojovy diagram pro algoritmus prohledavani do Sitky.

4.5.1.3 Prohleddvdni do hloubky s omezenou hloubkou

Algoritmus DLS (Depth Limited Search) vznikl jako dprava algoritmu vyhleddvéani do
hloubky jak napovidd samotny ndzev. Princip Cinnosti je tedy totozny s algoritmem
prohleddvini do Sitky. OdliSnost je pouze v hlidané hladin€ zanofeni. Tato varianta
vyhleddvéni se s vyhodou uZziva v situacich, kdy je zndmd hloubka vnofeni vyhleddvaného

prvku oproti prvku vychozimu.
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4.5.1.4 Iterativni prohleddvani do hloubky s omezenou hloubkou

Tento algoritmus nese oznaCeni IDLS. Hlavni nevyhodou prohleddvani s omezenou
hloubkou je neschopnost nalézt prvek, pokud lezi na vzdalen€j$i hladin€ neZ je hladina
odhadovand. V tomto piipadé je hloubka vnofeni, pfi nenalezeni hledaného prvku,
inkrementovéna a cely postup hledani se opakuje dokud nedojde k dspéSnému nalezeni nebo

k projiti celého grafu.

4.5.2 Informované metody prohleddavdni

Tyto metody jsou oproti slepému prohleddvani vybaveny funkcemi, které umoziuji fidit
pruchod grafem, a tak dojit od zdroje k cili v mnohem krat§im Case. Jako ndstroj pro fizeni
pruchodu slouzi ohodnocovani vSech stavl, coz vede ke zvyhodnéni nékterych cest oproti
jinym. Nevyhodou tohoto feSeni je pravé nutnost implementace ndstroje pro ohodnocovani

stavu.

4.5.2.1 BestFS
Best FS je algoritmus postaveny na vyhleddvani do Sitky. Roz$ifenim je mechanismus
rozhodovani o tom, zda se konkrétné€ zpracovavany uzel grafu bliZi k feSeni vice neZ ostatni.
Implementace algoritmu potom vyzZaduje pouze pouZiti prioritni fronty namisto normalni.
Prvky jsou tedy vkladidny do fronty s pridélenymi prioritami a podle nich jsou také z fronty
odebirdany. Pfidélovani priorit se nedd obecné nijak stanovit a proto je tfeba upravit feSeni

piimo pro ten ktery piipad.

4522 A*
Tento algoritmus je pouhym rozSifenim predchoziho o moZnost pfidélovani priorit nejen
podle stavi, které se zdaji byt nejblize feSeni, ale i podle jiz proslych cest, které nevedly

k feSeni nalezeni cesty.

4.5.3 Porovndni vyhleddvacich algoritmii

Hlavnim tdkolem vyhleddvacich algoritma je urceni dostupnosti prvki grafu z vychoziho
bodu. To muze byt vhodné napiiklad pii urCovani spojitosti grafu. Pro tyto dcely bylo
vyvinuto né€kolik algoritmi, které v§ak vice nebo méné vychazeji z algoritmu prohledavani do

Sitky nebo do hloubky.
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Prohledédvani do $itky je implementacné nendrocny algoritmus stejné jako prohleddvani do
hloubky. Hlavni sila této metody urcovani dostupnosti prvka v grafu je vybirani téch uzld,
které se nachdzeji v bezprostredné blizkém okoli vychoziho prvku. Tento postup se pouzivd i
u algoritmu pro urCovani nejkratsi cesty v grafech. Proto je vyhledavani do Sitky uzivano pro
hleddni nejkratsi cesty v neohodnocenych grafech.

Prohleddvani grafu do hloubky je naopak vyuZivano pro vyhleddvéni v krajnich oblastech
grafu. Je mozné jej vyuZzit v situacich hledani extrémt grafu, kde by pouziti vyhleddvani do
Sitky nebylo vhodné, zejména pro délku doby vypoctu.

Obeé dvé metody je mozné kombinovat nebo vypocet provddét soucasn€. V piipadé
kombinace dochdzi k volbé toho kterého algoritmu na zdkladé odhadu vzdalenosti
vyhleddvaného prvku. Soucasné pouZziti obou metod potom, pfi zdvojndsobeni narokdi na

vypocetni kapacitu, umoziuje vyhleddvat bez odhadu.

4.6 Hleddni nejkratsi cesty

Dal$im z hlavnich problému teorie graft je zpusob, jakym lze grafy prochdzet (viz.
pfedchozi kapitola). Pokud vSak hrany spojujici dva vrcholy ozna¢ime ¢iselné€ podle né€jakého
kritéria, vznikne graf ohodnoceny. Nad takovouto mnoZzinou grafi miZeme provadeét
vyhledavani nejkrat$i cesty. V praxi se tyto vypocty pouZivaji u link-state protokolu, které
slouzi ke smérovani paketovych dat v IP prostoru. Ohodnoceni hran je zde zastoupeno
ohodnocenim jednotlivych pfenosovych cest mezi smérovai v zdvislosti na jejich

pruchodnosti.

4.6.1 Neohodnoceny graf

Ulohu vyhledavéni nejkratsi cesty lze aplikovat i na grafy neohodnocené. Délka nejkratsi
cesty je potom pocitdna jako pocet hran, které vedou z pocitecniho do koncového bodu. Tato
vzdéilenost by odpovidala vzdalenosti v ohodnoceném grafu, kde by kazd4d hrana byla
ohodnocena jednickou.

Jako algoritmus pro vyhleddvani nejkratsi cesty v neohodnocenych grafech je vyuZivano,
v kapitole 4.5.1.2 popsaného algoritmu BFS (Breadth First Search), ktery je oznacovéan jako
algoritmus prochdzeni do Sitky. Jiné oznaceni tohoto postupu vyuZivaného pro nalezeni
nejkratsi cesty v neohodnocenych grafech je algoritmus vlny. Prachod grafem si totiz

muZzeme predstavit jako vlny, které se $ifi z poc¢atecniho bodu ke koncovému.
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4.6.2 Ohodnoceny graf

Vétsina aplikaci zabyvajici se vyhleddvanim nejkratsi cesty vSak nepracuje s jednotkove
ohodnocenym grafem. Jakym zptsobem bude graf ohodnocen urcuje situace, ve které je této
struktury vyuzivdno. V zdsad¢ se ale tyto aplikace déli na dvé velké skupiny a to podle toho,

jaké ohodnoceni je v grafu pouZito.

e Nezaporn€ ohodnocené grafy

® Obecné ohodnocené grafy

4.6.2.1 Nezdporné ohodnoceny graf

Nezaporné ohodnocené grafy pro ohodnoceni hran vyuZivaji nezdpornd cela c¢isla. Tim se
problém vyhleddvani nejkrat$i cesty stdva slozit€j$i tdlohou. Algoritmus BFS by si zde
nevystacil, jelikoZ prohledivd celou oblast grafu v zdplavich. Proto bylo nutné
implementovat nékolik algoritmud, které k problému pristupuji efektivnéji. Mezi tyto

algoritmy patii zejména:

e Dijkstrav algoritmus

e Floyd-Warhallav algoritmus

4.6.2.1.1 Dijkstruy algoritmus
Dijkstrav  algoritmus vyhleddva nejkrat$i cesty z vychoziho vrcholu do ostatnich
v nezdporn€¢ ohodnoceném neorientovaném grafu. Podstatu priace Dijkstrova algoritmu lze

shrnout do nékolika zdkladnich bodu:

e Na zacatku je programem vytvofeno nékolik front. Fronta pro prohledané a pro
neprohledané prvky. Ddle je vytvofena fronta vSech prvkl grafu a s touto frontou
korespondujici seznam vzdélenosti z vychoziho vrcholu.

¢ Fronta neprohledanych a vSech prvki je naplnéna soucasne.

e Zfronty prohledanych prvkii je vybran pocatecni prvek a je umistén mezi
prohledané prvky a zdroven je zapsdna jeho vzdalenost od vychoziho (jde o
vzdélenost prvku od sama sebe, coZ je pochopitelng 0).

e Postupné se prohleddvaji dalsi prvky grafu. Vidy se vybere ten prvek, ktery je

k vychozimu nejbliZe, umisti se mezi prohledané a zaznamen4 se jeho vzdalenost.
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e Cely postup se opakuje, dokud nejsou projity vSechny prvky grafu.

Algoritmus je koneCny, protoZe v kaZzdém kroku se zmenSuje mnoZina neprohledanych
prvku pravé o jeden. Vyvojovy diagram pro Dijkstriv algoritmus je na obrazku 24. Tento
algoritmus pracuje, jak jiz bylo uvedeno, s neohodnocenym grafem a proto je nutné pro
ulozeni grafu v paméti zvolit vhodnou datovou strukturu reprezentujici graf. Jako

nejvyhodné&jsi se z hlediska ndvrhu jevi vyuZit seznamu hran.

Start

vytwvof &tyPi entity:

frontu wiech prvkd grafu

frontu vzddlenosti z vychoziho prvkua
frontu prohledanych prvki

frontu neprohledanyceh prvki

Naplfi frontu vEech prvkid i
frontu neprohledanyceh prvki

prvku na vychozi hodnotu

Nastav wzddlenosti od poééteénthj

piide]j pofZdtedni prvek do
prohledanych a zapi3 jeho
vzddlenost od sama sehe

: : RPN Je delka front prohledanych a
Tabulka vzdalenosti z poZateéniho ; "
proku je vytvarena. P ANO neprohledanych stejna?

Y e

Kaonec.

k prohledaniym

Najdi prvek nejbliéi1

Zapid vzddlenost od pofédteiniho
prvku do fronty wzddlenosti

fronty prohledanych

Obr. 24: Vyvojovy diagram Dikstrova algoritmu.

P¥idej nejbliZ3i prvek de
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4.6.2.1.2 Floyd-Warshalluy algoritmus

Oproti Dijkstrovu algoritmu pracuje s orientovanym grafem s nezdporné ohodnocenymi
hranami. Diky préaci pouze s orientovanymi hranami dokaZe vypocitat minimdalni vzdédlenost
mezi libovolnou dvojici prvka grafu. Pokud bychom tohoto chtéli dosdhnout za pomoci
predchoziho algoritmu, bylo by potieba provést tento postup tolikrat, kolik je prvka v grafu a
to by u rozsahlych graft bylo velmi zdlouhavé a naro¢né na vypocetni vykon.

Zékladni podminkou Floyd-Warshallova postupu vypoCtu nejkratS$i cesty grafem je
oznaceni jednotlivych vrchola pfirozenymi Cisly. Nejveétsi sila je v tom, Ze vzdalenosti se
nepocitaji piimo, ale v iteracich jejichZz pocet je roven poctu prvku grafu. Postup vypoctu

nejkratSich cest by se dal shrnout takto:

e Vytvor frontu vSech vrcholll a matici vzdélenosti, kterd vznikne rozsitenim fronty
vzdélenosti z jednorozmé&rného na dvojrozmérné pole.
e Napln frontu vSech prvka a pfifad’ jim ¢iselné hodnoty od jedné.
e Napli matici vzdalenosti podle nasledujicich pravidel:
o Vzdélenost prvku sama od sebe je 0 (diagondla matice bude nulov4).
o Vzdélenost od prvku k sousednimu je rovna nezdpornému ohodnoceni
hrany.
o Vzdélenost z prvku do nesousediciho je rovna nekonecnu.
¢ Dokud nebude matice vzddlenosti projita celd, provddi se jednotlivé iterace.
V kazdé iteraci je projita celd matice vzdélenosti a hleda se kratSi cesta neZ je cesta

nastavena.

Tento algoritmus je velmi jednoduchy a efektivni. Pokud bychom si chtéli u kazdého
prvku pamatovat, jak se do n¢ho dostaneme, museli bychom do algoritmu implementovat
mechanismus zachytavani projitych uzld, coZ by vyzadovalo vyssi pamétové naroky. Oproti
Dijkstrovu algoritmu se jednd o mnohem efektivnéj$i postup vypoctu nejkratsi cesty, ale nelze
ho pouZzit na neorientovany graf. V praxi se mnohem ¢astéji vyuZziva prace s neorientovanymi

grafy, a tak je Floyd-Warshalliv algoritmus vyuzivan méné Castéji.
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Start

vytvofeni dwvou entit:
frontu wiech prvkil grafu
matice vzddlensoti sousednich prvkd

b

Naplrl frontu wsech prvkéﬁ

W

Maplf matici vzdalenosti sousednich prekin;
- vzdalenost do sama sebe =0
- vZdalenost do sousedniho prvku = hodnota hrany
- vwZdalenost nesousediciho prvku = nekoneéno

Je matice vzdalenosti pfepaditana

AND na matici nejkratsich cest?
ME
kaonec. Kanec. \I,

Uypodite] novou vzdélennsgﬁ

Je nova vzdalenost mendi
ne# plyvodni?

W

ME
AN

Nahrad novou wvzdédlenost
za starou

Obr. 25: Vyvojovy diagram Floyd-Warshallova algoritmu

4.6.2.2 Obecné ohodnoceny graf

Obecné ohodnoceny graf neni dplnym opakem nezdporn€ ohodnoceného grafu, protoze
muiZze obsahovat jak kladné, tak i zaporné hodnocené hrany. Kdyby kladné ohodnoceni hrany
znamenalo dobu, kterd je potfeba na projiti pfes hranu, tak by zdporné ¢islo ukazovalo, Ze
hranou se da projit dfive nez bychom ji vibec projit chtéli. Takovéto oznaCovani hran a
naslednd prace s nimi je velmi sloZitd a nejednoznacnd, proto se v praxi obecné ohodnocené

grafy v zasadé nepouZzivaji. Jedinym zastupcem je tedy Bellman-Fordav algoritmus.

- 44 -



4.6.2.2.1 Bellman-Forduy algoritmus

Jak jiz bylo uvedeno, tento algoritmus vyhledd nejkrat$i cestu v obecné ohodnoceném
grafu. Zdkladnim funkénim pilifem je metoda, kterd zajiStuje aktudln€ nastavenou hodnotu
nejkratsi vzdalenosti. Vyvojovy diagram Bellman-Fordova algoritmu je na obrdzku 27. Cely

postup vypoctu je mozné shrnout do nasledujicich boda:

e Vytvor dvé zdkladni entity pro vypocet: fontu vSech prvka prochazeného grafu a
frontu vzdalenosti od vychoziho prvku.

e Naplid vytvorené fronty. Prvek fronty vzdalenosti reprezentujici vzdalenost d
pocatku je nastaven na O.

e Dokud nebude projita celd fronta uzld, pocitej v kazdé iteraci novou vzdalenost

jednotlivych prvka a porovnej ji s uloZenou hodnotou.
Za predpokladu, Ze nejkratsi cesta neobsahuje hran tolik, kolik je hran grafu, miZeme béh

algoritmu urychlit nastavenim poctu iteraci pravé na hodnotu poctu hran, které jsou nejkratsi

cestou k vychozimu bodu.
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Start

B

vytvofeni dvou entit:
frontu vdech prvkd grafu
fronta wvzddlenosti od wychoziho prvku

b i

Napl#i frontu vEech prvkid a jejich
veddlenosti na defaultni hodnotu

Je fronta vzdalenosti piepocitana

na frantu nekratsich cest?
ANO )

Kaonec. J/ ME

Vypodite] novou vzélennsgﬁ

Je nova vzdalenost mensi
nef plvodni?

L 4

ME
AN

za starou

Nahrad nowvou vzdélenasgj

Obr. 26: Vyvojovy diagram Bellman-Fordova algoritmu.

4.6.3 Porovndni metod pro vypodcet minimdlni cesty

Pro vyhledavani v grafech bylo vyvinuto spoustu algoritmii a postupu. Pfi vybéru
nejvhodnéjsi metody pro nalezeni nejkratSi cesty zdleZi na reprezentaci, orientaci nebo na
zpusobu ohodnoceni grafu.

Jako nejuniverzalné&jsi se jevi Dijkstrav algoritmus, jelikoz dokdze prohledavat grafy bez
ohledu na orientaci. V tomto je jeho nejvetsi sila. Oproti ostatnim algoritmim pokulhdva ve
vypoctech minimdlnich cest pro vSechny prvky grafu. Pokud bychom tedy chtéli urcit
minimdlni vzdélenosti pro vSechny prvky grafu, bylo by nutné provést vypocet tolikrat, kolik
je prvku v grafu. Tento nedostatek je vykoupen vySe zmin€nou nezdavislosti na orientaci
v grafu a Dijkstdv algoritmus je v praxi nejuzivanéj$im postupem pro vypocet minimaln{

vzdalenosti.
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Floyd-Warshallav algoritmus je oproti Dijkstrovu algoritmu mnohem jednodu$si a je
mozné najednou vypocist vzdalenosti pro vSechny prvky grafu. Vyraznym omezenim je ale
neschopnost pracovat s neorientovanymi grafy. Cdsteénym feSenim je vypodist hodnotu
minimalni vzdalenosti pro pivodni a pozménénou variantu grafu. Vysledky ale nebudou
totozné. Dostaneme potom jinou nejkratsi cestu z vychoziho prvku do vyhleddvaného nez
tomu je u cesty z vyhleddvaného do vychoziho.

Nejméné uzivanou variantou ohodnoceni grafii, jsou obecné ohodnocené grafy. Vypocet
minimalni vzdédlenosti je potom sloZitou a nejednoznacnou ulohou. Zastupcem urcovani
minimalni cesty v obecné ohodnocenych grafech je Bellman-Fordav algoritmus. Oproti
predchozim algoritmim obsahuje mechanismy pro detekci zapornych cykli, kterych neni u

nezaporn€ ohodnocenych graft zapotiebi.

4.7 Kostry grafu

Kostrou grafu nazyvame kazdy libovolny pod-graf, ktery vznikne z pivodniho. Kostra
grafu obsahuje vSechny uzly pavodniho grafu, ale jen nékolik nejdaleZitéjSich hran. Vybrany
jsou jen ty, které spojuji v§echny uzly. Z uvedenych informaci je jasné, Ze graf miZe mit vice
neZ jednu kostru, pokud existuje dostatecné mnozstvi hran, nebo pokud jiz ptivodni graf neni
kostrou.

Vsechny kostry neohodnoceného grafu jsou rizné, ale navzajem rovnocenné. Maji stejny
pocet uzli a hran. Pokud ale budeme chtit vyhledavat kostry v ohodnoceném grafu, budou
kostry rozdilné v souctu ohodnoceni hran. Potom miZeme zavést pojem minimdlni kostra
grafu. Kazdy graf miZe mit, stejné€ jako koster, nékolik minimdlnich koster.

Hleddni minimdlnich koster v grafu je velmi uZivanym aparatem v praktickych aplikacich.
Proto existuje né€kolik navrhovanych feSeni, kterymi se zabyvd védni disciplina s ndzvem
teoretickd informatika. Tato véda se vSak zabyvd pouze neorientovanymi grafy.

S pojmem minimalni kostra grafu souvisi i pojem pocet minimélnich koster v grafu. Diky
raznému ohodnoceni hran mazZe vzniknout n€kolik minimélnich koster, které budou navzajem
rozdilné. VSechny tyto kostry jsou minimdlnimi a jejich pocCet lze stanovit z matice
sousednosti nebo z matice incidence, které graf popisuji.

Obecné lze spocitat kostry vychdzejici z riznych prvki a vzdjemné je porovnat. Pro to

neexistuje Zadny pfedem stanoveny postup, ale podle Cayleyho formule [11] Ize stanovit, Ze

-47 -



graf obsahujici n vrchold miZe obsahovat az n™* koster. Toto pravidlo plati pro viechny

grafy, jejichZ pocet uzll je vétsi nebo roven tfem.

4.7.1 Kruskalitv algoritmus

Tento postup nalezeni minimalni kostry grafu byva také nékdy oznacovan jako Kruskalav
hladovy algoritmus. Na pocétku je vytvofen seznam hran a ty jsou postupné odebirdny nebo
je vytvofen prazdny seznam, jeZ je postupné plnén. Nalezeni minimdlni kostry lze tedy

realizovat dvéma zpusoby:

¢ Postupné pridavani hran

o Na zaciatku je vytvofen prazdny seznam hran, ktery slouzi jako datovd
struktura pro minimaln{ kostru grafu.

o Postupné se prochdzi cely graf tak, Ze jsou vybirdny hrany s nejnizSim
ohodnocenim a pfiddvaji se do pfedem vytvoreného seznamu.

o Po kazdém pfidani hrany se kontroluje, zda jiZ minimdlni kostra obsahuje
vSechny uzly pavodniho grafu a zda minimdlni kostra neobsahuje kruznice
(hrany né€kolika uzlG uzaviraji kruh). Pokud jsou obsaZzeny vSechny prvky:

Minimdlni kostra je vytvofena. Pokud ne: Pokracuje se s pfiddvanim.
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Start

vytvoreni dwvou entit:
frontu viech prvkd grafu
seznam v3ech hran grafu

y

Naplfi frontu wiech prvkd a seznam
hran sefad wvzestupné

Byla nalezena minimalni

kostra?
.’ AND Es ra
Kaonec. NE

pfide] nejkratsi
hranu do kostry
Doslo kwytvofeni
kruZnice?

MNE
AN

ozna® Ji jako projitou

Odeber pfidanou hranu £1

Obr. 27: Vyvojovy diagram Kruskalova hladového algoritmus. Varianta s pfidavanim hran.

Postupné odebirani hran

o Na zacitku je vytvofen seznam hran, ktery je naplnén vSemi hranami
puvodniho grafu a cely seznam je sefazen podle velikosti ohodnoceni hran.

o Postupné se prochdzi cely seznam od nejvySe ohodnocenych hran k nejnize
ohodnocenym.

o Pii kaZzdém odebrani hrany je zkontrolovano, zda jsou v seznamu obsaZeny
vSechny uzly pivodniho grafu a zaroven jestli nedoslo k rozpojeni grafu.
Pokud jsou tato kritéria splnéna: Je hrana smazana. Pokud ne: Zustava hrana
V seznamu.

o Hrany, které v seznamu zUstanou, jsou hranami minimaln{ kostry.
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Start

vytvoteni dwvou entit:

frontu wiech prvkd grafu

seznam wviech hran grafu, ketry bude
upraven na sSezhnam hran kostry

4

Maplfi frontu viech prvkil a seznam
hran sefad sestupné

Bvla nalezena minimalni
2 kostra®?

- "
T

MNE

konec.

odeber ze sSeznamu
nejdel3i hranu

Obsahuje kostra
wiechny uzly? AN

=

FP¥idej odebranou hranu
zpét do seznamu a oznad
71 jako prohledancou

Obr. 28: Vyvojovy diagram Kruskalova hladového algoritmus. Varianta s odebirdnim hran.

4.7.2 Jarnikiiv (Primiiv) algoritmus

Tento algoritmus pro ur¢eni minimdlni kostry vychdzi z toho, Ze hrany pfiddvané do
mnoZiny hran reprezentujici podstrom jsou stdle jednim podstromem. K tomuto podstromu se
vzdy pfiddva jeden novy uzel. Tento uzel, spolu s hranou, kterd ho pfipojuje k minimalni
kostie, ma od kostry nejmensi vzdalenost. Hodnoty nejmensich vzdalenosti uzlii od minimalni
kostry jsou postupnym piidivanim novych uzli ménény, a proto je zapotfebi minimalni
vzdéalenosti, pfi kazdém piiddni nového prvku, prepocitat. Vyvojovy diagram tohoto
algoritmu je na obrazku 29. Oproti pfedchozimu algoritmu vyhleddvani minimdlni kostry je

nutné u tohoto specifikovat uzel, ve kterém je hleddni spusténo.
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Start

vytvofeni dwvou entit:
frontu viech prvkd grafu
seznam hran pro wlkAadéni
hran kostry

bl

Napli frontu wZech prvkéﬁ

W

Zade] wychozi hDJﬁ

Chsahuje kostra wEechny

. ] =
AND uzly plvodniho grafu’

Fonec.
ME

pride] do seznamu hran
takowvou hranu, kterd ma

: - p
nejmensi ochodnoceni a wvede
do je3té nepfidaného uzlu

Obr. 29: Vyvojovy diagram Jarnikova (Primova) algoritmu.

Podstata cinnosti Jarnikova (Primova) algoritmu by se dala shrnut do nékolika

nasledujicich bodu:

Na zacatku je vytvofen seznam vSech prvka grafu a seznam hran slouZzici pro uloZeni
informaci podstromu, ktery reprezentuje minimdlni kostru.

Fronta vSech prvku je naplnéna postupnym projitim celého grafu.

Hledani minimdlni kostry za¢ind ve vychozim bod€. A postupné se do podstromu
minimdlni kostry priddvaji hrany s nejnizsi vzdalenosti od dosud vytvofené kostry.
Pokud obsahuje kostra vSechny prvky jako fronta vSech prvki grafu, je minimalni

kostra vytvofena.
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4.7.3 Boriivkiiv algoritmus

Zakladni myslenkou tohoto algoritmu je spojovani podstromti minimélnich koster grafu
tak, ze dochazi ke spojovani uzli pomoci nejniZze ohodnocenych hran. Postupné spojovani
probiha do té doby, dokud neni vytvofen jeden jediny souvisly podstrom tvotfici minimalni
kostru celého grafu. S Boravkovym algoritmem, jehoz vyvojovy diagram je na obrazku 30,
Uzce souvisi pojem jednoznacnost minimdalni kostry.

Dosud piedstavené algoritmy pro vyhleddvdni minimdlni kostry pracovaly s nezdporné
ohodnocenymi grafy. Hrany téchto grafi mohou byt ohodnoceny rtizné. To znamen4, Ze vice
hran muze byt ohodnoceno stejné. Pii vytvafeni minimdlnich koster z riznych pocatecnich
bodu tak neexistuje jednozna¢né ur¢end minimalni kostra. Pokud je vSak zaruceno, ze Zadné
dvé ani vice hran v grafu nebudou mit stejné ohodnoceni, je kostra vytvofend z jakéhokoliv

pocatecniho bodu vZdy stejnd a tudiZ i jednoznacné urcena.

Start

vytwofreni dvou entit:

W o
mnozinu podstromi grafu
seznam hran pro vlkadani
hran kostry

h i

Naplfi mnoZinu pudstrumgﬁ

Spojuje kostra vEechy
AN podstrormy grafu?

Konec.
ME

Bfipo] ke kostfe podstrom,
ktery je3té pfipojeny neni
2o nejkratsi cestou

Obr. 30: Vyvojovy diagram Bortivkova algoritmu.

-52 -



e Na zacatku je vytvoren seznam vSech prvku grafu a seznam hran slouZzici pro uloZen{
informaci podstromu, ktery reprezentuje minimdlni kostru.

¢ Fronta vSech prvki je naplné€na postupnym projitim celého grafu.

¢ Hled4dni minimdlni kostry zacind ve vychozim bod€. A postupné se do podstromu
minimdlni kostry pfiddvaji hrany s nejniz§i vzddlenosti od dosud vytvofené kostry.
Tato vzdélenost je urcena jednoznacné diky zpusobu ohodnoceni puvodniho grafu.

e Pokud obsahuje kostra vSechny prvky jako fronta vSech prvka grafu, je minimaln{

kostra vytvofena.

4.7.4 Porovndni metod pro vypocet minimdlni kostry

Hleddni minimélni kostry v grafech je velmi diskutovanym problémem z hlediska
komprimace nebo dspory datovych zdroja v pfipad€ rozsdhlych grafovych struktur. Jak jiz
bylo uvedeno, obecné orientované grafy jsou velmi mélo nasazovdny a vypocet minimdlnich
koster se tak v drtivé vétSin€ zaméfuje na prici s obecn€ ohodnocenymi grafy.

Kruskaltv algoritmus pro hleddni minimalni kostry v grafu je realizovatelny dvéma
zpusoby. Prvnim znich je vytvareni kostry grafu z hran s nejniz§im ohodnocenim. Tato
varianta je velmi nedspornd co se tyCe pamétovych narokl, protoze je zapotiebi nést
informaci o pivodnim grafu i o jeho kostfe. Tento nedostatek fesi varianta, kterd odebira
z grafu hrany s nejvy$$im ohodnocenim hran az dokud nezistane z grafu jen kostra. Druhd
varianta Kruskalova algoritmu je pamétové méné naro¢nd a vypocetné rychleji realizovatelna.
Obe tyto metody vyzaduji pro prici graf, sefazeny podle ohodnoceni jednotlivych hran.
Razeni miZe u rozséhlych grafa vést ke zvy$enym narokiim na vypodetni vykon.

Kruskaltv algoritmus pracuje s grafem jako souborem hran, ktery je upravovan. Odlisnym
zpusobem prace s grafem je JarnikGiv algoritmus. Pfi vypoctu minimélni kostry je pocitano
vzdy jen se sousedy jiz vzniklé minimalni kostry dané vychozim bodem. Pfi volbé raznych
pocatecnich bodu dochazi k vypoctu riznych koster. Vhodnou volbou pocate¢niho bodu je
tak mozné docilit efektivnéjsi komprese.

Nejjednodussim piipadem vyhleddvani minimdalni kostry v grafu je situace, kdy je vypocet
provadén v jednoznaéné ohodnoceném grafu. Takovy graf je rizné ohodnocen pro vSechny
hrany. To znamend, Ze v celém grafu neexistuji dveé stejné ohodnocené hrany. Pokud bychom

uvazovali tuto podminku i u vyse zminénych algoritmi, vzdy bychom dospéli ke spravnému
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vysledku. Pii pouziti Bortvkova algoritmus vSak neni moZné pracovat s obecné

ohodnocenym grafem.
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5 Zavér

Teorie grafii ma svoje uplatnéni nejen na poli matematiky, ale i vypocCetni techniky.
Mnoho relativné odlisnych udloh lze totiz feSit pomoci teorie grafi. Souborové systémy
zaloZzené na bindrnich stromech piimo vyuZivaji znalosti vyhleddvédni v grafech. Vhodna
volba metody vyhleddavani tak muze mit velmi zdsadni vliv na efektivitu vyhledavani a to
plati i naopak. Nevhodnou volbou vyhleddvaciho algoritmu muZe dojit k nepfijemnostem.

Cela prace je od zacCatku urCend pro Ctenafe, ktefi maji s teorii grafi velmi malou nebo
dokonce Zadnou zkuSenost. Jsou vysvétleny zdkladni pojmy a na jednoduchych obrizcich je
ukazano, jakym zptusobem je mozné jednotlivé grafy zakreslit.

Druha kapitola je vénovéna pocitaCové analyze vyuzivané v teorii grafi. Kapitola obsahuje
dvé hlavni podkapitoly. Prvni kapitola ukazuje moZnosti jakymi lze uloZit vSechny informace
o grafu. Druhd kapitola je potom vénovana zpusobu popisu grafii co se tyce ulozeni grafu
v paméti pocitace. Kazda ze zminénych metod ma svoje vyhody a nevyhody. Nejlepsi se ale
jevi metoda, jenZ pouZzivd pro uloZeni ukazatele. Neni sice nejSetrné€j$i ke spotiebovani
pameéti, ale co se tyce vykonu je nejefektivnéjsi.

Posledni ¢4st prace je velmi rozlehld a co se tyCe jednotlivych podkapitol, je i velmi
obsahla. V podstaté ma vsak za cil jen sezndmit Ctenafe s teorii k jednotlivym problémim,
které jsou feSeny v praktické Casti.

Prvni dvé podkapitoly v posledni Casti se vénuji problému jednosmérné a obousmérné
vazanych seznamui. Ackoli se jednd o seznamy, byvaji v literatufe Casto oznaCovany jako
grafy. Proto je zde ukazdno jakym zpliisobem je mozné s témito entitami pracovat. Jednd se
hlavn& o metody mazani, vkladdni nebo vyhledavéni jednotlivych prvkd seznamu. Ctendf tak
ziské dobry teoreticky zdklad pro prici jednotlivymi prvky seznamu, coz je velmi uZite¢né pri

Dalsi cast posledni kapitoly je jakymsi pfechodem od konkrétniho typu grafu k obecnému
vyjadieni. Podkapitola je vénovdna abstraktnimu datovému typu strom. Opét je Ctendr
sezndmen s problémem prace s jednotlivymi prvky grafu. Pomérné podrobné jsou rozebrany
metody odstranovani polozek ze stromu, jelikoZz se jedna v této Casti teorie grafi o

Ctvrtd &ast posledni kapitoly uZ nenahliZi na graf jako na soubor jednotlivych &asti, ale

pouze jako na celek, aby mohly byt demonstrovan dalsi problém, a to je vyhledavani prvku
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v grafech. Vyhleddvani v grafech je dulezité i v jinych oborech neZ v teorii grafi jak je
uvedeno vySe. Podkapitola uvadi dva zakladni zptsoby prachodu grafem. Prohleddvani do
Sitky a prohleddavani do hloubky. Tyto dva zpusoby se 1isi zejména ve zpusobu, jaké prvky
grafu jsou pro hledani zvoleny dfive. Jedna se vSak pouze o neinformované metody pruchodu,
které se ke vSem <cCastem grafu chovaji naprosto stejn€. Dal§imi informacemi v této
zefektiviiuji.

Predposledni €ast posledni kapitoly se vénuje problému hleddni nejkrat$i cesty v grafu.
Toto téma je v praxi hojné vyuZivdno na poli informa&nich siti. Ctendf je sezndmen se
zékladnim problémem hleddni nejkratSi cesty a je mu pfedstaveno nekolik moZnosti feSeni.
Prvnim zastupcem hledani nejkratsi cesty je Dijkstrav algoritmus. Tento postup vypoctu se
pouziva v informacnich sitich u link-state protokolu, které sleduji stav komunikacnich linek, a
na zéklade téchto informaci se, s vyuZitim praveé Dijkstrova algoritmu, vypocitdva smérovaci
tabulka, kterd ur¢i nejefektivnéj$i zptusob komunikace. Dal$imi zastupci vypoctu nejkratsi
cesty jsou Floyd-Warshalliv a Bellman-Fordav algoritmus, které jsou spiSe teoretickou
zalezitosti, jelikoz jejich vlastnosti neumoznuji takové vyuziti jako ma Dijkstrav algoritmus.

Posledni Céast zavérecné kapitoly je urCena k seznameni s kostrami grafi. Kostra grafu je
jakymsi zjednodusenim ptivodniho grafu, jez vSak zachovava jeho zakladni vlastnosti. Tento
pojem je opé€t vyuzivan v informacnich sitich. Existuje mnoho riznych postupti upravujici
graf na kostru a nékolik zdkladnich znich je pfedstaveno i zde. Vycet je zahdjen
Kruskalovym hladovym algoritmem, vytvéirejicim kostru grafu pomoci odebirdni nebo
naopak pfiddvani jednotlivych hran grafu. Ob€ tyto metody jsou velmi efektivni a Casto
vyuzivané. DalSim z rodiny algoritmt vyhledavajici kostru grafu je méné Casto vyuZzivany, ale
také velmi dobry Jarnikav (Primav) algoritmus, ktery proti prvnimu specifikuje vychozi bod
pii urCovani kostry. Na zaveér je predstaven spiSe teoreticky aplikovany Boravkiv algoritmus,

jehoz vlastnosti neumozuji jeho efektivni nasazovani.
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PROHLASENI

Prohlasuji, Ze svij semestrdlni projekt na téma_____ Teorie grafi_— implementace
vybranych _probléma Jjsem vypracoval samostatné pod vedenim vedouciho

semestralniho projektu a s pouzitim odborné literatury a dalSich informacénich zdroja,
které jsou vSechny citovany v préci a uvedeny v seznamu literatury na konci préce.

Jako autor uvedeného semestrdlniho projektu dale prohlaSuji, Ze v souvislosti s
vytvofenim tohoto projektu jsem neporuSil autorskd prdva tfetich osob, zejména jsem
nezasdhl nedovolenym zpisobem do cizich autorskych prav osobnostnich a jsem si plné
védom nasledkt poruSeni ustanoveni § 11 a nasledujicich autorského zakona ¢. 121/2000
Sb., vCetné moznych trestnépravnich dusledkti vyplyvajicich z ustanoveni § 152 trestniho
zdakona ¢. 140/1961 Sb.

VBmedne ...ccoceeeeeeee. e
podpis autora
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Prilohy

Priloha 1: Obsah CD

Ptiloha 2: CD s vytvofenou aplikaci a zdrojovymi kédy
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Priloha 1: Obsah CD

Na pfilozeném CD je umisténa webovd aplikace spolu se zdrojovymi kédy
vytvofenymi v rdmci diplomové prace. PfiloZeny jsou i soubory vytvofené v rdmci
pfedmétu semestrédlni projekt.

»  Semestrdlni projekt

Tato sloZka obsahuje jednoduché aplikace vytvorené v jazyce C++ pro potieby
pfedmétu semestrdlni projekt. Mezi tyto aplikace patii: realizace jednosmérné

vazaného seznamu, obousmérn€ vdzaného seznamu a bindrni vyhleddvaci strom.
*  Webovai aplikace

V tomto adreséfi se nachdzi vyukova aplikace demonstrujici nékteré zakladni
problémy teorie grafi. Soucasti webové aplikace je i nékolik applet vytvorenych

v jazyce JAVA™ .
»  Zdrojové kody

V poslednim adresafi se nachdzi vSechny zdrojové kédy vSech vytvorenych

aplikaci.
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