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Kapitola 1

Uvod

Matematické korespondencni seminare jsou vyznamné z hlediska prace s na-
danymi studenty. Umozinuji rozvijet jejich mysleni, posiluji jejich motivaci.
Kladou si za cil ziskdvat vice zaku pro hlubsi studium matematiky. Formou
soutéze probouzi zdjem o samostatnou praci.

Korespondenéni seminéi vede fesitele k soustavné praci, umoznuje tesit tlohy
v klidu a pouzivat literaturu, s kterou se timto zpusobem studenti nauci pra-
covat. Tim, Ze jsou série tloh vétSinou monotématické, se alespon trochu
reSitelum napovida, jak ulohu fesit. Dulezitym faktorem je zde také zpétna
vazba.

Jihocesky korespondencni matematicky seminai pattil mezi nejstarsi svého
druhu u nas, vznikl kolem roku 1980 a probihal az do roku 2002. Hlavnim
cilem bylo zptistupnéni co nejvétsimu poctu zdjemct o matematiku. U samého
zrodu stala doc. Lada Vanatova. Od roku 1986 se na organizaci seminafe a
sestavovani tloh vyrazné podilel RNDr. Pavel Pech. V roce 1989 byla orga-
nizace seminare predana ucitelim jihoceskych gymndzii.

Diplomova prace obsahuje kompletni zadani a feseni 17. — 19. ro¢niku Jiho-
¢eského korespondencéniho matematického seminére. Ulohy sestavili tito pe-
dagogové: Pert Sokol, Pavel Leischner a Michaela Koblizkova. Jednotlivé
roc¢niky jsou rozdéleny do kapitol, za zadanim kazdé série nasleduje jeji fesSeni.



Kapitola 2

Roc¢nik 1996 /97

2.1 1. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadani

1. (Jen pro 1. ro¢nik vyssiho gymnézia a mladsi)
Je dan pravouhly rovnoramenny trojtihelnik s odvésnou délky 7 cm.
Zjistéte, zda jej lze roziezat na 6 navzajem ruznych pravouhlych rovno-
ramennych trojihelniku? Pokud ano, ukazte jak!

2. (Jen pro 1. roénik vyssitho gymnézia a mladsi)
Motocyklista a cyklista vyjeli souc¢asné z mista A do mista B. Po tfetiné
cesty se cyklista zastavil a odpocival. Pokracoval v cesté tehdy, kdyz
motocyklistovi zbyvala do B tretina cesty. Motocyklista dojel do B,
otocil se a vracel se zpét do A. Kdo prijede dfive: motocyklista do A
nebo cyklista do B?

3. Délky odvésen pravouhlého trojuhelnika maji velikosti oznacené a, b.
Nad jeho preponou je sestrojen vné c¢tverec. Bez uziti goniometrickych
funkei vypocitejte vzdalenost stiedu tohoto ¢tverce od vrcholu C.

4. Zjistete, zda existuje mnohoclen p(z) s celoc¢iselnymi koeficienty tak,
aby platilo



. Posloupnost ag, ay, as, ...je dana rekurentnim predpisem ag = a; = 1,
Gpi1 = Qn_1-ap+1, n=1,2, ....Dokazte, Ze ¢islo a99; neni délitelné
¢islem 4.

. Na tsecce AC zvolte libovolné jeji vnitini bod B. Sestrojte postupné
kruznice ki, ko, k nad pruméry AB, BC, AC. Bodem B vedte libo-
volnou piimku p, kterda protina kruznici £ v bodech P, @) a kruznice
k1, k2 v bodech R, T. Dokazte, ze plati |PR| = |QT|.

. Pro kterou hodnotu n nabyva vyraz

log2-log3-log4---logn
107

nejmensi hodnoty?



Reseni
1. Text dlohy. Je dan pravouihly rovnoramenny trojtihelnik s odvésnou

délky 7 cm. Zjistéte, zda jej lze roziezat na 6 navzajem ruznych pravo-
uhlych rovnoramennych trojuhelniku? Pokud ano, ukazte jak!

Reseni dlohy. Ano, lze roziezat. Viz obrazek:

A2

2 N2 32

]—| \2
1 6

Obrazek 2.1:

2. Text ulohy. Motocyklista a cyklista vyjeli soucasné z mista A do mista
B. Po tretiné cesty se cyklista zastavil a odpocival. Pokracoval v cesté
tehdy, kdyz motocyklistovi zbyvala do B ttfetina cesty. Motocyklista
dojel do B, otocil se a vracel se zpét do A. Kdo prijede diive: moto-
cyklista do A nebo cyklista do B?

Re¥eni dlohy. Cyklista ujede dréhu délky |AX| = 1/3|AB| a moto-
cyklista ujede za stejny ¢as drahu délky |AZ], kterd je mensi nez tietina
(JAY]) jeho celkové drahy. Motocyklista musi urazit dvojndsobnou trasu
cyklisty, avSak rychlost cyklisty je vice nez polovina rychlosti moto-
cyklisty.

Cyklista prijede do B diive nez se motocyklista vrati zpét do A.



A X

Obrazek 2.2:

3. Text dlohy. Délky odvésen pravoiihlého trojihelnika maji velikosti ozna-
¢ené a, b. Nad jeho pTeponou je sestrojen vné ctverec. Bez uziti go-
niometrickych funkci vypocitejte vzdalenost stiedu tohoto ¢tverce od

vrcholu C.

Redeni dlohy. Obrazek doplnime na éverec o strané a + b. Vysledkem
bude polovina z tuhlopiicky tohoto ¢tverce

(a—l—b)-\/?

2

C b A

Obrézek 2.3:

4. Text dlohy. Zjistéte, zda existuje mnohoélen p(x) s celo¢iselnymi koefi-

cienty tak, aby platilo

10



Reeni tdlohy. K feseni tlohy je dobré veédeét, ze plati véta: Je-li p(x)
polynom s celoéiselnymi koeficienty, potom je ¢islo p(c) — p(d) délitelné
¢islem ¢ — d.

Diikaz. Odectenim vztahu

p(c) =ay-cp+ap1-Cp1+...+ar-c+ap,

p(d) =ap-dy+ap_q-dy1+...+a1-d+ ag,
dostaneme

p(c) — p(d) = ap(c" —d") + ...+ a1(c — d).
Rozdily typu c¥ — d* rozlozime podle vzorce
& —dh=(c—d) (A4 FBE 4+ edT - dEY
a po vytknuti vyrazu ¢ — d ze vSech ¢lenu dostaneme
p(e) —p(d) = (¢ —d) - q(c, d),

kde ¢(c, d) je mnohoclen, ktery vznikne jako zbytek po vytykani.
Tim jsme dokézali, ze ¢islo p(c) — p(d) je délitelné ¢islem ¢ — d.

(a) Podle dokazané véty budeme zkoumat, zda ¢islo 1977 (p(2) —
—p(0) = 1996 — 19 = 1977) je délitelné ¢islem 2 (2 — 0 = 2),
coz neplati, a proto pozadovany mnohoclen neexistuje.

(b) Zjitime, ze plati, ¢islo 1978 (p(2) — p(0) = 1997 — 19 = 1978) je
délitelné éislem 2 (2 — 0 = 2).

Budeme hledat mnohoclen ve tvaru

p(z) = ax(x — 1) + bz + ¢, (2.1)
z kterého snadno vypocitame koeficienty a, b, ¢ pro piislusna x.
p(0) = c= 19
p(l) = b+c= 97
b+19 = 97
b= 78

p2) = 2a+2b+c=1997
2a + 156 + 19 = 1997

2q = 1822

a= 911

Po dosazeni do (2.1) dostaneme vysledny mnohoclen

p(z) = 9112 — 8337 + 19.

11



(c) Protoze ¢islo 78 (p(19) —p(1) = 97—19 = 78) neni délitelné cislem
18 (19 — 1 = 18), pozadovany mnohoclen neexistuje.

5. Text dlohy. Posloupnost ag, a1, as, ... je dana rekurentnim predpisem

ap=a,=1,a,11 =0a,_1-a,+1,n=12 ... . Dokazte, ze ¢islo ajgg;
neni délitelné cislem 4.
Regeni tlohy. Posloupnost je tvofena ¢leny a, = 1, a1 = 1, as = 2,
az =3, a4 =7, a5 = 22, ag = 155, a; = 3411 atd. Mimo prvnich dvou
¢lenu davaji vsechny dalsi pti déleni ¢tyfmi postupné zbytky 2, 3, 3, 2,
3,3, ... .

(a) Predpoklddame, ze a,_1 = 4k + 2 a a,, = 4k’ + 3, potom plati

Upp1 = Q1 ap+1= 4k +2)4K +3)+1 =
= 16kk’ + 12k + 8K + 7 = 4(4kk' + 3k + 2k + 1)+ 3 =
k//

= 4k" + 3.
Ke stejnému zdvéru ziejmeé dojdeme i tehdy, bude-li a,,_1 = 4k’ +3
aa, = 4k + 2.
(b) Predpokladame, ze a,_1 = 4l + 3 a a,, = 4I' + 3, potom plati

Apt1 = Qp—1 * Ap + 1= (4l+3)(4l/+3) +1=
= 160" + 121 + 120" + 10 = 4(4l' + 31 + 3I' + 2) + 2 =
lll

= 4" + 2.

Patii-li dva po sobé jdouci ¢leny pii déleni ¢tyifmi do zbytkovych tiid
se zbytky 2 a 3 nebo 3 a 2 viz (a) (resp. 3 a 3 viz (b)), pak nésledujici
¢len patii do zbytkové tiidy se zbytkem 3 (resp. 2).

Tim jsme dokazali, ze c¢leny posloupnosti davaji po déleni c¢islem 4
zbytky 2 a 3, a proto ¢islo ajg997 neni délitelné 4.

6. Text dlohy. Na tisecce AC zvolte libovolné jeji vnitini bod B. Sestrojte
postupné kruznice ki, ko, k nad pruméry AB, BC, AC. Bodem B ved'te
libovolnou primku p, ktera protind kruznici k£ v bodech P, @) a kruznice
k1, ks v bodech R, T. Dokazte, ze plati |PR| = |QT|.

Regeni dlohy. Plat{

|AC| = |AB|+|BC‘ 2T1+2T2 = 2(7’1+T2),
|AS| = [ASi|+[515] = |AC[/2 = 1141,
|SC| = |58+ [5:C| = |AC[/2 = ri+r,

12



kde r1, 79 oznacuji polomeéry kruznic ky a k. Budeme zkoumat trojihel-
niky S1SR, S3ST. V nich plati

‘SlR‘ = |SSQ‘ =" a \SlS| = |TSQ| =T9.

Trojuhelniky S;RB, BS,T jsou rovnoramenné a podobné (maji stejné
thly pfi odpovidajicich si vrcholech). Potom jsou trojtihelniky S;SR,
SoST shodné podle véty sus a plati |[SR| = |ST|. Trojuhelnik STR
je rovnoramenny. Déle vedeme kolmici bodem S k PQ, kde ji protne
v bodé D. Potom plati nasledujici rovnosti

|DR| = |TD|, |DP|=[DQ],

[PR| = [DP| - |DR| = |DQ| - [DT| = |QT].

Obrézek 2.4:

7. Text dlohy. Pro kterou hodnotu n nabyva vyraz

log2-log3-log4---logn
107

nejmensi hodnoty?
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ReSeni llohy. Vyzaz si prepiSeme na tvar

1 log2 log3 logn

10 10 10 10

n

Tento soucin klesa (jelikoz mezi sebou nésobime vyrazy mensi nez 1)
az do ¢lenu, pro ktery plati

logn
> 1
10 ’
po upraveni
logn > 10,
n > 10

Vyraz nabyvéa nejmensi hodnoty pro n = 10 (log10*® = 1) a pro n
predchézejici n = 10 — 1, jelikoZ tyto dvé hodnoty jou stejné.

14



2.2 2. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1. (Jen pro 1. ro¢nik vyssiho gymnézia a mladsi)
Ctverec ABC'D mé obsah 1 dm?. Stfedy jeho stran AB, BC, CD, DA
oznacime po fadé pismeny K, L, M, N. Useéky DK, MB, NC a LA
rozdéluji ¢tverec na 9 c¢asti. Urcete jejich obsahy:.

2. (Jen pro 1. roénik vyssitho gymnézia a mladsi)

Kazdy ctvrtek ma Milan odpoledni vyucovani a prijizdi pro néj auto-
mobilem ke skole otec. Ptijede vzdy pfesné v 16 hodin a 10 minut a
ihned jedou domu. Jednou vyucovani skoncilo difv a tak sel Milan v 15
hodin a 5 minut ze Skoly domu pésky. Cestou potkal otce jedouciho
pro ngj. Nasedl k nému do auta a pfijeli domu o deset minut diive nez
obvykle.

Urcete, kolikrat je prumeérnd rychlost otcova automobilu vétsi nez pru-
mérna rychlost Milanovy chuze.

3. Misto B se nachazi 4,5 km od mista A proti proudu teky. Rychlost
proudu je 3 km/h, rychlost veslare na netekouci vodé je 5 km/h. Veslar
plul z A do B a zpét do A. Béhem cesty po stejnych casovych inter-
valech jizdy odpocival a to vzdy deset minut. Takovych odpoc¢inku
bylo celkem osm (a stejnych ¢asovych intervalu jizdy bylo tedy devét).
Béhem kazdého odpocinku veslafe volné unasel proud. Za jak dlouho
od vypluti se veslar vratil do A?

4. Urcete vSechny trojice prirozenych ¢isel x, y, z spliujicich rovnici

5. Urcete vsechny hodnoty realného parametru p, pro které ma rovnice
(= p)*(pe® = 2p°x +p* —p—1) = -1
vice kofenu kladnych nez zapornych.

6. Kruznice k; s polomérem 3 cm a ks s polomérem 6 cm maji vnéjsi dotyk
a kazda z nich mé navic vnitini dotyk s kruznici k3 o poloméru 9 cm.
Tetiva kruznice k3 se dotyka kruznice k; i kruznice ks. Urcete druhou
mocninu délky takové tétivy.

15



7. Nad stranami libovolného trojihelnika A BC sestrojime postupné podle
obrazku c¢tverce o obsazich, S7, Sy, S3, S4, S5, Sé.
Dokazte, ze
Sy + S5+ 56 = 3(S1 + Sz + 53).

]

n

Obrazek 2.5:



Reseni
1. Text dlohy. Ctverec ABC'D mé obsah 1 dm?. Stfedy jeho stran AB,

BC, CD, DA oznacime po tadé pismeny K, L, M, N. Useéky DK,
MB, NC a LA rozdéluji ¢tverec na 9 ¢asti. Urcete jejich obsahy.

Regeni dlohy. Oznaéme a délku strany étverce ABCD. Trojihelniky
ABL, BCM, CDN a DAK jsou shodné, a proto jsou shodné (pfi
oznaceni podle obr. 2.6) i trojuhelniky AKFE, BLF, CMG a DNH.
Obsah kazdého z nich je x

Saaxe = SaBrr = Sacme = SADNH = .

Obsah kazdého z trojtuhelniki ABL, BCM, CDN a DAK je 0,25 dm?.
Soucet téchto ¢tyt obsahu je obsah ¢tverce ABCD. Kdyby tedy byly
umistény ve ¢tverci tak, aby se nepiekryvaly, pokryly by jej. Vzhledem
k tomu, ze se prekryvaji, je jimi nepokryta ¢ast ¢tverce rovna souctu
obsahu prekryvajicich se ¢asti. To znamena, ze plati

Sercan = Saaxe + Saprr + Sacme + Sapvm = 4.

7 uvedenych shodnosti trojuhelniku navic plyne, ze i ¢tytihelniky
AEHN, BFEK, CGFL a DHGM jsou shodné. Oznacme y obsah
kazdého z nich. V trojihelniku AED je tsecka HN stiedni pricka,
protoze prochdazi stiedem strany AD a je rovnobézna se stranou AE.
Trojuihelnik NHD m&a proto poloviéni rozmeéry oproti trojuhelniku
AFED a pro jejich obsahy plati

Spaep 4yt
Sanvup 1 T

Odtud zjistime, 7ze y = 3z. Navic je Saaxp = 0,25 dm?, a tak
27 + 37 = 0,25 dm?.

Odtud = 0,05 dm? a y = 3z = 0, 15 dm?.

Zavér

Spaxe = Saprr = Sacma = Sapna = 0,05 dm?,

Sapun = Sprex = Scarr = Spuau = 0,15 dm?,
SEFGH =4xr = 0, 20 dmz.

17
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Obrézek 2.6:

2. Text ulohy. Kazdy ¢tvrtek ma Milan odpoledni vyucovani a piijizdi pro
néj automobilem ke skole otec. Prijede vzdy pfesné v 16 hodin a 10
minut a ihned jedou domit. Jednou vyucovani skoncilo diiv a tak sel
Milan v 15 hodin a 5 minut ze skoly domu pésky. Cestou potkal otce
jedouciho pro néj. Nasedl k nému do auta a prijeli domu o deset minut
diive nez obvykle.

Urcete, kolikrat je prumérnd rychlost otcova automobilu vétsi nez pru-
meérna rychlost Milanovy chize.

Regeni Glohy. Predpoklddejme, ze otec se setkal s Milanem v misté M.
Na jizdé z D do M a zpét usetiil 10 minut, na jizdé z D do M tedy
usettil polovinu tohoto casu, to znamend 5 minut. Misto obvyklé doby
16 hodin a 10 min se proto setkali v 16 hodin a 5 minut. Milan Sel
pésky presné hodinu tsek SM, ktery by otec ujel autem za 5 minut.
Pomeér rychlosti otcova automobilu a rychlosti Milanovy chuze je tedy
roven 60 : 5 =12: 1.

Auto bylo dvanackréat rychlejsi nez Milan.

18



(Skola) (Misto setkani) (Domov)
S M D

Obrazek 2.7:

3. Text ulohy. Misto B se nachazi 4,5 km od mista A proti proudu teky:.
Rychlost proudu je 3 km /h, rychlost veslafe na netekouci vodeé je 5 km/h.
Veslat plul z A do B a zpét do A. Béhem cesty po stejnych ¢asovych
intervalech jizdy odpocival a to vzdy deset minut. Takovych odpocinku
bylo celkem osm (a stejnych ¢asovych intervalu jizdy bylo tedy devét).
Béhem kazdého odpocinku veslafe volné unasel proud. Za jak dlouho
od vypluti se veslar vratil do A?

Regeni tlohy. Uloha je nestandartni, odhadem a vyzkouSenim zjistime,
7e veslaf vykondval pulhodinové intervaly veslovani. Necht v = 5 km/h
je vlastni rychlost veslafe a w = 3 km/h rychlost proudu. Po proudu se
pohyboval rychlost{ v+u = 8 km/h vzhledem ke biehu a urazil v prvnim
useku 4 km z A do B. Zbytek cesty do B, to znamena 0,5 km, jej odnesl
proud béhem prvniho desetiminutového odpocinku, unasel jej rychlosti
3 km/h po dobu 1/6 hodiny.

Pii cesté zpét urazil proti proudu pii kazdém pulhodinovém veslovani
usek délky 1 km rychlosti v — v = 2 km/h a béhem desetiminu-
tového odpocinku jej proud odnesl o pul kilometru zpét. Pii sedmi
takovych intervalech veslovani a odpocinku se octl v misté vzdaleném
7-0,5=3,5km od B atedy 1 km od A. Tento posledni kilometr urazil
v poslednim (devatém) useku veslovani. Celkova doba jeho jizdy byla
(9-0,54 8-1/6) hodiny, to znamend 5 hodin a 50 minut.

4. Text ulohy. Urcete vSechny trojice pfirozenych cisel x, y, z spliujicich
rovnici {1 1 1
—+-+-=1 (2.2)
x Yy oz
Regeni tlohy. Rovnice (2.2) se neméni zaménou piirozenych ¢isel x, v,
z. Proto ji muzeme tesit za podminky x < y < z a ostatni kofeny urcit
zdménami nalezenych hodnot.
Ziejmé nemuze byt © = 1. Necht je tedy z = 2. Pak po dosazeni do
(2.2) a upraveé dostaneme

1 1 1

y oz 2
pficemz z > y > 2, pro y = 2 by muselo byt 1/z = 0. Pii volbé y = 3
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obdrzime

N =
N W=
Il

N |~

a tak vyhovuje trojice x =
Zvolme dale y = 4, pak

I
w

)

NI
N~

o |

tedy x =2, y = 2z = 4.
Pro y > 5 vychazeji hodnoty x > y, coz je ve sporu s predpokladem.
Zvolme tedy déle x = 3. Pak

1 1 2

- +-==- a z>y=>3.

y oz 3
Vyhovuje pro x = y = 2z = 3. Pro y > 4 vychazi z < y, nema tedy
smysl dal dosazovat.
Rovnéz pro x > 4 je

1
+ - <1

(VAN
RS

+

][
+
| =
w | =
o ]
.

Zavér
Rovnici (2.2) vyhovuje deset trojic [z, y, z], které jsou uvedeny v tabulce

<
wW
D
o
D
[\)
w
S
o
W
w

. Text dlohy. Urcete vSechny hodnoty redlného parametru p, pro které
ma rovnice

(= p)*(pe® = 2p°c +p* —p—1) = -1 (2:3)
vice korenu kladnych nez zapornych.

Regeni dlohy. Je-li p = 0 md rovnice tvar —z2 = —1 a kofeny z; = 1,
x9 = —1. Neni tedy kladnych kofenu vice nez zapornych.
Necht je dale p # 0. Rovnici (2.3) lze upravit na tvar

(z — p)*(p(a® — 2pz +p*) — (p+1)) = —1.
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Po substituci y = 2% — 2px + p?> = (x — p)? a dalsf dpravé obdrzime
kvadratickou rovnici

py’—(p+1y+1=0
s diskriminantem

D=(p+1)°—4dp=(p—1)

a koteny
pF+lE(-1) [1
Je tedy bud
(x—p)?=1 aodtud z,=p+1
nebo

1 1
(x—p)?= 2—9, coz vede ke kofenim 234 =p+ —.

VP

Pro p = 1 dostavame xy = 2, zo = 0, 3 = 2, 4 = 0, to znamena
dvojnésobny kladny koten a zadny zaporny. Tato hodnota p vyhovuje.
Také p > 1 vyhovuje, nebot vychdzeji viechny kofeny kladné.

Je-li 0 < p < 1, mame dva kofeny kladné a dva zdporné, coz nevy-
hovuje.

Pro p < 0 existuji jen dva redlné koteny 21 = p+1<lazy =p—1<0.
Zde rovnéz nemame vice kotenu kladnych nez zapornych.

Zavér. p € (1,00).
. Text dlohy. Kruznice k; s polomérem 3 cm a ks s polomérem 6 cm maji
vnéjsi dotyk a kazdd z nich ma navic vnitini dotyk s kruznici k3 o

poloméru 9 cm. Tétiva kruznice k3 se dotyka kruznice k; i kruznice k.
Urcete druhou mocninu délky takové tétivy.

Regeni dlohy. Z podobnosti trojihelniki O,CF a O;DF dostévame

[O2F [0
|O1F| 01D

a odtud pfi oznaceni podle obr. 2.8

12+y 6

3+y 3

21



Vytesenim této rovnice zjistime y = 6 cm. Piimka O3FE je osa tétivy
AB, jejiz délku d hledame. Z podobnosti trojihelnika O3EF a O1DF
zjistime

O3] = O3t neboli OB _ b

|O1D|  |OyF) 3 9"
Odtud |O3FE| = 5 cm a uzitim Pythagorovy véty pro trojihelnik O3AFE
dostaneme P

S = |AB| = /|AOs = |0sEF |

Ciselné

d
5:\/92_52:\/57:\/22-14:2\/ﬁcm.

Délka tetivy AB je

d = 4v/14 cm.

Pro druhou mocninu dostaneme

d?> =16 - 14 = 224 cm?.

Obrézek 2.8:
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Uloze jesté vyhovuje tétiva XY na obr. 2.9. Oznacneme [ délku tétivy
XY. Pouzitim Pythagorovy véty pro trojihelnik O32Y dostaneme

l
§:|YZ|:\/92—32:\/7_:\/32-22-2:6\/§cm.

Délka tetivy XY je
[ =12v2 cm.

Pro druhou mocninu dostaneme

12 =144 -2 = 288 cm?.

X
Obrézek 2.9:

7. Text dlohy. Nad stranami libovolného trojihelnika ABC' sestrojime
postupné podle obrazku ¢tverce o obsazich, Sy, Sa, S3, Si, S5, Sg.
Dokazte, ze

Sy + S5+ 56 = 3(S1 + S2 + 55).

Regeni tlohy. Oznacme vrcholy podle obr. 2.10 a dile |/BAC| = a,
|/ABC| = (. Pii obvyklém oznaceni délek stran trojihelnika ABC
plati |DB| = |AB| =¢, |BE| =|BC| =a, |/DBE| = 180° — £3.
Pomoci kosinové véty pro trojuhelnik DEB dostaneme

Ss = |DE|” = ¢ + a® — 2accos(180° — ).
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Avsak
cos(180° — 3) = — cos .

Je tedy
S5 = % + a® + 2ac cos B.

Analogicky pro trojihelnik AHJ (|/JAH| = 180° — «) zjistime
Sy = |JH|> = b + ¢ — 2bc cos(180° — a),
Sy = b? + % + 2bccos .
Podobné pro trojihelnik FGC (|[/FCG| = 180° — ~) plati
Ss = |FG|> = b* + a® — 2abcos(180° — ),
Se = b* + a® + 2abcos .
Potom muzeme psat
Sy + S5 + Sg = 2a* + 2b* + 2¢* 4 2bc cos o + 2ac cos 3 + 2ab cos .
Pomoci kosinové véty ziskame také vztahy pro obsahy S, Sy a S3
Sy = |BC|P = 4+ 1* — 2cbcosa = a*> — 2chcosa = & + b — d?,
Sy = |AC| = & + a® —2accos B = b* — 2accosff = & +a® — b2,
Sy = |AB|> = a® + b* — 2abcosy = ¢ — 2abcosy = a* + b — ¢,

Sy 4 Sy 4+ S; = a® 4+ b2 + &,

Sy+ S5+ S =2a>+208 + 22+ P+ -+ +a® -+

2¢b cos a 2ac cos 3

+a? +b* — ? = 3a* + 3b* + 3¢ = 3(a® + b* + 7).
b
2ab cosy

Plati tedy Sy + S5 + Se = 3(S1 + S2 + S3).

24



Obrézek 2.10:
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2.3 3. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1. (Jen pro 1. ro¢nik vyssiho gymnézia a mladsi)
Dokazte, ze kazdé liché ptirozené cislo vétsi nez 3 muze byt délkou
odvésny pythagorejského trojuhelnika.
(Pythagorejsky trojuhelnik = pravotuhly trojtihelnik, ktery ma celocisel-
né délky stran.)

2. (Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)
Narysujte sité nékolika ctytsténu takovych, ze tii ze stén kazdého z nich
jsou pravouhlé trojihelniky. Ukazky volte tak, aby pravé tdhly byly
ruzné rozlozeny vzhledem k vrcholum ¢tytsténu.
(Ctyistén = trojboky jehlan.)

3. Zjistéte

(a) pro kterd lichd n > 3 existuje jen jedind trojice délek n, b, ¢
urcujicich pythagorejsky trojuhelnik tak, ze n je délka odvésny,

(b) ktera suda n nejsou nikdy délkou odvésny pythagorejského trojihel-
nika.

4. Existuji pythagorejské trojuhelniky o stranéch

a1:3 61:4 01:5
a2201:5 62:12 02:13
a3202:13 63:84 03:85
a4203:85 b4:? 042?

Urcete by, 4.
Dokazte, ze posloupnost {7} je nekonecna.
Napiste rekurentni predpis pro vypocet a,i1, bui1, Cpai-

5. Dokazte, ze

(a) posloupnosti {P,} pythagorejskych trojihelniku takovych, ze
(p+1 = C, je nekoneéné mnoho,

(b) posloupnost {P,} muze zacinat kterymkoliv pythagorejskym troj-
thelnikem.
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6. Dokoncete nasledujici tvrzeni.
Pro kazdy ctytstéen ABC D plati,

(a) jestlize thly ADB, BDC, C'DA jsou vSechny pravé, pak trojihel-
nik ABC je ... |

(b) jestlize thly ACB, CBD, DAC jsou vsechny pravé, pak thel
ADBje ... .

7. Rozhodnéte, zda existuje ctyistén jehoz vSechny stény jsou pravouhlé
trojihelniky:.
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Reseni
1. Text udlohy. Dokazte, ze kazdé liché prirozené ¢islo vétsi nez 3 muze byt
délkou odvésny pythagorejského trojuhelnika.
(Pythagorejsky trojihelnik = pravouhly trojihelnik, ktery ma celocisel-
né délky stran.)

ReSeni llohy. Jestlize zvolime

a=2n+1,
b=2n%+2n,
c=2n"+2n+1, (2.4)

kde n € N, predstavuji ¢isla a, b, ¢ délky stran pythagorejského troj-
tihelnika, nebot

a? +b* = (2n+1)% + (2n* 4 2n)? =
= 4n? +4n® +4n + 1+ 4n* + 8n® + 4n? =
= 4n* 4+ 8n® + 8n® +4n + 1,

=2 +2n+1)7* =
=dn* +4AnP 420 FAnP +An® 4 2n 207+ 2n + 1 =
=4n' +8n* +8n° +4n+ 1=
=a® + b2
Potom a nabyva vsech hodnot lichych ¢isel vétsich nez jedna. Tim je
uloha dokéazana.

2. Text dlohy. Narysujte sité nékolika ctytsténu takovych, ze tii ze stén
kazdého z nich jsou pravouhlé trojuhelniky. Ukazky volte tak, aby pravé
uhly byly ruzné rozlozeny vzhledem k vrcholum ¢tytsténu.

(Ctyistén = trojboky jehlan.)
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Reeni tlohy. Je uvedeno na obr. 2.11.

B D

D

Obrazek 2.11:
K feseni nasledujicich 1loh je uzitecné znat feseni pythagorejské dio-
fantské rovnice, které pochézi z prace [1].

Reste neurcitou rovnici
z? +y? = 2? (2.5)

v oboru celych ¢isel.
Budeme hledat t¥i celd ¢isla x, y, z, ktera vyhovuji rovnici (2.5). Ptedpo-
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kladejme, Ze tato rovnice mé feseni v mnoziné celych cisel. Ukazuje se,
ze staci hledat tii celd cisla x, y, z, kterd nemaji spolecného délitele
ruzného od jedné.

Uvazujme, ze x a y maji nejvétsiho spolecného délitele d ruzného od
jedné. Podle definice spolecného délitele muzeme napsat, ze r = x1d,
y = y1d, kde xq, y; jsou celd ¢isla, takze rovnice (2.5) bude mit tvar

oid* + yid* = 22

Odtud vyplyva, ze 22 je délitelné d? a tedy z je ndsobkem d, z = 2d,
kde z; je celé ¢islo. Muzeme proto rovnici (2.5) napsat ve tvaru

oid® + yid* = 21d®

a po vykraceni

i +yi = 2,
kde x1, y; nemaji spolecného délitele kromé jedné. Dokonce plati
D(z1,y1,21) = 1. Najdeme-li vSechna Feseni rovnice (2.5), pro ktera
D(z,y) = 1, potom kazdé takové feSeni [z, yo, 20| muzeme ziskat celou
sérii feseni ve tvaru [nxo, nyo, nzo), kde n je celé ¢islo.
Necht D(z,y) = 1. Odtud je zfejmé, ze viechna t¥i ¢isla nemohou byt
suda, dokonce ani dvé z nich nemohou byt sudd, protoze by jedna cast
rovnice (2.5) byla délitelnd dvéma a druhd ne. VSechna tfi ¢isla nemo-
hou byt soucasné licha, protoze soucet dvou lichych ¢isel je sudé cislo.
Zbyvaji dvé moznosti: bud jsou liché obé odvésny (tj. z a y) a suda
prepona z, nebo licha jedna odvésna a prepona, druhd suda. Snadno
vyzkousime prvni moznost.
Nechf 2 =2p + 1, y = 2¢ + 1, kde p, ¢ jsou celd &isla. Potom

2p+1)2+(2¢+1)* = 4p* +4p+1+4¢> +4q+1 = 4(p* +p+*+q) +2.

Tento soucet je délitelny dvéma, ale ne ¢tyimi. Ale druhd mocnina li-
bovolného sudého ¢isla je délitelnd ¢tyfmi a druhd mocnina libovolného
lichého ¢isla neni délitelnd dvéma. Tedy soucet druhych mocnin dvou
lichych ¢isel nemuze byt ani druhou mocninou lichého, ani druhou
mocninou sudého ¢isla. Jsou-li vSechny tfi strany pravothlého trojuhel-
nika celd nesoudélna ¢isla, je pouze mozné, aby jedna z odvésen (oznadci-
me ji y) bylo sudé a druhd odvésna (oznacime x) a prepona (ozna¢ime
z) byly liché ¢islo. Potom odvésnu y muzeme vyjadfit jako y = 2v, kde
v je celé cislo, takze rovnice (2.5) bude mit tvar

7?4+ 4? = 22,
M? = 22— 22,
4o? = (z+2)(2 — ). (2.6)
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Protoze soucet a rozdil dvou lichych ¢isel z a x je ¢islo sudé, polozime

z+x = 2u,

z—1x = 2t,
kde u, t jsou cela ¢isla. Zrejmé D(u,t) = 1, pricemz jedno z Cisel u a
t je sudé a druhé liché ¢islo. Vyjadiime-li si totiz z a  pomoci u a t,
dostaneme

z=u+t,

T =u—t.
Kdyby cisla v a t méla spolecného délitele rizného od jedné, méla
by jej i ¢isla z a x, coz odporuje nasemu predpokladu a vzdjemné ne-
soudélnosti ¢isel z, y, z. Cisla v a t nemohou byt obé zaroven sudéd nebo
lich&, protoze by ¢islo z bylo sudé, coz neni mozné. Jestlize z + x = 2u,
z — x = 2t, potom rovnice (2.6) je

4v?* = 4ut,

v? = ut. (2.7)

Protoze D(u,t) = 1, musi se u = p?, t = ¢*, kde p, q jsou celd ¢&isla, aby
byla splnéna rovnice (2.7). Protoze jedno z ¢isel u a ¢ je liché a druhé

sudé, musi byt jedno z ¢isel p, ¢ liché a druhé sudé, navic D(p,q) = 1.
Tedy

z:u+t:p2+q2,
r=u—t=p—q¢. (2.8)

Druha odvésna ma pak tvar
2 2
y2 — 2 g2 (pz +p2) . (pz _qz) _ 4p2q2,
y = +2pq.
Reseni Pythagorovy rovnice je dédno vzorci
e=p"—q¢,  y=2pq 2=p"+, (2.9)

kde p, g jsou nesoudélna cela cisla, jedno z nich je sudé a druhé liché
¢islo.
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3. Text dlohy. Zjistéte,

(a) pro kterd lichd n > 3 existuje jen jedind trojice délek n, b, ¢
urcujicich pythagorejsky trojuhelnik tak, ze n je délka odvésny,

(b) kterd sudd n nejsou nikdy délkou odvésny pythagorejského troj-
thelnika.

n=2k+1, keN. (2.10)

Podle (2.9) je pro primitivni pythagorejskou trojici (pfirozenad ¢isla
T, ¥y, 2, kterd jsou nesoudélnd a spliiuji rovnici 2? = x? + y?)

n=p"—¢=@—-q+q. (2.11)

Porovname-li vztahy (2.10) a (2.11), vidime, Ze pro p = ¢+ 1 plati
n=2+1=2k+1, tedy k£ = ¢q. Kazdé liché ¢islo od trojky
pocinaje je tedy odvésnou néjakého primitivniho pythagorejského
trojuhelnika. M&-li to byt odvésna je nutné, aby n bylo prvocislo.
Zavér. Pro kazdé liché prvocislo existuje jedind trojice n, b, c
urcujicich pythagorejsky trojuhelnik.

(b) Je-li n sudé délka odvésny pythagorejského trojihelnika, musi byt
podle (2.9) tvaru n = 2pq, kde p, ¢ jsou prirozend cisla, jedno
z nich je sudé a druhé liché ¢islo. Je tedy n délitené ¢tyimi.
Zaver. Cisla n = 2k, kde k je liché &slo, nejsou nikdy délkou
odvésny pythagorejského trojuhelnika.

4. Text dlohy. Existuji pythagorejské trojihelniky o stranach

a1:3 b1:4 01:5
a2201:5 b2:12 02:13
a3202:13 63:84 03:85
a4203:85 b4:? C4:?

Urcete by, c4.
Dokazte, ze posloupnost {7T},} je nekone¢na.
Napiste rekurentni predpis pro vypocet a,i1, bui1, Cpat-

Regenf Glohy. Ze zadan{ vidime, ze uvazované pythagorejské trojice jsou
primitivni. Je tedy vzdy

an =p> —q., by=2pg, c=p;—q, (2.12)
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kde p, ¢ jsou nesoudélna cisla a maji ruznou paritu. Zkusime hledat

p, q, kterd vyjadiuji dané trojice a vysledek shrneme do nésledujici
tabulky:

nla,| b, Cn | Pn | Gn
11 3 4 5 2 1
215 12 13 3
3113 ] &4 85 716
4| 8513612 | 3613 | 43 | 42

Tabulka 2.1:

Vidime, ze p, = ¢, + 1 a ¢us1 = pn * ¢u. Vztahy (2.12) lze prepsat do
tvaru

an = (gu +1)° = ¢, by =2Gu(gn+1)  a ¢ = (g, +1)°.
Odtud po tupravé mame

an = 2q, + 1, by = 2qn(gn + 1), Cn=2¢ +2q, +1. (2.13)
Ze vztahu (2.13) plyne, ze posloupnost {7},} je nekone¢na.

7 podminky a,; = ¢, dostaneme 2¢q,, .1 + 1 = ¢,,. Odtud

c, — 1
Gn+1 = 9 s
cn—1 (e, —1 e, +1)(c, — 1
bnt1 = 2qns1 - (Gner +1) =2 ( _|_1> — ( ) )7
2 2 9
cn+1)(c,—1
Cn+1:bn+1+1:( )2( )1,
Rekurentni predpis nasi posloupnosti ma tedy tvar
cn+1)(c, —1 e+ (e, — 1
Ung1 = Cny  bpg1 = : )2( )a Cnt1 = ( )2( ) + 1.

5. Text dlohy. Dokazte, ze

(a) posloupnosti {P,} pythagorejskych trouhelniku takovych, ze
(p+1 = €, je nekoneéné mnoho,

(b) posloupnost {P,} muze zacinat kterymkoliv pythagorejskym troj-
thelnikem.
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Regen( dlohy. Z postupu uvedeného v predchozi uloze vyplyva tfeSeni
tikolu (a) i (b).

(a) Muzeme zvolit libovolny primitivni pythagorejsky trojihelnik jako
prvni ¢len posloupnosti {P,} a vytvorit tabulku uréujici posloup-
nost postupem analogickym ptredchozimu feSeni. Dalsi posloup-
nosti ziskdme, kdyz vSechny ¢leny nékteré jiz vytvorené posloup-
nosti { P, } vyndsobime ptirozenym ¢islem k > 1. Napiiklad zvoli-
me ¢; = 3 (gnt1 = (cn — 1)/2) a dostaneme posloupnost, kterou
uvadi tabulka 2.2

11 3 7 24 25

2| 12 25 312 323

3| 156 313 48984 48985
Tabulka 2.2:

(b) Dalsi posloupnost muze byt tvorena cleny, které ziskdme jako
dvojnasobky ¢lenu z predchozi tabulky (tzn. zvolime k = 2)

(Gn+1 = (cn —2)/4)

1 3 14 48 50

2| 12 50 624 626

3| 156 626 97968 97970
Tabulka 2.3:

6. Text ulohy. Dokoncete nasledujici tvrzeni.
Pro kazdy ctyistéen ABC D plati

(a) jestlize thly ADB, BDC, C'DA jsou viechny pravé, pak trojihel-
nik ABC je ... ,

(b) jestlize thly ACB, CBD, DAC jsou vsechny pravé, pak thel
ADB je ... .
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Reseni dlohy

(a) Oznatme |DA| =z, |DB| =y, |DC| = z, a, b, ¢ jsou délky stran
trojuhelnika ABC', «, 3, v velikosti jeho vnitinich thla. Pak musi

platit

2 2 2
c=x +vy,
2 2 2
a” = y"+ 27,

b =2+ 22

Odtud b? + ¢ — a® = 222

a dle kosinové véty (a? = b? + ¢ — 2bc cos a)

b’ +c*—a?
2bc
Obdobné a? + ¢ — b? = 2y?

cosa =

2 2 _p2
cos 3 = are-y +2Cac

a konecné a? 4+ b> — 2 = 222

a® 4 > — 2

COS 7y = Sac

2

x
— >0 =« je ostry thel.
be
y?

=>=>0 = []jeostry thel
ac
2

= >0 =~ jeostry thel
a

Vsechny thly trojihelnika ABC' jsou ostré, a proto je trojuhelnik

ABC ostrothly.

C

Obrézek 2.12:
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(b) Opét oznacime |DA| = =z, |DB| =y, |[DC| = z, a, b, ¢ jsou
délky stran trojihelnika ABC, |/ADB| = §. Podle kosinové véty
(2 = 2% + y* — 2wy cos §) dostaneme
2?4yt — 2

P
COS 2;Uy

Pfedstavme si, Ze sif ¢tyfsténu na obr. 2.15 je vyrobena z papiru.
Otéacenim stén ABD, BC'D a CAD kolem hran AB, BC' a C' A z ni
skladame ctytstén. Bod Dy se pritom pohybuje v roviné p; kolmé
k roviné ¢ = ABC, rovnobézné s primkou AC' a obsahujici bod
B. Bod D3 se pohybuje v roviné p, kolmé k o, rovnobézné s BC' a
obsahujici bod A. Body Dy, Dy a D3 se proto setkaji na pruse¢nici
rovin py, py a vytvoii vrchol ¢tytsténu. Primka p = p;Mps je kolma
na rovinu o, proto pfi kolmém pohledu shora na rovinu o vypada
ctyfstén tak, jak je znédzornéno na obr. 2.13. Ozna¢me P kolmy
prumét vrcholu D do roviny ¢ a v = |PD|.

P:
B b D=P
\\\ Pi
a e a
C b A

Obrézek 2.13:

Pak z pravouhlych trojihelniki APD a BPD (obr. 2.14) plyne
xr>aay>b Odtud 22 + 3% > a? + b2. Uzitim tohoto vztahu a
rovnosti a? + b* = ¢? dostaneme

>c?
—_——

72 +y2 _2

> 0.
2y

cosd =

Je tedy cosd > 0, coz znamena, ze d je ostry uhel.
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y \% \% X
[ ] 1
B b P P a A
Obrézek 2.14:
D,
y 0
D Yy B
2 |_ .
z da <
-
C b UA
z X
D,

Obrézek 2.15:

7. Text ulohy. Rozhodnéte, zda existuje ¢tytstén jehoz vSechny stény jsou
pravouhlé trojuhelniky.

ReZeni tlohy. Reseni pochézi z préace [2]. Piiklady ctyistent lze ziskat
experimentovanim, kdy pomuze znalost pythagorejskych trojihelnik.
Uvedené jsou jen dvé ukazky obr. 2.16, obr. 2.17.

Poznamka. Nejsnadnéjsi zpusob nalezeni sité ¢tyisténu, ktery ma vsech-
ny stény pravouhlé, je vzit kosodélnik s délkami stran a, b a vnitinim
ostrém uhlu velikosti o takovy, ze a = b + bcos «, spojit uhloptickou
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vrcholy, pti kterych je tupy thel a vztycit tihel v nich kolmice na delsi
stranu. (obr. 2.18)

B 5 C 4 D
5 3 \34 3 5
C 4 D 5 A

Obrazek 2.16:

C
12
D
13
15 0 B
510 13
A 15 C 12 D
Obrézek 2.17:
D a A B
b
A bcosa B b C

Obrazek 2.18:
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Kapitola 3

Roc¢nik 1997/98

3.1 1. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1. (Jen pro 1. ro¢nik vyssiho gymnézia a mladsi)
Sudd mocnina prirozeného ¢isla n se rovna ctyfcifernému ¢éislu, které
zacind trojkou a konci pétkou. Urcete n.

2. (Jen pro 1. roénik vyssitho gymnézia a mladsi)

Necht p je prvoéislo. Dokazte, Ze n = 8p? + 1 je prvocislem pouze pro
p=3.

3. Dokazte, ze cislo

a, =2% +1
kon¢i ¢islici 7 pro kazdé n > 2.

4. (a) Dokazte, ze mezi 101 ndhodné zvolenymi trojcifernymi ¢isly lze
najit (aspon) 12 ¢isel, které zacinaji stejnou ¢islici a 11 éisel, kterd
stejnou ¢islici konéi.

(b) Zvolte 101 ruznych trojcifernych ¢isel tak, ze stejnou ¢islici jich
vzdy zacind nejvyse 12 a stejnou ¢islici konéi nejvyse 11.

(c¢) Kolik je mezi zvolenymi ¢isly takovych, Ze stejné zac¢inaji i kon¢i?
Odpovéd zformulujte pro vas konkrétni piiklad i pro situaci obec-
nou.
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5. Dokazte, ze zlomek
dn + 3

3n + 2

nelze kratit pro zadné ptirozené n.

6. (a) Ukazte, ze existuji prirozend ¢isla a, b, ¢ tak, Ze jejich soucet i
soucet kazdé dvojice z nich, je plny ¢tverec (¢tverec piirozeného
cisla).

(b) Rozhodnéte, zda existuje trojice po dvou nesoudélnych a, b, c.
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ResSeni
1. Text dlohy. Sudd mocnina pfirozeného ¢isla n se rovna ctyicifernému
¢islu, které zacina trojkou a konci pétkou. Urcete n.

Regeni tlohy. Jestlize dekadicky zépis ¢isla n2* konéi cifrou 5, pak je
n* =10a + 5

a plati
n** = (10a 4 5)* = 100a? + 2 - 10a - 5 + 25.

Odtud po tupraveé dostaneme
n* = 100a(a + 1) + 25.

Cislo n?* je proto

n?* = 3125,
kde 3x = a(a+1). VyzkouSenim se presvédéime, ze vyhovuje jen a = 5
ar=>0

30 =5-6.
Je tedy

(n*)2 =3025 a n* =55
Posledni rovnice mé teSeni jen pro k£ = 1.
Uloha ma jediné teseni n = 55.
2. Text tlohy. Necht p je prvoéislo. Dokazte, Ze n = 8p? + 1 je prvocislem
pouze pro p = 3.

Regeni dlohy. Pro p =3 jen =8-3+ 1 = 73, coz je prvocislo.
Je-li p prvocislo rizné od tif, muze byt bud tvaru p = 3k + 1 nebo
tvaru p = 3k + 2.
V prvnim pripadé je
n=380Bk+1)*+1=8(9%>+6k+1)+1,

neboli
n = 3(24k* + 16k + 3).

Je tedy n délitelné tremi.
Ve druhém pripadé analogicky zjistime, ze

n = 8(3k +2)% + 1 = 3(24k* + 32k + 11)

je opét cislo délitelné tremi. Tim je tloha dokazéana.
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3. Text dlohy. Dokazte, ze cislo
a, =2% +1 (3.1)
konéi cislici 7 pro kazdé n > 2.
Regen tlohy. Ulohu dokézeme matematickou indukei.

I. Pro n = 2 plati
ay =22 +1=2'41=17.
Vidime, Ze tvrzeni plati, nebot a, konéi cifrou 7.

II. Ve druhém kroku predpoklddame, ze dekadicky zépis ¢isla (3.1)
konéi cifrou 7 a chceme dokazat, ze toutéz cifrou je zakoncen i zapis
¢isla
Api1 = 22n+1 + 1.
Ziejmé plati
i1 =22 +1=(2"") + 1. (3.2)

Podle indukéniho predpokladu je ¢islo
a, = 2" +1 tvaru 10k + 7.

Odtud

22" =10k + 6,
coz dosadime do (3.2)

anp1 = (10k 4 6)* + 1 = 100> + 120k + 30 + 6 + 1.

Je tedy

Apt1 = 10! + 7,

kde [ = 10k? + 12k + 3 je piirozené éfslo.
Vidime, ze dekadicky zapis ¢isla a,1 je zakonéen cifrou 7 a tim je tloha
dokazéana.

4. Text ulohy.

(a) Dokazte, ze mezi 101 ndhodné zvolenymi trojcifernymi ¢isly lze
najit (aspon) 12 ¢isel, které zacinaji stejnou ¢islici a 11 ¢isel, kterd
stejnou ¢islici konéi.

(b) Zvolte 101 ruznych trojcifernych ¢isel tak, ze stejnou éislici jich
vzdy zacind nejvyse 12 a stejnou ¢islici konéi nejvyse 11.
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(¢) Kolik je mezi zvolenymi ¢isly takovych, Ze stejné zacinaji i kon¢i?
Odpoved zformulujte pro vas konkrétni piiklad i pro situaci obec-
nou.

Reseni dlohy.

(a) Néhodneé zvolena trojcifernd ¢isla, kterd oznacime ay, as, ..., a1,

maji dekadicky zapis zakoncen stejnou cifrou pravé tehdy, kdyz
maji stejny zbytek pti déleni deseti. Mozné zbytky jsou 0, 1, ..., 9.
Je tedy deset zbytkovych tiid. Jestlize do nich rozdélime dana
¢isla, kterych je vice nez 10 - 10, bude v aspon jedné tiidé aspon
11 éisel (Dirichletuv princip), kterd maji zapis zakoncéen toutéz
cifrou.
Analogicky muzeme dand c¢isla rozdélit do skupin podle toho,
jakou maji prvni cifru. Takovych skupin je jen devét, protoze prvni
cifra nemuze byt 0. Nasich ¢isel je vice nez 11 -9, a proto bude
v aspon jedné skupiné aspon dvanéct ¢isel.

(b) Zvolime &fsla ve tvaru aba, kde a jsou cifry 1, 2, ..., 9 a b 0,
1,...,9. Pro cifru a mame devét moznosti pro cifru b deset, celkem
dostaneme 90 ¢isel. Zbyvajici ¢fsla vybereme napiiklad takto a00 -
- devét ¢isel, posledni dvé mohou byt naptiklad 110 a 210.

(c) V nasem vybeéru se vyskytuje celkem 90 pozadovanych ¢isel, coz
je 1 maximalni mozny pocet. VyzkouSenim se muzeme presveédcit,
ze lze cisla vybrat i tak, aby mezi mini nebylo zadné s uvedenou
vlastnosti.

5. Text dlohy. Dokazte, ze zlomek

dn+ 3
3n+ 2

(3.3)

nelze kratit pro zadné prirozené n.

Regeni tilohy. Kdyby bylo mozné zlomek (3.3) krétit, existovalo by celé
¢islo d > 1, které by bylo spole¢nym délitelem ¢isel 4n + 3 a 3n + 2.

Z podminek d|4n + 3 a d|3n + 2 plyne, ze d déli i jejich rozdil, tedy
dln + 1. Pak ale téz d|3(n+1) a d|(3(n+ 1) — (3n + 2)). To znamen4,
ze d|1. Zlomek tedy nelze krétit.

6. Text ulohy.

(a) Ukazte, ze existuji piirozend ¢isla a, b, ¢ tak, Ze jejich soucet i
soucet kazdé dvojice z nich, je uplny ¢tverec (étverec prirozeného
cisla).
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(b)

(a)

Rozhodnéte, zda existuje trojice po dvou nesoudélnych a, b, c.

Ukéazeme feSent, které pochazi od Diofanta z Alexandrie (3. st. n.l.)
a je uvedené v knize [3]. Hledand ¢isla oznacime a, b, c¢. Zkusme
polozit

a+b=2?%
b+c=2a2%—2x+1, (3.5)
a+b+c=x*+2r+1. (3.6)

Vztahy (3.4), (3.5) a (3.6) predstavuji soustavu rovnic s nezndmymi
a, b, ¢ a parametrem =z € A, — {1}, kterou snadno vytesime a
zjistime

a=4r, b=1*—4r a c=2r+1. (3.7)
Ze vztahu navic vidime, ze soucty a + b, b+ ¢ a a + b + ¢ jsou
druhymi mocninami ptirozenych cisel. Zbyva najit takové x, aby
i ¢islo a + ¢ = 6x + 1 bylo druhou mocninou pfirozeného cisla.
Naptiklad muzeme zvolit x = 20, pak a = 80, b = 320 a ¢ = 41.

Zkougka. @ + b = 400 = 20%, b+ ¢ — 361 = 192, a+ ¢ = 121 = 112
aa+ b+ c=441 = 212

Kdyby byla ¢isla a, b, ¢ po dvou nesoudélna a platily by vztahy
(3.7), muselo by byt ¢islo x liché. Polozme tedy x = 2k 4 1, kde k
je celé, nezaporné cislo. Soucet a + ¢ = 6x + 1 pak nabyva tvaru
12k 4+ 7 a méa byt druhou mocninou pfirozeného cisla. Ta vSak
pri déleni dvanécti nikdy nedava zbytek 7. Je-li totiz m piirozené
¢islo, které neni délitelné dvandcti, ma praveé jeden z téchto tvaru

6n+t1l, 6n+t2 nebo 6n+3 ,(neA).

V prvnim piipadé totiz zjistime, ze m? = 12(3n®> £ n) + 1, ve
druhém m? = 12(3n*£2n)+4 a ve tietim m? = 12(3n*+3n)+ 9.
Mozné nenulové zbytky pti déleni druhé mocniny celého cisla
¢islem 12 jsou tedy pouze 1, 4 a 9.
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3.2 2. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1. (Jen pro 1. ro¢énik vyssiho gymnézia a mladsi)
Nasledujici tabulka uvadi ptehled vSech pravidelnych mnohosténu a

VVVVVV

Nézev mnohosténu Sténa je Pocet
stén vrcholu hran
Pravid. ¢tytstén rovnostr. trojuhelnik | 4 4 6
Pravid. Sestistén (krychle) | ¢tverec 6 8 12
Pravid. osmistén rovnostr. trojihelnik | 8 6 12
Pravid. dvanactistén pravid. pétithelnik 12 20 30
Pravid. dvacetistén rovnostr. trojuhelnik | 20 12 30
Tabulka 3.1:

Zduvodnéte pro¢ jich nemuze byt vice.

2. (Jen pro 1. roénik vyssitho gymnézia a mladsi)
Z tabulky (3.1) je vidét (tucny tisk) i dualita mezi pravidelnym osmi-
sténem a krychli a mezi pravidelnym dvanéctisténem a pravidelnym
dvacetisténem. Pravidelny ¢tytstén je dualni sam k sobé. Projevem této
duality je i to, ze stfedy stén kazdého pravidelného mnohosténu urcuji
pravidelny mnohostén dudlni.

(a) Dualitu pravidelnych mnohosténu popiste vhodné slovy.

(b) Popsany geometricky vyznam duality mezi krychli a pravidelnym
osmisténem znazornéte obrazky ve volné rovnobézné projekci.

3. Urcete mnohostén, ktery mé za vrcholy stiedy vSech hran zadaného
pravidelného ctyrsténu.
Doplnte obrazkem.

4. Také u krychle se muzeme ptat, co urcuji stredy jejich hran. Nové
teleso vznikne z krychle odfiznutim jejich osmi vrcholu - fezy jsou
rovnostranné trojihelniky a z kazdé stény zustane Ctvercova sténa:
Dostaneme konvexni mmnohostén, jehoz stény jsou 6x ¢tverec a 8
rovnostranny trojuhelnik. VSechny hrany télesa jsou stejné dlouhé,
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v kazdém vrcholu se stykaji dva ¢tverce a dva rovnostranné trojuhel-
niky. Takovy mnohostén nazyvame polopravidelny.

(a) Jiné polopravidelné téleso - osmistén jehoz stény jsou 4x pravidelny
Sestitthelnik a 4 x rovnostranny trojuhelnik ziskame z pravidelného
¢tytsténu tak, ze vhodné odfizneme jeho vrcholy.

Popiste zpusob odriznuti vrcholu étyfsténu a popiste pocet hran
a stén, které se v kazdém vrcholu tohoto polopravidelného télesa
stykaji.

(b) Urcete jiny pravidelny konvexni mnohostén tak, aby se v kazdém
jeho vrcholu stykaly 3 stény, z nichz dvé jsou pravidelny Sestitihel-
nik a jedna ¢tverec.

5. Ukazte, ze existuje polopravidelny konvexni s-stén pro kazdé s > 5.

6. Urcete aspon jeden polopravidelny konvexni mnohostén takovy, ze se
v kazdém jeho vrcholu stykaji pravidelné stény z nichz kazda ma jiny
pocet hran.
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Reseni
Piiklady pochdazi z prace [2].

1. Text dlohy. Nasledujici tabulka uvadi ptehled vsech pravidelnych mno-

yyyyyy

Nézev mnohosténu Sténa je Pocet

stén vrcholu hran
Pravid. ¢tytstén rovnostr. trojuhelnik | 4 4 6
Pravid. Sestistén (krychle) | ¢tverec 6 8 12
Pravid. osmistén rovnostr. trojihelnik | 8 6 12
Pravid. dvanactistén pravid. pétithelnik 12 20 30
Pravid. dvacetistén rovnostr. trojuhelnik | 20 12 30

Zduvodnéte pro¢ jich nemuze byt vice.

Reeni dlohy. V kazdém vrcholu mnohosténu se musi stykat stejny pocet
stén, ktery je aspon 3. Soucet vnitinich uhlua téchto stén pii libovolném
vrcholu musi byt mensi nez 360°. To muze byt splnéno jen tak, zZe
se v kazdém vrcholu stykaji 3, 4 nebo 5 rovnostrannych trojuhelniku,
3 ¢tverce nebo tii pravidelné pétithelniky. Vic moznosti byt nemuze,
protoze situace ve vSech vrcholech je shodna: jsou-li pro hledany pravi-
delny mnohostén zadany vSechny pravidelné stény stykajici se v jed-
nom vrcholu, lze konstrukci télesa jednoznacné provést doplnovanim
chybéjicich stén v dalsich vrcholech.

2. Text dlohy. Z tabulky (3.1) je vidét (tu¢ny tisk) i dualita mezi pravidel-
nym osmisténem a krychli a mezi pravidelnym dvanactisténem a pravi-
delnym dvacetisténem. Pravidelny c¢tytstén je dualni sam k sobé. Pro-
jevem této duality je i to, ze stiedy stén kazdého pravidelného mno-
hosténu urcuji pravidelny mnohostén duélni.

(a) Dualitu pravidelnych mnohosténu popiste vhodné slovy.

(b) Popsany geometricky vyznam duality mezi krychli a pravidelnym
osmisténem znazornéte obrazky ve volné rovnobézné projekci.
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Reseni dlohy.

(a) Pravidelny mnohostén D dudlni k danému pravidelnému mno-
hosténu M ma tolik vrcholu jako mél mnohostén M stén a naopak
tolik stén jako mél M vrcholu, oba pak maji stejny pocet hran.

Obrazek 3.1:

3. Text ulohy. Urcete mnohostén, ktery mé za vrcholy stiedy vsech hran
zadaného pravidelného ctytsténu.
Dopliite obrazkem.

Regeni tlohy. Necht je dén pravidelny étyfstén s hranou délky b. Ukéze-
me, ze stiedy jeho hran uréuji pravidelny osmistén o hrané b/2.

Diikaz

Odrizneme-li kazdy z vrcholu ¢tyfsténu rovinou uréenou stiedy prave
téch hran, které z neho vychdzeji, zistane ndm osmistén. Rezy jsou
trojuhelniky, jejichz vSechny strany jsou stfedni pficky puvodnich stén
a maji proto délku b/2. Dalsi ¢tyfi stény tohoto osmisténu jsou rovno-
stranné trojiheniky, které zustaly ze stén ¢tyfsténu (ohrani¢ené stiedni-
mi prickami puvodnich stén). V kazdém vrcholu osmisténu se stykaji
praveé ¢tyti rovnostranné trojihelniky.

Osmistén je tedy pravidelny.
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Obrazek 3.2:

4. Text tlohy. Také u krychle se muzeme ptat, co urcuji stiedy jejich hran.
Nové téleso vznikne z krychle odtiznutim jejich osmi vrcholu - fezy jsou
rovnostranné trojihelniky a z kazdé stény zustane Ctvercova sténa:
Dostaneme konvexni mmnohostén, jehoz stény jsou 6x ¢tverec a 8x
rovnostranny trojuhelnik. VsSechny hrany télesa jsou stejné dlouhé,
v kazdém vrcholu se stykaji dva ¢tverce a dva rovnostranné trojuhelniky.
Takovy mnohostén nazyvame polopravidelny.

(a)

(b)

Rese

(a)

Jiné polopravidelné téleso - osmistén jehoz stény jsou 4 x pravidel-
ny Sestithelnik a 4x rovnostranny trojihelnik ziskame z pravidel-
ného ctyisténu tak, ze vhodné odiizneme jeho vrcholy.

Popiste zpusob odriznuti vrcholu ¢tyfsténu a popiste pocet hran
a stén, které se v kazdém vrcholu tohoto polopravidelného télesa
stykaji.

Urcete jiny pravidelny konvexni mnohostén tak, aby se v kazdém
jeho vrcholu stykaly 3 stény, z nichz dvé jsou pravidelny Sestitihel-
nik a jedna ¢tverec.

ni dlohy

Kazdy vrchol odtizneme tak, ze fez vedeme v jedné tietiné hran
vychézejicich z tohoto vrcholu (od daného vrcholu). Z kazdého
vrcholu tohoto polopravidelného télesa vychézeji 3 hrany a stykaji
se v ném jeden rovnostranny trojihelnik se dvéma pravidelnymi
Sestithelniky.
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Obrazek 3.3:

(b) Tento mnohostén (otupeny osmistén), ziskdme odrezdvanim vrcho-
lu pravidelného osmisténu.

Rezy i tentokrat vedeme ve tietindch hran.

Obrézek 3.4:

5. Text ulohy. Ukazte, ze existuje polopravidelny konvexni s-stén pro kazdé
s> 1.

Regeni dlohy. Existuji dokonce dvé nekoneéné mnoziny polopravidelnych
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s-sténd.

(a) Pravidelné hranoly se ¢tvercovymi sténami
Trojboky ma prave 5 stén, pétiboky ma 7 stén, n-boky pak mé

n + 2 stén pro n > 3. V této mnoziné je vSak pron = 4 i
krychle, tj. prislusny Sestistén je dokonce pravidelny (tedy neni
polopravidelny).

(b) Antihranoly, jejichz podstavy jsou pravidelné n-tihelniky (navza-
jem pootocené o 180° /n) a boéni stény rovnostranné trojuhelniky.
V kazdém vrcholu se stykaji pravé tii rovnostranné trojihelniky
a n-thelnik. Celkovy pocet stén je 2n + 2, tedy vSechna suda ¢isla
pocinaje 10 (pro n = 3 sem patii pravidelny osmistén). Ukézky
antihranoli pro n = 4 a pro n = 6 muzeme vidét na obr. 3.5.

Polopravidelny s-stén existuje pro kazdé s > 7.

Obrézek 3.5:

6. Text ulohy. Urcete aspon jeden polopravidelny konvexni mnohostén
takovy, ze se v kazdém jeho vrcholu stykaji pravidelné stény z nichz
kazda ma jiny pocet hran.

Regen( tlohy. Lze snadno ukazat, ze pocet hran a stén pfi jednom vrcholu
musi byt pravé tii. Pokud by se totiz v urcitém vrcholu stykaly ¢tyti
pravidelné stény napf. trojihelnik, ¢tverec, pétithelnik a Sestitithelnik
bude soucet hranovych thlua pfi tomto vrcholu 378° a mnohostén nemu-
ze byt konvexni. Pro jinou kombinaci ¢tyt stykajicich se stén je soucet
uhlu jeste vetsi.

Priklad takového télesa ziskame z krychle s délkou hrany a tak, ze
odrezeme vSechny hrany rovinami rovnobéznymi vzdy s odfezavanou
hranou a soucasné téz odiizneme puvodni vrcholy. Misto dvanédcti hran
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ziskame ¢tverce, misto osmi vrcholu pravidelné Sestithelniky a z puvod-
nich Sesti stén zbudou pravidelné osmithelniky. Vsechny hrany nového
télesa musi mit tutéz délku b. Vzdélenost = charakterizujici vedené fezy
je nutno spocitat

b=a—4dr=2vV2 — a=dz+1V2,
a=x(4+V2),
B a 4—\/§_a(4—\/§)
CA+VZ 42

coz je priblizné 0, 185a.

Rovina odfezavajici hranu, ktera jde z vrcholu A, je s ni rovnhobézna a
protind obé dalsi hrany vychézejici z A ve vzdalenosti  od A. Rovina
odrezavajici vrchol A protina vsechny puvodni hrany jdouci z A ve
vzdélenosti 3x od A.

Obrézek 3.6:

Poznamka. Existuje jesté dalsi typ mnohosténu se tfemi ruznymi typy
stén stykajicimi se v kazdém vrcholu. Jeho hranice je slozena ze ¢tverct,
pravidelnych Sestitihelniku a pravidelnych desetitithelnikt. Tento 62-stén
lze ziskat ofezavanim pravidelného dvanactisténu.
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3.3 3. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)

Matka rozdala 26 bonbonu svym ¢tyfem malym synum. Prvni (nej-
starsi) jich snédl stejné jako tfeti, druhy snédl polovinu svého puvodniho
poctu a ctvrty snédl tolik jako vSichni tii ostatni dohromady. Pak jim
zbylo kazdému stejné. Kolik ktery dostal a snédl?

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymndazia a mladsi)
Urcete vSechny dvojice prirozenych ¢isel z, y, pro kterd plati

82% — ¢% = 387

Martin ekl Jané: ”Jsem tiikrat starsi, nez jsi byla ty, kdyz mi bylo
tolik let, kolik je ti nyni.* Jana odpovédéla: " Kdyz mi bude tolik, kolik
je ti nyni, bude ndm dohromady 77 let.*

Kolik let mél v dobé tohoto rozhovoru Martin a kolik Jana?

Pro které hodnoty realného parametru m je soucet druhych mocnin
kofent rovnice
2+ (m—2)r—(m+3)=0

nejmensi?

Je ddna soustava rovnic

rT+y+z=a,
1 1 1
r y z a

s neznamymi z, y, z a realnym, nenulovym parametrem a.
Dokazte, ze z kazdych tii realnych ¢isel x, y, z, které soustavé vyhovuji,
je aspon jedno rovno ¢islu a.

Najdéte vSechny dvojice celych ¢&isel z, y, které vyhovuji rovnici

w(z 4+ 1) (x +7)(x +8) =y
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Reseni
1. Text dlohy. Matka rozdala 26 bonbonu svym ¢tyfem malym synum.
Prvni (nejstarsi) jich snédl stejné jako treti, druhy snédl polovinu svého

puvodniho poctu a ¢tvrty snédl tolik jako vsichni ti ostatni dohromady.
Pak jim zbylo kazdému stejné. Kolik ktery dostal a snédl?

Regeni dlohy. Necht kazdému zbylo z bonbontl. Prvnf syn snédl y bon-
bont a puvodné jich mél z + y. U tietiho tomu bylo stejné. Druhy
musel snist x bonbonu, protoze mu zbylo stejné, kolik snédl. Mél tedy
puvodné 2z bonbont. Ctvrty syn snédl tolik co zbyvajici t¥i dohro-
mady, tj. 2y + x a puvodné mél 2z + 2y. Sec¢tenim puvodnich mnozstvi
bonbonu sestavime rovnici

2(x +y) + 2z + 2z + 2y = 26.

Odtud
3z + 2y = 13.

Dosazovanim zjistime, ze vyhovuje jen x = 1 a y = 5 nebo z = 3 a
y=2.

Synové v poiadi prvni, druhy, tfeti a étvrty dostali bud’ 6, 2, 6 a 12
bonbonu nebo 5, 6, 5 a 10 bonbonu.

2. Text dlohy. Urcete vSechny dvojice ptirozenych cisel x, y, pro kterd plati
83 — ¢% = 387.

Regeni dlohy. Z daného vztahu plyne

82° > 387
neboli ,
v/ 387
T > — = 3,644.
Je tedy
T > 3.
Déle plati
y® < 83
a odtud
y < 2x.
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Porovnanim tfetich mocnin pfrirozenych cisel zjistime, ze 2x < 12.
Kdyby totiz naptiklad platilo 2z = 12, byla by minimalni hodnota
levé strany nasi rovnice

122 — 113 = 1728 — 1331 = 397 > 387.

Budeme hledat 3 < x < 6, coz plati pouze pro x = 4 a x = 5. Dosadime
za x do puvodni rovnice a vypocitame .
Pro z = 4 dostaneme

Y3 =843 — 387 a odtud y =b.
Pro x = 5 nedostaneme za y pfirozené cislo.
Rovnici vyhovuje pouze jediné feSeni z =4 a y = 5.

. Text dlohy. Martin fekl Jané: 7 Jsem tiikrat starsi, nez jsi byla ty, kdyz
mi bylo tolik let, kolik je ti nyni.“ Jana odpovédéla: "Kdyz mi bude
tolik, kolik je ti nyni, bude ndm dohromady 77 let.*

Kolik let mél v dobé tohoto rozhovoru Martin a kolik Jana?

Reeni dlohy. Vék Martina oznacéme z, vék Jany y. Pied d lety, tj. v dobé
o niz se hovoii v Martinové vyroku, bylo Martinovi x —d = y let a Jané
y —d let. Je tedy d = = — y, Jané bylo 2y — z let. Pro Martinuv vék
mame

x =312y —x)

a po uprave
2 = 3y. (3.8)

7, druhého tvrzeni analogicky zjistime
r+(x+(x—y)) =177,

odkud
y = —T77+ 3z. (3.9)

Po dosazeni do rovnice (3.8) dostaneme rovnici
2x = 3(=77+ 3z),

z niz snadno vypocteme
r = 33.

Dosadime z do rovnice (3.9) a zjitime y = 22.
Martinovi je 33 let a Jané 22 let.
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4. Text uUlohy. Pro které hodnoty realného parametru m je soucet druhych
mocnin kofenu rovnice

2+ (m—2)r—(m+3)=0
nejmensi?

Reseni dlohy. Predpokladdame, ze x patii do oboru realnych ¢isel. Dana
rovnice mé vzdy dva rizné realné kofeny, nebot jeji diskriminant je

D= (m—2)*+4(m+3)=m>+16 > 0.
Podle vztahu mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice plati

T+ T = —(m—2), (310)
T1To = —(m+ 3), (311)

a proto
o3+ 2k =20 2wy + 7E — 20170 = (7 + T0)% — 2017,
Dosadime rovnice (3.10), (3.11) a dostaneme

4w =02-mP+2m+3)=4—4dm+m*+2m+6=
=m*—2m+14+9=(m—1)>+0.

Posledni vyraz m&a nejmensi hodnotu, pravé kdyz je vyraz v zavorce
roven nule, tj. kdyz m = 1.

5. Text dlohy. Je dana soustava rovnic

r+y+z=a, (3.12)
1 1 1 1
S4S4t =2, (3.13)
r Yy z a

s neznamymi z, y, z a realnym, nenulovym parametrem a.
Dokazte, ze z kazdych tii realnych ¢isel z, y, z, které soustaveé vyhovuji,
je aspon jedno rovno ¢islu a.

Regeni dlohy. Rovnice (3.13) méa smysl, jen kdyz jsou jmenovatelé zlomku
nenulova ¢isla. Vynésobime ji sou¢inem axyz a upravime na tvar

a(yz + zx + zy) — xyz = 0.
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Za ¢islo a dosadime levou stranu rovnice (3.12) a upravime

(x+y+2)(ay+yz+az) —ayz = (x +y)(zy +yz + x2) +
+z(zy +yz+az—zy) = (e +y)(zy +yz +22) +
+2(x+y) = (r+y)(ylr +2) + 2(x + 2)) =
= (z+y)ly+2)(z+2) =0
Z rovnice
(z+y)y+2)(z+2)=0

pak plyne, ze vzdy je soucet nékterych dvou kotenu nasi soustavy rovnic
roven nule. Proto je tfeti kofen roven parameru a, jak je vidét z rovnice
(3.12).

. Text dlohy. Najdéte vSechny dvojice celych cisel z, y, které vyhovuji
rovnici
r(z+1)(z+ 7)(x+8) =2

Regeni dlohy. Vyndsobime krajni a prostiedni vyrazy na levé strané
rovnice
(2° +8z)(2* + 8z + 7) = .

Zvolime-li nyni substituci
u = 2? + 8, (3.14)
muzeme rovnici upravit na tvar
2 2 _
u” 4+ Tu —y* = 0. (3.15)
Necht m? je jeji diskriminant. Vztah
m? = 49 + 4y?
snadno prepiSeme na tvar
(m — 2y)(m + 2y) = 49.
Ziejmé musi byt m celé cislo a vyrazy v zavorkach jsou délitelé cisla
49=1-7-7.
Muze byt

m—2y = %1 m—2y = 7 m — 2y = +49
m + 2y = +49 m+ 2y = £7 m+2y = £1
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Celkem dostaneme 6 soustav rovnic, z kterych si vyjadiime y.

m—2y = =£1 m—2y = 7 m — 2y = +49
m + 2y = +49 m+ 2y = 7 m+ 2y = £1
4y = £48 4y = 0 4y = F48
Y12 = £12 ys = 0 Yas = F12

Nalezené hodnoty y ndm umoznuji stanovit u ze vztahu (3.15). Pro
y1 = ys = 12 a pro y, = y5 = —12 dostaneme
u? 4+ Tu — (£12)* = 0,
u® + Tu — 144 = 0,

_ —T+£49+576 —7125{ —16
B 2 2 9.

Hodnoty u; = —16 a us = 9 dosadime do substituéniho vztahu (3.14)
a vyjadrime x. Pro u; dostavame

Uy,2

22 +8x+16 =0,

8464064
: _

—4.

T1,2 =
Analogicky pro usy plati
2 +8—-9=0,
_ —8+64+36 —Silo{ 1

X34 5 B _9

Jesté ndm zbyva spocitat x pro ys = 0. Opét dosadime do vztahu (3.15)
a po vytknuti dostaneme

w(u+7)=0 odkud wu3=0, uy=—T7.
Po dosazeni do (3.14) dostaneme, ze
22+ 8 =0 mnebo 2*+8x+7=0.
Prvni rovnice ma koteny x5 = 0 a v = —8, druhd z7; = —1 a x5 = —7.

Zavér. Puvodni rovnici vyhovuje celkem 10 usporadanych dvojic [z, y].
Jsou to tyto dvojice: [—9, £12], [-8,0], [-7,0], [-4, £12], [-1,0], [0, 0],
[1,£12).
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3.4 4. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)
Dokazte, ze v pravoihlém trojihelniku ABC's pteponou A B pii bézném
oznaceni délek stran je polomér kruznice vepsané dan vztahem

ab
r=———,
a+b+c
a+b—rc
=
2

. (Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)

V pravothlém trojihelniku ABC' s preponou AB je v vyska z vrcholu
C. Dokazte, ze trojihelnik se stranami délek v, v 4+ ¢, a + b je také
pravouhly.

Rovnoramennému pravouhlému trojuhelniku ABC' s pieponou AB je
vepsan pravouhelnik CXY Z tak, ze body X, Y, Z lezi po tadé na
useckdch AC, AB, BC'. Urcete pomér |AY| : |Y B|, je-li obsah pravo-
thelnika C XY Z roven 18% obsahu trojthelnika ABC.

.V pravouhlém trojuhelniku ABC' oznac¢me M stied prepony AB. Od-

vésny trojuhelnika maji délky 6 cm a 8 cm.
Vypocitejte vzdalenost stiedu kruznic vepsanych trojihelnikim AMC,
MBC.

. 'V pravouhlém trojihelnitku ABC je @ pata vysky z vrcholu C' na

preponu AB. Poloméry kruznic vepsanych trojihelnikim ABC, AQC,
QBC oznacme po tadé r, r1, ro. Dokazte, ze plati

ICQ| =11+ 71+
Urcete obsah pravothlého trojihelnika ABC's pravym thlem pfti vrcho-

lu C, je-li jeho obvod 0 = 72 cm a rozdil délky téznice t. a vysky v. je
m=t,— v, =7 cm.
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Reseni
1. Text ulohy. Dokazte, ze v pravouhlém trojihelniku ABC' s pfeponou
AB pri bézném oznaceni délek stran je polomér kruznice vepsané dén

vztahy
ab
= 3.16
T atbte (3.16)
_ %”—C (3.17)

Regeni dlohy
I. Zpisob
Vztah (3.16) je ptimym dusledkem porovnani dvou vzorci pro obsah
pravouhlého trojuhelnika. Ze zapisu

5 rla+b+c) ab

B 2 27

totiz snadno zjistime, ze r = ab/(a + b+ ¢).
Vztah (3.17) dostaneme, kdyz zlomek (3.16) rozsifime vyrazem a+b—c
a jmenovatel upravime nésledovné

((a+0b) +c)((a+b) —c) =a® +b* — c + 2ab = 2ab,

nebot v pravothlém trojihelniku ABC' a podle Pythagorovy véty plati
c? =a?+ b2 Je tedy
abla+b—c) a+b—c

2ab 2

T =

I1. Zpdsob
Podle obr. 3.7 je ¢tyithelnik KC'LO ¢&tverec a proto

|[KC| = |LC| =r.
Polozme jesté
x=|AL| = |AM| a y=|BK|=|BM)].
Ziejmé je
c=x+y,

S=-=x+y+r
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7 téchto vztahu pak obdrzime
a+b+c a+b—c
= (= —
2 2
Tim jsme dokazali vztah (3.17). Vztah (3.16) obdrzime, kdyz posledni

zlomek rozsitime vyrazem a-+b-+c a upravime analogicky jako u prvniho
zpusobu.

r=s8—=¢

Obrézek 3.7:

. Text dlohy. V pravouhlém trojihelniku ABC' s preponou AB je v vyska
z vrcholu C. Dokazte, ze trojuhelnik se stranami délek v, v + ¢, a + b
je také pravouhly.

Regen( dlohy. Plat{
(v+¢)® =v* + 2cv + &,

kde cv = ab (obr. 3.8) a podle Pythagorovy véty ¢ = a® + b*. Potom
muzeme psat

(v+c)* =v> +2ab+a®> + b* = v* + (a + b)*

Je tedy podle véty obracené k vété Pythagorové trojihelnik se stranami
délek v, v + ¢, a + b pravouhly.

Pozndmka. Méli bychom rozlisit Pythagorovu vétu od tzv. obraceni Py-
thagorovy véty. Pythagorova véta tvrdi, ze v pravoihlém trojihelniku
s preponou délky ¢ a odvésnami délek a, b plati a? + b* = 2, kdezto
obraceni Pythagorovy véty tvrdi, ze kdyz v néjakém trojuhelniku se
stranami délek a, b, ¢ plati a®> + b* = 2, pak je tento trojthelnik
pravouhly.
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Obrazek 3.8:

3. Text llohy. Rovnoramennému pravouhlému trojihelniku ABC' s piepo-
nou AB je vepsan pravouhelnik C XY Z tak, ze body X, Y, Z lezi po
fadé na useckach AC, AB, BC'. Uréete pomér |AY | : |Y B|, je-li obsah
pravoihelnika C XY Z roven 18% obsahu trojihelnika ABC.

Regeni dlohy. Hledany pomeér oznaéme z. Jelikoz trojihelniky AXY a
Y Z B jsou pravotihlé a rovnoramenné, plati |AY| = mv/2, |[Y B| = nv/?2
(obr. 3.9). Potom plati

po YL _mv2_m (3.18)
YB|  nv2 n

Z podminky obsahu plyne

~0,18(m +n)?
-2

mn

Rovnici umocnime a upravime na tvar

9m? — 82mn + 9n? = 0.

Po vydéleni této rovnice éislem n?

kvadratickou rovnici

a vyuziti vztahu (3.18) dostaneme

922 —82r +9 = 0,

s koteny

18
Hledany pomeér je 9: 1 nebo 1:9.

82 + 80 9
T2 = —1 1/9.
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A4 w2 Y n\2 B

Obrazek 3.9:

4. Text tlohy. V pravoihlém trojihelniku ABC ozna¢me M stied prepony
AB. Odveésny trojihelnika maji délky 6 cm a 8 cm.
Vypocitejte vzdalenost stiedu kruznic vepsanych trojihelnikim AMC,
MBC.

Regeni tlohy. Necht M je stied strany AB. Podle Pythagorovy véty je
c=|AB| =10 cm
a pro Thaletovu kruznici plati
|IMA| = |MB| = |MC| =5 cm.

Kruznice vepsané rovnoramennym trojihelnikim BMC a AMC se
dotykaji zakladen BC' a AC' v jejich sttedech K, L (Obr. 3.10). Ctyi-
thelnik KCLM je obdélnik se stranami délek |[M K| = |LC| = 3 cm
a |[ML| = |KC| =4 cm. Na jeho stranéch lezi sttedy O, S vepsanych
kruznic. Druhd mocnina vzdalenosti téchto stredu je

> =|0S)* = (4 —m)* + (3—n). (3.19)

Tim prevadime tlohu na vypocet poloméru m, n kruznic vepsanych
trojuhelnikim ACM, BCM. Ty vsak muzeme urcit porovnanim vzta-
hu pro vypocet obsahu téhoz trojihelnika

S — a+b+c_p: @V _ by _
2 2 2 2
kde p oznacuje polomér kruznice vepsané.
Je tedy
|AM| + |MC| + |CA| 5+5+6
Spamc = m=-———m=8m=

2 2
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_ |CA]- [ML|
i s

=6-2=12cm2

Odkud

Analogicky plati
\MB| +|BC| + |C M| 5+8+5
o . ’)’L = . ’)’L = 9n g

S
ABCM 5 5
:wzg.ézlgcm2’
2 2
4
n=- cm.
3
Dosadime hodnoty m a n do (3.19):

5 (4 3>2+<3 4)2 <5)2+<5)2 25 25 3% .,
Tr = _ —_ — = — — = — — = —— CIn
2 3 2 3 4 9 36 ’

o 325_\/25-13_5¢ﬁcm
V3 6 6 ‘

Vzdélenost stiedu kruznic vepsanych trojuhelnikuim AMC a M BC' je

(5v/13) /6 cm.

1\
\
! \
! \
U \
1 \
I \
\
\
L ! . K
1 \
m \ 0
\
X \
//O \\ , =~
~
//’ N ’ S = ~ .
// N /7 ~ o
- S o ’ S~
- ~ S~
N

Obrézek 3.10:
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5. Text dlohy. V pravouhlém trojihelniku ABC' je Q pata vysky z vrcholu
C na preponu AB. Poloméry kruznic vepsanych trojihelnikuim ABC),
AQC, QBC oznatme po tadeé r, r1, ro. Dokazte, ze plati

|CQ|:T1+7’2+7’.

Reeni dlohy. Oznaéme |CQ| = v, |AQ| = m, |BQ| = n. Pomocdi jiz
dokézaného vztahu (3.17) (z 1. tlohy) pro trojihelniky AQC, QBC, a
ABC dostavame

m+v—b n+v—a a+b-—c 2v+m+n-—c

r+ro+1r= B + 9 + 9 9 5

kde m + n = ¢, potom dostavame
rt+reot+r=uv=|CQ|.

Tim je tvrzeni dokazano.

Obrazek 3.11:

6. Text dlohy. Urcete obsah pravoihlého trojihelnika ABC' s pravym thlem
pii vrcholu C je-li jeho obvod o = 72 cm a rozdil délky téznice ¢. a
vysky v. je m =t. — v, = 7 cm.

Regeni dlohy
I. Zpisob. (Upraveno podle Ivana Pilise, Gymnazium Martin).

Z vlastnosti Thaletovy kruznice plyne t. = ¢/2. Proto muzeme podmin-
ku t. — v, = 7 cm upravit na tvar

2. =c— 14. (3.20)
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Ctyinasobek obsahu trojihelnika ABC je
4SAABC = 2ab = QCUC,

odtud
2ab = ¢(c — 14),

a podle Pythagorovy véty
= (a+0b)*—2ab= (72— c)* — c(c—14),
Posledni vztah vede na kvadratickou rovnici
& +130c — 5184 =0,

které vyhovuje jen kladny kofen ¢ = 32 c¢m. Daéle jiz snadno zjistime
ve=c/2—T7T=9cmal =c-v./2=144 cm?®.

I1. Zpisob. (Upraveno podle Evy Pekérkové, Gymnézium Tébor).
Podobné jako v predchozim teseni zjistime

2ab = (a + b)?* — ¢ = 2cv...
Sem dosadime ze vztahu (3.20) a po substituci = a + b mame
22— =c(c—14).

Déle ¢ nahradime pravou stranou vztahu ¢ = 72 — x, ktery predstavuje
podminku pro obvod trojuhelnika. Po tpravé obdrzime kvadratickou

rovnici
2 — 274z + 9360 = 0

s koteny x; = 234 a x5 = 40. Soucet x = a + b nemuze byt vetsi nez
obvod trojuhelnika, proto vyhovuje jen x5 = 40 cm. Délka pfepony je
tedy ¢ = 72 — x5 = 32 cm. Vysku v, a obsah S uréime stejné jako
v zavéru prvniho zpusobu.
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Kapitola 4

Rocnik 1998/99

4.1

1. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymndzia a mladsi)
Urcete kolika nulami konéi soucin 1-2-3---499-500 (tj. soucin vsech
prirozenych ¢isel od jedné do péti set).

. (Jen pro 1. roénik vyssiho gymndazia a mladsi)

Necht z, y jsou celd &fsla a éislo 62+ 11y je délitelné &fslem 31. Dokaite,
ze pak je také ¢islo x + 7y délitelné cislem 31.

Bez pouziti kalkulacky nebo pocitace dokazte, ze ¢islo
1996 - 1997 - 1998 - 1999 + 1
je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.

Celd ¢ést redlného cisla x je takové celé ¢islo m = [x], pro které plati
m < x < m + 1. Najdéte celou c¢ast cisla

V4a? 4 V1602 + Va7 § 160 1 2,
jestlize a je libovolné pfirozené cislo.

Urcete vSechna prirozend cisla, kterd jsou jedendckrat vétsi nez jejich
ciferny soucet.
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6. Vynasobime-li ctytciferné c¢islo deviti, dostaneme ¢tytciferné cislo slozené
ze stejnych cifer ale v opa¢ném poradi.
Najdéte vsechna takova c¢isla.
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Reseni
1. Text dlohy. Urcete kolika nulami konéi soucin 1-2-3---499 - 500 (tj.
soucin vsech pftirozenych ¢isel od jedné do péti set).

Regent dlohy. Nejprve zjistime, kolik pétek obsahuje soucin prvociniteli
¢isla s=1-2-3---499 - 500.

V samotném soucinu s se vyskytuji ¢isla 5, 10, 15, ...495, 500. Je jich
100 a kazdé z nich je délitelné péti. V prvociselném rozkladu ¢isla s
je proto aspon 100 pétek. Tento odhad musime zvysit o pocet Cisel
z predchozi fady, kterd jsou nasobky druhych mocnin péti, nebot tato
¢isla maji ve svém rozkladu dvé pétky, dale o pocet cisel, kterd jsou
nasobky tretich mocnin péti atd.

Nésobky druhych mocnin jsou ¢isla 25, 50, 75, ...475, 500 (je jich
celkem 20), ndsobky tfetich mocnin jsou 125, 250, 375, 500. Nésobky
vyssich mocnin se v fadé nevyskytuji.

Je tedy v rozkladu souc¢inu s na prvocinitele 124 pétek. Dvojek je zde
podstatné vice (aspon 250). Protoze kazdy souéin 2 - 5 urc¢uje pravé
jednu nulu v dekadickém zapisu ¢isla s, obsahuje tento zapis prave 124
nul.

2. Text tlohy. Necht z, y jsou celd ¢isla a ¢islo 62 + 11y je délitelné Efslem
31. Dokazte, ze pak je také ¢islo x + 7y délitelné ¢islem 31.

Regeni tlohy. Podle zadén{ je 6z + 11y = 31k, kde k je celé éislo. Plat{
6(z + Ty) = (62 + 11y) + 31y = 31(k + v).

Soucin 6(x + Ty) je tedy ndsobkem 31. Protoze ¢isla 6 a 31 jsou ne-
soudélnd, je ¢initel x + 7y délitelny cislem 31 a to jsme chtéli dokazat.

3. Text ulohy. Bez pouziti kalkulacky nebo pocitace dokazte, ze cislo

1996 - 1997 - 1998 - 1999 + 1

je druhou mocninou pfirozeného cisla.

Regeni dlohy. Pfi Feeni této dlohy je vyhodné polozit = 1996. Pak
plati

a=2(x+3)(z+1)(z+2)+1=(2*+3z)(2® + 32+ 2) + 1,
zvolime substituci y = 22 + 3z a dostaneme.

a=yly+2)+1=9"+2y+1=(y+1)>2
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Tim je dukaz proveden a vidime, Ze se ani nemusime omezovat na
specialni volbu = 1996. Tvrzeni plati pro kazdé prirozené .

. Text tlohy. Cela ¢ast redlného cisla = je takové celé ¢islo m = [z], pro
které plati m < x < m + 1. Najdéte celou cast ¢isla

\/4a2 +\/16a2 + V6ia? + T6a + 2,
jestlize a je libovolné ptirozené cislo.

Regeni tlohy. Ozna¢me b dané ¢islo. Plati

b /102 + /160 + V51a® + 160+ 2

b>\/4a2—|—\/16a2+\/64a2+16a—|—1: \/4a2+\/16a2—|—\/(8a+1)2:
:\/4a2—|—\/16a2—|—8a—|— = \/4a2+\/(4a—|—1)2:\/4a2—|—4a—|- -
=4/(2a +1)? =2a+ 1,

b>2a+1.

Rovnéz plati

b<\/4a2+2-\/16a2+2-\/64a2+32a+4:
:\/4a2—|—2-\/16a2+2-\/(8a+2)2:\/4a2+2-\/16a2+16a+4:
:\/4a2—|—2-\/(4a—|—2)2:\/4a2—|—8a—|— =1/(2a+2)? = 2a + 2,

b<2a+ 2.

Je tedy 2a +1 < b < (2a+ 1) + 1, to znamend, ze celd ¢ast b je ¢islo
2a + 1.

. Text dlohy. Urcete vSechna prirozend cisla, kterad jsou jedendckrat vetsi
nez jejich ciferny soucet.

Regeni dlohy. Libovolné z hledanych &fsel ozna¢me a, jeho pocet cifer
necht je n. Ziejmé musi platit

10" <11...1<a<11-(94+9+...4+9) =99n.

n cifer

n cifer
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Je tedy 10"~ < 99n. Tato nerovnost plati jen pro n € {1,2, 3}, nebot
pro n = 4 je jiz 1000 > 396 a s kazdym nasledujicim n se leva strana
tohoto vztahu zvétsi desetkrat, kdezto prava jen o 99.
Pro n =1 by podle zadéani mélo platit a = 11a, coz splnuje jen a = 0,
ale to neni piirozené cislo.
Pro n = 2 polozme a = 10z 4+ y a ze zadani dostaneme po tuprave
rovnici

r = —10y,

kterd opét nema feseni, jelikoz x € {1, 2, ..., 9}.
Pro n = 3 polozme kone¢né a = 100x+10y+2 = 11(z+y+z). Posledni
rovnost lze upravit na tvar

1009z — 2) =z +y.

Zvézime-li navic, ze x, y, z jsou cifry (z je ruzné od nuly) a x+y < 18,
neni jind moznost, nez ze 9r — z = 1 a soucasné xr+y = 10. Tedy = = 1,
y=9,2=8a=198=11-(14+9+8).

. Text dlohy. Vynasobime-li ¢tyiciferné ¢islo deviti, dostaneme ctyiciferné
¢islo slozené ze stejnych cifer ale v opacném potadi.

Najdéte vsechna takova cisla.

Regeni dlohy

I. Zptsob. (Upraveno podle Jana Hermana, Gymnazium Brno)
Hledané cislo oznacime z = 1000a + 1000 + 10c¢ 4 d, v némz cifry a, d
nejsou nuly. Ze zadani plyne

9000a + 900b + 90c + 9d = 1000d 4 100c + 10b + a
a odtud po uprave
8999a + 890b = 10c + 991d.

Leva strana tohoto vyrazu ma minimalni hodnotu 8999, kdezto prava je
nejvyse rovna ¢islu 9009. Z téchto jedendcti ¢isel z intervalu (8999, 9009)
muze levéa strana nabyvat pouze hodnoty 8999 a prava jen 8999 nebo
9009. Rovnost obou stran tedy nastane, pravé kdyz

8999a + 890b = 10c + 991d = 8999

a je to jen tehdy, kdyza=1,0=0,c=8 a d=09.
Hledané ¢islo je 1089.
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I1. Zplsob. (Upraveno podle Lady Oberreiterové, Gymnazium Ttebic)
Hledame cisla x = ABC'D, kde A, B, C, D ptedstavuji jednotlivé cifry.
Ziejme plati

1000 < z < 1111, (4.1)

nebot soucin 9-1111 = 9999 je nevétsf étyiciferné éfslo. Vidime odtud,
ze A =1 ataké D =9, protoze soucin 9 - x musi koncit jednickou.
Dale si zapiSeme prislusné nasobeni

1BC9
. 9
9CB1

Vzhledem k podmince (4.1) muze byt jen B = 0 nebo B = 1. Proto
rozlisime tyto pripady

(a)

—_
(@]
Q

NeliNe]

ol -
Q
o
—_

V pripadé (a) z tabulky nasobeni odvodime rovnici (je tfeba si uvédomit,
ze se prevadi 8 z pravého sloupce) 900 + 9C + 8 = 900 + 10C, jejimz
feSenim je C' = 8.

V piipadé (b) analogicky dostaneme 990 4+ 9C' + 8 = 901 + 10C', odtud
C = 17, coz ziejmé nevyhovuje.

Z4vér. Uloha mé jediné teseni x = 1089.
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4.2 2. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadani

1. (Jen pro 1. ro¢nik vyssiho gymnézia a mladsi)

Predstavte si, ze se svym piitelem hrajete tuto hru: Na stole je polozena
fada nékolika minci, nékteré rubem, jiné licem vzhuru. (Mohou byt
i vSechny licem ¢i rubem vzhuru). Mince si prohlédnete, pak odejdete,
ale vas ptitel v mistnosti zustane a za vasi neptitomnosti odebere jednu
minci. Ostatni mince poobraci po dvou libovolnym zpusobem. (To zna-
mend, ze muze obrétit naraz libovolné dvé, potom dalsi dvé atd.). Pak
vas zavold zpét a vy mate z pouhého pohledu na mince zjistit, zda
odebral ”lic” ¢i "rub”. Popiste piislusny myslenkovy postup.

2. (Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)
Urcete pocet vsech ctytcifernych cisel, kterd jsou délitelna tiemi a je-
jichz dekadické zapisy obsahuji pravé dvé jednicky.

3. Mésto méa tvar ¢verce 5 x 5 km. Ulice jej rozdéluji na ¢tvercové bloky
o strané délky 200 m. Poutnik se vyda na cestu ulicemi a po deseti
kilometrech chuze se octne na misté, z kterého vysel. Jaky nejvétsi
obsah muze mit obrazec ohrani¢eny poutnikovou trajektorii?

4. 'V tovarné na hracky vyrabéji krychlové kostky, jejichz kazdé sténa je
obarvena nékterou ze Sesti barev: modra, bila, ¢ervena, zelena, zluta,
¢erna. Stény jsou jednobarevné a kazda kostka je Sestibarevna. Kolik
ruznych typu takovych kostek je mozné vyrobit? Kostky, které se lisi
jen tim, ze jsou ruzné otocené, povazujeme za stejné.

5. Na polici je sedm stejnych sklenic téhoz 1éku po 200 tabletach v kazdé
z nich. Hmotnost jedné tablety ma byt presné 1,00 g. Od vyrobce ptisel
telegram, ze se v zasilce mohly vyskytnout sklenice se zavadnym lékem,
jehoz tablety vazi 1,01 g, které se musi vytadit. V zadné sklenici nejsou
tablety ruznych hmotnosti.

Navrhnéte zptusob, jak pomoci jediného vazeni zjistit, které sklenice ob-
sahuji vadny lék, mame-li k dispozici presné vahy s ptislusnym zavazim
a dostatecné velkymi miskami.

6. Na obvodu kruhu jsou v libovolném poradi napsany ¢tyii jednicky a pét
nul. Opakované provadime néasledujici operaci: mezi kazdé dvé puvodneé
napsané ruzné cifry napiseme jednicku a mezi stejné nulu. Pak puvodné
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napsané cifry vymazeme. Dokazte, ze nikdy se nam nepodafi timto
postupem obdrzet devét nul.
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ResSeni
1. Text dlohy. Predstavte si, ze se svym piitelem hrajete tuto hru: Na stole
je polozena tada nékolika minci, nékteré rubem, jiné licem vzhuru. (Mo-
hou byt i vSechny licem ¢ rubem vzhuru). Mince si prohlédnete, pak
odejdete, ale vas pritel v mistnosti zustane a za vasi nepritomnosti ode-
bere jednu minci. Ostatni mince poobraci po dvou libovolnym zpuso-
bem. (To znamend, ze muze obratit nardz libovolné dveé, potom dalsi
dve atd.). Pak vés zavold zpét a vy mate z pouhého pohledu na mince
zjistit, zda odebral "lic” ¢i "rub”. Popiste prislusny myslenkovy postup.

Reeni tdlohy. Mince otoené licem (resp. rubem) vzhiiru oznacime L
(resp. R), pocet vsech minc{ typu L v fadé necht je p(L) a pocet vSech
minci typu R je p(R). Obratime-li nyni v dané fadé dvé mince typu L,
budou poc¢ty minci po obraceni

P(L)=p(L)-2 a p(R)=p(R)+2 (4.2)
Podobné bude platit po obraceni dvou minci typu R
P(L)y=pL)+2 a p(R)=p(R)-2 (4.3)

a po obraceni dvojice typu L, R se pocty p(L), p(R) nezméni.

Sudé cislo zustava po pricteni nebo odecteni ¢isla 2 sudym a liché
lichym. Vidime tedy ze vztahu (4.2) a (4.3), ze se tak zvand parita
(tj. sudost nebo lichost) provedenim libovolného poctu otoceni minci
podle danych pravidel neméni.

Odebranim jedné mince typu L se naopak parita ¢isla p(L) zmeéni,
stejné jako oderanim mince typu R se zméni parita poc¢tu p(R).

Hrac, ktery ma uhodnout odebrany typ mince si tedy musi pred od-
chodem zapamatovat parity ¢isel p(L) a p(R). Po pfichodu usoudi, ze
byla odebrana mince toho typu, u néjz prislusny pocet zménil paritu.

2. Text dlohy. Urcete pocet vSech ctyicifernych ¢isel, ktera jsou délitelna
tfemi a jejichz dekadické zapisy obsahuji pravé dvé jednicky.

Regeni tlohy. Muzeme uréit celkem dvandct étyicifernych ¢isel, jejichz
dekadicky zapis obsahuje pravé dvé jednicky a po jedné ze dvou ruznych
nenulovych cifer A, B. Prvnich Sest z nich jsou cisla 11AB, 1A1B,
1AB1, A11B, A1B1 a AB11. Dalsich Sest vznikne z predchozich zameé-
nou cifer A, B.

Je-li nenulova cifra B = A, utvofime jen Sest ¢isel a snadno déle
zjistime, ze kdyz jedna z ruznych cifer A, B (napt.A) je rovna nule,
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tak existuje devét ctyrcifernych ¢isel: 1108, 1180, 1015, 1810, 1081,
1801, B110, B101, BO11.

Déle je tieba si uvédomit, ze ¢islo je délitelné tremi, pravé kdyz je
soucet jeho cifer délitelny tfemi. Cifry A, B (A < B) tedy musi spniovat
vztah A+ B = 3k — 2, kde k = 2,3,4,5,6, nebot pro vyssi hodnoty k
by byl soucet A+ B vétsi nez 18 a pro k < 1 mensi nez 2.

Vsechny moznosti pirehledné uvadi nasledujici tabulka

Cifra A 001111221233 |4]4|5/5|6]8
Cifra B 4471316191258 [4]7]6]9
Pocet moznosti|9(9[12]12]12(6(12]12]12]12|12|12|6|12|12|6

ot
oo
-3
oo

Celkovy pocet ctytcifernych ¢isel s danymi vlastnostmi je

p=3-6+2-9+11-12 = 168.

. Text dlohy. Mésto méa tvar ¢verce 5 x 5 km. Ulice jej rozdéluji na
¢tvercové bloky o strané délky 200 m. Poutnik se vyda na cestu ulicemi
a po deseti kilometrech chiize se octne na misté, z kterého vysel. Jaky
nejveétsi obsah muze mit obrazec ohrani¢eny poutnikovou trajektorii?

Regeni dlohy. Mésto si predstavime jako Etvercovou sit - Sachovnici
25 x 25 policek. Kazdé policko je ctverec o strané 200 m = 0,2 km.
Stranu policka, ale i jeji délku budeme nazyvat ulice.

Poutnikova cesta je tedy uzaviena lomena cara slozena z jednotlivych
ulic. Jeji celkova délka je 10 : 0,2 = 50 ulic. Pokud tutvar omezeny touto
carou neni pravothelnik, lze jej nahradit pravothelnikem o stejném ob-
vodu, ale vétsim obsahu.

Proto budeme déle vysetiovat jen pravouhelniky se stranami délek a, b,
pro néz a+b = 25 ulic, a < b. Nejvétsi hodnota a = 12 pro b = 13 ulic.
Dokézeme, ze témto rozmérum piislusi nejvétsi obsah

Smae = ab =12+ 13 = 156 bloku = 6, 24 km?.

Délka a jiz nemuze byt za podminky a < b vétsi. Pokud ji zmensime
o x bloku, bude obsah utvaru

S=(12—-2)(13+2) = Spaz — T — 2° < Spae-

Nejvétsi obrazec ohraniceny poutnikovou cestou je obdélnik 12 x 13
ulic a ma obsah 6,24 km?.

76



4. Text tlohy. V tovarné na hracky vyrabéji krychlové kostky, jejichz kazda
sténa je obarvena nékterou ze Sesti barev: modra, bila, ¢ervend, zelend,
zluta, cerna. Stény jsou jednobarevné a kazda kostka je Sestibarevna.
Kolik ruznych typu takovych kostek je mozné vyrobit? Kostky, které
se lisi jen tim, Ze jsou ruzné otocené, povazujeme za stejné.

Regeni dlohy

I. Zpisob

Kazdou obarvenou krychli muzeme otocit tak, aby na horni sténé byla
barva A. Na protilehlé, dolni sténé muze byt nékterd z barev B, C, D,
E, F. To je pét moznosti.

Ma-li pak dolni sténa napiiklad barvu B, muzeme krychli pri jakémkoliv
obarveni boc¢nich stén zbyvajicimi barvami C, D, E, F otocit kolem
svislé osy tak, aby vpredu byla barva C. Na zadni sténé pak je néktera
ze tif barev D, E, F. Je-li tam naptiklad barva D, lze umistit bud E
na levou a F na pravou boé¢ni sténu nebo naopak. Pii pevné zvolenych
barvach na horni a dolni sténé mame tedy 3 -2 = 6 moznosti pro bo¢ni
stény.

Celkem existuje 5 - 6 = 30 typu barevnych kostek.

II. Zpisob

Pro pevné umisténou kostku existuje p = 720 (6!=720) permutaci obar-
veni stén podle uvedenych podminek. Protoze vsak otacenim kostky
nékteré permutace splynou, predstavuje vzdy m ruznych permutaci
jediny typ obarveni a pocet ruznych typu kostek je x = p/m.

Urcime nyni m. Méjme dvé kostky téhoz typu, jedna ma pevnou polohu,
se druhou umisténou obecné jinak, muzeme otacet. Prvni ma na spodni
sténé barvu A, druhd muze mit barvu A na kterékoli ze svych Sesti
stén - to je Sest moznosti. Otocme druhou kostku tak, aby méla barvu
A také na dolni sténé. Pak musi byt na obou kostkach stejnd i barva
horni stény. Barvy na odpovidajicich si bo¢nich sténach se vSak mohou
shodovat az po vhodném otoceni kolem svislé osy druhé kostky. Pro
takové otoceni jsou Ctyii moznosti: o tihel 0°, 90°, 180° nebo 270°.
Odtud m = 6 - 4 = 24 ruznych permutaci pro tentyz typ kostky.

Pocet vsech typu kostek je x = 720/24 = 30.

5. Text dlohy. Na polici je sedm stejnych sklenic téhoz 1éku po 200 tabletach
v kazdé z nich. Hmotnost jedné tablety ma byt ptesné 1,00 g. Od
vyrobce prisel telegram, ze se v zasilce mohly vyskytnout sklenice
se zavadnym lékem, jehoz tablety vazi 1,01 g, které se musi vytadit.
V zadné sklenici nejsou tablety ruznych hmotnosti.

Navrhnéte zptsob, jak pomoci jediného vazeni zjistit, které sklenice ob-
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sahuji vadny lék, méame-li k dispozici presné vahy s ptislusnym zavazim
a dostatecné velkymi miskami.

Regeni dlohy. Vyuzijeme toho, ze kazdé celé nezaporné éislo a se dé
vyjadrit jen jedinym zpusobem ve staru

a:ao+a1-2+a2-22+a3-23—|—...—|—an-2",

kde ¢isla ag, a1, ag, .. .a, nabyvaji jen hodnot 0 nebo 1 a jsou to vlastné
cifry ¢isla a zapsaného ve dvojkové soustavé (potadi cifer v tomto zépisu
je ovSem obrécené).

Postup vazeni je tento: na levou misku umistime (tak, abychom roz-
lisili, co je z které sklenice) jednu tabletu z prvni sklenice, dvé tablety
z druhé sklenice, ctyti tablety ze tieti, osm ze ¢tvrté atd., az nakonec 64
tablet z posledni, sedmé sklenice. Pak je vyvazime zavazim. Pokud bude
hmotnost presné 1 +2+4+ 8+ 16+ 32+ 64 = 127 gramu, nevyskytuje
se v zadné sklenici vadny lék. Kdyz je hmotnost o m centigramu vétsi
(m < 127 cg), délime m opakované dvéma a nenulové zbytky urcuji
sklenice s vadnym lékem v tom poradi, v jakém zbytky obdrzime.
Naprtiklad jsme zjistili hmotnost 127,54 g. Zbytky pii postupném déleni
¢isla 54 dvéma uvadi tato tabulka.

Cislo [54[27]13]6[3[1]0
Zhytek | 0 | 1 | 1 |O|1]1]0

Podle ni plati
54=0-2041-2'+1-2240-224+1-22+1-2°+0-26

a proto obsahuje vadny 1ék druha, tieti, pata a Sesta sklenice. Nezavadny
l1ék je v prvni, ¢tvrté a sedmé.

. Text dlohy. Na obvodu kruhu jsou v libovolném poradi napsany ¢tyti
jednicky a pét nul. Opakované provadime nésledujici operaci: mezi
kazdé dvé puvodné napsané ruzné cifry napiSseme jednicku a mezi stejné
nulu. Pak puvodné napsané cifry vymazeme. Dokazte, ze nikdy se ndm
nepodarii timto postupem obdrzet devét nul.

Regen( dlohy. (Sporem - upraveno podle Jaroslava Zelenky a Jindficha
Zitky, Gymnazium Téabor)

Mezi deviti ciframi napsanych v kruhu je devét mezer a proto se prove-
denim vyse popsané operace pocet cifer neméni. Pokud bychom po
n operacich obdrzeli devét nul, muselo by byt v ptedchozim kole vsech
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devét ¢islic rovno 1 nebo vSech devét ¢islic rovno 0. Nulu totiz muzeme
do mezery pséat jen tehdy, jsou-li ¢islice po obou strandch stejné. Kdyz
jdeme dale nazpét, neni jind moznost, nez ze devét nul vznikne z deviti
jednicek. Jinak bychom totiz dosdhli deviti nul hned po prvni operaci
a to neni mozné.

Pokud v néjakém kole dosdhneme samych jednic¢ek, musi se v predcha-
zejici konfiguraci pravidelné stiidat nuly a jednicky. To je vSsak mozné
jen pii sudém poétu napsanych cifer. Tim jsme dosli ke sporu, nebot 9
nen{ sudé ¢islo. Uloha je dokéazana.
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4.3 3. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)
Dokazte.

(a) Kazdy pravoihelnik (obdélnik, ¢tverec) je tétivovy étyiihelnik.

(b) Kazdy deltoid (¢tyiihelnik symetricky podle jedné z thlopticek)
je tecnovy ctyruhelnik.

(c) Lichobéznik je tétivovy pravé tehdy, kdyz je rovnoramenny.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)
Nakreslete aspon tii typové ruzné ctyithelniky, které jsou tecnové i
tétivové soucasné. (Pojmenujte je nebo popiste jejich konstrukei).

Deltoid s ihlopiickami délky 10 cm a 6 cm je tétivovy. Spocitejte jeho
obvod.

Rovnoramenny lichobéznik, ktery je tecnovym ctyiuhelnikem, mé za-
kladny délek a = 10 cm a ¢ = 5 cm. Spocitejte jeho rameno b, vysku v,
polomeér s kruznice, ktera je lichobézniku vepsand a polomér r kruznice,
kterd je mu opsana.

Déna kruznice k a na ni bod A.

Kolik lze zadané kruznici vepsat tétivovych ¢tyiuhelniku ABCD tak,
aby pri vrcholu A byl thel pravy a pti vrcholu B thel n-krat vetsi
nez je uhel pti vrcholu D? Kolik z téchto ¢tytuhelniku je i tecnovych?
Vsechny tyto tecnové ctyiuhelniky postupné pron = 1, 2, 3 narysujte.

. Necht ABCD je tecnovy lichobéznik. Dokazte, Ze plati: geometricky

prumeér délek jeho ramen je vétsi nez geometricky prumeér délek jeho
zakladen.
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Reseni
1. Text dlohy. Dokazte.

(a) Kazdy pravothelnik (obdélnik, ctverec) je tétivovy ¢tyithelnik.
(b) Kazdy deltoid (ctyfihelnik symetricky podle jedné z uhlopiicek)
je tecnovy ctyruhelnik.

(c) Lichobéznik je tétivovy pravé tehdy, kdyz je rovnoramenny.
Reeni tlohy. Vyuzijeme znamych vét:
Ctytuhelnik je tétivovy prave tehdy, kdyz soucet dvojice jeho protéjsich
hlu je thel primy.
Ctytihelnik ABCD je tecnovy pravé tehdy, kdyz pro délky jeho stran
plati: a+c=b+d.

(a) V pravothelniku ABCD plati, ze jeho uhlopiicky AC' a BD jsou
shodné a navzajem se puli. Lze mu tedy opsat kruznici se stredem
v pruseciku thlopricek.
k k
D C

Obrazek 4.1:
(b) Je-li deltoid ABC'D symetricky podle thlopficky AC, musi pro

délky jeho stran platit @ = d a ¢ = b. Odtud a + ¢ = b+ d.
Ctytihelnik ABCD je tecnovy.
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A
Obrazek 4.2:

(¢) i. Rovnoramenny lichobéznik se zdkladnami a, ¢ ma shodné
uhly, které jsou prilehlé téze zakladné. Odtud plyne, Ze soucty
protéjsich uhlu jsou shodné, tedy rovné primému thlu a li-
chobéznik je tétivovy.

ii. Jestlize jde lichobézniku ABCD se zakladnami AB, C'D op-
sat kruznici, musi osy obou zakladen prochazet stredem této
kruznice, osy tedy splynou a lichobéznik je osové soumérny
tedy rovnoramenny.

Obrézek 4.3:
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2. Text ulohy. Nakreslete aspon tii typové ruzné ctytihelniky, které jsou
tetnové i tétivové soucasné. (Pojmenujte je nebo popiste jejich kon-
strukei).

Regent dlohy.

(a) Ctverec

Obrazek 4.4:

(b) Rovnoramenny lichobéznik se zédkladnami a, ¢ a ramenem

b= (a+c)/2.

Obrazek 4.5:
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(c) Deltoid, jehoz pravé jedna dvojice protéjsich hlu je pravouhla.

Obrazek 4.6:

3. Text ulohy. Deltoid s uhloptickami délky 10 cm a 6 cm je tétivovy.
Spocitejte jeho obvod.

Regeni dlohy. Nech! ABCD je deltoid symetricky podle pifmky AC,
ktery je tétivovy. Potom musi byt pii vrcholech B a D shodné thly,
jejichz soucet je primy thel, tedy hly pravé. Pokud by |AC| = 6 cm,
|BD| = 10 cm byla by vyska v pravoihlém trojtihelniku ABC' 5 cm,
tedy veétsi nez polomér Thaletovy kruznice opsané nad AC' a to neni
mozné.

Tedy |AC| = 10 cm, |BD| = 6 cm. Oznacime-li P prusecik thlopficek a
x = |CP|, pak v pravouhlém trojihelniku ABC' podle Euklidovy véty
pro vysku (v? = ¢, - ¢) plati

z(10 —x) = 9,
2?2 — 100 +9 = 0.

Tato kvadratickd rovnice ma koteny x =1 a x =9.
Zvolime-li oznaceni tak, ze x = 1 pak podle Euklidovy véty pro odvésnu
(a*> = c- cq, b* = ¢ ¢) dostaneme

|ICBI” = 10z =10 — b =|CB|= V10 cm,
AB? =10-9=90 — a=|AB| =310 cm.

Obvod o = 2(a + b) = 2(v/10 + 3v/10) = 8y/10 cm.
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D

3 //b

A 10 P7C
B

Obrazek 4.7:

4. Text dlohy. Rovnoramenny lichobéznik, ktery je te¢novym ctyiihelni-
kem, mé zakladny délek a = 10 cm a ¢ = 5 cm. Spocitejte jeho rameno
b, vysku v, polomér s kruznice, ktera je lichobézniku vepsana a polomeér
r kruznice, kterd je mu opsana.

Regeni tlohy. Dle podminky pro tecnovy étyithelnik plati a+ ¢ = b+d,
v nasem piipadé b = d a tedy
2b = a+ c =15 cm,
b=7,5cm.
Vyska v lichobéznika je rovna pruméru 2s kruznice lichobézniku ve-

psané. Na AB ozna¢me bod E tak, aby trojihelnik BC'E byl pravouhly.
Z obr. 4.8 je ziejmé, ze

|BE)| :%—522,5 cim.
Pomoci Pythagorovy véty pro trojuhelnik BC'E urcime

v =1/ —|BE|> = 5V2 cm a  s=0/2=>5V2/2cm.

Oznacme K stied strany BC', M stted vysky a S stied opsané kruznice.
Piimka SK je ziejmeé osa strany BC, tedy piimka kolmé na BC' Uhly
BCFE a SKM jsou ostré thly jejichz ramena jsou na sebe kolmé, tedy
uhly shodné. Pravouihlé trojtihelniky BC'E a SK M jsou podobné podle
véty uu. Potom pro délku p = |SK]| plati

P b

_— 4.4
MK o (4.4)
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kde |IMK| = |ML| + |LK| = |CD| /2 + |BE| /2 = 3,75. Po dosazeni
znamych hodnot do (4.4) dostaneme

p 7,5

= dtud =2,8125-vV2 cm.
575 53 a odtu D , V2 cm

Polomeér r opsané kruznice spocitdame z pravouhlého trojuhelnika BS K

2
r = 5,467 cm.

b 2
r? = <_> +p? = 3,752+ (2,8125 - v/2)? = 29, 8828125,

Hledané délky jsou: b= 7,5 cm, v = 5v/2 cm, s = 2, 5v/2 cm,
r = 5,467 cm.

C
b
K

~

£ B

Obrazek 4.8:

5. Text ulohy. Dana kruznice k a na ni bod A.
Kolik lze zadané kruznici vepsat tétivovych ctyttuhelniki ABCD tak,
aby pti vrcholu A byl thel pravy a pii vrcholu B thel n-krat veétsi
nez je thel pri vrcholu D? Kolik z téchto ¢tytuhelniku je i tecnovych?
Vsechny tyto tecnové ctyithelniky postupné pron = 1, 2, 3 narysujte.

Regeni tilohy. Vepsanych étyfihelniki je nekoneéné mnoho.

Zvolime libovolné bod D na k a najdeme bod C' na k tak, aby thel
ADC mél velikost 180°/(n + 1) a stied kruznice lezel uvnitt tohoto
thlu (bod D piipadné dle potfeby posuneme, vhodnych bodu D je
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nekoneéné mnoho)

Setrojime bod B takovy, aby BD byl prumér kruznice k.

Uhly BAD i BCD jsou podle Thaletovy kruznice pravé, 3+ § = 180°
atedy 0 =mn-9.

Oznac¢me strany nalezeného ¢tyiuhelnika ABC D obvyklym zpusobem.
Pak musi dle Pythagorovy véty platit a* + d?> = b* + ¢® (pravotihlé
trojtihelniky maji spoleénou preponu). Ma-li byt ¢tyitihelnik tecnovy
plati i a + ¢ = b+ d, tento soucet oznacime A.

Prvni rovnici upravime

a2—02:b2—d2,

(a—c)-(a+c)=(b-=0) - (b+d),
po vydéleni ¢islem A odrzime a — ¢ = b — d. Ze soustavy rovnic

a+c=>b+d,
a—c=>b-—d,

plyne a = b a ¢ = d. Ctyfihelnik je deltoid s osou BD a dvéma pravymi
uhly. Takovéto deltoidy lze kruznici k£ pro zadané n vepsat jen dva.
Odtud plyne i jednoduché konstrukce tecného ABC'D pro n = 2 nebo
n=3:

Do k vepiseme deltoid pozadovanych vlastnosti a pak ho oto¢ime kolem
stfedu kruznice tak, aby v A byl vrchol, ve kterém strany sviraji pravy
thel, pron =2 (8 = 60°, 6 = 120°) an = 3 (8 = 45°, 6 = 135°)
dostaneme dvé moznosti (obr. 4.9), (obr. 4.10).

Obrazek 4.9:
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Obrazek 4.10:

Pron =1 (8 =0 = 90°) jsou vSechny tihly v ABCD pravé, ABCD je
tedy pravouhelnik a tecnovy je pravé tehdy, kdyz je to ¢tverec. Kruznici
tedy vepiseme ¢tverec s danym vrcholem A, ¢tverec bude uréen jed-
nozna¢né (obr. 4.11).

Kruznici k£ s danym bodem A miuizeme vepsat 5 tecnovych ¢tytihelniki.

k
C D
5\\\ .
4 B

Obrazek 4.11:
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6. Text dlohy. Necht ABCD je tetnovy lichobéznik. Dokazte, Ze plati:
geometricky prumeér délek jeho ramen je vétsi nez geometricky prumeér
délek jeho zékladen.

Regenf tlohy. Nejprve dokdzeme, ze rozdil ramen kazdého lichobéznika
je mensi nez rozdil jeho zakladen.

Necht ABCD je lichobé&Znik se zédkladnami AB, C'D jehoZ oznaceni je
voleno tak, aby platilo a > ¢, b > d. Ozna¢me E bod na AB tak, aby
EC bylo rovnobézno AD. Pak trojihelnik £ BC' ma strany délek, a —c,
b, d. Dle trojuhelnikové nerovnosti v ném plati a —c¢ > b—d. Oznacime-
li libovolny tecnovy lichobéznik stejnym zpusobem jako v predchozim
odstavci, musi platit a + ¢ = b+ d - konstantu oznac¢ime 2p. Protoze
a—c > b—d muzeme oznacit a = p+R,c=p—R,b=p+r,d=p—r,
kde R > r.

Odtud

ac=(p+R)-(p—R)=p"—R*<p"—r*=(p+r)-(p—r) =bd,
Vac < Vbd.

Tvrzeni je dokazéano.

D ¢ C

A a g a-c B

Obrazek 4.12:
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4.4 4. série

Sérii sestavila Michaela Koblizkova

Zadani

1.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymnézia a mladsi)

Kolik je typu c¢tyfsténu, které maji pravé jen dvé ruzné délky hran
(a # b)? Nakreslete priklad od kazdého typu a stanovte podminky pro
a, b.

(Jen pro 1. roénik vyssiho gymndazia a mladsi)

Urcete ctyiboky jehlan se ¢tvercovou podstavou o strané a, ktery neni
pravidelny a mé pravé jen dvé ruzné délky hran a, b (dale budeme tikat,
ze jehlan ma vlastnost V'1). Nakreslete sit jehlanu s vlastnosti V1 pro
a=3cmab=4cnm.

Rozhodnéte, zda existuje ctyfstén jehoz vSechny stény jsou navzajem
neshodné rovnoramenné (ale nikoli rovnostranné) trojihelniky.

Urcete ¢tyrboky jehlan J s vlastnosti V1, ktery ma maximéalni objem
a spocitejte tento objem v zavislosti na strané podstavy a. Ve vhodné
zvolené projekci nakreslete J pro a = 6 cm.

. Zjistéte vSechna piirozend m, pro kterd existuje ctyistén jehoz sit je

pravidelny n-uhelnik.
(a) Hledejte vsechny ¢tyistény jejichz siti je rovnobéznik se zadanymi
délkami stran a = 16 cm, b = 10 cm a jednim z hli o velikosti 45°.

(b) Ukazte, ze existuji dva ¢tyfstény jejichz siti je zadany tétivovy
deltoid o délkach stran a = 16 cm, b = 10 cm a porovnejte jejich
objemy.

90



Reseni
2., 4., 5. a 6. tlohu uvadi Koblizkova v préci [2].

1. Text dlohy. Kolik je typu ctyrsténu, které maji pravé jen dvé ruzné
délky hran (a # b)? Nakreslete piiklad od kazdého typu a stanovte
podminky pro a, b.

Regent dlohy. Pro hranové thly pii libovolném vrcholu kazdého étyfsténu
plati: soucet dvou z nich je vzdy vétsi nez tdhel treti. RozliSme dveé
moznosti.

L Ctyfstén ma rovnostrannou sténu o strané a.

(a) Pravidelny trojboky jehlan s podstavnou hranou a, boéni hranou
b. Podminka fesitelnosti: pro a > b plati a < 2b (pro a < b plati
b < 2a).

Obrézek 4.13:

(b) Jehlan s podstavnou hranou a a rovnoramennymi sténami z nichz
dveé jsou shodné o stranach b, a, a, tieti ma strany a, b, b. Podminka
fesitelnosti: pro a > b plati a < 2b (pro a < b plati b < 2a).

Obrézek 4.14:

91



(c) Jehlan, ktery ma dvé rovnostranné stény a dvé stény rovnora-
menné o stranach a, a, b. Podminka fesitelnosti: pro a > b plati
a < 2b (pro a < b plati b < 2a).

D b C b D

D

Obrézek 4.15:

I1. Ctyfstén zaddnou rovnostrannou sténu nema.

Ctyistén jehoz viechny stény jsou shodné (rovnostranné) trojiihelniky
napi. o strandch a, b, b. Sit je pak ostrotihly rovnoramenny trojihelnik
se stranami 2a, 2b, 2b.

Podminka fesitelnosti je ostrothlost stén, tedy a < by/2 resp. b < av/2
pro stény o stranach a, a, b.

D

Obrazek 4.16:

Existuji ¢tyfi typy ¢tyfsténu s popsanou vlastnosti.
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2. Text dlohy. Urcete ctyrboky jehlan se ¢tvercovou podstavou o strané
a, ktery neni pravidelny a m& pravé jen dvé ruzné délky hran a, b
(déle budeme ifkat, ze jehlan ma vlastnost V'1). Nakreslete sit jehlanu
s vlastnosti V1 proa =3 cm a b =4 cm.

Regeni tilohy. Protoze jehlan ABC DV neni pravidelny musf mit i nékterd
z boénich hran napt. AV délku a.

(a) Predpoklddejme, ze vsechny ostatni bo¢ni hrany maji délku b. Po-
tom ovsem stény BC'V a C'DV jsou rovnoramennymi trojihelniky
se zakladnami BC' a C'D. Hlavni vrchol V' tedy lezi v rovinach
soumeérnosti téchto zakladen, jejichz prusecnici je kolmice o na ro-
vinu podstavy vztycena ve stiedu S ¢tverce ABC'D. V tedy lezi na
0, a proto je stejné vzdalen od vSech ¢tyi vrcholu ¢tverce ABC'D.
Tedy i vzdédlenost od AV se musi rovnat b, coz neni mozné - spor.
Obdobné neni mozné, aby jen jedna boc¢ni hrana méla délku b.

(b) Délku a maji pravé dvé boéni hrany.

i. Shodné jsou vzdy dvojice protéjsich bocnich hran napt. AV,
CV maji délku a, BV a DV maji délku b. Pak rovnora-
menné trojiuhelniky BDV a AC'V nejsou shodné, maji stejnou
zakladnu, ale jinou délku ramene, tedy i riznou vysku. Usecka
SV je vsak spolecna - spor.

ii. Délku a maji dvé sousedni bo¢ni hrany napt. AV a BV. Sténa
ABYV je potom rovnostranna o hranéach a, stény BCV a DAV
jsou shodné o hranéch a, a, b a sténa C' DV ma hrany b, b, a.

Existuje jediny typ jehlanu s vlastnosti V1. Podminkou ftesitelnosti
ulohy je platnost trojuhelnikové nerovnosti pro vSechny stény. Tedy
4a > 2b > a.
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Sit hledaného jehlanu pro a = 3 cm a b = 4 cm

D C

Obrézek 4.17:

3. Text dlohy. Rozhodnéte, zda existuje ctyistén jehoz vSechny stény jsou
navzajem neshodné rovnoramenné (ale nikoli rovnostranné) trojtihelniky.

Regeni dlohy. Hledejme sit takového étyfstenu.
Vyjdeme od podstavy ABC jehoz zédkladna AB mé délku z a ramena
maji délku r. Pro hranu C'D jsou tii moznosti.

(a) M4 délku r.
Pak |AD|, |BD| jsou ruzné od z i navzdjem a trojuhelnik ABD
neni rovnoramenny.

(b) M4 délku z.
Pak trojuhelnik AC'D musi byt rovnoramenny a neshodny s ABC,
tj. |AD| = z, ale pak trojihelnik ABD muze byt rovnoramenny
pouze tenkrat, je-li shodny s ABC nebo ACD.

(¢) M4 délku s ruznou od r i z.
Pak hrany AD, BD maji jedna délku s a druha r a z trojihelnika
ABD, ACD jeden neni rovnoramenny.

Ctyfstén s pozadovanou vlastnosti neexistuje.
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4. Text dlohy. Urcete ¢tyrboky jehlan J s vlastnosti V'1, ktery ma maximalni
objem a spocitejte tento objem v zéavislosti na strané podstavy a.
Ve vhodné zvolené projekci nakreslete J pro a = 6 cm.

Regenf tlohy. Protoze obsah podstavy je staly, hleddme jehlan s nejvétst
moznou vyskou. Vyska jehlanu je vSak nejvyse rovna nejmensi z vysek
jednotlivych stén. Protoze b muze byt vétsi nez a, bude se vyska hleda-
ného jehlanu rovnat vysce "rovnostranné” stény, tj. v = ay/3/2. Potom
rovina této stény je kolma na rovinu podstavy a sousedni stény jsou
pravotihlé rovnoramenné trojihelniky (b = av/2).

Pro objem jehlanu plati

1 3 3
V= gaz-ia: £a?’.

2 6
Zobrazeni télesa

(a) Pudorys, nérys a bokorys

D, C,

4, 7, B,A,=D, B,=C,B,=4, C,=D,

Obrazek 4.18:
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(b) Volné rovnobézné promitani

Obrézek 4.19:

(¢) Sit jehlanu

e
Obrazek 4.20:

5. Text dlohy. Zjistéte vSechna prirozena n, pro ktera existuje Ctyrstén
jehoz sit je pravidelny n-ihelnik.

Regeni tilohy. Rozstiihneme-li plast ¢tyisténu podle tif hran a rozvineme-
li ho do roviny ziskdme sit ¢tyfsténu, kterd je obecné Sestitthelnik a
sif ma 9 hran. Pii rozvinuti do roviny vSak mohou dvé hrany sité
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vychéazejici z téhoz vrcholu byt c¢ésti téze piimky. Zkoumame tedy
postupné rovnostranny trojihelnik, ¢tverec, pravidelny pétithelnik a
pravidelny Sestitthelnik.

Pifslugnou sit lze najit pro n = 3, 4, 5.

n=3
D
C B
D A D
Obrazek 4.21:
n=4

D C D
B

A D

Obrazek 4.22:
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D A

Obrazek 4.23:

n =06

Pokud sit existuje musime Sestitthelnik rozdélit dalsimi tfemi tiseckami
(abychom oddélily stény), coz lze udélat jen tak, ze z néjakého vrcholu
vychézeji dvé nové hrany. Necht je to vrchol A. Dvé nové hrany z bodu
A lze zvolit jen dvéma zdsadné odlisnymi zpusoby - viz. (obr. 4.24).
Vzdy je poruseno, ze soucet dvou uhlu pii vrcholu A musi byt vétsi nez
tihel tieti. Ctyfstén pro n = 6 neexistuje.

Vyhovujici n jsou 3, 4, 5.

A A
50° ~30)

0750} 507 &

Obrézek 4.24:
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6. Text dlohy

(a) Hledejte vsechny ¢tyfstény jejichz siti je rovnobéznik se zadanymi
délkami stran a = 16 cm, b = 10 cm a jednim z thli o velikosti 45°.

(b) Ukazte, ze existuji dva ¢tyfstény jejichz siti je zadany tétivovy
deltoid o délkach stran a = 16 cm, b = 10 cm a porovnejte jejich
objemy.

Regeni dlohy
(a) Zvolme oznaceni rovnobézniku ABC D tak, aby thly s vellikosti
45° byly pii vrcholech A, C. Na obvodu rovnobézniku musime

najit dva vrcholy sité. Protoze delsi strany ziejmé nelze slepit
navzajem, musi hledané vrcholy lezet pravé na nich:

Vrcholy tyto strany puli, ¢tyfstén méa vsechny stény shodné dle
vety sus.

D C

A a/’2 a/2 B
Obrazek 4.25:

Jeden vrchol lezi na AB ve vzdalenosti 4 cm od A, druhy na C'D
ve vzdélenosti 4 cm od C, ¢tyfstén pak ma hranu BD a dvé dvo-
jice shodnych stén.

D a C

A a-b b B
Obrézek 4.26:

99



Jeden vrchol lezi na AB ve vzdalenosti 6 cm od A, druhy na C'D
ve vzdélenosti 6 cm od C| ¢tyfstén ma hranu AC a dvé dvojice
shodnych stén.

D a C

A b a-b B
Obrazek 4.27:

Vyrobenim papirovych modelu se muzeme presvédcit, ze télesa
existuji.

(b) Deltoid ABC'D ma osu symetrie «» AC' a lze mu opsat kruznici
k, protoze je tétivovy. Ta je opsana nad prumérem AC, a proto
uhly pii vrcholech B, D jsou pravé. Mohou nastat dvé moznosti.

i. Ctyistén je AXYC, ktery mé za podstavu rovnoramenny
trojuhelnik XY A a vysku b (body B a D jsou tentyz vr-
chol ¢tytsténu jako A a AC je kolmé na rovinu podstavy),
(obr. 4.28). Pro objem ¢tyfsténu plati

a?b - sin «v

i=—%;

ii. Ctyfsten je CUV A, ktery m4 za podstavu rovnoramenny troj-
thelnik UV C a vysku a (body B a D zobrazuji tyz vrchol
¢tytsténu jako bod C' a AV je kolmé na rovinu podstavy),
(obr. 4.29). Pro objem ¢tyfsténu plati

ab® - sin(180° — ) ab®-sina
24 24

Vo =

Ctyfstény existuji a jejich objemy jsou v poméru

8

i _a
Vo b 5
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D:

C
Y
b=v
¢ O
A a/2 X a/2 B=A4
Obrézek 4.28:
A
D=C
a=v
V
-
C U B=C
180°-a.

Obrazek 4.29:
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Kapitola 5
Zaver

Hlavni cil diplomové prace spocival ve zpracovani a vyteseni 17. — 19. ro¢niku
Jihoceského korespondenéniho matematického seminate, ktery probihal v le-
tech 1996 — 1999. Dale pomaha zdokumentovat a shrnout cely pribéh semina-
fe.

Vyftesené tlohy by méli slouzit studentiim stfednich skol, ale samoziejmé jsou
urcené vsem, ktefi se o matematiku zajimaji. U¢itelé v nich mohou naleznout
inspiraci k zpestieni vyuky.

Prace mé obohatila, nejen o zajimavé priklady, ale i o seznameni se s pro-
gramem TEX, ktery byl pouzit na jeji zpracovani. ZkuSenosti s timto pro-
gramem se mi mohou hodit k sestavovani studijnich materiala.
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Originaly tiskopisu zaddni jednotlivijch serii semindre.
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