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1 Úvod 6
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Kapitola 1

Úvod

Matematické korespondenčńı semináře jsou významné z hlediska práce s na-
danými studenty. Umožňuj́ı rozv́ıjet jejich myšleńı, posiluj́ı jejich motivaci.
Kladou si za ćıl źıskávat v́ıce žák̊u pro hlubš́ı studium matematiky. Formou
soutěže probouźı zájem o samostatnou práci.

Korespondenčńı seminář vede řešitele k soustavné práci, umožňuje řešit úlohy
v klidu a použ́ıvat literaturu, s kterou se t́ımto zp̊usobem studenti nauč́ı pra-
covat. T́ım, že jsou série úloh většinou monotématické, se alespoň trochu
řešitel̊um napov́ıdá, jak úlohu řešit. Důležitým faktorem je zde také zpětná
vazba.

Jihočeský korespondenčńı matematický seminář patřil mezi nejstarš́ı svého
druhu u nás, vznikl kolem roku 1980 a prob́ıhal až do roku 2002. Hlavńım
ćılem bylo zpř́ıstupněńı co největš́ımu počtu zájemc̊u o matematiku. U samého
zrodu stála doc. Lada Vaňatová. Od roku 1986 se na organizaci semináře a
sestavováńı úloh výrazně pod́ılel RNDr. Pavel Pech. V roce 1989 byla orga-
nizace semináře předána učitel̊um jihočeských gymnázíı.

Diplomová práce obsahuje kompletńı zadáńı a řešeńı 17. – 19. ročńıku Jiho-
českého korespondenčńıho matematického semináře. Úlohy sestavili tito pe-
dagogové: Pert Sokol, Pavel Leischner a Michaela Kobĺıžková. Jednotlivé
ročńıky jsou rozděleny do kapitol, za zadáńım každé série následuje jej́ı řešeńı.
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Kapitola 2

Ročńık 1996/97

2.1 1. série

Sérii sestavil Petr Sokol

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Je dán pravoúhlý rovnoramenný trojúhelńık s odvěsnou délky 7 cm.
Zjistěte, zda jej lze rozřezat na 6 navzájem r̊uzných pravoúhlých rovno-
ramenných trojúhelńık̊u? Pokud ano, ukažte jak!

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Motocyklista a cyklista vyjeli současně z mı́sta A do mı́sta B. Po třetině
cesty se cyklista zastavil a odpoč́ıval. Pokračoval v cestě tehdy, když
motocyklistovi zbývala do B třetina cesty. Motocyklista dojel do B,
otočil se a vracel se zpět do A. Kdo přijede dř́ıve: motocyklista do A
nebo cyklista do B?

3. Délky odvěsen pravoúhlého trojúhelńıka maj́ı velikosti označené a, b.
Nad jeho přeponou je sestrojen vně čtverec. Bez užit́ı goniometrických
funkćı vypoč́ıtejte vzdálenost středu tohoto čtverce od vrcholu C.

4. Zjistěte, zda existuje mnohočlen p(x) s celoč́ıselnými koeficienty tak,
aby platilo

(a) p(0) = 19, p(1) = 96, p(2) = 1996,

(b) p(0) = 19, p(1) = 97, p(2) = 1997,

(c) p(1) = 19, p(19) = 97.
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5. Posloupnost a0, a1, a2, . . . je dána rekurentńım předpisem a0 = a1 = 1,
an+1 = an−1 ·an +1, n = 1, 2, . . . . Dokažte, že č́ıslo a1997 neńı dělitelné
č́ıslem 4.

6. Na úsečce AC zvolte libovolně jej́ı vnitřńı bod B. Sestrojte postupně
kružnice k1, k2, k nad pr̊uměry AB, BC, AC. Bodem B ved’te libo-
volnou př́ımku p, která prot́ıná kružnici k v bodech P , Q a kružnice
k1, k2 v bodech R, T . Dokažte, že plat́ı |PR| = |QT |.

7. Pro kterou hodnotu n nabývá výraz

log 2 · log 3 · log 4 · · · log n

10n

nejmenš́ı hodnoty?
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Řešeńı

1. Text úlohy. Je dán pravoúhlý rovnoramenný trojúhelńık s odvěsnou
délky 7 cm. Zjistěte, zda jej lze rozřezat na 6 navzájem r̊uzných pravo-
úhlých rovnoramenných trojúhelńık̊u? Pokud ano, ukažte jak!

Řešeńı úlohy. Ano, lze rozřezat. Viz obrázek:

1

1

6

2

4
4 2√

3√22 2√

√2

Obrázek 2.1:

2. Text úlohy. Motocyklista a cyklista vyjeli současně z mı́sta A do mı́sta
B. Po třetině cesty se cyklista zastavil a odpoč́ıval. Pokračoval v cestě
tehdy, když motocyklistovi zbývala do B třetina cesty. Motocyklista
dojel do B, otočil se a vracel se zpět do A. Kdo přijede dř́ıve: moto-
cyklista do A nebo cyklista do B?

Řešeńı úlohy. Cyklista ujede dráhu délky |AX| = 1/3 |AB| a moto-
cyklista ujede za stejný čas dráhu délky |AZ|, která je menš́ı než třetina
(|AY |) jeho celkové dráhy. Motocyklista muśı urazit dvojnásobnou trasu
cyklisty, avšak rychlost cyklisty je v́ıce než polovina rychlosti moto-
cyklisty.
Cyklista přijede do B dř́ıve než se motocyklista vrát́ı zpět do A.

9



A X Z Y B

Obrázek 2.2:

3. Text úlohy. Délky odvěsen pravoúhlého trojúhelńıka maj́ı velikosti ozna-
čené a, b. Nad jeho přeponou je sestrojen vně čtverec. Bez užit́ı go-
niometrických funkćı vypoč́ıtejte vzdálenost středu tohoto čtverce od
vrcholu C.

Řešeńı úlohy. Obrázek doplńıme na čverec o straně a + b. Výsledkem
bude polovina z úhlopř́ıčky tohoto čtverce

(a + b) ·
√

2

2
.

C A

B

S

b a

b

a

ba

b

a

Obrázek 2.3:

4. Text úlohy. Zjistěte, zda existuje mnohočlen p(x) s celoč́ıselnými koefi-
cienty tak, aby platilo

(a) p(0) = 19, p(1) = 96, p(2) = 1996,

(b) p(0) = 19, p(1) = 97, p(2) = 1997,

(c) p(1) = 19, p(19) = 97.

10



Řešeńı úlohy. K řešeńı úlohy je dobré vědět, že plat́ı věta: Je-li p(x)
polynom s celoč́ıselnými koeficienty, potom je č́ıslo p(c)−p(d) dělitelné
č́ıslem c − d.

Důkaz. Odečteńım vztah̊u

p(c) = an · cn + an−1 · cn−1 + . . . + a1 · c + a0,

p(d) = an · dn + an−1 · dn−1 + . . . + a1 · d + a0,

dostaneme

p(c) − p(d) = an(cn − dn) + . . . + a1(c − d).

Rozd́ıly typu ck − dk rozlož́ıme podle vzorce

ck − dk = (c − d)(ck−1 + ck−2d + ck−3d2 + . . . + cdk−2 + dk−1)

a po vytknut́ı výrazu c − d ze všech člen̊u dostaneme

p(c) − p(d) = (c − d) · q(c, d),

kde q(c, d) je mnohočlen, který vznikne jako zbytek po vytýkáńı.
T́ım jsme dokázali, že č́ıslo p(c) − p(d) je dělitelné č́ıslem c − d.

(a) Podle dokázané věty budeme zkoumat, zda č́ıslo 1977 (p(2) −
−p(0) = 1996 − 19 = 1977) je dělitelné č́ıslem 2 (2 − 0 = 2),
což neplat́ı, a proto požadovaný mnohočlen neexistuje.

(b) Zjit́ıme, že plat́ı, č́ıslo 1978 (p(2) − p(0) = 1997 − 19 = 1978) je
dělitelné č́ıslem 2 (2 − 0 = 2).
Budeme hledat mnohočlen ve tvaru

p(x) = ax(x − 1) + bx + c, (2.1)

z kterého snadno vypoč́ıtáme koeficienty a, b, c pro př́ıslušná x.

p(0) = c = 19
p(1) = b + c = 97

b + 19 = 97
b = 78

p(2) = 2a + 2b + c = 1997
2a + 156 + 19 = 1997

2a = 1822
a = 911

Po dosazeńı do (2.1) dostaneme výsledný mnohočlen

p(x) = 911x2 − 833x + 19.
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(c) Protože č́ıslo 78 (p(19)−p(1) = 97−19 = 78) neńı dělitelné č́ıslem
18 (19 − 1 = 18), požadovaný mnohočlen neexistuje.

5. Text úlohy. Posloupnost a0, a1, a2, . . . je dána rekurentńım předpisem
a0 = a1 = 1, an+1 = an−1 · an + 1, n = 1, 2, . . . . Dokažte, že č́ıslo a1997

neńı dělitelné č́ıslem 4.

Řešeńı úlohy. Posloupnost je tvořena členy ao = 1, a1 = 1, a2 = 2,
a3 = 3, a4 = 7, a5 = 22, a6 = 155, a7 = 3411 atd. Mimo prvńıch dvou
člen̊u dávaj́ı všechny daľśı při děleńı čtyřmi postupně zbytky 2, 3, 3, 2,
3, 3, . . . .

(a) Předpokládáme, že an−1 = 4k + 2 a an = 4k′ + 3, potom plat́ı

an+1 = an−1 · an + 1 = (4k + 2)(4k′ + 3) + 1 =

= 16kk′ + 12k + 8k′ + 7 = 4(4kk′ + 3k + 2k′ + 1
︸ ︷︷ ︸

k′′

) + 3 =

= 4k′′ + 3.

Ke stejnému závěru zřejmě dojdeme i tehdy, bude-li an−1 = 4k′+3
a an = 4k + 2.

(b) Předpokládáme, že an−1 = 4l + 3 a an = 4l′ + 3, potom plat́ı

an+1 = an−1 · an + 1 = (4l + 3)(4l′ + 3) + 1 =

= 16ll′ + 12l + 12l′ + 10 = 4(4ll′ + 3l + 3l′ + 2
︸ ︷︷ ︸

l′′

) + 2 =

= 4l′′ + 2.

Patř́ı-li dva po sobě jdoućı členy při děleńı čtyřmi do zbytkových tř́ıd
se zbytky 2 a 3 nebo 3 a 2 viz (a) (resp. 3 a 3 viz (b)), pak následuj́ıćı
člen patř́ı do zbytkové tř́ıdy se zbytkem 3 (resp. 2).
T́ım jsme dokázali, že členy posloupnosti dávaj́ı po děleńı č́ıslem 4
zbytky 2 a 3, a proto č́ıslo a1997 neńı dělitelné 4.

6. Text úlohy. Na úsečce AC zvolte libovolně jej́ı vnitřńı bod B. Sestrojte
postupně kružnice k1, k2, k nad pr̊uměry AB, BC, AC. Bodem B ved’te
libovolnou př́ımku p, která prot́ıná kružnici k v bodech P , Q a kružnice
k1, k2 v bodech R, T . Dokažte, že plat́ı |PR| = |QT |.

Řešeńı úlohy. Plat́ı

|AC| = |AB| + |BC| = 2r1 + 2r2 = 2(r1 + r2),
|AS| = |AS1| + |S1S| = |AC| /2 = r1 + r2,
|SC| = |SS2| + |S2C| = |AC| /2 = r1 + r2,

12



kde r1, r2 označuj́ı poloměry kružnic k1 a k2. Budeme zkoumat trojúhel-
ńıky S1SR, S2ST . V nich plat́ı

|S1R| = |SS2| = r1 a |S1S| = |TS2| = r2.

Trojúhelńıky S1RB, BS2T jsou rovnoramenné a podobné (maj́ı stejné
úhly při odpov́ıdaj́ıćıch si vrcholech). Potom jsou trojúhelńıky S1SR,
S2ST shodné podle věty sus a plat́ı |SR| = |ST |. Trojúhelńık STR
je rovnoramenný. Dále vedeme kolmici bodem S k PQ, kde ji protne
v bodě D. Potom plat́ı následuj́ıćı rovnosti

|DR| = |TD| , |DP | = |DQ| ,

|PR| = |DP | − |DR| = |DQ| − |DT | = |QT|.

A CB

P
R

Q

T

S

k

k1

k2

D
S1 S2

α

β

α

p

Obrázek 2.4:

7. Text úlohy. Pro kterou hodnotu n nabývá výraz

log 2 · log 3 · log 4 · · · log n

10n

nejmenš́ı hodnoty?
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Řešeńı úlohy. Výzaz si přeṕı̌seme na tvar

1

10
· log 2

10
· log 3

10
· · · log n

10
︸ ︷︷ ︸

n

.

Tento součin klesá (jelikož mezi sebou násob́ıme výrazy menš́ı než 1)
až do členu, pro který plat́ı

log n

10
> 1,

po upraveńı

log n > 10,

n > 1010.

Výraz nabývá nejmenš́ı hodnoty pro n = 1010 (log 1010 = 1) a pro n
předcházej́ıćı n = 1010 − 1, jelikož tyto dvě hodnoty jou stejné.
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2.2 2. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Čtverec ABCD má obsah 1 dm2. Středy jeho stran AB, BC, CD, DA
označ́ıme po řadě ṕısmeny K, L, M , N . Úsečky DK, MB, NC a LA
rozděluj́ı čtverec na 9 část́ı. Určete jejich obsahy.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Každý čtvrtek má Milan odpoledńı vyučováńı a přij́ıžd́ı pro něj auto-
mobilem ke škole otec. Přijede vždy přesně v 16 hodin a 10 minut a
ihned jedou domů. Jednou vyučováńı skončilo dř́ıv a tak šel Milan v 15
hodin a 5 minut ze školy domů pěšky. Cestou potkal otce jedoućıho
pro něj. Nasedl k němu do auta a přijeli domů o deset minut dř́ıve než
obvykle.
Určete, kolikrát je pr̊uměrná rychlost otcova automobilu větš́ı než pr̊u-
měrná rychlost Milanovy ch̊uze.

3. Mı́sto B se nacháźı 4,5 km od mı́sta A proti proudu řeky. Rychlost
proudu je 3 km/h, rychlost veslaře na netekoućı vodě je 5 km/h. Veslař
plul z A do B a zpět do A. Během cesty po stejných časových inter-
valech j́ızdy odpoč́ıval a to vždy deset minut. Takových odpočink̊u
bylo celkem osm (a stejných časových interval̊u j́ızdy bylo tedy devět).
Během každého odpočinku veslaře volně unášel proud. Za jak dlouho
od vyplut́ı se veslař vrátil do A?

4. Určete všechny trojice přirozených č́ısel x, y, z splňuj́ıćıch rovnici

1

x
+

1

y
+

1

z
= 1.

5. Určete všechny hodnoty reálného parametru p, pro které má rovnice

(x − p)2(px2 − 2p2x + p3 − p − 1) = −1

v́ıce kořen̊u kladných než záporných.

6. Kružnice k1 s poloměrem 3 cm a k2 s poloměrem 6 cm maj́ı vněǰśı dotyk
a každá z nich má nav́ıc vnitřńı dotyk s kružnićı k3 o poloměru 9 cm.
Tětiva kružnice k3 se dotýká kružnice k1 i kružnice k2. Určete druhou
mocninu délky takové tětivy.
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7. Nad stranami libovolného trojúhelńıka ABC sestroj́ıme postupně podle
obrázku čtverce o obsaźıch, S1, S2, S3, S4, S5, S6.
Dokažte, že

S4 + S5 + S6 = 3(S1 + S2 + S3).

B C

A

S1

S2

S3

S4

S5
S6

Obrázek 2.5:
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Řešeńı

1. Text úlohy. Čtverec ABCD má obsah 1 dm2. Středy jeho stran AB,
BC, CD, DA označ́ıme po řadě ṕısmeny K, L, M , N . Úsečky DK,
MB, NC a LA rozděluj́ı čtverec na 9 část́ı. Určete jejich obsahy.

Řešeńı úlohy. Označme a délku strany čtverce ABCD. Trojúhelńıky
ABL, BCM , CDN a DAK jsou shodné, a proto jsou shodné (při
označeńı podle obr. 2.6) i trojúhelńıky AKE, BLF , CMG a DNH .
Obsah každého z nich je x

S△AKE = S△BLF = S△CMG = S△DNH = x.

Obsah každého z trojúhelńık̊u ABL, BCM , CDN a DAK je 0,25 dm2.
Součet těchto čtyř obsah̊u je obsah čtverce ABCD. Kdyby tedy byly
umı́stěny ve čtverci tak, aby se nepřekrývaly, pokryly by jej. Vzhledem
k tomu, že se překrývaj́ı, je jimi nepokrytá část čtverce rovna součtu
obsah̊u překrývaj́ıćıch se část́ı. To znamená, že plat́ı

SEFGH = S△AKE + S△BLF + S△CMG + S△DNH = 4x.

Z uvedených shodnost́ı trojúhelńık̊u nav́ıc plyne, že i čtyřúhelńıky
AEHN , BFEK, CGFL a DHGM jsou shodné. Označme y obsah
každého z nich. V trojúhelńıku AED je úsečka HN středńı př́ıčka,
protože procháźı středem strany AD a je rovnoběžná se stranou AE.
Trojúhelńık NHD má proto polovičńı rozměry oproti trojúhelńıku
AED a pro jejich obsahy plat́ı

S△AED

S△NHD

=
4

1
=

y + x

x
.

Odtud zjist́ıme, že y = 3x. Nav́ıc je S△AKD = 0, 25 dm2, a tak

2x + 3x = 0, 25 dm2.

Odtud x = 0, 05 dm2 a y = 3x = 0, 15 dm2.

Závěr

S△AKE = S△BLF = S△CMG = S△DNH = 0, 05 dm2,
SAEHN = SBFEK = SCGFL = SDHGM = 0, 15 dm2,
SEFGH = 4x = 0, 20 dm2.
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Obrázek 2.6:

2. Text úlohy. Každý čtvrtek má Milan odpoledńı vyučováńı a přij́ıžd́ı pro
něj automobilem ke škole otec. Přijede vždy přesně v 16 hodin a 10
minut a ihned jedou domů. Jednou vyučováńı skončilo dř́ıv a tak šel
Milan v 15 hodin a 5 minut ze školy domů pěšky. Cestou potkal otce
jedoućıho pro něj. Nasedl k němu do auta a přijeli domů o deset minut
dř́ıve než obvykle.
Určete, kolikrát je pr̊uměrná rychlost otcova automobilu větš́ı než pr̊u-
měrná rychlost Milanovy ch̊uze.

Řešeńı úlohy. Předpokládejme, že otec se setkal s Milanem v mı́stě M .
Na j́ızdě z D do M a zpět ušetřil 10 minut, na j́ızdě z D do M tedy
ušetřil polovinu tohoto času, to znamená 5 minut. Mı́sto obvyklé doby
16 hodin a 10 min se proto setkali v 16 hodin a 5 minut. Milan šel
pěšky přesně hodinu úsek SM , který by otec ujel autem za 5 minut.
Poměr rychlosti otcova automobilu a rychlosti Milanovy ch̊uze je tedy
roven 60 : 5 = 12 : 1.
Auto bylo dvanáckrát rychleǰśı než Milan.
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Obrázek 2.7:

3. Text úlohy. Mı́sto B se nacháźı 4,5 km od mı́sta A proti proudu řeky.
Rychlost proudu je 3 km/h, rychlost veslaře na netekoućı vodě je 5 km/h.
Veslař plul z A do B a zpět do A. Během cesty po stejných časových
intervalech j́ızdy odpoč́ıval a to vždy deset minut. Takových odpočink̊u
bylo celkem osm (a stejných časových interval̊u j́ızdy bylo tedy devět).
Během každého odpočinku veslaře volně unášel proud. Za jak dlouho
od vyplut́ı se veslař vrátil do A?

Řešeńı úlohy. Úloha je nestandartńı, odhadem a vyzkoušeńım zjist́ıme,
že veslař vykonával p̊ulhodinové intervaly veslováńı. Necht’ v = 5 km/h
je vlastńı rychlost veslaře a u = 3 km/h rychlost proudu. Po proudu se
pohyboval rychlost́ı v+u = 8 km/h vzhledem ke břehu a urazil v prvńım
úseku 4 km z A do B. Zbytek cesty do B, to znamená 0,5 km, jej odnesl
proud během prvńıho desetiminutového odpočinku, unášel jej rychlost́ı
3 km/h po dobu 1/6 hodiny.
Při cestě zpět urazil proti proudu při každém p̊ulhodinovém veslováńı
úsek délky 1 km rychlost́ı v − u = 2 km/h a během desetiminu-
tového odpočinku jej proud odnesl o p̊ul kilometru zpět. Při sedmi
takových intervalech veslováńı a odpočinku se octl v mı́stě vzdáleném
7 ·0, 5 = 3, 5 km od B a tedy 1 km od A. Tento posledńı kilometr urazil
v posledńım (devátém) úseku veslováńı. Celková doba jeho j́ızdy byla
(9 · 0, 5 + 8 · 1/6) hodiny, to znamená 5 hodin a 50 minut.

4. Text úlohy. Určete všechny trojice přirozených č́ısel x, y, z splňuj́ıćıch
rovnici

1

x
+

1

y
+

1

z
= 1. (2.2)

Řešeńı úlohy. Rovnice (2.2) se neměńı záměnou přirozených č́ısel x, y,
z. Proto ji můžeme řešit za podmı́nky x ≤ y ≤ z a ostatńı kořeny určit
záměnami nalezených hodnot.
Zřejmě nemůže být x = 1. Necht’ je tedy x = 2. Pak po dosazeńı do
(2.2) a úpravě dostaneme

1

y
+

1

z
=

1

2
,

přičemž z ≥ y > 2, pro y = 2 by muselo být 1/z = 0. Při volbě y = 3
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obdrž́ıme
1

z
=

1

2
− 1

3
=

1

6
,

a tak vyhovuje trojice x = 2, y = 3, z = 6.
Zvolme dále y = 4, pak

1

z
=

1

2
− 1

4
,

tedy x = 2, y = z = 4.
Pro y ≥ 5 vycházej́ı hodnoty x > y, což je ve sporu s předpokladem.
Zvolme tedy dále x = 3. Pak

1

y
+

1

z
=

2

3
a z ≥ y ≥ 3.

Vyhovuje pro x = y = z = 3. Pro y ≥ 4 vycháźı z ≤ y, nemá tedy
smysl dál dosazovat.
Rovněž pro x ≥ 4 je

1

x
+

1

y
+

1

z
≤ 1

4
+

1

4
+

1

4
< 1.

Závěr

Rovnici (2.2) vyhovuje deset trojic [x, y, z], které jsou uvedeny v tabulce

x 2 2 3 3 6 6 2 4 4 3
y 3 6 2 6 2 3 4 2 4 3
z 6 3 6 2 3 2 4 4 2 3

5. Text úlohy. Určete všechny hodnoty reálného parametru p, pro které
má rovnice

(x − p)2(px2 − 2p2x + p3 − p − 1) = −1 (2.3)

v́ıce kořen̊u kladných než záporných.

Řešeńı úlohy. Je-li p = 0 má rovnice tvar −x2 = −1 a kořeny x1 = 1,
x2 = −1. Neńı tedy kladných kořen̊u v́ıce než záporných.
Necht’ je dále p 6= 0. Rovnici (2.3) lze upravit na tvar

(x − p)2(p(x2 − 2px + p2) − (p + 1)) = −1.
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Po substituci y = x2 − 2px + p2 = (x − p)2 a daľśı úpravě obdrž́ıme
kvadratickou rovnici

py2 − (p + 1)y + 1 = 0

s diskriminantem

D = (p + 1)2 − 4p = (p − 1)2

a kořeny

y1,2 =
p + 1 ± (p − 1)

2p
=

{

1
1/p.

Je tedy bud’

(x − p)2 = 1 a odtud x1,2 = p ± 1

nebo

(x − p)2 =
1

p
, což vede ke kořen̊um x3,4 = p ± 1√

p
.

Pro p = 1 dostáváme x1 = 2, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 0, to znamená
dvojnásobný kladný kořen a žádný záporný. Tato hodnota p vyhovuje.
Také p > 1 vyhovuje, nebot’ vycházej́ı všechny kořeny kladné.
Je-li 0 < p < 1, máme dva kořeny kladné a dva záporné, což nevy-
hovuje.
Pro p < 0 existuj́ı jen dva reálné kořeny x1 = p+1 < 1 a x2 = p−1 < 0.
Zde rovněž nemáme v́ıce kořen̊u kladných než záporných.

Závěr. p ∈ 〈1,∞).

6. Text úlohy. Kružnice k1 s poloměrem 3 cm a k2 s poloměrem 6 cm maj́ı
vněǰśı dotyk a každá z nich má nav́ıc vnitřńı dotyk s kružnićı k3 o
poloměru 9 cm. Tětiva kružnice k3 se dotýká kružnice k1 i kružnice k2.
Určete druhou mocninu délky takové tětivy.

Řešeńı úlohy. Z podobnosti trojúhelńık̊u O2CF a O1DF dostáváme

|O2F |
|O1F | =

|O2C|
|O1D|

a odtud při označeńı podle obr. 2.8

12 + y

3 + y
=

6

3
.
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Vyřešeńım této rovnice zjist́ıme y = 6 cm. Př́ımka O3E je osa tětivy
AB, jej́ıž délku d hledáme. Z podobnosti trojúhelńık̊u O3EF a O1DF
zjist́ıme

|O3E|
|O1D| =

|O3F |
|O1F | , neboli

|O3E|
3

=
15

9
.

Odtud |O3E| = 5 cm a užit́ım Pythagorovy věty pro trojúhelńık O3AE
dostaneme

d

2
= |AE| =

√

|AO3|2 − |O3E|2 ,

č́ıselně
d

2
=

√
92 − 52 =

√
56 =

√
22 · 14 = 2

√
14 cm.

Délka tětivy AB je
d = 4

√
14 cm.

Pro druhou mocninu dostaneme

d2 = 16 · 14 = 224 cm2.

A

C
E

D
B

F

y

k1

k2

k3

O1O2
O3

6 3
3

3 3

9

Obrázek 2.8:
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Úloze ještě vyhovuje tětiva XY na obr. 2.9. Označneme l délku tětivy
XY . Použit́ım Pythagorovy věty pro trojúhelńık O3ZY dostaneme

l

2
= |Y Z| =

√
92 − 32 =

√
72 =

√
32 · 22 · 2 = 6

√
2 cm.

Délka tětivy XY je
l = 12

√
2 cm.

Pro druhou mocninu dostaneme

l2 = 144 · 2 = 288 cm2.

X

Y

O3O2
O1

k3k2

k1

Z

9

3

9 3 3

Obrázek 2.9:

7. Text úlohy. Nad stranami libovolného trojúhelńıka ABC sestroj́ıme
postupně podle obrázku čtverce o obsaźıch, S1, S2, S3, S4, S5, S6.
Dokažte, že

S4 + S5 + S6 = 3(S1 + S2 + S3).

Řešeńı úlohy. Označme vrcholy podle obr. 2.10 a dále | 6 BAC| = α,
| 6 ABC| = β. Při obvyklém označeńı délek stran trojúhelńıka ABC
plat́ı |DB| = |AB| = c, |BE| = |BC| = a, | 6 DBE| = 180◦ − β.
Pomoćı kosinové věty pro trojúhelńık DEB dostaneme

S5 = |DE|2 = c2 + a2 − 2ac cos(180◦ − β).
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Avšak
cos(180◦ − β) = − cos β.

Je tedy
S5 = c2 + a2 + 2ac cos β.

Analogicky pro trojúhelńık AHJ (| 6 JAH| = 180◦ − α) zjist́ıme

S4 = |JH|2 = b2 + c2 − 2bc cos(180◦ − α),

S4 = b2 + c2 + 2bc cos α.

Podobně pro trojúhelńık FGC (| 6 FCG| = 180◦ − γ) plat́ı

S6 = |FG|2 = b2 + a2 − 2ab cos(180◦ − γ),

S6 = b2 + a2 + 2ab cos γ.

Potom můžeme psát

S4 + S5 + S6 = 2a2 + 2b2 + 2c2 + 2bc cos α + 2ac cos β + 2ab cos γ.

Pomoćı kosinové věty źıskáme také vztahy pro obsahy S1, S2 a S3

S1 = |BC|2 = c2 + b2 − 2cb cos α = a2 → 2cb cos α = c2 + b2 − a2,

S2 = |AC|2 = c2 + a2 − 2ac cos β = b2 → 2ac cos β = c2 + a2 − b2,

S3 = |AB|2 = a2 + b2 − 2ab cos γ = c2 → 2ab cos γ = a2 + b2 − c2,

S1 + S2 + S3 = a2 + b2 + c2,

S4 + S5 + S6 = 2a2 + 2b2 + 2c2 + c2 + b2 − a2

︸ ︷︷ ︸

2cb cos α

+ c2 + a2 − b2

︸ ︷︷ ︸

2ac cos β

+

+ a2 + b2 − c2

︸ ︷︷ ︸

2ab cos γ

= 3a2 + 3b2 + 3c2 = 3(a2 + b2 + c2).

Plat́ı tedy S4 + S5 + S6 = 3(S1 + S2 + S3).
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2.3 3. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Dokažte, že každé liché přirozené č́ıslo větš́ı než 3 může být délkou
odvěsny pythagorejského trojúhelńıka.
(Pythagorejský trojúhelńık = pravoúhlý trojúhelńık, který má celoč́ısel-
né délky stran.)

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Narýsujte śıtě několika čtyřstěn̊u takových, že tři ze stěn každého z nich
jsou pravoúhlé trojúhelńıky. Ukázky volte tak, aby pravé úhly byly
r̊uzně rozloženy vzhledem k vrchol̊um čtyřstěnu.
(Čtyřstěn = trojboký jehlan.)

3. Zjistěte

(a) pro která lichá n ≥ 3 existuje jen jediná trojice délek n, b, c
určuj́ıćıch pythagorejský trojúhelńık tak, že n je délka odvěsny,

(b) která sudá n nejsou nikdy délkou odvěsny pythagorejského trojúhel-
ńıka.

4. Existuj́ı pythagorejské trojúhelńıky o stranách

a1 = 3 b1 = 4 c1 = 5
a2 = c1 = 5 b2 = 12 c2 = 13
a3 = c2 = 13 b3 = 84 c3 = 85
a4 = c3 = 85 b4 = ? c4 = ?
...

...
...

Určete b4, c4.
Dokažte, že posloupnost {Tn} je nekonečná.
Napǐste rekurentńı předpis pro výpočet an+1, bn+1, cn+1.

5. Dokažte, že

(a) posloupnost́ı {Pn} pythagorejských trojúhelńık̊u takových, že
an+1 = cn je nekonečně mnoho,

(b) posloupnost {Pn} může zač́ınat kterýmkoliv pythagorejským troj-
úhelńıkem.
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6. Dokončete následuj́ıćı tvrzeńı.
Pro každý čtyřstěn ABCD plat́ı,

(a) jestliže úhly ADB, BDC, CDA jsou všechny pravé, pak trojúhel-
ńık ABC je . . . ,

(b) jestliže úhly ACB, CBD, DAC jsou všechny pravé, pak úhel
ADB je . . . .

7. Rozhodněte, zda existuje čtyřstěn jehož všechny stěny jsou pravoúhlé
trojúhelńıky.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Dokažte, že každé liché přirozené č́ıslo větš́ı než 3 může být
délkou odvěsny pythagorejského trojúhelńıka.
(Pythagorejský trojúhelńık = pravoúhlý trojúhelńık, který má celoč́ısel-
né délky stran.)

Řešeńı úlohy. Jestliže zvoĺıme

a = 2n + 1,

b = 2n2 + 2n,

c = 2n2 + 2n + 1, (2.4)

kde n ∈ N, představuj́ı č́ısla a, b, c délky stran pythagorejského troj-
úhelńıka, nebot’

a2 + b2 = (2n + 1)2 + (2n2 + 2n)2 =

= 4n2 + 4n2 + 4n + 1 + 4n4 + 8n3 + 4n2 =

= 4n4 + 8n3 + 8n2 + 4n + 1,

c2 = (2n2 + 2n + 1)2 =

= 4n4 + 4n3 + 2n2 + 4n3 + 4n2 + 2n + 2n2 + 2n + 1 =

= 4n4 + 8n3 + 8n2 + 4n + 1 =

= a2 + b2.

Potom a nabývá všech hodnot lichých č́ısel větš́ıch než jedna. T́ım je
úloha dokázána.

2. Text úlohy. Narýsujte śıtě několika čtyřstěn̊u takových, že tři ze stěn
každého z nich jsou pravoúhlé trojúhelńıky. Ukázky volte tak, aby pravé
úhly byly r̊uzně rozloženy vzhledem k vrchol̊um čtyřstěnu.
(Čtyřstěn = trojboký jehlan.)
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Řešeńı úlohy. Je uvedeno na obr. 2.11.

A

B

C

D

D

D

D

D

A B

C

D

A B

C

D

D

D

A

B

C

D

D

D A

B
C

D

D

D

Obrázek 2.11:

K řešeńı následuj́ıćıch úloh je užitečné znát řešeńı pythagorejské dio-
fantské rovnice, které pocháźı z práce [1].

Řešte neurčitou rovnici
x2 + y2 = z2 (2.5)

v oboru celých č́ısel.
Budeme hledat tři celá č́ısla x, y, z, která vyhovuj́ı rovnici (2.5). Předpo-
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kládejme, že tato rovnice má řešeńı v množině celých č́ısel. Ukazuje se,
že stač́ı hledat tři celá č́ısla x, y, z, která nemaj́ı společného dělitele
r̊uzného od jedné.
Uvažujme, že x a y maj́ı největš́ıho společného dělitele d r̊uzného od
jedné. Podle definice společného dělitele můžeme napsat, že x = x1d,
y = y1d, kde x1, y1 jsou celá č́ısla, takže rovnice (2.5) bude mı́t tvar

x2

1d
2 + y2

1d
2 = z2.

Odtud vyplývá, že z2 je dělitelné d2 a tedy z je násobkem d, z = z1d,
kde z1 je celé č́ıslo. Můžeme proto rovnici (2.5) napsat ve tvaru

x2

1d
2 + y2

1d
2 = z2

1d
2

a po vykráceńı
x2

1 + y2

1 = z2

1 ,

kde x1, y1 nemaj́ı společného dělitele kromě jedné. Dokonce plat́ı
D(x1, y1, z1) = 1. Najdeme-li všechna řešeńı rovnice (2.5), pro která
D(x, y) = 1, potom každé takové řešeńı [x0, y0, z0] můžeme źıskat celou
sérii řešeńı ve tvaru [nx0, ny0, nz0], kde n je celé č́ıslo.
Necht’ D(x, y) = 1. Odtud je zřejmé, že všechna tři č́ısla nemohou být
sudá, dokonce ani dvě z nich nemohou být sudá, protože by jedna část
rovnice (2.5) byla dělitelná dvěma a druhá ne. Všechna tři č́ısla nemo-
hou být současně lichá, protože součet dvou lichých č́ısel je sudé č́ıslo.
Zbývaj́ı dvě možnosti: bud’ jsou liché obě odvěsny (tj. x a y) a sudá
přepona z, nebo lichá jedna odvěsna a přepona, druhá sudá. Snadno
vyzkouš́ıme prvńı možnost.
Necht’ x = 2p + 1, y = 2q + 1, kde p, q jsou celá č́ısla. Potom

(2p+1)2 +(2q+1)2 = 4p2 +4p+1+4q2 +4q+1 = 4(p2 +p+q2 +q)+2.

Tento součet je dělitelný dvěma, ale ne čtyřmi. Ale druhá mocnina li-
bovolného sudého č́ısla je dělitelná čtyřmi a druhá mocnina libovolného
lichého č́ısla neńı dělitelná dvěma. Tedy součet druhých mocnin dvou
lichých č́ısel nemůže být ani druhou mocninou lichého, ani druhou
mocninou sudého č́ısla. Jsou-li všechny tři strany pravoúhlého trojúhel-
ńıka celá nesoudělná č́ısla, je pouze možné, aby jedna z odvěsen (označ́ı-
me ji y) bylo sudé a druhá odvěsna (označ́ıme x) a přepona (označ́ıme
z) byly liché č́ıslo. Potom odvěsnu y můžeme vyjádřit jako y = 2v, kde
v je celé č́ıslo, takže rovnice (2.5) bude mı́t tvar

x2 + 4v2 = z2,

4v2 = z2 − x2,

4v2 = (z + x)(z − x). (2.6)
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Protože součet a rozd́ıl dvou lichých č́ısel z a x je č́ıslo sudé, polož́ıme

z + x = 2u,

z − x = 2t,

kde u, t jsou celá č́ısla. Zřejmě D(u, t) = 1, přičemž jedno z č́ısel u a
t je sudé a druhé liché č́ıslo. Vyjádř́ıme-li si totiž z a x pomoćı u a t,
dostaneme

z = u + t,

x = u − t.

Kdyby č́ısla u a t měla společného dělitele r̊uzného od jedné, měla
by jej i č́ısla z a x, což odporuje našemu předpokladu a vzájemné ne-
soudělnosti č́ısel x, y, z. Č́ısla u a t nemohou být obě zároveň sudá nebo
lichá, protože by č́ıslo z bylo sudé, což neńı možné. Jestliže z +x = 2u,
z − x = 2t, potom rovnice (2.6) je

4v2 = 4ut,

v2 = ut. (2.7)

Protože D(u, t) = 1, muśı se u = p2, t = q2, kde p, q jsou celá č́ısla, aby
byla splněna rovnice (2.7). Protože jedno z č́ısel u a t je liché a druhé
sudé, muśı být jedno z č́ısel p, q liché a druhé sudé, nav́ıc D(p, q) = 1.
Tedy

z = u + t = p2 + q2,

x = u − t = p2 − q2. (2.8)

Druhá odvěsna má pak tvar

y2 = z2 − x2 =
(

p2 + p2
)2 −

(

p2 − q2
)2

= 4p2q2,

y = ±2pq.

Řešeńı Pythagorovy rovnice je dáno vzorci

x = p2 − q2, y = 2pq, z = p2 + q2, (2.9)

kde p, q jsou nesoudělná celá č́ısla, jedno z nich je sudé a druhé liché
č́ıslo.
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3. Text úlohy. Zjistěte,

(a) pro která lichá n ≥ 3 existuje jen jediná trojice délek n, b, c
určuj́ıćıch pythagorejský trojúhelńık tak, že n je délka odvěsny,

(b) která sudá n nejsou nikdy délkou odvěsny pythagorejského troj-
úhelńıka.

Řešeńı úlohy

(a) Necht’

n = 2k + 1, k ∈ N. (2.10)

Podle (2.9) je pro primitivńı pythagorejskou trojici (přirozená č́ısla
x, y, z, která jsou nesoudělná a splňuj́ı rovnici z2 = x2 + y2)

n = p2 − q2 = (p − q)(p + q). (2.11)

Porovnáme-li vztahy (2.10) a (2.11), vid́ıme, že pro p = q+1 plat́ı
n = 2q + 1 = 2k + 1, tedy k = q. Každé liché č́ıslo od trojky
poč́ınaje je tedy odvěsnou nějakého primitivńıho pythagorejského
trojúhelńıka. Má-li to být odvěsna je nutné, aby n bylo prvoč́ıslo.
Závěr. Pro každé liché prvoč́ıslo existuje jediná trojice n, b, c
určuj́ıćıch pythagorejský trojúhelńık.

(b) Je-li n sudá délka odvěsny pythagorejského trojúhelńıka, muśı být
podle (2.9) tvaru n = 2pq, kde p, q jsou přirozená č́ısla, jedno
z nich je sudé a druhé liché č́ıslo. Je tedy n dělitené čtyřmi.
Závěr. Č́ısla n = 2k, kde k je liché č́ıslo, nejsou nikdy délkou
odvěsny pythagorejského trojúhelńıka.

4. Text úlohy. Existuj́ı pythagorejské trojúhelńıky o stranách

a1 = 3 b1 = 4 c1 = 5
a2 = c1 = 5 b2 = 12 c2 = 13
a3 = c2 = 13 b3 = 84 c3 = 85
a4 = c3 = 85 b4 = ? c4 = ?
...

...
...

Určete b4, c4.
Dokažte, že posloupnost {Tn} je nekonečná.
Napǐste rekurentńı předpis pro výpočet an+1, bn+1, cn+1.

Řešeńı úlohy. Ze zadáńı vid́ıme, že uvažované pythagorejské trojice jsou
primitivńı. Je tedy vždy

an = p2

n − q2

n, bn = 2pq, c = p2

n − q2

n, (2.12)
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kde p, q jsou nesoudělná č́ısla a maj́ı r̊uznou paritu. Zkuśıme hledat
p, q, která vyjadřuj́ı dané trojice a výsledek shrneme do následuj́ıćı
tabulky:

n an bn cn pn qn

1 3 4 5 2 1
2 5 12 13 3 2
3 13 84 85 7 6
4 85 3612 3613 43 42
...

...
...

...
...

...

Tabulka 2.1:

Vid́ıme, že pn = qn + 1 a qn+1 = pn · qn. Vztahy (2.12) lze přepsat do
tvaru

an = (qn + 1)2 − q2

n, bn = 2qn(qn + 1) a cn = (qn + 1)2 .

Odtud po úpravě máme

an = 2qn + 1, bn = 2qn(qn + 1), cn = 2q2

n + 2qn + 1. (2.13)

Ze vztah̊u (2.13) plyne, že posloupnost {Tn} je nekonečná.

Z podmı́nky an+1 = cn dostaneme 2qn+1 + 1 = cn. Odtud

qn+1 =
cn − 1

2
,

bn+1 = 2qn+1 · (qn+1 + 1) = 2 · cn − 1

2

(
cn − 1

2
+ 1

)

=
(cn + 1)(cn − 1)

2
,

cn+1 = bn+1 + 1 =
(cn + 1)(cn − 1)

2
+ 1.

Rekurentńı předpis naš́ı posloupnosti má tedy tvar

an+1 = cn, bn+1 =
(cn + 1)(cn − 1)

2
, cn+1 =

(cn + 1)(cn − 1)

2
+ 1.

5. Text úlohy. Dokažte, že

(a) posloupnost́ı {Pn} pythagorejských troúhelńık̊u takových, že
an+1 = cn je nekonečně mnoho,

(b) posloupnost {Pn} může zač́ınat kterýmkoliv pythagorejským troj-
úhelńıkem.
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Řešeńı úlohy. Z postupu uvedeného v předchoźı úloze vyplývá řešeńı
úkolu (a) i (b).

(a) Můžeme zvolit libovolný primitivńı pythagorejský trojúhelńık jako
prvńı člen posloupnosti {Pn} a vytvořit tabulku určuj́ıćı posloup-
nost postupem analogickým předchoźımu řešeńı. Daľśı posloup-
nosti źıskáme, když všechny členy některé již vytvořené posloup-
nosti {Pn} vynásob́ıme přirozeným č́ıslem k > 1. Např́ıklad zvoĺı-
me q1 = 3 (qn+1 = (cn − 1)/2) a dostaneme posloupnost, kterou
uvád́ı tabulka 2.2

n qn an = 2qn + 1 bn = 2qn(qn + 1) cn = 2q2
n + 2qn + 1

1 3 7 24 25
2 12 25 312 323
3 156 313 48984 48985
...

...
...

...
...

Tabulka 2.2:

(b) Daľśı posloupnost může být tvořena členy, které źıskáme jako
dvojnásobky člen̊u z předchoźı tabulky (tzn. zvoĺıme k = 2)
(qn+1 = (cn − 2)/4)

n qn an = 4qn + 2 bn = 4qn(qn + 1) cn = 4q2
n + 4qn + 2

1 3 14 48 50
2 12 50 624 626
3 156 626 97968 97970
...

...
...

...
...

Tabulka 2.3:

6. Text úlohy. Dokončete následuj́ıćı tvrzeńı.
Pro každý čtyřstěn ABCD plat́ı

(a) jestliže úhly ADB, BDC, CDA jsou všechny pravé, pak trojúhel-
ńık ABC je . . . ,

(b) jestliže úhly ACB, CBD, DAC jsou všechny pravé, pak úhel
ADB je . . . .
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Řešeńı úlohy

(a) Označme |DA| = x, |DB| = y, |DC| = z, a, b, c jsou délky stran
trojúhelńıka ABC, α, β, γ velikosti jeho vnitřńıch úhl̊u. Pak muśı
platit

c2 = x2 + y2,

a2 = y2 + z2,

b2 = x2 + z2.

Odtud b2 + c2 − a2 = 2x2

a dle kosinové věty (a2 = b2 + c2 − 2bc cos α)

cos α =
b2 + c2 − a2

2bc
=

x2

bc
> 0 ⇒ α je ostrý úhel.

Obdobně a2 + c2 − b2 = 2y2

cos β =
a2 + c2 − b2

2ac
=

y2

ac
> 0 ⇒ β je ostrý úhel

a konečně a2 + b2 − c2 = 2z2

cos γ =
a2 + b2 − c2

2ac
=

z2

ab
> 0 ⇒ γ je ostrý úhel.

Všechny úhly trojúhelńıka ABC jsou ostré, a proto je trojúhelńık
ABC ostroúhlý.

A B

C

D

b a

c

z

yx

Obrázek 2.12:
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(b) Opět označ́ıme |DA| = x, |DB| = y, |DC| = z, a, b, c jsou
délky stran trojúhelńıka ABC, |6 ADB| = δ. Podle kosinové věty
(c2 = x2 + y2 − 2xy cos δ) dostaneme

cos δ =
x2 + y2 − c2

2xy
.

Představme si, že śıt’ čtyřstěnu na obr. 2.15 je vyrobena z paṕıru.
Otáčeńım stěn ABD, BCD a CAD kolem hran AB, BC a CA z ńı
skládáme čtyřstěn. Bod D2 se přitom pohybuje v rovině ρ1 kolmé
k rovině σ = ABC, rovnoběžné s př́ımkou AC a obsahuj́ıćı bod
B. Bod D3 se pohybuje v rovině ρ2 kolmé k σ, rovnoběžné s BC a
obsahuj́ıćı bod A. Body D1, D2 a D3 se proto setkaj́ı na pr̊usečnici
rovin ρ1, ρ2 a vytvoř́ı vrchol čtyřstěnu. Př́ımka p = ρ1∩ρ2 je kolmá
na rovinu σ, proto při kolmém pohledu shora na rovinu σ vypadá
čtyřstěn tak, jak je znázorněno na obr. 2.13. Označme P kolmý
pr̊umět vrcholu D do roviny σ a v = |PD|.

C b A

a

D=PbB

a

ρ1

ρ2

Obrázek 2.13:

Pak z pravoúhlých trojúhelńık̊u APD a BPD (obr. 2.14) plyne
x > a a y > b. Odtud x2 + y2 > a2 + b2. Užit́ım tohoto vztahu a
rovnosti a2 + b2 = c2 dostaneme

cos δ =

>c2
︷ ︸︸ ︷

x2 + y2 −c2

2xy
> O.

Je tedy cos δ > 0, což znamená, že δ je ostrý úhel.
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Obrázek 2.14:

C A

B

a

b

c

x

x

y

y

z

z

δ

D1

D3

D2

Obrázek 2.15:

7. Text úlohy. Rozhodněte, zda existuje čtyřstěn jehož všechny stěny jsou
pravoúhlé trojúhelńıky.

Řešeńı úlohy. Řešeńı pocháźı z práce [2]. Př́ıklady čtyřstěn̊u lze źıskat
experimentováńım, kdy pomůže znalost pythagorejských trojúhelńık̊u.
Uvedené jsou jen dvě ukázky obr. 2.16, obr. 2.17.

Poznámka. Nejsnadněǰśı zp̊usob nalezeńı śıtě čtyřstěnu, který má všech-
ny stěny pravoúhlé, je vźıt kosodélńık s délkami stran a, b a vnitřńım
ostrém úhlu velikosti α takový, že a = b + b cos α, spojit úhlopř́ıčkou
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vrcholy, při kterých je tupý úhel a vztyčit úhel v nich kolmice na deľśı
stranu. (obr. 2.18)

C D A

DCB

5 3

4 5

3 5

5 4

√34

Obrázek 2.16:

A 15 C 12 D

13

B

13

12

15
9

C

D

5√10

Obrázek 2.17:

A B C

BAD

b

bb cosα

a

Obrázek 2.18:

38



Kapitola 3

Ročńık 1997/98

3.1 1. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Sudá mocnina přirozeného č́ısla n se rovná čtyřcifernému č́ıslu, které
zač́ıná trojkou a konč́ı pětkou. Určete n.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Necht’ p je prvoč́ıslo. Dokažte, že n = 8p2 + 1 je prvoč́ıslem pouze pro
p = 3.

3. Dokažte, že č́ıslo
an = 22n

+ 1

konč́ı č́ıslićı 7 pro každé n ≥ 2.

4. (a) Dokažte, že mezi 101 náhodně zvolenými trojcifernými č́ısly lze
naj́ıt (aspoň) 12 č́ısel, které zač́ınaj́ı stejnou č́ıslićı a 11 č́ısel, která
stejnou č́ıslićı konč́ı.

(b) Zvolte 101 r̊uzných trojciferných č́ısel tak, že stejnou č́ıslićı jich
vždy zač́ıná nejvýše 12 a stejnou č́ıslićı konč́ı nejvýše 11.

(c) Kolik je mezi zvolenými č́ısly takových, že stejně zač́ınaj́ı i konč́ı?
Odpověd’ zformulujte pro váš konkrétńı př́ıklad i pro situaci obec-
nou.
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5. Dokažte, že zlomek
4n + 3

3n + 2

nelze krátit pro žádné přirozené n.

6. (a) Ukažte, že existuj́ı přirozená č́ısla a, b, c tak, že jejich součet i
součet každé dvojice z nich, je úplný čtverec (čtverec přirozeného
č́ısla).

(b) Rozhodněte, zda existuje trojice po dvou nesoudělných a, b, c.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Sudá mocnina přirozeného č́ısla n se rovná čtyřcifernému
č́ıslu, které zač́ıná trojkou a konč́ı pětkou. Určete n.

Řešeńı úlohy. Jestliže dekadický zápis č́ısla n2k konč́ı cifrou 5, pak je

nk = 10a + 5

a plat́ı
n2k = (10a + 5)2 = 100a2 + 2 · 10a · 5 + 25.

Odtud po úpravě dostaneme

n2k = 100a(a + 1) + 25.

Č́ıslo n2k je proto
n2k = 3x25,

kde 3x = a(a+1). Vyzkoušeńım se přesvědč́ıme, že vyhovuje jen a = 5
a x = 0

30 = 5 · 6.
Je tedy

(nk)2 = 3025 a nk = 55.

Posledńı rovnice má řešeńı jen pro k = 1.
Úloha má jediné řešeńı n = 55.

2. Text úlohy. Necht’ p je prvoč́ıslo. Dokažte, že n = 8p2 + 1 je prvoč́ıslem
pouze pro p = 3.

Řešeńı úlohy. Pro p = 3 je n = 8 · 3 + 1 = 73, což je prvoč́ıslo.
Je-li p prvoč́ıslo r̊uzné od tř́ı, může být bud’ tvaru p = 3k + 1 nebo
tvaru p = 3k + 2.
V prvńım př́ıpadě je

n = 8(3k + 1)2 + 1 = 8(9k2 + 6k + 1) + 1,

neboli
n = 3(24k2 + 16k + 3).

Je tedy n dělitelné třemi.
Ve druhém př́ıpadě analogicky zjist́ıme, že

n = 8(3k + 2)2 + 1 = 3(24k2 + 32k + 11)

je opět č́ıslo dělitelné třemi. T́ım je úloha dokázána.
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3. Text úlohy. Dokažte, že č́ıslo

an = 22n

+ 1 (3.1)

konč́ı č́ıslićı 7 pro každé n ≥ 2.

Řešeńı úlohy. Úlohu dokážeme matematickou indukćı.

I. Pro n = 2 plat́ı

a2 = 222

+ 1 = 24 + 1 = 17.

Vid́ıme, že tvrzeńı plat́ı, nebot’ a2 konč́ı cifrou 7.

II. Ve druhém kroku předpokládáme, že dekadický zápis č́ısla (3.1)
konč́ı cifrou 7 a chceme dokázat, že toutéž cifrou je zakončen i zápis
č́ısla

an+1 = 22n+1

+ 1.

Zřejmě plat́ı
an+1 = 22·2n

+ 1 = (22n

)2 + 1. (3.2)

Podle indukčńıho předpokladu je č́ıslo

an = 22n

+ 1 tvaru 10k + 7.

Odtud
22n

= 10k + 6,

což dosad́ıme do (3.2)

an+1 = (10k + 6)2 + 1 = 100k2 + 120k + 30 + 6 + 1.

Je tedy
an+1 = 10l + 7,

kde l = 10k2 + 12k + 3 je přirozené č́ıslo.
Vid́ıme, že dekadický zápis č́ısla an+1 je zakončen cifrou 7 a t́ım je úloha
dokázána.

4. Text úlohy.

(a) Dokažte, že mezi 101 náhodně zvolenými trojcifernými č́ısly lze
naj́ıt (aspoň) 12 č́ısel, které zač́ınaj́ı stejnou č́ıslićı a 11 č́ısel, která
stejnou č́ıslićı konč́ı.

(b) Zvolte 101 r̊uzných trojciferných č́ısel tak, že stejnou č́ıslićı jich
vždy zač́ıná nejvýše 12 a stejnou č́ıslićı konč́ı nejvýše 11.
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(c) Kolik je mezi zvolenými č́ısly takových, že stejně zač́ınaj́ı i konč́ı?
Odpověd’ zformulujte pro váš konkrétńı př́ıklad i pro situaci obec-
nou.

Řešeńı úlohy.

(a) Náhodně zvolená trojciferná č́ısla, která označ́ıme a1, a2, . . . , a101,
maj́ı dekadický zápis zakončen stejnou cifrou právě tehdy, když
maj́ı stejný zbytek při děleńı deseti. Možné zbytky jsou 0, 1, . . . , 9.
Je tedy deset zbytkových tř́ıd. Jestliže do nich rozděĺıme daná
č́ısla, kterých je v́ıce než 10 · 10, bude v aspoň jedné tř́ıdě aspoň
11 č́ısel (Dirichlet̊uv princip), která maj́ı zápis zakončen toutéž
cifrou.
Analogicky můžeme daná č́ısla rozdělit do skupin podle toho,
jakou maj́ı prvńı cifru. Takových skupin je jen devět, protože prvńı
cifra nemůže být 0. Našich č́ısel je v́ıce než 11 · 9, a proto bude
v aspoň jedné skupině aspoň dvanáct č́ısel.

(b) Zvoĺıme č́ısla ve tvaru aba, kde a jsou cifry 1, 2, . . . , 9 a b 0,
1, . . . , 9. Pro cifru a máme devět možnost́ı pro cifru b deset, celkem
dostaneme 90 č́ısel. Zbývaj́ıćı č́ısla vybereme např́ıklad takto a00 -
- devět č́ısel, posledńı dvě mohou být např́ıklad 110 a 210.

(c) V našem výběru se vyskytuje celkem 90 požadovaných č́ısel, což
je i maximálńı možný počet. Vyzkoušeńım se můžeme přesvědčit,
že lze č́ısla vybrat i tak, aby mezi mini nebylo žádné s uvedenou
vlastnost́ı.

5. Text úlohy. Dokažte, že zlomek

4n + 3

3n + 2
(3.3)

nelze krátit pro žádné přirozené n.

Řešeńı úlohy. Kdyby bylo možné zlomek (3.3) krátit, existovalo by celé
č́ıslo d > 1, které by bylo společným dělitelem č́ısel 4n + 3 a 3n + 2.
Z podmı́nek d|4n + 3 a d|3n + 2 plyne, že d děĺı i jejich rozd́ıl, tedy
d|n + 1. Pak ale též d|3(n + 1) a d|(3(n + 1) − (3n + 2)). To znamená,
že d|1. Zlomek tedy nelze krátit.

6. Text úlohy.

(a) Ukažte, že existuj́ı přirozená č́ısla a, b, c tak, že jejich součet i
součet každé dvojice z nich, je úplný čtverec (čtverec přirozeného
č́ısla).
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(b) Rozhodněte, zda existuje trojice po dvou nesoudělných a, b, c.

Řešeńı úlohy.

(a) Ukážeme řešeńı, které pocháźı od Diofanta z Alexandrie (3. st. n.l.)
a je uvedené v knize [3]. Hledaná č́ısla označ́ıme a, b, c. Zkusme
položit

a + b = x2, (3.4)

b + c = x2 − 2x + 1, (3.5)

a + b + c = x2 + 2x + 1. (3.6)

Vztahy (3.4), (3.5) a (3.6) představuj́ı soustavu rovnic s neznámými
a, b, c a parametrem x ∈ At − {1}, kterou snadno vyřeš́ıme a
zjist́ıme

a = 4x, b = x2 − 4x a c = 2x + 1. (3.7)

Ze vztah̊u nav́ıc vid́ıme, že součty a + b, b + c a a + b + c jsou
druhými mocninami přirozených č́ısel. Zbývá naj́ıt takové x, aby
i č́ıslo a + c = 6x + 1 bylo druhou mocninou přirozeného č́ısla.
Např́ıklad můžeme zvolit x = 20, pak a = 80, b = 320 a c = 41.

Zkouška. a + b = 400 = 202, b + c = 361 = 192, a + c = 121 = 112

a a + b + c = 441 = 212.

(b) Kdyby byla č́ısla a, b, c po dvou nesoudělná a platily by vztahy
(3.7), muselo by být č́ıslo x liché. Položme tedy x = 2k + 1, kde k
je celé, nezáporné č́ıslo. Součet a + c = 6x + 1 pak nabývá tvaru
12k + 7 a má být druhou mocninou přirozeného č́ısla. Ta však
při děleńı dvanácti nikdy nedává zbytek 7. Je-li totiž m přirozené
č́ıslo, které neńı dělitelné dvanácti, má právě jeden z těchto tvar̊u

6n ± 1, 6n ± 2 nebo 6n + 3 , (n ∈ At).

V prvńım př́ıpadě totiž zjist́ıme, že m2 = 12(3n2 ± n) + 1, ve
druhém m2 = 12(3n2±2n)+4 a ve třet́ım m2 = 12(3n2 +3n)+ 9.
Možné nenulové zbytky při děleńı druhé mocniny celého č́ısla
č́ıslem 12 jsou tedy pouze 1, 4 a 9.
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3.2 2. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Následuj́ıćı tabulka uvád́ı přehled všech pravidelných mnohostěn̊u a
jejich nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı

Název mnohostěnu Stěna je Počet
stěn vrchol̊u hran

Pravid. čtyřstěn rovnostr. trojúhelńık 4 4 6
Pravid. šestistěn (krychle) čtverec 6 8 12
Pravid. osmistěn rovnostr. trojúhelńık 8 6 12
Pravid. dvanáctistěn pravid. pětiúhelńık 12 20 30
Pravid. dvacetistěn rovnostr. trojúhelńık 20 12 30

Tabulka 3.1:

Zd̊uvodněte proč jich nemůže být v́ıce.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Z tabulky (3.1) je vidět (tučný tisk) i dualita mezi pravidelným osmi-
stěnem a krychĺı a mezi pravidelným dvanáctistěnem a pravidelným
dvacetistěnem. Pravidelný čtyřstěn je duálńı sám k sobě. Projevem této
duality je i to, že středy stěn každého pravidelného mnohostěnu určuj́ı
pravidelný mnohostěn duálńı.

(a) Dualitu pravidelných mnohostěn̊u popǐste vhodně slovy.

(b) Popsaný geometrický význam duality mezi krychĺı a pravidelným
osmistěnem znázorněte obrázky ve volné rovnoběžné projekci.

3. Určete mnohostěn, který má za vrcholy středy všech hran zadaného
pravidelného čtyřstěnu.
Doplňte obrázkem.

4. Také u krychle se můžeme ptát, co určuj́ı středy jejich hran. Nové
těleso vznikne z krychle odř́ıznut́ım jej́ıch osmi vrchol̊u - řezy jsou
rovnostranné trojúhelńıky a z každé stěny z̊ustane čtvercová stěna:
Dostaneme konvexńı mnohostěn, jehož stěny jsou 6× čtverec a 8×
rovnostranný trojúhelńık. Všechny hrany tělesa jsou stejně dlouhé,
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v každém vrcholu se stýkaj́ı dva čtverce a dva rovnostranné trojúhel-
ńıky. Takový mnohostěn nazýváme polopravidelný.

(a) Jiné polopravidelné těleso - osmistěn jehož stěny jsou 4× pravidelný
šestiúhelńık a 4× rovnostranný trojúhelńık źıskáme z pravidelného
čtyřstěnu tak, že vhodně odř́ızneme jeho vrcholy.
Popǐste zp̊usob odř́ıznut́ı vrchol̊u čtyřstěnu a popǐste počet hran
a stěn, které se v každém vrcholu tohoto polopravidelného tělesa
stýkaj́ı.

(b) Určete jiný pravidelný konvexńı mnohostěn tak, aby se v každém
jeho vrcholu stýkaly 3 stěny, z nichž dvě jsou pravidelný šestiúhel-
ńık a jedna čtverec.

5. Ukažte, že existuje polopravidelný konvexńı s-stěn pro každé s ≥ 5.

6. Určete aspoň jeden polopravidelný konvexńı mnohostěn takový, že se
v každém jeho vrcholu stýkaj́ı pravidelné stěny z nichž každá má jiný
počet hran.
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Řešeńı

Př́ıklady pocháźı z práce [2].

1. Text úlohy. Následuj́ıćı tabulka uvád́ı přehled všech pravidelných mno-
hostěn̊u a jejich nejd̊uležitěǰśıch vlastnost́ı

Název mnohostěnu Stěna je Počet
stěn vrchol̊u hran

Pravid. čtyřstěn rovnostr. trojúhelńık 4 4 6
Pravid. šestistěn (krychle) čtverec 6 8 12
Pravid. osmistěn rovnostr. trojúhelńık 8 6 12
Pravid. dvanáctistěn pravid. pětiúhelńık 12 20 30
Pravid. dvacetistěn rovnostr. trojúhelńık 20 12 30

Zd̊uvodněte proč jich nemůže být v́ıce.

Řešeńı úlohy. V každém vrcholu mnohostěnu se muśı stýkat stejný počet
stěn, který je aspoň 3. Součet vnitřńıch úhl̊u těchto stěn při libovolném
vrcholu muśı být menš́ı než 360◦. To může být splněno jen tak, že
se v každém vrcholu stýkaj́ı 3, 4 nebo 5 rovnostranných trojúhelńık̊u,
3 čtverce nebo tři pravidelné pětiúhelńıky. V́ıc možnost́ı být nemůže,
protože situace ve všech vrcholech je shodná: jsou-li pro hledaný pravi-
delný mnohostěn zadány všechny pravidelné stěny stýkaj́ıćı se v jed-
nom vrcholu, lze konstrukci tělesa jednoznačně provést doplňováńım
chyběj́ıćıch stěn v daľśıch vrcholech.

2. Text úlohy. Z tabulky (3.1) je vidět (tučný tisk) i dualita mezi pravidel-
ným osmistěnem a krychĺı a mezi pravidelným dvanáctistěnem a pravi-
delným dvacetistěnem. Pravidelný čtyřstěn je duálńı sám k sobě. Pro-
jevem této duality je i to, že středy stěn každého pravidelného mno-
hostěnu určuj́ı pravidelný mnohostěn duálńı.

(a) Dualitu pravidelných mnohostěn̊u popǐste vhodně slovy.

(b) Popsaný geometrický význam duality mezi krychĺı a pravidelným
osmistěnem znázorněte obrázky ve volné rovnoběžné projekci.
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Řešeńı úlohy.

(a) Pravidelný mnohostěn D duálńı k danému pravidelnému mno-
hostěnu M má tolik vrchol̊u jako měl mnohostěn M stěn a naopak
tolik stěn jako měl M vrchol̊u, oba pak maj́ı stejný počet hran.

(b)

Obrázek 3.1:

3. Text úlohy. Určete mnohostěn, který má za vrcholy středy všech hran
zadaného pravidelného čtyřstěnu.
Doplňte obrázkem.

Řešeńı úlohy. Necht’ je dán pravidelný čtyřstěn s hranou délky b. Ukáže-
me, že středy jeho hran určuj́ı pravidelný osmistěn o hraně b/2.

Důkaz

Odř́ızneme-li každý z vrchol̊u čtyřstěnu rovinou určenou středy právě
těch hran, které z něho vycházej́ı, z̊ustane nám osmistěn. Řezy jsou
trojúhelńıky, jejichž všechny strany jsou středńı př́ıčky p̊uvodńıch stěn
a maj́ı proto délku b/2. Daľśı čtyři stěny tohoto osmistěnu jsou rovno-
stranné trojúheńıky, které z̊ustaly ze stěn čtyřstěnu (ohraničené středńı-
mi př́ıčkami p̊uvodńıch stěn). V každém vrcholu osmistěnu se stýkaj́ı
právě čtyři rovnostranné trojúhelńıky.
Osmistěn je tedy pravidelný.
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Obrázek 3.2:

4. Text úlohy. Také u krychle se můžeme ptát, co určuj́ı středy jejich hran.
Nové těleso vznikne z krychle odř́ıznut́ım jej́ıch osmi vrchol̊u - řezy jsou
rovnostranné trojúhelńıky a z každé stěny z̊ustane čtvercová stěna:
Dostaneme konvexńı mnohostěn, jehož stěny jsou 6× čtverec a 8×
rovnostranný trojúhelńık. Všechny hrany tělesa jsou stejně dlouhé,
v každém vrcholu se stýkaj́ı dva čtverce a dva rovnostranné trojúhelńıky.
Takový mnohostěn nazýváme polopravidelný.

(a) Jiné polopravidelné těleso - osmistěn jehož stěny jsou 4× pravidel-
ný šestiúhelńık a 4× rovnostranný trojúhelńık źıskáme z pravidel-
ného čtyřstěnu tak, že vhodně odř́ızneme jeho vrcholy.
Popǐste zp̊usob odř́ıznut́ı vrchol̊u čtyřstěnu a popǐste počet hran
a stěn, které se v každém vrcholu tohoto polopravidelného tělesa
stýkaj́ı.

(b) Určete jiný pravidelný konvexńı mnohostěn tak, aby se v každém
jeho vrcholu stýkaly 3 stěny, z nichž dvě jsou pravidelný šestiúhel-
ńık a jedna čtverec.

Řešeńı úlohy

(a) Každý vrchol odř́ızneme tak, že řez vedeme v jedné třetině hran
vycházej́ıćıch z tohoto vrcholu (od daného vrcholu). Z každého
vrcholu tohoto polopravidelného tělesa vycházej́ı 3 hrany a stýkaj́ı
se v něm jeden rovnostranný trojúhelńık se dvěma pravidelnými
šestiúhelńıky.
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Obrázek 3.3:

(b) Tento mnohostěn (otupený osmistěn), źıskáme odřezáváńım vrcho-
l̊u pravidelného osmistěnu.
Řezy i tentokrát vedeme ve třetinách hran.

Obrázek 3.4:

5. Text úlohy. Ukažte, že existuje polopravidelný konvexńı s-stěn pro každé
s ≥ 7.

Řešeńı úlohy. Existuj́ı dokonce dvě nekonečné množiny polopravidelných
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s-stěn̊u.

(a) Pravidelné hranoly se čtvercovými stěnami
Trojboký má právě 5 stěn, pětiboký má 7 stěn, n-boký pak má
n + 2 stěn pro n ≥ 3. V této množině je však pro n = 4 i
krychle, tj. př́ıslušný šestistěn je dokonce pravidelný (tedy neńı
polopravidelný).

(b) Antihranoly, jejichž podstavy jsou pravidelné n-úhelńıky (navzá-
jem pootočené o 180◦/n) a bočńı stěny rovnostranné trojúhelńıky.
V každém vrcholu se stýkaj́ı právě tři rovnostranné trojúhelńıky
a n-úhelńık. Celkový počet stěn je 2n+2, tedy všechna sudá č́ısla
poč́ınaje 10 (pro n = 3 sem patř́ı pravidelný osmistěn). Ukázky
antihranol̊u pro n = 4 a pro n = 6 můžeme vidět na obr. 3.5.

Polopravidelný s-stěn existuje pro každé s ≥ 7.

Obrázek 3.5:

6. Text úlohy. Určete aspoň jeden polopravidelný konvexńı mnohostěn
takový, že se v každém jeho vrcholu stýkaj́ı pravidelné stěny z nichž
každá má jiný počet hran.

Řešeńı úlohy. Lze snadno ukázat, že počet hran a stěn při jednom vrcholu
muśı být právě tři. Pokud by se totiž v určitém vrcholu stýkaly čtyři
pravidelné stěny např. trojúhelńık, čtverec, pětiúhelńık a šestiúhelńık
bude součet hranových úhl̊u při tomto vrcholu 378◦ a mnohostěn nemů-
že být konvexńı. Pro jinou kombinaci čtyř stýkaj́ıćıch se stěn je součet
úhl̊u ještě větš́ı.
Př́ıklad takového tělesa źıskáme z krychle s délkou hrany a tak, že
odřežeme všechny hrany rovinami rovnoběžnými vždy s odřezávanou
hranou a současně též odř́ızneme p̊uvodńı vrcholy. Mı́sto dvanácti hran
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źıskáme čtverce, mı́sto osmi vrchol̊u pravidelné šestiúhelńıky a z p̊uvod-
ńıch šesti stěn zbudou pravidelné osmiúhelńıky. Všechny hrany nového
tělesa muśı mı́t tutéž délku b. Vzdálenost x charakterizuj́ıćı vedené řezy
je nutno spoč́ıtat

b = a − 4x = x
√

2 → a = 4x + x
√

2,

a = x(4 +
√

2),

x =
a

4 +
√

2
· 4 −

√
2

4 −
√

2
=

a(4 −
√

2)

14
,

což je přibližně 0, 185a.
Rovina odřezávaj́ıćı hranu, která jde z vrcholu A, je s ńı rovnoběžná a
prot́ıná obě daľśı hrany vycházej́ıćı z A ve vzdálenosti x od A. Rovina
odřezávaj́ıćı vrchol A prot́ıná všechny p̊uvodńı hrany jdoućı z A ve
vzdálenosti 3x od A.

Obrázek 3.6:

Poznámka. Existuje ještě daľśı typ mnohostěnu se třemi r̊uznými typy
stěn stýkaj́ıćımi se v každém vrcholu. Jeho hranice je složena ze čtverc̊u,
pravidelných šestiúhelńık̊u a pravidelných desetiúhelńık̊u. Tento 62-stěn
lze źıskat ořezáváńım pravidelného dvanáctistěnu.
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3.3 3. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Matka rozdala 26 bonbon̊u svým čtyřem malým syn̊um. Prvńı (nej-
starš́ı) jich snědl stejně jako třet́ı, druhý snědl polovinu svého p̊uvodńıho
počtu a čtvrtý snědl tolik jako všichni tři ostatńı dohromady. Pak jim
zbylo každému stejně. Kolik který dostal a snědl?

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Určete všechny dvojice přirozených č́ısel x, y, pro která plat́ı

8x3 − y3 = 387

3. Martin řekl Janě: ”Jsem třikrát starš́ı, než jsi byla ty, když mi bylo
tolik let, kolik je ti nyńı.“ Jana odpověděla: ”Když mi bude tolik, kolik
je ti nyńı, bude nám dohromady 77 let.“
Kolik let měl v době tohoto rozhovoru Martin a kolik Jana?

4. Pro které hodnoty reálného parametru m je součet druhých mocnin
kořen̊u rovnice

x2 + (m − 2)x − (m + 3) = 0

nejmenš́ı?

5. Je dána soustava rovnic

x + y + z = a,
1

x
+

1

y
+

1

z
=

1

a
,

s neznámými x, y, z a reálným, nenulovým parametrem a.
Dokažte, že z každých tř́ı reálných č́ısel x, y, z, které soustavě vyhovuj́ı,
je aspoň jedno rovno č́ıslu a.

6. Najděte všechny dvojice celých č́ısel x, y, které vyhovuj́ı rovnici

x(x + 1)(x + 7)(x + 8) = y2.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Matka rozdala 26 bonbon̊u svým čtyřem malým syn̊um.
Prvńı (nejstarš́ı) jich snědl stejně jako třet́ı, druhý snědl polovinu svého
p̊uvodńıho počtu a čtvrtý snědl tolik jako všichni tři ostatńı dohromady.
Pak jim zbylo každému stejně. Kolik který dostal a snědl?

Řešeńı úlohy. Necht’ každému zbylo x bonbon̊u. Prvńı syn snědl y bon-
bon̊u a p̊uvodně jich měl x + y. U třet́ıho tomu bylo stejně. Druhý
musel sńıst x bonbon̊u, protože mu zbylo stejně, kolik snědl. Měl tedy
p̊uvodně 2x bonbon̊u. Čtvrtý syn snědl tolik co zbývaj́ıćı tři dohro-
mady, tj. 2y + x a p̊uvodně měl 2x + 2y. Sečteńım p̊uvodńıch množstv́ı
bonbon̊u sestav́ıme rovnici

2(x + y) + 2x + 2x + 2y = 26.

Odtud
3x + 2y = 13.

Dosazováńım zjist́ıme, že vyhovuje jen x = 1 a y = 5 nebo x = 3 a
y = 2.
Synové v pořad́ı prvńı, druhý, třet́ı a čtvrtý dostali bud’ 6, 2, 6 a 12
bonbon̊u nebo 5, 6, 5 a 10 bonbon̊u.

2. Text úlohy. Určete všechny dvojice přirozených č́ısel x, y, pro která plat́ı

8x3 − y3 = 387.

Řešeńı úlohy. Z daného vztahu plyne

8x3 > 387

neboli

x >
3
√

387

2
.
= 3, 644.

Je tedy
x > 3.

Dále plat́ı
y3 < 8x3

a odtud
y < 2x.
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Porovnáńım třet́ıch mocnin přirozených č́ısel zjist́ıme, že 2x < 12.
Kdyby totiž např́ıklad platilo 2x = 12, byla by minimálńı hodnota
levé strany naš́ı rovnice

123 − 113 = 1728 − 1331 = 397 > 387.

Budeme hledat 3 < x < 6, což plat́ı pouze pro x = 4 a x = 5. Dosad́ıme
za x do p̊uvodńı rovnice a vypoč́ıtáme y.
Pro x = 4 dostaneme

y3 = 8 · 43 − 387 a odtud y = 5.

Pro x = 5 nedostaneme za y přirozené č́ıslo.
Rovnici vyhovuje pouze jediné řešeńı x = 4 a y = 5.

3. Text úlohy. Martin řekl Janě: ”Jsem třikrát starš́ı, než jsi byla ty, když
mi bylo tolik let, kolik je ti nyńı.“ Jana odpověděla: ”Když mi bude
tolik, kolik je ti nyńı, bude nám dohromady 77 let.“
Kolik let měl v době tohoto rozhovoru Martin a kolik Jana?

Řešeńı úlohy. Věk Martina označme x, věk Jany y. Před d lety, tj. v době
o ńıž se hovoř́ı v Martinově výroku, bylo Martinovi x−d = y let a Janě
y − d let. Je tedy d = x − y, Janě bylo 2y − x let. Pro Martin̊uv věk
máme

x = 3(2y − x)

a po úpravě
2x = 3y. (3.8)

Z druhého tvrzeńı analogicky zjist́ıme

x + (x + (x − y)) = 77,

odkud
y = −77 + 3x. (3.9)

Po dosazeńı do rovnice (3.8) dostaneme rovnici

2x = 3(−77 + 3x),

z ńıž snadno vypočteme
x = 33.

Dosad́ıme x do rovnice (3.9) a zjit́ıme y = 22.
Martinovi je 33 let a Janě 22 let.
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4. Text úlohy. Pro které hodnoty reálného parametru m je součet druhých
mocnin kořen̊u rovnice

x2 + (m − 2)x − (m + 3) = 0

nejmenš́ı?

Řešeńı úlohy. Předpokládáme, že x patř́ı do oboru reálných č́ısel. Daná
rovnice má vždy dva r̊uzné reálné kořeny, nebot’ jej́ı diskriminant je

D = (m − 2)2 + 4(m + 3) = m2 + 16 > 0.

Podle vztah̊u mezi kořeny a koeficienty kvadratické rovnice plat́ı

x1 + x2 = −(m − 2), (3.10)

x1x2 = −(m + 3), (3.11)

a proto

x2

1 + x2

2 = x2

1 + 2x1x2 + x2

2 − 2x1x2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2.

Dosad́ıme rovnice (3.10), (3.11) a dostaneme

x2

1 + x2

2 = (2 − m)2 + 2(m + 3) = 4 − 4m + m2 + 2m + 6 =

= m2 − 2m + 1 + 9 = (m − 1)2 + 9.

Posledńı výraz má nejmenš́ı hodnotu, právě když je výraz v závorce
roven nule, tj. když m = 1.

5. Text úlohy. Je dána soustava rovnic

x + y + z = a, (3.12)
1

x
+

1

y
+

1

z
=

1

a
, (3.13)

s neznámými x, y, z a reálným, nenulovým parametrem a.
Dokažte, že z každých tř́ı reálných č́ısel x, y, z, které soustavě vyhovuj́ı,
je aspoň jedno rovno č́ıslu a.

Řešeńı úlohy. Rovnice (3.13) má smysl, jen když jsou jmenovatelé zlomk̊u
nenulová č́ısla. Vynásob́ıme ji součinem axyz a uprav́ıme na tvar

a(yz + zx + xy) − xyz = 0.
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Za č́ıslo a dosad́ıme levou stranu rovnice (3.12) a uprav́ıme

(x + y + z)(xy + yz + xz) − xyz = (x + y)(xy + yz + xz) +

+z(xy + yz + xz − xy) = (x + y)(xy + yz + xz) +

+z2(x + y) = (x + y)(y(x + z) + z(x + z)) =

= (x + y)(y + z)(z + x) = 0.

Z rovnice
(x + y)(y + z)(z + x) = 0

pak plyne, že vždy je součet některých dvou kořen̊u naš́ı soustavy rovnic
roven nule. Proto je třet́ı kořen roven parameru a, jak je vidět z rovnice
(3.12).

6. Text úlohy. Najděte všechny dvojice celých č́ısel x, y, které vyhovuj́ı
rovnici

x(x + 1)(x + 7)(x + 8) = y2.

Řešeńı úlohy. Vynásob́ıme krajńı a prostředńı výrazy na levé straně
rovnice

(x2 + 8x)(x2 + 8x + 7) = y2.

Zvoĺıme-li nyńı substituci

u = x2 + 8x, (3.14)

můžeme rovnici upravit na tvar

u2 + 7u − y2 = 0. (3.15)

Necht’ m2 je jej́ı diskriminant. Vztah

m2 = 49 + 4y2

snadno přeṕı̌seme na tvar

(m − 2y)(m + 2y) = 49.

Zřejmě muśı být m celé č́ıslo a výrazy v závorkách jsou dělitelé č́ısla
49 = 1 · 7 · 7.
Může být

m − 2y = ±1 m − 2y = ±7 m − 2y = ±49
m + 2y = ±49 m + 2y = ±7 m + 2y = ±1
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Celkem dostaneme 6 soustav rovnic, z kterých si vyjádř́ıme y.

m − 2y = ±1 m − 2y = ±7 m − 2y = ±49
m + 2y = ±49 m + 2y = ±7 m + 2y = ±1

4y = ±48 4y = 0 4y = ∓48
y1,2 = ±12 y3 = 0 y4,5 = ∓12

Nalezené hodnoty y nám umožňuj́ı stanovit u ze vztahu (3.15). Pro
y1 = y4 = 12 a pro y2 = y5 = −12 dostaneme

u2 + 7u − (±12)2 = 0,

u2 + 7u − 144 = 0,

u1,2 =
−7 ±

√
49 + 576

2
=

−7 ± 25

2

{

−16
9.

Hodnoty u1 = −16 a u2 = 9 dosad́ıme do substitučńıho vztahu (3.14)
a vyjádř́ıme x. Pro u1 dostáváme

x2 + 8x + 16 = 0,

x1,2 =
−8 ±

√
64 − 64

2
= −4.

Analogicky pro u2 plat́ı

x2 + 8x − 9 = 0,

x3,4 =
−8 ±

√
64 + 36

2
=

−8 ± 10

2

{

1
−9.

Ještě nám zbývá spoč́ıtat x pro y5 = 0. Opět dosad́ıme do vztahu (3.15)
a po vytknut́ı dostaneme

u(u + 7) = 0 odkud u3 = 0, u4 = −7.

Po dosazeńı do (3.14) dostaneme, že

x2 + 8x = 0 nebo x2 + 8x + 7 = 0.

Prvńı rovnice má kořeny x5 = 0 a x6 = −8, druhá x7 = −1 a x8 = −7.

Závěr. Původńı rovnici vyhovuje celkem 10 uspořádaných dvojic [x, y].
Jsou to tyto dvojice: [−9,±12], [−8, 0], [−7, 0], [−4,±12], [−1, 0], [0, 0],
[1,±12].
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3.4 4. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Dokažte, že v pravoúhlém trojúhelńıku ABC s přeponou AB při běžném
označeńı délek stran je poloměr kružnice vepsané dán vztahem

r =
ab

a + b + c
,

r =
a + b − c

2
.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
V pravoúhlém trojúhelńıku ABC s přeponou AB je v výška z vrcholu
C. Dokažte, že trojúhelńık se stranami délek v, v + c, a + b je také
pravoúhlý.

3. Rovnoramennému pravoúhlému trojúhelńıku ABC s přeponou AB je
vepsán pravoúhelńık CXY Z tak, že body X, Y , Z lež́ı po řadě na
úsečkách AC, AB, BC. Určete poměr |AY | : |Y B|, je-li obsah pravo-
úhelńıka CXY Z roven 18% obsahu trojúhelńıka ABC.

4. V pravoúhlém trojúhelńıku ABC označme M střed přepony AB. Od-
věsny trojúhelńıka maj́ı délky 6 cm a 8 cm.
Vypoč́ıtejte vzdálenost střed̊u kružnic vepsaných trojúhelńık̊um AMC,
MBC.

5. V pravoúhlém trojúhelńıku ABC je Q pata výšky z vrcholu C na
přeponu AB. Poloměry kružnic vepsaných trojúhelńık̊um ABC, AQC,
QBC označme po řadě r, r1, r2. Dokažte, že plat́ı

|CQ| = r1 + r2 + r.

6. Určete obsah pravoúhlého trojúhelńıka ABC s pravým úhlem při vrcho-
lu C, je-li jeho obvod o = 72 cm a rozd́ıl délky těžnice tc a výšky vc je
m = tc − vc = 7 cm.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Dokažte, že v pravoúhlém trojúhelńıku ABC s přeponou
AB při běžném označeńı délek stran je poloměr kružnice vepsané dán
vztahy

r =
ab

a + b + c
, (3.16)

r =
a + b − c

2
. (3.17)

Řešeńı úlohy

I. Způsob

Vztah (3.16) je př́ımým d̊usledkem porovnáńı dvou vzorc̊u pro obsah
pravoúhlého trojúhelńıka. Ze zápisu

S =
r(a + b + c)

2
=

ab

2
,

totiž snadno zjist́ıme, že r = ab/(a + b + c).
Vztah (3.17) dostaneme, když zlomek (3.16) rozš́ı̌ŕıme výrazem a+b−c
a jmenovatel uprav́ıme následovně

((a + b) + c)((a + b) − c) = a2 + b2 − c2 + 2ab = 2ab,

nebot’ v pravoúhlém trojúhelńıku ABC a podle Pythagorovy věty plat́ı
c2 = a2 + b2. Je tedy

r =
ab(a + b − c)

2ab
=

a + b − c

2
.

II. Způsob

Podle obr. 3.7 je čtyřúhelńık KCLO čtverec a proto

|KC| = |LC| = r.

Položme ještě

x = |AL| = |AM | a y = |BK| = |BM | .

Zřejmě je

c = x + y,

s =
o

2
= x + y + r.
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Z těchto vztah̊u pak obdrž́ıme

r = s − c =
a + b + c

2
− c =

a + b − c

2
.

T́ım jsme dokázali vztah (3.17). Vztah (3.16) obdrž́ıme, když posledńı
zlomek rozš́ı̌ŕıme výrazem a+b+c a uprav́ıme analogicky jako u prvńıho
zp̊usobu.

A x M y B

y

K

C

rr

L

x
O

r

Obrázek 3.7:

2. Text úlohy. V pravoúhlém trojúhelńıku ABC s přeponou AB je v výška
z vrcholu C. Dokažte, že trojúhelńık se stranami délek v, v + c, a + b
je také pravoúhlý.

Řešeńı úlohy. Plat́ı
(v + c)2 = v2 + 2cv + c2,

kde cv = ab (obr. 3.8) a podle Pythagorovy věty c2 = a2 + b2. Potom
můžeme psát

(v + c)2 = v2 + 2ab + a2 + b2 = v2 + (a + b)2.

Je tedy podle věty obrácené k větě Pythagorově trojúhelńık se stranami
délek v, v + c, a + b pravoúhlý.

Poznámka. Měli bychom rozlǐsit Pythagorovu větu od tzv. obráceńı Py-
thagorovy věty. Pythagorova věta tvrd́ı, že v pravoúhĺem trojúhelńıku
s přeponou délky c a odvěsnami délek a, b plat́ı a2 + b2 = c2, kdežto
obráceńı Pythagorovy věty tvrd́ı, že když v nějakém trojúhelńıku se
stranami délek a, b, c plat́ı a2 + b2 = c2, pak je tento trojúhelńık
pravoúhlý.
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A B

C

b av

c

ba
v

Obrázek 3.8:

3. Text úlohy. Rovnoramennému pravoúhlému trojúhelńıku ABC s přepo-
nou AB je vepsán pravoúhelńık CXY Z tak, že body X, Y , Z lež́ı po
řadě na úsečkách AC, AB, BC. Určete poměr |AY | : |Y B|, je-li obsah
pravoúhelńıka CXY Z roven 18% obsahu trojúhelńıka ABC.

Řešeńı úlohy. Hledaný poměr označme x. Jelikož trojúhelńıky AXY a
Y ZB jsou pravoúhlé a rovnoramenné, plat́ı |AY | = m

√
2, |Y B| = n

√
2

(obr. 3.9). Potom plat́ı

x =
|AY |
|Y B| =

m
√

2

n
√

2
=

m

n
. (3.18)

Z podmı́nky obsah̊u plyne

mn =
0, 18(m + n)2

2
.

Rovnici umocńıme a uprav́ıme na tvar

9m2 − 82mn + 9n2 = 0.

Po vyděleńı této rovnice č́ıslem n2 a využit́ı vztahu (3.18) dostaneme
kvadratickou rovnici

9x2 − 82x + 9 = 0,

s kořeny

x1,2 =
82 ± 80

18
=

{

9
1/9.

Hledaný poměr je 9 : 1 nebo 1 : 9.
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A B

C

X

Y

Z

m

n n

m

m√2 n√2

Obrázek 3.9:

4. Text úlohy. V pravoúhlém trojúhelńıku ABC označme M střed přepony
AB. Odvěsny trojúhelńıka maj́ı délky 6 cm a 8 cm.
Vypoč́ıtejte vzdálenost střed̊u kružnic vepsaných trojúhelńık̊um AMC,
MBC.

Řešeńı úlohy. Necht’ M je střed strany AB. Podle Pythagorovy věty je

c = |AB| = 10 cm

a pro Thaletovu kružnici plat́ı

|MA| = |MB| = |MC| = 5 cm.

Kružnice vepsané rovnoramenným trojúhelńık̊um BMC a AMC se
dotýkaj́ı základen BC a AC v jejich středech K, L (Obr. 3.10). Čtyř-
úhelńık KCLM je obdélńık se stranami délek |MK| = |LC| = 3 cm
a |ML| = |KC| = 4 cm. Na jeho stranách lež́ı středy O, S vepsaných
kružnic. Druhá mocnina vzdálenosti těchto střed̊u je

x2 = |OS|2 = (4 − m)2 + (3 − n)2. (3.19)

T́ım převád́ıme úlohu na výpočet poloměr̊u m, n kružnic vepsaných
trojúhelńık̊um ACM , BCM . Ty však můžeme určit porovnáńım vzta-
h̊u pro výpočet obsahu téhož trojúhelńıka

S△ =
a + b + c

2
· ρ =

a · va

2
=

b · vb

2
=

c · vc

2
,

kde ρ označuje poloměr kružnice vepsané.
Je tedy

S△AMC =
|AM | + |MC| + |CA|

2
· m =

5 + 5 + 6

2
· m = 8m =
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=
|CA| · |ML|

2
= 6 · 2 = 12 cm2.

Odkud

m =
3

2
cm.

Analogicky plat́ı

S△BCM =
|MB| + |BC| + |CM |

2
· n =

5 + 8 + 5

2
· n = 9n =

=
|BC| · |MK|

2
= 8 · 3

2
= 12 cm2,

n =
4

3
cm.

Dosad́ıme hodnoty m a n do (3.19):

x2 =
(

4 − 3

2

)2

+
(

3 − 4

3

)2

=
(

5

2

)2

+
(

5

3

)2

=
25

4
+

25

9
=

325

36
cm2,

x =

√

325

36
=

√
25 · 13

6
=

5
√

13

6
cm.

Vzdálenost střed̊u kružnic vepsaných trojúhelńık̊um AMC a MBC je
(5
√

13)/6 cm.

A M B

K

C

L

O S

x
m

n

Obrázek 3.10:
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5. Text úlohy. V pravoúhlém trojúhelńıku ABC je Q pata výšky z vrcholu
C na přeponu AB. Poloměry kružnic vepsaných trojúhelńık̊um ABC,
AQC, QBC označme po řadě r, r1, r2. Dokažte, že plat́ı

|CQ| = r1 + r2 + r.

Řešeńı úlohy. Označme |CQ| = v, |AQ| = m, |BQ| = n. Pomoćı již
dokázaného vztahu (3.17) (z 1. úlohy) pro trojúhelńıky AQC, QBC, a
ABC dostáváme

r1 + r2 + r =
m + v − b

2
+

n + v − a

2
+

a + b − c

2
=

2v + m + n − c

2
,

kde m + n = c, potom dostáváme

r1 + r2 + r = v = |CQ| .

T́ım je tvrzeńı dokázáno.

A B

C

Q

r
r1

r2

v

m n

ab

c

Obrázek 3.11:

6. Text úlohy. Určete obsah pravoúhlého trojúhelńıka ABC s pravým úhlem
při vrcholu C, je-li jeho obvod o = 72 cm a rozd́ıl délky těžnice tc a
výšky vc je m = tc − vc = 7 cm.

Řešeńı úlohy

I. Způsob. (Upraveno podle Ivana Pilǐse, Gymnázium Martin).
Z vlastnost́ı Thaletovy kružnice plyne tc = c/2. Proto můžeme podmı́n-
ku tc − vc = 7 cm upravit na tvar

2vc = c − 14. (3.20)
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Čtyřnásobek obsahu trojúhelńıka ABC je

4S△ABC = 2ab = 2cvc,

odtud
2ab = c(c − 14),

a podle Pythagorovy věty

c2 = (a + b)2 − 2ab = (72 − c)2 − c(c − 14).

Posledńı vztah vede na kvadratickou rovnici

c2 + 130c − 5184 = 0,

které vyhovuje jen kladný kořen c = 32 cm. Dále již snadno zjist́ıme
vc = c/2 − 7 = 9 cm a S = c · vc/2 = 144 cm2.

II. Způsob. (Upraveno podle Evy Pekárkové, Gymnázium Tábor).
Podobně jako v předchoźım řešeńı zjist́ıme

2ab = (a + b)2 − c2 = 2cvc.

Sem dosad́ıme ze vztahu (3.20) a po substituci x = a + b máme

x2 − c2 = c(c − 14).

Dále c nahrad́ıme pravou stranou vztahu c = 72−x, který představuje
podmı́nku pro obvod trojúhelńıka. Po úpravě obdrž́ıme kvadratickou
rovnici

x2 − 274x + 9360 = 0

s kořeny x1 = 234 a x2 = 40. Součet x = a + b nemůže být větš́ı než
obvod trojúhelńıka, proto vyhovuje jen x2 = 40 cm. Délka přepony je
tedy c = 72 − x2 = 32 cm. Výšku vc a obsah S urč́ıme stejně jako
v závěru prvńıho zp̊usobu.
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Kapitola 4

Ročńık 1998/99

4.1 1. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Určete kolika nulami konč́ı součin 1 · 2 · 3 · · · 499 · 500 (tj. součin všech
přirozených č́ısel od jedné do pěti set).

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Necht’ x, y jsou celá č́ısla a č́ıslo 6x+11y je dělitelné č́ıslem 31. Dokažte,
že pak je také č́ıslo x + 7y dělitelné č́ıslem 31.

3. Bez použit́ı kalkulačky nebo poč́ıtače dokažte, že č́ıslo

1996 · 1997 · 1998 · 1999 + 1

je druhou mocninou přirozeného č́ısla.

4. Celá část reálného č́ısla x je takové celé č́ıslo m = [x], pro které plat́ı
m ≤ x < m + 1. Najděte celou část č́ısla

√

4a2 +
√

16a2 +
√

64a2 + 16a + 2 ,

jestliže a je libovolné přirozené č́ıslo.

5. Určete všechna přirozená č́ısla, která jsou jedenáckrát větš́ı než jejich
ciferný součet.
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6. Vynásob́ıme-li čtyřciferné č́ıslo dev́ıti, dostaneme čtyřciferné č́ıslo složené
ze stejných cifer ale v opačném pořad́ı.
Najděte všechna taková č́ısla.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Určete kolika nulami konč́ı součin 1 · 2 · 3 · · · 499 · 500 (tj.
součin všech přirozených č́ısel od jedné do pěti set).

Řešeńı úlohy. Nejprve zjist́ıme, kolik pětek obsahuje součin prvočinitel̊u
č́ısla s = 1 · 2 · 3 · · ·499 · 500.
V samotném součinu s se vyskytuj́ı č́ısla 5, 10, 15, . . . 495, 500. Je jich
100 a každé z nich je dělitelné pěti. V prvoč́ıselném rozkladu č́ısla s
je proto aspoň 100 pětek. Tento odhad muśıme zvýšit o počet č́ısel
z předchoźı řady, která jsou násobky druhých mocnin pěti, nebot’ tato
č́ısla maj́ı ve svém rozkladu dvě pětky, dále o počet č́ısel, která jsou
násobky třet́ıch mocnin pěti atd.
Násobky druhých mocnin jsou č́ısla 25, 50, 75, . . . 475, 500 (je jich
celkem 20), násobky třet́ıch mocnin jsou 125, 250, 375, 500. Násobky
vyšš́ıch mocnin se v řadě nevyskytuj́ı.
Je tedy v rozkladu součinu s na prvočinitele 124 pětek. Dvojek je zde
podstatně v́ıce (aspoň 250). Protože každý součin 2 · 5 určuje právě
jednu nulu v dekadickém zápisu č́ısla s, obsahuje tento zápis právě 124
nul.

2. Text úlohy. Necht’ x, y jsou celá č́ısla a č́ıslo 6x+11y je dělitelné č́ıslem
31. Dokažte, že pak je také č́ıslo x + 7y dělitelné č́ıslem 31.

Řešeńı úlohy. Podle zadáńı je 6x + 11y = 31k, kde k je celé č́ıslo. Plat́ı

6(x + 7y) = (6x + 11y) + 31y = 31(k + y).

Součin 6(x + 7y) je tedy násobkem 31. Protože č́ısla 6 a 31 jsou ne-
soudělná, je činitel x + 7y dělitelný č́ıslem 31 a to jsme chtěli dokázat.

3. Text úlohy. Bez použit́ı kalkulačky nebo poč́ıtače dokažte, že č́ıslo

1996 · 1997 · 1998 · 1999 + 1

je druhou mocninou přirozeného č́ısla.

Řešeńı úlohy. Při řešeńı této úlohy je výhodné položit x = 1996. Pak
plat́ı

a = x(x + 3)(x + 1)(x + 2) + 1 = (x2 + 3x)(x2 + 3x + 2) + 1,

zvoĺıme substituci y = x2 + 3x a dostaneme.

a = y(y + 2) + 1 = y2 + 2y + 1 = (y + 1)2.
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T́ım je d̊ukaz proveden a vid́ıme, že se ani nemuśıme omezovat na
speciálńı volbu x = 1996. Tvrzeńı plat́ı pro každé přirozené x.

4. Text úlohy. Celá část reálného č́ısla x je takové celé č́ıslo m = [x], pro
které plat́ı m ≤ x < m + 1. Najděte celou část č́ısla

√

4a2 +
√

16a2 +
√

64a2 + 16a + 2 ,

jestliže a je libovolné přirozené č́ıslo.

Řešeńı úlohy. Označme b dané č́ıslo. Plat́ı

b =

√

4a2 +
√

16a2 +
√

64a2 + 16a + 2

b>

√

4a2 +
√

16a2 +
√

64a2 + 16a + 1 =

√

4a2 +

√

16a2 +
√

(8a + 1)2 =

=
√

4a2 +
√

16a2 + 8a + 1 =

√

4a2 +
√

(4a + 1)2 =
√

4a2 + 4a + 1 =

=
√

(2a + 1)2 = 2a + 1,

b> 2a + 1.

Rovněž plat́ı

b<

√

4a2 + 2 ·
√

16a2 + 2 ·
√

64a2 + 32a + 4 =

=

√

4a2 + 2 ·
√

16a2 + 2 ·
√

(8a + 2)2 =
√

4a2 + 2 ·
√

16a2 + 16a + 4 =

=

√

4a2 + 2 ·
√

(4a + 2)2 =
√

4a2 + 8a + 4 =
√

(2a + 2)2 = 2a + 2,

b< 2a + 2.

Je tedy 2a + 1 ≤ b < (2a + 1) + 1, to znamená, že celá část b je č́ıslo
2a + 1.

5. Text úlohy. Určete všechna přirozená č́ısla, která jsou jedenáckrát větš́ı
než jejich ciferný součet.

Řešeńı úlohy. Libovolné z hledaných č́ısel označme a, jeho počet cifer
necht’ je n. Zřejmě muśı platit

10n−1 < 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

n cifer

≤ a ≤ 11 · (9 + 9 + . . . + 9)
︸ ︷︷ ︸

n cifer

= 99n.
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Je tedy 10n−1 < 99n. Tato nerovnost plat́ı jen pro n ∈ {1, 2, 3}, nebot’

pro n = 4 je již 1000 > 396 a s každým následuj́ıćım n se levá strana
tohoto vztahu zvětš́ı desetkrát, kdežto pravá jen o 99.
Pro n = 1 by podle zadáńı mělo platit a = 11a, což splňuje jen a = 0,
ale to neńı přirozené č́ıslo.
Pro n = 2 položme a = 10x + y a ze zadáńı dostaneme po úpravě
rovnici

x = −10y,

která opět nemá řešeńı, jelikož x ∈ {1, 2, . . . , 9}.
Pro n = 3 položme konečně a = 100x+10y+z = 11(x+y+z). Posledńı
rovnost lze upravit na tvar

10(9x − z) = x + y.

Zváž́ıme-li nav́ıc, že x, y, z jsou cifry (x je r̊uzné od nuly) a x+y ≤ 18,
neńı jiná možnost, než že 9x−z = 1 a současně x+y = 10. Tedy x = 1,
y = 9, z = 8, a = 198 = 11 · (1 + 9 + 8).

6. Text úlohy. Vynásob́ıme-li čtyřciferné č́ıslo dev́ıti, dostaneme čtyřciferné
č́ıslo složené ze stejných cifer ale v opačném pořad́ı.
Najděte všechna taková č́ısla.

Řešeńı úlohy

I. Způsob. (Upraveno podle Jana Hermana, Gymnázium Brno)
Hledané č́ıslo označ́ıme x = 1000a + 100b + 10c + d, v němž cifry a, d
nejsou nuly. Ze zadáńı plyne

9000a + 900b + 90c + 9d = 1000d + 100c + 10b + a

a odtud po úpravě

8999a + 890b = 10c + 991d.

Levá strana tohoto výrazu má minimálńı hodnotu 8999, kdežto pravá je
nejvýše rovna č́ıslu 9009. Z těchto jedenácti č́ısel z intervalu 〈8999, 9009〉
může levá strana nabývat pouze hodnoty 8999 a pravá jen 8999 nebo
9009. Rovnost obou stran tedy nastane, právě když

8999a + 890b = 10c + 991d = 8999

a je to jen tehdy, když a = 1, b = 0, c = 8 a d = 9.
Hledané č́ıslo je 1089.
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II. Způsob. (Upraveno podle Lady Oberreiterové, Gymnázium Třeb́ıč)
Hledáme č́ısla x = ABCD, kde A, B, C, D představuj́ı jednotlivé cifry.
Zřejmě plat́ı

1000 ≤ x ≤ 1111, (4.1)

nebot’ součin 9 · 1111 = 9999 je nevětš́ı čtyřciferné č́ıslo. Vid́ıme odtud,
že A = 1 a také D = 9, protože součin 9 · x muśı končit jedničkou.
Dále si zaṕı̌seme př́ıslušné násobeńı

1BC 9
· 9
9CB1

Vzhledem k podmı́nce (4.1) může být jen B = 0 nebo B = 1. Proto
rozlǐśıme tyto př́ıpady

(a)

1 0 C 9
· 9
9C 0 1

(b)

1 1 C 9
· 9
9C 1 1

V př́ıpadě (a) z tabulky násobeńı odvod́ıme rovnici (je třeba si uvědomit,
že se převád́ı 8 z pravého sloupce) 900 + 9C + 8 = 900 + 10C, jej́ımž
řešeńım je C = 8.
V př́ıpadě (b) analogicky dostaneme 990 + 9C + 8 = 901 + 10C, odtud
C = 17, což zřejmě nevyhovuje.

Závěr. Úloha má jediné řešeńı x = 1089.
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4.2 2. série

Sérii sestavil Pavel Leischner

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Představte si, že se svým př́ıtelem hrajete tuto hru: Na stole je položena
řada několika minćı, některé rubem, jiné ĺıcem vzh̊uru. (Mohou být
i všechny ĺıcem či rubem vzh̊uru). Mince si prohlédnete, pak odejdete,
ale váš př́ıtel v mı́stnosti z̊ustane a za vaš́ı nepř́ıtomnosti odebere jednu
minci. Ostatńı mince poobraćı po dvou libovolným zp̊usobem. (To zna-
mená, že může obrátit naráz libovolné dvě, potom daľśı dvě atd.). Pak
vás zavolá zpět a vy máte z pouhého pohledu na mince zjistit, zda
odebral ”ĺıc” či ”rub”. Popǐste př́ıslušný myšlenkový postup.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Určete počet všech čtyřciferných č́ısel, která jsou dělitelná třemi a je-
jichž dekadické zápisy obsahuj́ı právě dvě jedničky.

3. Město má tvar čverce 5 × 5 km. Ulice jej rozděluj́ı na čtvercové bloky
o straně délky 200 m. Poutńık se vydá na cestu ulicemi a po deseti
kilometrech ch̊uze se octne na mı́stě, z kterého vyšel. Jaký největš́ı
obsah může mı́t obrazec ohraničený poutńıkovou trajektoríı?

4. V továrně na hračky vyráběj́ı krychlové kostky, jejichž každá stěna je
obarvena některou ze šesti barev: modrá, b́ılá, červená, zelená, žlutá,
černá. Stěny jsou jednobarevné a každá kostka je šestibarevná. Kolik
r̊uzných typ̊u takových kostek je možné vyrobit? Kostky, které se lǐśı
jen t́ım, že jsou r̊uzně otočené, považujeme za stejné.

5. Na polici je sedm stejných sklenic téhož léku po 200 tabletách v každé
z nich. Hmotnost jedné tablety má být přesně 1,00 g. Od výrobce přǐsel
telegram, že se v zásilce mohly vyskytnout sklenice se závadným lékem,
jehož tablety váž́ı 1,01 g, které se muśı vyřadit. V žádné sklenici nejsou
tablety r̊uzných hmotnost́ı.
Navrhněte zp̊usob, jak pomoćı jediného vážeńı zjistit, které sklenice ob-
sahuj́ı vadný lék, máme-li k dispozici přesné váhy s př́ıslušným závaž́ım
a dostatečně velkými miskami.

6. Na obvodu kruhu jsou v libovolném pořad́ı napsány čtyři jedničky a pět
nul. Opakovaně provád́ıme následuj́ıćı operaci: mezi každé dvě p̊uvodně
napsané r̊uzné cifry naṕı̌seme jedničku a mezi stejné nulu. Pak p̊uvodně
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napsané cifry vymažeme. Dokažte, že nikdy se nám nepodař́ı t́ımto
postupem obdržet devět nul.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Představte si, že se svým př́ıtelem hrajete tuto hru: Na stole
je položena řada několika minćı, některé rubem, jiné ĺıcem vzh̊uru. (Mo-
hou být i všechny ĺıcem či rubem vzh̊uru). Mince si prohlédnete, pak
odejdete, ale váš př́ıtel v mı́stnosti z̊ustane a za vaš́ı nepř́ıtomnosti ode-
bere jednu minci. Ostatńı mince poobraćı po dvou libovolným zp̊uso-
bem. (To znamená, že může obrátit naráz libovolné dvě, potom daľśı
dvě atd.). Pak vás zavolá zpět a vy máte z pouhého pohledu na mince
zjistit, zda odebral ”ĺıc” či ”rub”. Popǐste př́ıslušný myšlenkový postup.

Řešeńı úlohy. Mince otočené ĺıcem (resp. rubem) vzh̊uru označ́ıme L
(resp. R), počet všech minćı typu L v řadě necht’ je p(L) a počet všech
minćı typu R je p(R). Obrát́ıme-li nyńı v dané řadě dvě mince typu L,
budou počty minćı po obráceńı

p′(L) = p(L) − 2 a p′(R) = p(R) + 2. (4.2)

Podobně bude platit po obráceńı dvou minćı typu R

p′(L) = p(L) + 2 a p′(R) = p(R) − 2 (4.3)

a po obráceńı dvojice typu L, R se počty p(L), p(R) nezměńı.
Sudé č́ıslo z̊ustává po přičteńı nebo odečteńı č́ısla 2 sudým a liché
lichým. Vid́ıme tedy ze vztah̊u (4.2) a (4.3), že se tak zvaná parita
(tj. sudost nebo lichost) provedeńım libovolného počtu otočeńı minćı
podle daných pravidel neměńı.
Odebráńım jedné mince typu L se naopak parita č́ısla p(L) změńı,
stejně jako oderáńım mince typu R se změńı parita počtu p(R).
Hráč, který má uhodnout odebraný typ mince si tedy muśı před od-
chodem zapamatovat parity č́ısel p(L) a p(R). Po př́ıchodu usoud́ı, že
byla odebrána mince toho typu, u nějž př́ıslušný počet změnil paritu.

2. Text úlohy. Určete počet všech čtyřciferných č́ısel, která jsou dělitelná
třemi a jejichž dekadické zápisy obsahuj́ı právě dvě jedničky.

Řešeńı úlohy. Můžeme určit celkem dvanáct čtyřciferných č́ısel, jejichž
dekadický zápis obsahuje právě dvě jedničky a po jedné ze dvou r̊uzných
nenulových cifer A, B. Prvńıch šest z nich jsou č́ısla 11AB, 1A1B,
1AB1, A11B, A1B1 a AB11. Daľśıch šest vznikne z předchoźıch zámě-
nou cifer A, B.
Je-li nenulová cifra B = A, utvoř́ıme jen šest č́ısel a snadno dále
zjist́ıme, že když jedna z r̊uzných cifer A, B (např.A) je rovna nule,
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tak existuje devět čtyřciferných č́ısel: 110B, 11B0, 101B, 1B10, 10B1,
1B01, B110, B101, B011.
Dále je třeba si uvědomit, že č́ıslo je dělitelné třemi, právě když je
součet jeho cifer dělitelný třemi. Cifry A, B (A ≤ B) tedy muśı spňovat
vztah A + B = 3k − 2, kde k = 2, 3, 4, 5, 6, nebot’ pro vyšš́ı hodnoty k
by byl součet A + B větš́ı než 18 a pro k ≤ 1 menš́ı než 2.
Všechny možnosti přehledně uvád́ı následuj́ıćı tabulka

Cifra A 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 5 5 6 8
Cifra B 4 7 3 6 9 2 5 8 4 7 6 9 5 8 7 8

Počet možnost́ı 9 9 12 12 12 6 12 12 12 12 12 12 6 12 12 6

Celkový počet čtyřciferných č́ısel s danými vlastnostmi je

p = 3 · 6 + 2 · 9 + 11 · 12 = 168.

3. Text úlohy. Město má tvar čverce 5 × 5 km. Ulice jej rozděluj́ı na
čtvercové bloky o straně délky 200 m. Poutńık se vydá na cestu ulicemi
a po deseti kilometrech ch̊uze se octne na mı́stě, z kterého vyšel. Jaký
největš́ı obsah může mı́t obrazec ohraničený poutńıkovou trajektoríı?

Řešeńı úlohy. Město si představ́ıme jako čtvercovou śıt’ - šachovnici
25 × 25 poĺıček. Každé poĺıčko je čtverec o straně 200 m = 0, 2 km.
Stranu poĺıčka, ale i jej́ı délku budeme nazývat ulice.
Poutńıkova cesta je tedy uzavřená lomená čára složená z jednotlivých
ulic. Jej́ı celková délka je 10 : 0, 2 = 50 ulic. Pokud útvar omezený touto
čarou neńı pravoúhelńık, lze jej nahradit pravoúhelńıkem o stejném ob-
vodu, ale větš́ım obsahu.
Proto budeme dále vyšetřovat jen pravoúhelńıky se stranami délek a, b,
pro něž a+ b = 25 ulic, a ≤ b. Největš́ı hodnota a = 12 pro b = 13 ulic.
Dokážeme, že těmto rozměr̊um př́ısluš́ı největš́ı obsah

Smax = ab = 12 · 13 = 156 blok̊u = 6, 24 km2.

Délka a již nemůže být za podmı́nky a ≤ b větš́ı. Pokud ji zmenš́ıme
o x blok̊u, bude obsah útvaru

S = (12 − x)(13 + x) = Smax − x − x2 < Smax.

Největš́ı obrazec ohraničený poutńıkovou cestou je obdélńık 12 × 13
ulic a má obsah 6,24 km2.
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4. Text úlohy. V továrně na hračky vyráběj́ı krychlové kostky, jejichž každá
stěna je obarvena některou ze šesti barev: modrá, b́ılá, červená, zelená,
žlutá, černá. Stěny jsou jednobarevné a každá kostka je šestibarevná.
Kolik r̊uzných typ̊u takových kostek je možné vyrobit? Kostky, které
se lǐśı jen t́ım, že jsou r̊uzně otočené, považujeme za stejné.

Řešeńı úlohy

I. Způsob

Každou obarvenou krychli můžeme otočit tak, aby na horńı stěně byla
barva A. Na protilehlé, dolńı stěně může být některá z barev B, C, D,
E, F. To je pět možnost́ı.
Má-li pak dolńı stěna např́ıklad barvu B, můžeme krychli při jakémkoliv
obarveńı bočńıch stěn zbývaj́ıćımi barvami C, D, E, F otočit kolem
svislé osy tak, aby vpředu byla barva C. Na zadńı stěně pak je některá
ze tř́ı barev D, E, F. Je-li tam např́ıklad barva D, lze umı́stit bud’ E
na levou a F na pravou bočńı stěnu nebo naopak. Při pevně zvolených
barvách na horńı a dolńı stěně máme tedy 3 · 2 = 6 možnost́ı pro bočńı
stěny.
Celkem existuje 5 · 6 = 30 typ̊u barevných kostek.

II. Způsob

Pro pevně umı́stěnou kostku existuje p = 720 (6!=720) permutaćı obar-
veńı stěn podle uvedených podmı́nek. Protože však otáčeńım kostky
některé permutace splynou, představuje vždy m r̊uzných permutaćı
jediný typ obarveńı a počet r̊uzných typ̊u kostek je x = p/m.
Urč́ıme nyńı m. Mějme dvě kostky téhož typu, jedna má pevnou polohu,
se druhou umı́stěnou obecně jinak, můžeme otáčet. Prvńı má na spodńı
stěně barvu A, druhá může mı́t barvu A na kterékoli ze svých šesti
stěn - to je šest možnost́ı. Otočme druhou kostku tak, aby měla barvu
A také na dolńı stěně. Pak muśı být na obou kostkách stejná i barva
horńı stěny. Barvy na odpov́ıdaj́ıćıch si bočńıch stěnách se však mohou
shodovat až po vhodném otočeńı kolem svislé osy druhé kostky. Pro
takové otočeńı jsou čtyři možnosti: o úhel 0◦, 90◦, 180◦ nebo 270◦.
Odtud m = 6 · 4 = 24 r̊uzných permutaćı pro tentýž typ kostky.
Počet všech typ̊u kostek je x = 720/24 = 30.

5. Text úlohy. Na polici je sedm stejných sklenic téhož léku po 200 tabletách
v každé z nich. Hmotnost jedné tablety má být přesně 1,00 g. Od
výrobce přǐsel telegram, že se v zásilce mohly vyskytnout sklenice
se závadným lékem, jehož tablety váž́ı 1,01 g, které se muśı vyřadit.
V žádné sklenici nejsou tablety r̊uzných hmotnost́ı.
Navrhněte zp̊usob, jak pomoćı jediného vážeńı zjistit, které sklenice ob-
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sahuj́ı vadný lék, máme-li k dispozici přesné váhy s př́ıslušným závaž́ım
a dostatečně velkými miskami.

Řešeńı úlohy. Využijeme toho, že každé celé nezáporné č́ıslo a se dá
vyjádřit jen jediným zp̊usobem ve staru

a = a0 + a1 · 2 + a2 · 22 + a3 · 23 + . . . + an · 2n,

kde č́ısla a0, a1, a2, . . . an nabývaj́ı jen hodnot 0 nebo 1 a jsou to vlastně
cifry č́ısla a zapsaného ve dvojkové soustavě (pořad́ı cifer v tomto zápisu
je ovšem obrácené).
Postup vážeńı je tento: na levou misku umı́st́ıme (tak, abychom roz-
lǐsili, co je z které sklenice) jednu tabletu z prvńı sklenice, dvě tablety
z druhé sklenice, čtyři tablety ze třet́ı, osm ze čtvrté atd., až nakonec 64
tablet z posledńı, sedmé sklenice. Pak je vyváž́ıme závaž́ım. Pokud bude
hmotnost přesně 1+2+4+8+16+32+64 = 127 gramů, nevyskytuje
se v žádné sklenici vadný lék. Když je hmotnost o m centigramů větš́ı
(m < 127 cg), děĺıme m opakovaně dvěma a nenulové zbytky určuj́ı
sklenice s vadným lékem v tom pořad́ı, v jakém zbytky obdrž́ıme.
Např́ıklad jsme zjistili hmotnost 127,54 g. Zbytky při postupném děleńı
č́ısla 54 dvěma uvád́ı tato tabulka.

Č́ıslo 54 27 13 6 3 1 0
Zbytek 0 1 1 0 1 1 0

Podle ńı plat́ı

54 = 0 · 20 + 1 · 21 + 1 · 22 + 0 · 23 + 1 · 24 + 1 · 25 + 0 · 26

a proto obsahuje vadný lék druhá, třet́ı, pátá a šestá sklenice. Nezávadný
lék je v prvńı, čtvrté a sedmé.

6. Text úlohy. Na obvodu kruhu jsou v libovolném pořad́ı napsány čtyři
jedničky a pět nul. Opakovaně provád́ıme následuj́ıćı operaci: mezi
každé dvě p̊uvodně napsané r̊uzné cifry naṕı̌seme jedničku a mezi stejné
nulu. Pak p̊uvodně napsané cifry vymažeme. Dokažte, že nikdy se nám
nepodař́ı t́ımto postupem obdržet devět nul.

Řešeńı úlohy. (Sporem - upraveno podle Jaroslava Zelenky a Jindřicha
Źıtky, Gymnázium Tábor)
Mezi dev́ıti ciframi napsaných v kruhu je devět mezer a proto se prove-
deńım výše popsané operace počet cifer neměńı. Pokud bychom po
n operaćıch obdrželi devět nul, muselo by být v předchoźım kole všech
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devět č́ıslic rovno 1 nebo všech devět č́ıslic rovno 0. Nulu totiž můžeme
do mezery psát jen tehdy, jsou-li č́ıslice po obou stranách stejné. Když
jdeme dále nazpět, neńı jiná možnost, než že devět nul vznikne z dev́ıti
jedniček. Jinak bychom totiž dosáhli dev́ıti nul hned po prvńı operaci
a to neńı možné.
Pokud v nějakém kole dosáhneme samých jedniček, muśı se v předchá-
zej́ıćı konfiguraci pravidelně stř́ıdat nuly a jedničky. To je však možné
jen při sudém počtu napsaných cifer. T́ım jsme došli ke sporu, nebot’ 9
neńı sudé č́ıslo. Úloha je dokázána.
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4.3 3. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Dokažte.

(a) Každý pravoúhelńık (obdélńık, čtverec) je tětivový čtyřúhelńık.

(b) Každý deltoid (čtyřúhelńık symetrický podle jedné z úhlopř́ıček)
je tečnový čtyřúhelńık.

(c) Lichoběžńık je tětivový právě tehdy, když je rovnoramenný.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Nakreslete aspoň tři typově r̊uzné čtyřúhelńıky, které jsou tečnové i
tětivové současně. (Pojmenujte je nebo popǐste jejich konstrukci).

3. Deltoid s úhlopř́ıčkami délky 10 cm a 6 cm je tětivový. Spoč́ıtejte jeho
obvod.

4. Rovnoramenný lichoběžńık, který je tečnovým čtyřúhelńıkem, má zá-
kladny délek a = 10 cm a c = 5 cm. Spoč́ıtejte jeho rameno b, výšku v,
poloměr s kružnice, která je lichoběžńıku vepsaná a poloměr r kružnice,
která je mu opsaná.

5. Dána kružnice k a na ńı bod A.
Kolik lze zadané kružnici vepsat tětivových čtyřúhelńık̊u ABCD tak,
aby při vrcholu A byl úhel pravý a při vrcholu B úhel n-krát větš́ı
než je úhel při vrcholu D? Kolik z těchto čtyřúhelńık̊u je i tečnových?
Všechny tyto tečnové čtyřúhelńıky postupně pro n = 1, 2, 3 narýsujte.

6. Necht’ ABCD je tečnový lichoběžńık. Dokažte, že plat́ı: geometrický
pr̊uměr délek jeho ramen je větš́ı než geometrický pr̊uměr délek jeho
základen.
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Řešeńı

1. Text úlohy. Dokažte.

(a) Každý pravoúhelńık (obdélńık, čtverec) je tětivový čtyřúhelńık.

(b) Každý deltoid (čtyřúhelńık symetrický podle jedné z úhlopř́ıček)
je tečnový čtyřúhelńık.

(c) Lichoběžńık je tětivový právě tehdy, když je rovnoramenný.

Řešeńı úlohy. Využijeme známých vět:
Čtyřúhelńık je tětivový právě tehdy, když součet dvojice jeho protěǰśıch
úhl̊u je úhel př́ımý.
Čtyřúhelńık ABCD je tečnový právě tehdy, když pro délky jeho stran
plat́ı: a + c = b + d.

(a) V pravoúhelńıku ABCD plat́ı, že jeho úhlopř́ıčky AC a BD jsou
shodné a navzájem se p̊uĺı. Lze mu tedy opsat kružnici se středem
v pr̊useč́ıku úhlopř́ıček.

A B

CD

S

k

A B

CD

S

k

Obrázek 4.1:

(b) Je-li deltoid ABCD symetrický podle úhlopř́ıčky AC, muśı pro
délky jeho stran platit a = d a c = b. Odtud a + c = b + d.
Čtyřúhelńık ABCD je tečnový.
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A
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a
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d

S

Obrázek 4.2:

(c) i. Rovnoramenný lichoběžńık se základnami a, c má shodné
úhly, které jsou přilehlé téže základně. Odtud plyne, že součty
protěǰśıch úhl̊u jsou shodné, tedy rovné př́ımému úhlu a li-
choběžńık je tětivový.

ii. Jestliže jde lichoběžńıku ABCD se základnami AB, CD op-
sat kružnici, muśı osy obou základen procházet středem této
kružnice, osy tedy splynou a lichoběžńık je osově souměrný
tedy rovnoramenný.

A B

CD

S

a

c

Obrázek 4.3:
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2. Text úlohy. Nakreslete aspoň tři typově r̊uzné čtyřúhelńıky, které jsou
tečnové i tětivové současně. (Pojmenujte je nebo popǐste jejich kon-
strukci).

Řešeńı úlohy.

(a) Čtverec

A B

CD

Obrázek 4.4:

(b) Rovnoramenný lichoběžńık se základnami a, c a ramenem
b = (a + c)/2.

A B

CD

a

b

c

b

Obrázek 4.5:
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(c) Deltoid, jehož právě jedna dvojice protěǰśıch úhl̊u je pravoúhlá.

A

B

C

D

Obrázek 4.6:

3. Text úlohy. Deltoid s úhlopř́ıčkami délky 10 cm a 6 cm je tětivový.
Spoč́ıtejte jeho obvod.

Řešeńı úlohy. Necht’ ABCD je deltoid symetrický podle př́ımky AC,
který je tětivový. Potom muśı být při vrcholech B a D shodné úhly,
jejichž součet je př́ımý úhel, tedy úhly pravé. Pokud by |AC| = 6 cm,
|BD| = 10 cm byla by výška v pravoúhlém trojúhelńıku ABC 5 cm,
tedy větš́ı než poloměr Thaletovy kružnice opsané nad AC a to neńı
možné.
Tedy |AC| = 10 cm, |BD| = 6 cm. Označ́ıme-li P pr̊useč́ık úhlopř́ıček a
x = |CP |, pak v pravoúhlém trojúhelńıku ABC podle Euklidovy věty
pro výšku (v2

c = ca · cb) plat́ı

x(10 − x) = 9,

x2 − 10x + 9 = 0.

Tato kvadratická rovnice má kořeny x = 1 a x = 9.
Zvoĺıme-li označeńı tak, že x = 1 pak podle Euklidovy věty pro odvěsnu
(a2 = c · ca, b2 = c · cb) dostaneme

|CB|2 = 10x = 10 → b = |CB| =
√

10 cm,

|AB|2 = 10 · 9 = 90 → a = |AB| = 3
√

10 cm.

Obvod o = 2(a + b) = 2(
√

10 + 3
√

10) = 8
√

10 cm.
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A

B

C

D

P x

3

3
10

a b

Obrázek 4.7:

4. Text úlohy. Rovnoramenný lichoběžńık, který je tečnovým čtyřúhelńı-
kem, má základny délek a = 10 cm a c = 5 cm. Spoč́ıtejte jeho rameno
b, výšku v, poloměr s kružnice, která je lichoběžńıku vepsaná a poloměr
r kružnice, která je mu opsaná.

Řešeńı úlohy. Dle podmı́nky pro tečnový čtyřúhelńık plat́ı a+ c = b+d,
v našem př́ıpadě b = d a tedy

2b = a + c = 15 cm,

b = 7, 5 cm.

Výška v lichoběžńıka je rovna pr̊uměru 2s kružnice lichoběžńıku ve-
psané. Na AB označme bod E tak, aby trojúhelńık BCE byl pravoúhlý.
Z obr. 4.8 je zřejmé, že

|BE| =
a

2
− c

2
= 2, 5 cm.

Pomoćı Pythagorovy věty pro trojúhelńık BCE urč́ıme

v =
√

b2 − |BE|2 = 5
√

2 cm a s = b/2 = 5
√

2/2 cm.

Označme K střed strany BC, M střed výšky a S střed opsané kružnice.
Př́ımka SK je zřejmě osa strany BC, tedy př́ımka kolmá na BC. Úhly
BCE a SKM jsou ostré úhly jejichž ramena jsou na sebe kolmá, tedy
úhly shodné. Pravoúhlé trojúhelńıky BCE a SKM jsou podobné podle
věty uu. Potom pro délku p = |SK| plat́ı

p

|MK| =
b

v
, (4.4)
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kde |MK| = |ML| + |LK| = |CD| /2 + |BE| /2 = 3, 75. Po dosazeńı
známých hodnot do (4.4) dostaneme

p

3, 75
=

7, 5

5
√

2
a odtud p = 2, 8125 ·

√
2 cm.

Poloměr r opsané kružnice spoč́ıtáme z pravoúhlého trojúhelńıka BSK

r2 =

(

b

2

)2

+ p2 = 3, 752 + (2, 8125 ·
√

2)2 = 29, 8828125,

r
.
= 5, 467 cm.

Hledané délky jsou: b = 7, 5 cm, v = 5
√

2 cm, s = 2, 5
√

2 cm,
r

.
= 5, 467 cm.

A B

CD

b b

M

a

c

S

v

s
L

K
p

r

E

Obrázek 4.8:

5. Text úlohy. Dána kružnice k a na ńı bod A.
Kolik lze zadané kružnici vepsat tětivových čtyřúhelńık̊u ABCD tak,
aby při vrcholu A byl úhel pravý a při vrcholu B úhel n-krát větš́ı
než je úhel při vrcholu D? Kolik z těchto čtyřúhelńık̊u je i tečnových?
Všechny tyto tečnové čtyřúhelńıky postupně pro n = 1, 2, 3 narýsujte.

Řešeńı úlohy. Vepsaných čtyřúhelńık̊u je nekonečně mnoho.
Zvoĺıme libovolně bod D na k a najdeme bod C na k tak, aby úhel
ADC měl velikost 180◦/(n + 1) a střed kružnice ležel uvnitř tohoto
úhlu (bod D př́ıpadně dle potřeby posuneme, vhodných bod̊u D je
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nekonečně mnoho)
Setroj́ıme bod B takový, aby BD byl pr̊uměr kružnice k.
Úhly BAD i BCD jsou podle Thaletovy kružnice pravé, β + δ = 180◦

a tedy β = n · δ.
Označme strany nalezeného čtyřúhelńıka ABCD obvyklým zp̊usobem.
Pak muśı dle Pythagorovy věty platit a2 + d2 = b2 + c2 (pravoúhlé
trojúhelńıky maj́ı společnou přeponu). Má-li být čtyřúhelńık tečnový
plat́ı i a + c = b + d, tento součet označ́ıme A.
Prvńı rovnici uprav́ıme

a2 − c2 = b2 − d2,

(a − c) · (a + c) = (b − b) · (b + d),

po vyděleńı č́ıslem A održ́ıme a − c = b − d. Ze soustavy rovnic

a + c = b + d,

a − c = b − d,

plyne a = b a c = d. Čtyřúhelńık je deltoid s osou BD a dvěma pravými
úhly. Takovéto deltoidy lze kružnici k pro zadané n vepsat jen dva.
Odtud plyne i jednoduchá konstrukce tečného ABCD pro n = 2 nebo
n = 3:
Do k veṕı̌seme deltoid požadovaných vlastnost́ı a pak ho otoč́ıme kolem
středu kružnice tak, aby v A byl vrchol, ve kterém strany sv́ıraj́ı pravý
úhel, pro n = 2 (β = 60◦, δ = 120◦) a n = 3 (β = 45◦, δ = 135◦)
dostaneme dvě možnosti (obr. 4.9), (obr. 4.10).

A

B

C

D

A

B

C

D
β

β

δ
k

k

δ

Obrázek 4.9:
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B
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D

β

β

δ
k

k

δ

Obrázek 4.10:

Pro n = 1 (β = δ = 90◦) jsou všechny úhly v ABCD pravé, ABCD je
tedy pravoúhelńık a tečnový je právě tehdy, když je to čtverec. Kružnici
tedy veṕı̌seme čtverec s daným vrcholem A, čtverec bude určen jed-
noznačně (obr. 4.11).
Kružnici k s daným bodem A můžeme vepsat 5 tečnových čtyřúhelńık̊u.

A B

C D

β

δ

k

Obrázek 4.11:
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6. Text úlohy. Necht’ ABCD je tečnový lichoběžńık. Dokažte, že plat́ı:
geometrický pr̊uměr délek jeho ramen je větš́ı než geometrický pr̊uměr
délek jeho základen.

Řešeńı úlohy. Nejprve dokážeme, že rozd́ıl ramen každého lichoběžńıka
je menš́ı než rozd́ıl jeho základen.
Necht’ ABCD je lichoběžńık se základnami AB, CD jehož označeńı je
voleno tak, aby platilo a > c, b ≥ d. Označme E bod na AB tak, aby
EC bylo rovnoběžno AD. Pak trojúhelńık EBC má strany délek, a−c,
b, d. Dle trojúhelńıkové nerovnosti v něm plat́ı a−c > b−d. Označ́ıme-
li libovolný tečnový lichoběžńık stejným zp̊usobem jako v předchoźım
odstavci, muśı platit a + c = b + d - konstantu označ́ıme 2p. Protože
a−c > b−d můžeme označit a = p+R, c = p−R, b = p+r, d = p−r,
kde R > r.
Odtud

ac = (p + R) · (p − R) = p2 − R2 < p2 − r2 = (p + r) · (p − r) = bd,
√

ac <
√

bd.

Tvrzeńı je dokázáno.

A E B

CD

d d

c

a

b

a-c

Obrázek 4.12:
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4.4 4. série

Sérii sestavila Michaela Kobĺıžková

Zadáńı

1. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Kolik je typ̊u čtyřstěn̊u, které maj́ı právě jen dvě r̊uzné délky hran
(a 6= b)? Nakreslete př́ıklad od každého typu a stanovte podmı́nky pro
a, b.

2. (Jen pro 1. ročńık vyšš́ıho gymnázia a mladš́ı)
Určete čtyřboký jehlan se čtvercovou podstavou o straně a, který neńı
pravidelný a má právě jen dvě r̊uzné délky hran a, b (dále budeme ř́ıkat,
že jehlan má vlastnost V 1). Nakreslete śıt’ jehlanu s vlastnost́ı V 1 pro
a = 3 cm a b = 4 cm.

3. Rozhodněte, zda existuje čtyřstěn jehož všechny stěny jsou navzájem
neshodné rovnoramenné (ale nikoli rovnostranné) trojúhelńıky.

4. Určete čtyřboký jehlan J s vlastnost́ı V 1, který má maximálńı objem
a spoč́ıtejte tento objem v závislosti na straně podstavy a. Ve vhodně
zvolené projekci nakreslete J pro a = 6 cm.

5. Zjistěte všechna přirozená n, pro která existuje čtyřstěn jehož śıt’ je
pravidelný n-úhelńık.

6. (a) Hledejte všechny čtyřstěny jejichž śıt́ı je rovnoběžńık se zadanými
délkami stran a = 16 cm, b = 10 cm a jedńım z úhl̊u o velikosti 45◦.

(b) Ukažte, že existuj́ı dva čtyřstěny jejichž śıt́ı je zadaný tětivový
deltoid o délkách stran a = 16 cm, b = 10 cm a porovnejte jejich
objemy.
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Řešeńı

2., 4., 5. a 6. úlohu uvád́ı Kobĺıžková v práci [2].

1. Text úlohy. Kolik je typ̊u čtyřstěn̊u, které maj́ı právě jen dvě r̊uzné
délky hran (a 6= b)? Nakreslete př́ıklad od každého typu a stanovte
podmı́nky pro a, b.

Řešeńı úlohy. Pro hranové úhly při libovolném vrcholu každého čtyřstěnu
plat́ı: součet dvou z nich je vždy větš́ı než úhel třet́ı. Rozlǐsme dvě
možnosti.
I. Čtyřstěn má rovnostrannou stěnu o straně a.

(a) Pravidelný trojboký jehlan s podstavnou hranou a, bočńı hranou
b. Podmı́nka řešitelnosti: pro a > b plat́ı a < 2b (pro a < b plat́ı
b < 2a).

A B

C
D

D

D

a

a

a
b

bb

b

b b

Obrázek 4.13:

(b) Jehlan s podstavnou hranou a a rovnoramennými stěnami z nichž
dvě jsou shodné o stranách b, a, a, třet́ı má strany a, b, b. Podmı́nka
řešitelnosti: pro a > b plat́ı a < 2b (pro a < b plat́ı b < 2a).

A B

C

D

D

D
a

a

a

b

bb

b

a a

Obrázek 4.14:
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(c) Jehlan, který má dvě rovnostranné stěny a dvě stěny rovnora-
menné o stranách a, a, b. Podmı́nka řešitelnosti: pro a > b plat́ı
a < 2b (pro a < b plat́ı b < 2a).

A B

CD

D

D

a

a

a

b

aa

b

a a

Obrázek 4.15:

II. Čtyřstěn žádnou rovnostrannou stěnu nemá.
Čtyřstěn jehož všechny stěny jsou shodné (rovnostranné) trojúhelńıky
např. o stranách a, b, b. Śıt’ je pak ostroúhlý rovnoramenný trojúhelńık
se stranami 2a, 2b, 2b.
Podmı́nka řešitelnosti je ostroúhlost stěn, tedy a < b

√
2 resp. b < a

√
2

pro stěny o stranách a, a, b.

A

BC

D

DD a

a

a

b

bb

b

bb

Obrázek 4.16:

Existuj́ı čtyři typy čtyřstěn̊u s popsanou vlastnost́ı.
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2. Text úlohy. Určete čtyřboký jehlan se čtvercovou podstavou o straně
a, který neńı pravidelný a má právě jen dvě r̊uzné délky hran a, b
(dále budeme ř́ıkat, že jehlan má vlastnost V 1). Nakreslete śıt’ jehlanu
s vlastnost́ı V 1 pro a = 3 cm a b = 4 cm.

Řešeńı úlohy. Protože jehlan ABCDV neńı pravidelný muśı mı́t i některá
z bočńıch hran např. AV délku a.

(a) Předpokládejme, že všechny ostatńı bočńı hrany maj́ı délku b. Po-
tom ovšem stěny BCV a CDV jsou rovnoramennými trojúhelńıky
se základnami BC a CD. Hlavńı vrchol V tedy lež́ı v rovinách
souměrnosti těchto základen, jejichž pr̊usečnićı je kolmice o na ro-
vinu podstavy vztyčená ve středu S čtverce ABCD. V tedy lež́ı na
o, a proto je stejně vzdálen od všech čtyř vrchol̊u čtverce ABCD.
Tedy i vzdálenost od AV se muśı rovnat b, což neńı možné - spor.
Obdobně neńı možné, aby jen jedna bočńı hrana měla délku b.

(b) Délku a maj́ı právě dvě bočńı hrany.

i. Shodné jsou vždy dvojice protěǰśıch bočńıch hran např. AV ,
CV maj́ı délku a, BV a DV maj́ı délku b. Pak rovnora-
menné trojúhelńıky BDV a ACV nejsou shodné, maj́ı stejnou
základnu, ale jinou délku ramene, tedy i r̊uznou výšku. Úsečka
SV je však společná - spor.

ii. Délku a maj́ı dvě sousedńı bočńı hrany např. AV a BV . Stěna
ABV je potom rovnostranná o hranách a, stěny BCV a DAV
jsou shodné o hranách a, a, b a stěna CDV má hrany b, b, a.

Existuje jediný typ jehlanu s vlastnost́ı V 1. Podmı́nkou řešitelnosti
úlohy je platnost trojúhelńıkové nerovnosti pro všechny stěny. Tedy
4a > 2b > a.
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Śıt’ hledaného jehlanu pro a = 3 cm a b = 4 cm

D C

BA

D

V

C

D

Obrázek 4.17:

3. Text úlohy. Rozhodněte, zda existuje čtyřstěn jehož všechny stěny jsou
navzájem neshodné rovnoramenné (ale nikoli rovnostranné) trojúhelńıky.

Řešeńı úlohy. Hledejme śıt’ takového čtyřstěnu.
Vyjdeme od podstavy ABC jehož základna AB má délku z a ramena
maj́ı délku r. Pro hranu CD jsou tři možnosti.

(a) Má délku r.
Pak |AD|, |BD| jsou r̊uzné od z i navzájem a trojúhelńık ABD
neńı rovnoramenný.

(b) Má délku z.
Pak trojúhelńık ACD muśı být rovnoramenný a neshodný s ABC,
tj. |AD| = z, ale pak trojúhelńık ABD může být rovnoramenný
pouze tenkrát, je-li shodný s ABC nebo ACD.

(c) Má délku s r̊uznou od r i z.
Pak hrany AD, BD maj́ı jedna délku s a druhá r a z trojúhelńık̊u
ABD, ACD jeden neńı rovnoramenný.

Čtyřstěn s požadovanou vlastnost́ı neexistuje.
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4. Text úlohy. Určete čtyřboký jehlan J s vlastnost́ı V 1, který má maximálńı
objem a spoč́ıtejte tento objem v závislosti na straně podstavy a.
Ve vhodně zvolené projekci nakreslete J pro a = 6 cm.

Řešeńı úlohy. Protože obsah podstavy je stálý, hledáme jehlan s největš́ı
možnou výškou. Výška jehlanu je však nejvýše rovna nejmenš́ı z výšek
jednotlivých stěn. Protože b může být větš́ı než a, bude se výška hleda-
ného jehlanu rovnat výšce ”rovnostranné” stěny, tj. v = a

√
3/2. Potom

rovina této stěny je kolmá na rovinu podstavy a sousedńı stěny jsou
pravoúhlé rovnoramenné trojúhelńıky (b = a

√
2).

Pro objem jehlanu plat́ı

V =
1

3
a2 ·

√
3

2
a =

√
3

6
a3.

Zobrazeńı tělesa

(a) Půdorys, nárys a bokorys

A1
B1

C1
D1

V1

V2

A = D2 2 B = C2 2

V3

C = D3 3
B = A3 3

Obrázek 4.18:
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(b) Volné rovnoběžné promı́táńı

A B

CD

V

v

V1

Obrázek 4.19:

(c) Śıt’ jehlanu

V

A B

CD

V V

V

Obrázek 4.20:

5. Text úlohy. Zjistěte všechna přirozená n, pro která existuje čtyřstěn
jehož śıt’ je pravidelný n-úhelńık.

Řešeńı úlohy. Rozstřihneme-li plášt’ čtyřstěnu podle tř́ı hran a rozvineme-
li ho do roviny źıskáme śıt’ čtyřstěnu, která je obecně šestiúhelńık a
śıt’ má 9 hran. Při rozvinut́ı do roviny však mohou dvě hrany śıtě
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vycházej́ıćı z téhož vrcholu být část́ı téže př́ımky. Zkoumáme tedy
postupně rovnostranný trojúhelńık, čtverec, pravidelný pětiúhelńık a
pravidelný šestiúhelńık.
Př́ıslušnou śıt’ lze naj́ıt pro n = 3, 4, 5.

n=3

D A D

BC

D

Obrázek 4.21:

n=4

A D

B

DCD

Obrázek 4.22:
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n=5

D A

D

B

D

C

Obrázek 4.23:

n = 6
Pokud śıt’ existuje muśıme šestiúhelńık rozdělit daľśımi třemi úsečkami
(abychom oddělily stěny), což lze udělat jen tak, že z nějakého vrcholu
vycházej́ı dvě nové hrany. Necht’ je to vrchol A. Dvě nové hrany z bodu
A lze zvolit jen dvěma zásadně odlǐsnými zp̊usoby - viz. (obr. 4.24).
Vždy je porušeno, že součet dvou úhl̊u při vrcholu A muśı být větš́ı než
úhel třet́ı. Čtyřstěn pro n = 6 neexistuje.
Vyhovuj́ıćı n jsou 3, 4, 5.

A A

Obrázek 4.24:
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6. Text úlohy

(a) Hledejte všechny čtyřstěny jejichž śıt́ı je rovnoběžńık se zadanými
délkami stran a = 16 cm, b = 10 cm a jedńım z úhl̊u o velikosti 45◦.

(b) Ukažte, že existuj́ı dva čtyřstěny jejichž śıt́ı je zadaný tětivový
deltoid o délkách stran a = 16 cm, b = 10 cm a porovnejte jejich
objemy.

Řešeńı úlohy

(a) Zvolme označeńı rovnoběžńıku ABCD tak, aby úhly s vellikost́ı
45◦ byly při vrcholech A, C. Na obvodu rovnoběžńıku muśıme
naj́ıt dva vrcholy śıtě. Protože deľśı strany zřejmě nelze slepit
navzájem, muśı hledané vrcholy ležet právě na nich:

Vrcholy tyto strany p̊uĺı, čtyřstěn má všechny stěny shodné dle
věty sus.

A B

CD

b b

a/2 a/2

Obrázek 4.25:

Jeden vrchol lež́ı na AB ve vzdálenosti 4 cm od A, druhý na CD
ve vzdálenosti 4 cm od C, čtyřstěn pak má hranu BD a dvě dvo-
jice shodných stěn.

A B

CD

a-b b

b

a

Obrázek 4.26:
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Jeden vrchol lež́ı na AB ve vzdálenosti 6 cm od A, druhý na CD
ve vzdálenosti 6 cm od C, čtyřstěn má hranu AC a dvě dvojice
shodných stěn.

A b a-b B

CaD

b

Obrázek 4.27:

Vyrobeńım paṕırových model̊u se můžeme přesvědčit, že tělesa
existuj́ı.

(b) Deltoid ABCD má osu symetrie ↔ AC a lze mu opsat kružnici
k, protože je tětivový. Ta je opsaná nad pr̊uměrem AC, a proto
úhly při vrcholech B, D jsou pravé. Mohou nastat dvě možnosti.

i. Čtyřstěn je AXY C, který má za podstavu rovnoramenný
trojúhelńık XY A a výšku b (body B a D jsou tentýž vr-
chol čtyřstěnu jako A a AC je kolmé na rovinu podstavy),
(obr. 4.28). Pro objem čtyřstěnu plat́ı

V1 =
a2b · sin α

24
.

ii. Čtyřstěn je CUV A, který má za podstavu rovnoramenný troj-
úhelńık UV C a výšku a (body B a D zobrazuj́ı týž vrchol
čtyřstěnu jako bod C a AV je kolmé na rovinu podstavy),
(obr. 4.29). Pro objem čtyřstěnu plat́ı

V2 =
ab2 · sin(180◦ − α)

24
=

ab2 · sin α

24
.

Čtyřstěny existuj́ı a jejich objemy jsou v poměru

V1

V2

=
a

b
=

8

5
.
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A X B=A

b=v

C

D=A

Y

α

a/2 a/2

Obrázek 4.28:

C U B=C

A

D=C

V

a=v

180 -º α

Obrázek 4.29:
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Kapitola 5

Závěr

Hlavńı ćıl diplomové práce spoč́ıval ve zpracováńı a vyřešeńı 17. – 19. ročńıku
Jihočeského korespondenčńıho matematického semináře, který prob́ıhal v le-
tech 1996 – 1999. Dále pomáhá zdokumentovat a shrnout celý pr̊uběh seminá-
ře.

Vyřešené úlohy by měli sloužit student̊um středńıch škol, ale samozřejmě jsou
určené všem, kteř́ı se o matematiku zaj́ımaj́ı. Učitelé v nich mohou naleznout
inspiraci k zpestřeńı výuky.

Práce mě obohatila, nejen o zaj́ımavé př́ıklady, ale i o seznámeńı se s pro-
gramem TEX, který byl použit na jej́ı zpracováńı. Zkušenosti s t́ımto pro-
gramem se mi mohou hodit k sestavováńı studijńıch materiál̊u.
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