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Uvod

S matematikou sa kazdy z nés stretdva vo svojom kazdodennom Zivote, ale mnohi
funguju na zdkladoch matematiky. Matematika ma uchvatila uz na zdkladnej Skole a tento
pocit vo mne pretrvd dodnes, a to je jeden z hlavnych doévodov, preco sa moja bakaldrska

praca zaoberd matematickou témou.

Vo svojej bakaldrskej praci som sa rozhodla venovat problematike nevlastnych
integrdlov ako Casti matematiky, ktord byva mnohokrat pre Studentov tdelom. Okrem
samotnych nevlastnych integrdlov sa v svojej bakaldrskej prici zaoberam ich aplikdciami
v roznych oblastiach, konkrétne pre moju pricu je to geometria, Statistika, ekonémia

a fyzika.

Moja bakalarska praca je rozdelend na tri zakladné Casti. V prvej Casti sa venujem
vlastnému Riemmanovmu integrdlu, ktory potrebujem, aby som mohla zaviest pojem
nevlastny integral. Prva Cast’ v sebe zahriiuje kratku tedriu neurcitého a urcitého integralu.
V druhej Casti sa venujem hlavnej téme mojej prace, a to nevlastnému Riemmanovmu
integralu. Druhd cast’ v sebe taktiez zahriiuje prehl'ad zédkladnych konvergenénych kritérii
pre urcovanie konvergencie, respektive divergencie, nevlastnych integralov. Zaciatkom
prvych dvoch casti je tedria, ivod, ktorym sa budem snazit’ priblizit, co bude nasledovat’
v dalSom texte, d’alej nasleduji definicie, priklady s prisluSnym vypoctom, grafy
a zdkladné vlastnosti jednotlivych integralov, av pripade nevlastnych integralov uz
spominané kritéria konvergencie. V tretej, a teda poslednej Casti mojej prace sa zaoberdm
aplikdciou nevlastnych integralov. Tretia Cast’ zaCina teoretickym tvodom a nasleduje uz
samotnymi aplikdciami nevlastnych integrdlov v geometrii, v Statistike, v ekonémii a vo

fyzike.

Pri tvoreni grafov pre moju bakaldrsku pracu som vyuZzila program Wolfram
Mathematica 9, s ktorym sa som sa stretla na zaciatku svojho Stidia na vysokej Skole

a ktory si ma naklonil svojim prehl'adnym ovladanim.



1 Vlastny Riemmanov integral

Aby sme sa mohli venovat' nevlastnym integrdlom, musime najprv zadefinovat’
vlastné integrdly, ktoré mdzeme oznacit' ako predchodcov nevlastnych integralov. Pri

tvorbe tejto kapitoly boli vyuzité hlavne zdroje [1]-[4], [6], [13], [23]-[25] a [34].
1.1  Primitivna funkcia a neurcity integral

Ak by sme mali napr. zadané dve funkcie f:y =6x a F:y = 3x2, tak pri
derivovani funkcie F, by sme dostali funkciu f. Na tomto principe st zaloZené pojmy

primitivna funkcia a neurcity integral.

Definicia 1 Nech su funkcie f a F definované na otvorenom intervale /. Hovorime, Ze

funkcia F je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale /, ak plati

F'(x) =f(x) pre kazdé x € I.

Ak by sme sa vritili spat’ ku funkcidm f a F, ukazali sme Ze, derivovanim funkcie
F dostaneme funkciu f. Otdzkou je, ¢i je to jedina funkcia, ktord vyhovuje tejto
podmienke. Odpoved’ je, Ze nie. Ak by sme ku funkcii F pripocitali 'ubovol'né redlne ¢islo

C, ziskali by sme jej derivovanim taktiez funkciu f.

Priklad 1
F(x) = 3x? F'(x) = 6x = f(x)
F(x) =3x%2+4 F'(x) =6x=f(x)

Veta 1 Ak je funkcia F primitivnou funkciou k funkcii f na intervale /, tak potom kazda
funkcia v tvare F(x) + C, kde C € R, je primitivnou funkciou k funkcii f na intervale /.

Dokaz tejto vety mdzeme ndjst’ napr. v [3].

Poznamka 1 Vetu 1 by sme mohli geometricky interpretovat’ nasledovne: grafy

primitivnych funkcii F k funkcii f sa od seba liSia posunutim v smere osi y.



Definicia 2 Neurcitym integrdlom funkcie f na intervale / nazyvame mnozinu vsetkych

primitivnych funkcii k funkcii f na 7, tj. mnoZinu
jf(x)dx ={F(x)+ c;c €R, F(x) je primitivna funkcia k f na I}.

Proces hladanie primitivnej funkcie k funkcii f sa nazyva integrovanie alebo
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integracia. Funkcia f sa nazyva integrandom, ,.c“ integranou konstantou, symbol |

integranym znakom a dx sliZi k odliSeniu integranej premenne;.

Poznamka 2 Ak je funkcia F primitivhou funkciou k funkcii f, potom tento fakt

zapisujeme skritene nasledujicim vztahom

ff(x)dsz(x)+ ¢, ¢ ER

Z definicie 2 plynie tieZ nasledovné

[ rreoax=re+e ( F@dx) = £

z ¢oho vyplyva, Ze integrovanie a derivovanie sui navzajom takmer inverzné operacie.

Pri hl'adani primitivnej funkcie F k funkcii f sa vyuZivaju tri hlavné sposoby met6d
vypoctov:
1. Tabul’kové integraly
2. Metbda per partes

3. Substituéna metoda

Tabulkové integrdly si odvodené zo vzorcov pre derivovanie zdkladnych

elementarnych funkcii. Medzi najcastejSie pouZivané patria hlavne nasledujice:

fadx=ax+c a ER,x € R
X+

fxndxz + c n eN,x €ER
n+1



xa+1
fxadxz + c aER\{—l},xER

1
f;dx=ln|x|+c x € R\{0}
fexdx=ex+c x ER
ax
faxdx=—+c a € R"\{1},x eR
Ina
fsinxdx=—cosx+c x ER
fcosxdx=sinx+c x ER
[ —
x=tgx+c T
cos2 x 8 xeR\{—+ k-mk ez}
2
1
f'z dx = —cotgx +c x ER\{k-m,k €Z}
sin? x
1
f1+x2dx=arctgx+c x €ER
1
f1+x2 dx = —arccotgx + ¢ x ER
f ! d + € (-1,1)
X = —arccosx +c¢ x -1,
V1 —x2
1
dx = arcsinx + ¢ x €(-1,1
| = (—11)
@dx=ln|f(x)|+c XxXER:f(x)+#0
f(x)
1
ff(ax+b)dx=aF(ax+b)+ c a € R\{0},bER

Veta 2 Nech funkcie f a g majd primitivne funkcie na / a nech ¢ € R. Potom pre funkcie

f £+ gac-f plati, Ze na intervale / maju primitivne funkcie a platia nasledujice vzt'ahy

[ 60 £ gundx = [ feadx £ [ gGods

fc-f(x)dxzc-ff(x)dx

Dokaz tejto vety mdzeme ndjst’ napr. v [3].
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Priklad 2
fx2+tgx+2dx=jx2dx+ jtgxdx+ jde=

sin x sinx -1
=J-x2dx+j dx+j2dx=]x2dx+j -—dx+j2dx=
CcoS x cosx —1

3
X
= ?—lnlcosx|+2x+c,c€R

Ak by sme cheeli vypocitat' [ e*x dx pomocou tabulkovych integrdlov, nie je to
mozné, pretoZe neintegrujeme zakladné elementdrne funkcie, ale integrujeme funkciu,
ktord je dand ako siéin dvoch elementdrnych funkcii ato funkcii e ax. Pre vypocet
takychto neurcitych integrdlov sa pouziva metdda per partes, ktorou sa teraz budeme

zaoberat’.

Veta 3 Nech k funkcidm u a v existujd ich derivacie u'a v'na intervale 1. Ak existuje

primitivna funkcia ku jednej z funkcii u'v, uv' na I, existuje aj druh4 a plati

fu(x)v’(x)dx =u(x)v(x) — fu’(x)v(x)dx

Dokaz tejto vety mdzeme ndjst’ napr. v [4].

Poznamka 3 Popisanej metdde sa hovori per partes alebo integrovanie ,,po Castiach®.
Metdéda per partes sa vyuziva v pripade, kedy integrujeme sucin dvoch funkcii, tieto
funkcie vSak spolu nijako nesuvisia. Za funkciu "u" vécSinou volime funkcie: arctg x,
In x, arccos x, arcsin x, ..., sin x, cos x, polynémy. A za funkciu "v’ " najcastejSie volime

funkcie: cos x, sin x, e*, ..., polyném.

Priklad 3

! X

u=x v =e

e xdx=|" x|=x-ex— eXdx =x-e*—e* =
u=1 v=e

=e*(x—1)+c¢,c€R

Okrem metédy per partes, ktord nemdzZeme vzdy vyuzit, sa pri vypoctoch

integrdlov vyuziva aj substitu¢nd metoda, pri ktorej zavedenim novej premennej mozeme
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naSu funkciu, ktord chceme zintegrovat, previest na funkciu, ktord zintegrujeme

jednoduchsie.

Veta 4 Nech f(t) je spojitd na intervale (a, b), nech funkcia ¢ (x) ma na intervale (a, B)

spojitd derivaciu a nech @(x) € (a,b) pre kazdé x € (a,f). Potom na intervale (a, 8)

plati
[ frde= [ £epe0 - 0o dx.pre e = o).
Dokaz tejto vety mdzeme néjst’ napr. v [4].
Priklad 4
t=2x-1
5 = 511 5 5
f dx = 1dt 2x =—f—dt=—ln|t|=—1n|2x—1|+c,c€R
2x —1 _ 2)t 2 2
Edt =dx

1.2 Ur¢ity integral

Urd¢ity integral sa uvaZuje na uzavretom a obmedzenom intervale {(a, b), na ktorom
je funkcia f integrovate'na a obmedzena. Ak je funkcia f na (a, b) nezdpornd, mdzeme
pomocou ur¢itého integralu vypocitat’ plochu, ktord nim vymedzuje graf funkcie y = f(x)
pre x € {(a, b), priamky x = aax = b apriamkay = 0.

Doteraz sme uvazovali funkciu F, ako primitivnu funkciu na otvorenom intervale,

teraz sa obmedzujeme na uzavrety interval, preto zavadzame nasledujicu definiciu.

Definicia 3 Majme funkcie F, f definované na uzavretom intervale (a, b). Ak pre kazdé
x € (a, b) plati F'(x) = f(x), pricom derivédciu funkcie F v bode a rozumieme derivaciu
v bode a sprava a derivaciu funkcie F v bode b derivaciu v bode b zlava, hovorime, Ze

funkcia F je primitivnou funkciou k funkcii f na uzavretom intervale (a, b).
Definicia 4 Delenim uzavretého intervalu (a, b) nazyvame akikol'vek kone¢nd mnoZinu

bodov D = {xg, X4, ..., X} leZiacu v intervale (a, b) takd, 7Ze a = xy < x; < =+ < Xp_1 <

X, = b. Body x( x4, ..., X, sa nazyvaju deliace body intervalu (a, b); interval {x;_;, x;) sa

12



nazyva i-ty deliaci interval; Cislo Ax; = x; — x;_; sa nazyva dlzka i-t€ho deliaceho
intervalu.

Mnozinu vSetkych deleni intervalu {a, b) budeme ozna¢ovat’ symbolom D({a, b)).

Definicia 5 Nech je funkcia f obmedzend na intervale (a, b) anech D = {x,, x4, ..., X,,} je
nejaké delenie intervalu {(a, b). Ozna¢me pre vSetky i = 1, ...,n

m; = inf{f(x); x € (x;—1, %)} ...

.. infimum funkénych hodnoét f(x) na intervale (x;_4, x;),

M; = sup{f (x); x € (x;—1, %)} ..
... supremum funkénych hodnét f (x)na intervale (x;_4, x;).

Potom ¢islo

n n
s(f,D) = Zmi (X —Xioq) = Zmi - Ax;
i=1 i=1

nazyvame dolny (Riemannov) sicet funkcie f pri deleni D a ¢islo

n n
S(f,D) = ZMI: (X — xi—q) = ZMi'Axi
i=1 i=1

nazyvame horny (Riemannov) stucet funkcie f pri deleni D.

Definicia 6 Nech f je obmedzena na intervale (a, b). Potom sa ¢islo
b
[ redx = suptsr, 030 € DG b))
a

nazyva dolny (Riemannov) integral funkcie f na intervalu {a, b) a ¢islo

b
ff&Mx=mﬂﬂﬁDkD€DGme

nazyva horny (Riemannov) integral funkcie f na intervalu {a, b).

Definicia 7 Nech f je obmedzend na intervale (a, b). Ak

b b
[ reax = | reax,

13



hovorime, Ze funkcie f je Riemannovsky integrovatend na (a,b). Spolo¢ni hodnotu
dolného a horného Riemannovho integrialu nazveme Riemannovym integrdlom funkcie f

na intervale (a, b), oznaCujeme

b
f f(x)dx.

Pokial

b b
[ reax < [ reas,

potom hovorime, Ze f nie je Riemannovsky integrovatel'na.

Poznamka 4 Funkciu f, ktord je Riemannovsky integrovatelnd na (a,b) zapisujeme

f € R({a, b)).

Veta 5 (Newton- Leibnizov vzorec) Nech f € R({a, b)) a nech existuje primitivna funkcia

F k funkcii f na (a, b). Potom plati

b
f FG)dx = [FOLL = F(b)- F(a).

Dokaz tejto vety mdzeme néjst’ napr. v [3].

Pri vypoctoch urcitého integrdlu sa pouziva tieZz metdda per partes a substitucna
metéda. Ak u urcitého integrdlu vyuZivame substituéni metédu, musime k novej
premennej zmenit medze, prepocitat’ ich z pdvodnej premennej. Metéda per partes si
zachovava svoj postup, a vSak obidva vzniknuté vztahy podliehaju Newton- Leibnizovmu

vzorcu. Vyuzitie oboch metdd bude ukdzané na nasledujicom priklade.

Priklad 5

t =cosx
dt = —sinx dx
—dt = sinx dx

NIE]

1
f sinx - cos x - sin(cos x) dx = =f t-sintdt =
0 0

x=0..t =cos(0) =

1
x=%...t=cos(g) =0

14



1
u=t v =sint 1 f 1 o1
= =|t-—cost];+ | costdt =|t-—cost]y+ |sin t]y =
MR B B+ | [ Ji + [sin I}

= sin(1) — cos(1) = 0,3012
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2 Nevlastny Riemmanov integral

V druhej polovici predchddzajicej kapitoly sme sa venovali ur¢itému integralu, kde
pri jeho vypocte sme boli obmedzeni na:
1. integraciu cez obmedzeny interval,
2. integraciu funkcie, ktord bola na tomto intervale obmedzena .
Ak je poruSend aspon jedna z tychto dvoch podmienok nie je moZné pouZit pre vypocet
klasicky urcity integrdl, ale je nutné pouZzit’ tzv. nevlastny integrdl. Pred tym neZ sa budeme
venovat’ samotnym nevlastnym integralom je potrebné zaviest’ jeden ddlezity pojem, a to
integrdl ako funkcia hornej medze resp. dolnej medze. Tieto dva pojmy su si vel'mi
podobné, ¢o bude ukdzané v d’alSom texte. Pri tvorbe tejto kapitoly boli vyuzité hlavne

zdroje [1], [2], [4], [5], [7], [9], [11]-[15] a [26]-[33].

2.1 Integral ako funkcia hornej medze

Definicia 8 Nech funkcia f je integrovatel'nd na intervale (a, b). Potom sa funkcia

F(t) = ff(x)dx

definovand pre vSetky t € (a, b) nazyva funkcia hornej medze integrdlu funkcie f. Tiez

mdzeme povedat’, Ze integral f; f(x)dx je funkciou hornej medze.

Poznamka 5 Ako bolo naznadené v uvode integrdl funkcie hornej a dolnej medze su si

podobné. Ich podobnost’ spociva v tom, Ze integrdl dolnej medze sa zapisuje analogicky
ako G(t) = | tb f(x)dx pre t € {a,b), az toho vyplyva Ze integral [ tb f(x)dx povazujeme

za funkciu dolnej medze integralu funkcie f alebo tieZ funkciu dolnej medze.

Veta 6 Nech je funkcia f Riemannovsky integrovatel'nd na intervale (a, b), tak potom pre
funkciu F (t) zavedenu v definicii 8 plati nasledujice:

a) Funkcia F je na intervale (a, b) spojita.

b) V kazdom bode t, € (a, b), v ktorom je funkcia f spojitd, ma funkcia F vlastni
deriviciu (v krajnych bodoch intervalu a, b musime uvazovat prislusné jednostranné

derivécie a to k a sprava, k b zl'ava) a plati
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F'(to) = f(to)-
c) AKk je funkcia f spojitd na intervale (a, b), potom je funkcia F primitivnou funkciou
k funkcii f na uzavretom intervale (a, b).

Dokaz tejto vety mdzeme ndjst’ napr. v [12].

V stvislosti s nevlastnymi integralmi je nutné zaviest' si eSte jeden pojem, ato pojem

singularny bod.

Definicia 9 Povedzme, Ze bod ¢ € R*, kde a < ¢ < b, je singularnym bodom integracie
funkcie f na intervalu (a, b), ak je ¢ = o alebo ¢ = —o0 alebo ak je funkcia f na kazdom
okoli bodu ¢ neobmedzena.

O singuldrnych bodoch moZeme teda prehlésit’, Ze su to body, ktoré ndm robia problémy

kvoli ktorym nemdzeme priamo pocitat’ integral postupom uvedenym u urcitého integralu.

Priklad 6 Urcenie singularnych bodov

1
dx
f singularnym bodom je —oo
x—5
7
dx L :
singularnym bodom je 2
x—2
1

*o2x o _
f dx  singulirnym bodom je e
; Inx—1

2.2 Nevlastné integraly

O nevlastnych integraloch teda uvazujeme pokial’ je porusené bud’ to, Ze funkcia f
nie je obmedzena na intervale (a, b) alebo nemame obmedzeny interval (a, b).
Nevlastné integraly potom delime na :
1. Nevlastné integraly vplyvom medze — znamena to, Ze aspoii jeden z bodov
a, b je o alebo —oco.
2. Nevlastné integraly vplyvom funkcie — funkcia f(x) je na danom intervale

neobmedzena.
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Nevlastné integraly su definované ako limity urCitého integrdlu, ktory ma premenlivd
horni alebo dolnd medzu. Potom, ak existuje vlastnd limita nevlastny integrdl bude
konvergovat’, ak limita neexistuje alebo je nevlastnd hovorime, Ze nevlastny integral

diverguje.

2.3  Nevlastné integraly vplyvom medze

Definicia 10 Nech je funkcia f definovand na (a, ©) a nech pre kazdé t € (a, ) existuje

integral fat f(x)dx. Ak existuje vlastna limita
t
tlim f f(x)dx,
a

potom hovorime, Ze nevlastny integral faoo f (x)dx konverguje (existuje). Ak existuje tento

nevlastny integral, potom ho definujeme vzt'ahom
(9] t
f f(x)dx = th_glo j f(x)dx.
a a
Ak je limita nevlastnd alebo neexistuje, hovorime, Ze nevlastny integral diverguje .

1
1+x2’

Na nasledujicom obrazku je zobrazend Cast’ grafu funkcie ktorej nevlastny integral

) OOO 1+1x2 dx konverguje k g Postup vypoctu je naznaceny v priklade 7 Cast’ d.

1 2 3 4 5

Obr. 1: Cast’ grafu funkcie f, ktorej nevlastny integral ) 0°° f(x)dx konverguje
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Na nasledujicom obrdzku je €ast grafu funkcie x?, ktorej nevlastny integral [ 100 x2dx

diverguje k oo. Postup vypoctu je naznaceny v priklade 7 Cast’ b.

25 L

1 2 3 4 5
Obr. 2: Cast’ grafu funkcie f, ktorej nevlastny integral [ 100 f(x)dx diverguje

Definicia 11 Nech je funkcia f definovand na (—oo, b) a nech pre kazdé t € (—oo, b)

existuje integral |, tb f(x)dx. Ak existuje vlastnd limita

b
tlir_n jf(x)dx,
t

. ~ . 1 (b . . C .
potom hovorime, Ze nevlastny integral f_m f (x)dx konverguje (existuje). Ak existuje tento

nevlastny integral, potom ho definujeme vzt'ahom
b b
jf(x)dx = tl_i}r_noojf(x)dx.
— 0o t
Ak je limita nevlastnd alebo neexistuje, hovorime, Ze nevlastny integral diverguje.

Definicia 12 Nech je funkcia f definovand na (—oo, ) a nech konvergujui obidva

nevlastné integraly

J_Coof(x)dx a f:of(x)dx,

kde c € R.Potom hovorime, Ze nevlastny integral fjooo f(x)dx konverguje (existuje)

a definujeme ho vzt'ahom
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f:f(x)dx = J:Of(x)dx + j:of(x)dx,

kde ¢ € R. Ak diverguje aspon jeden z integrdlov, potom hovorime, Ze nevlastny integral

f_oooo f (x)dx diverguje.

o iRz dx konverguje k 7.

-4 ) 2 4

Obr. 3: Graf funkcie f, ktorej nevlastny integral f_ojo f(x)dx konverguje

Priklad 7

a) Integral, ktory konverguje

3 3 2x 3 8
f 2%dx = lim 2*%dx = lim [— =——=11,542
oo to—oo J, t>—oo |In 2 In2

b) Integral, ktor)’f diverguje

f x%dx = lim 2dx = lim I l
1

t—ooo t—oo

c) Integral, ktory diverguje

[e'e) 0 Z
x%dx = lim x%dx + lim | x2%dx =
o to—o J, z-0 J,

t—>—o0 Z—00

370 312
= lim X +limx— =00+ 00 =0
3t 30

d) Integral, ktory konverguje
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® 1 _ t 1 _ . T
Jy Trmx=tim || e = Jglarte = 5

Pri ur€ovani konvergencie a divergencie nevlastnych integrdlov sa €asto pouZiva

tzv. p-test, ktory sa tyka mocninnych funkcii.

Primitivnou funkciou pre 'ubovol'né p € R k funkcii
1
"D —
f(x)_x —xp,xE(O,OO)

je funkcia
x—p+1

Fx)=4-p+1
In|x|+c prep =1,

+c prep+1

kde c je l'ubovol'nd konStanta. Pretoze

tli_)rglolnt = o0, tli—>r2tp—1 =0prep>1a th—>r<I>lotp_1 =ooprep <1,
ziskame nasledujuci vysledok:
Ak k € (0, ), potom
<
foodx_ © . prep =1
k xP m prep > 1.

Tym sme ziskali tzv. p-test pre nevlastné integraly vplyvom medze.

Niekedy sa na wurCenie konvergencie respektive divergencie vyuZivaji
konvergencné kritéria. Vo svojej praci sa budem zaoberat a blizSie priblizim kritéria:
porovnavacie, limitné porovndvacie, Dirichletovo, Trenchovo, Abelovo, Bolzano-

Cauchyho a integrélne.

Porovnavacie kritérium

Nech na intervale ([, ) st splnené nerovnosti 0 < f(x) < g(x). Potom plati
a) Ak konverguje floo g(x)dx, konverguje aj floo f(x)dx.
b) Ak diverguje floo f(x)dx, diverguje aj [ loo g(x)dx.
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Dokaz Pre ddkaz porovndvacieho kritéria budeme vychddzat z faktu, Ze pokial mame
Pubovol'ny interval ([, ) = L alubovol'né funkcie vyhovujtice nerovnosti 0 < f(x) <

g(x), tak pre obycajny urcity integral plati
t t
0< j f(x)dx < j g(x)dx pre lubovolnét € R
l l
a limity zachovavaji nerovnosti <. Potom na dokdzanie viet a) a b) vyuZijeme fakty

Lg(x)dx <oa Lf(x)dx = oo.

Priklad 8 Na tomto priklade ukdZem existenciu integralu foooe"“2 dx pomocou

porovnavacieho kritéria.

** na intervale (0, ) a definujme

f(x) pre0<x<1
e™ prel <x < oo

Uvazujme spojitd funkciu f(x) = e~

g(x) ={

Potom plati 0 < f(x) < g(x), Vx € (0,») a

t

0 1 0 1
f gx)dx = f e~ dx +f e ¥dx = f e~ ’dx + lim | e *dx =
0 0 1 0

t—oo

1
= konecnd hodnota + (e~* — 0) = (konecnd hodnota).
QOdtial teda,
f f(x)dx :f e’ dx Sf g(x)dx < o,
0 0 0

¢o teda znamend, Ze |, OOO f(x)dx je kone¢ny, a teda konverguje.

Poznamka 6 Rovnako by sme mohli dokazat’, Ze f_oooo e *"dx existuje alebo by sme mohli

vyuzit faktu, ze f(x) = e™* pre kazdé x € R je parna funkcia teda

f e dx = Zf e™** dx.
— 00 O

I ked’ neexistuje primitivna funkcia k e**, tento integrdl sa da vypocitat pomocou
dvojného integralu. BliZSie sa tejto problematike budem venovat v tretej kapitole svojej
préce.

V praxi sa vSak pouZiva tiez limitné porovndvacie kritérium, ktoré je silnejSie

a Casto ucinnejSie ako porovnavacie kritérium.
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Limitné porovnavacie kritérium

Nech funkcie f(x) a g(x) st nezdporné na intervalu (I, ) a nech existuje limita

Potom plati:
a) Ak je L < oo aintegrél floog(x)dx konverguje, potom konverguje aj integral
floo f(x)dx.
b) AkjeL>0a floo g(x)dx diverguje, potom diverguje aj integral floo f(x)dx.
Z toho plynie, Ze ak je limita L kladnd a koneCna, tak integrdly z f(x) a g(x)

sucasne bud’ konverguju alebo diverguju.

Dokaz tohto kritéria mdZeme néjst’ napr. v [9].
e, , . . v . . 1 “ .
Pre limitné porovndvacie kritérium si Casto volime funkcie v tvare —% pretoze o nich

vieme, pre ktoré k konverguju.

Priklad 9 Pomocou limitného porovnavacieho kritéria moéZeme dokdzat, Ze |, 100 1+zix2
konverguje.
{me si -1 _ “ e
Zvolime si f(x) = —a glx) = vt Spocitame si limitu L, tzn.
1 14+x+x2 /11
L=Ilm———=lim <—+—+1>=0+0+1= 1,
x—00 )2 1 x—o \x = x2

o dx

ktord vyjde ako konec¢nd, kladnd hodnota. Odtial, f d—f

. . )
| Tio = konverguje, pretoze J;

X

konverguje.

Integralne kritérium
Nech y = f(x) je kladnd a nerastica funkcia, ktord je definovand na intervale

(l,0), kde [ je prirodzené ¢islo. Oznadime a, = f(n) pren= [,l + 1,1 + 2, .... Potom
f f (x)dx konverguje/diverguje
l

vtedy a iba vtedy ked’

[ee)

Z a, konverguje/diverguje.

n=l1
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Dokaz tohto kritéria moéZeme ndjst’ v roznych matematickych knihdch zameranych na

integralny pocet, napr. v [7].

. (x . . NP d
Priklad 10 Na tomto priklade ukdZzem pomocou integrdlneho kritéria, Ze f:;ﬁ

konverguje.
Najprv si zavedieme substiticiu t = Inx © x = ef[tj. dx = e'dt,x = e3 > t = In(e3) =

3,x = o0 — t = o0], a dostaneme

J:f(x)dx = Lwi—:dt.

t
Funkcia g(t) = % je na intervale (3, ) spojit4, kladnad a klesajtica.
n
Pretoze nekonecna rada )., Z—n konverguje napr. podl'a odmocninového kritéria

e
lim %/a, = lim—-—=0<1,

n—-oo n-on
konverguje podl'a integralneho kritéria tiez f o__dx
verguje p integ itéria tieZ | ; [In x]in *°

Dirichletovo kritérium

Nech funkcie f(x) a g(x) si definované na intervale (l,). Potom
) loo f(x)g(x)dx konverguje, ak pre funkcie f(x) a g(x) plati:
1. Funkcia f(x) je integrovateI'na na 'ubovolnom intervale ([, t) a existuje konStanta
L taka, Ze |fltf(x)dx| < Lprekazdét € (I, ),
2. Funkcia g(x) je nerastica na ([, ) a
lim g(x) = 0.
x—00

sin x
" dx pomocou

Priklad 11 Na tomto priklade preskimam konvergenciu | 100
Dirichletovho kritéria.

Najprv si zavediem oznacenie f(x) = sinx a g(x) = %

Aby sme overili prvi podmienku z Dirichletovho kritéria, zvolim si I'ubovolné t > 1
a spocitam integral:

flt sinx dx = [—cos x]§ = —cost + cos (1) < 2,

tj. funkcia f (x) spliiuje podmienku 1. z Dirichletovho kritéria.
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. . 1 . y AU . .
PretoZze je funkcia g(x) = ~ na integracnom obore klesajica, je pre overenie druhej

podmienky nutné iba spocitat’ limitu funkcie g(x)

1
lim — = 0.
xX—oo0 X

Zo splnenia obidvoch podmienok vyplyva, Ze | 1005i% konverguje podla Dirichletovho

kritéria.

Abelovo kritérium

Nech funkcie f(x) a g(x) si definované na intervale (c, ). Potom nevlastny
integral fcoo f(x)g(x)dx konverguje, ak pre funkcie f(x) a g(x) plati:
1. Funkcia f(x) je integrovatel'nd na (c, o) a integral fcoo f (x)dx koverguje,

2. Funkcia g(x) je monoténna a ohrani¢end na {c, ).

Priklad 12 Na tomto priklade preskimam konvergenciu f:mdx pomocou
Abelovho kritéria.

1
1+x2

Oznadim si ako funkciu f(x) = agx) = i :

1. . oy . 2 ve - 4 .
Funkcia ~ Jje na intervale (3,00) ohrani¢end a monoténna. Ako d’alSie je nutné overit

.. . © 1 .
konvergenciu integralu f3 Toez dx, spocitame teda

t

(1 1
f dx = lim dx = tlim [arctg x]§ = 0,3215.
3

1+ x2 tooo | 1+ x2
3

dx konverguje podla Abelovho

Zo splnenia oboch podmienok vyplyva, Ze f;o v 11—x2)

kritéria.

Bolzano- Cauchyho Kkritérium
Nech funkcia f(x) je definovand na intervale (c, ). Potom integral fcoo f(x)dx
konverguje prave vtedy, ked’ pre Fubovol'né € > 0 existuje x, € (c, ) také, Ze pre kazdé

X1, X3 € {c,0) také, Ze x; > xy a X, > X, plati vztah

<E&.

fxxzf(x) dx
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Definicia 13 Hovorime, Ze integral fcoo f(x)dx konverguje absolitne, ak konverguje
integral fcool f(x)|dx.
Hovorime, Ze integral fcoo f (x)dx konverguje relativne, ak on sim konverguje, ale integral

71 (o)ldx diverguje.

Priklad 13 Na tomto priklade budem dokazovat relativnu konvergenciu nevlastného

integrélu [ === dx.

0

Najprv si musime uvedomit’, Ze ide iba o nevlastny integral vplyvom medze, pretoze 0 nie

je singularnym bodom. Toto tvrdenie overim s vyuzitim L’Hospitalova pravidla

nasledovne:

~sin x . COS X

lim = lim =1.
x—0 X x—0

Ako prvé dokdzem, Ze nevlastny integral fOOOSinTxdx konverguje. Aj ked O nie je

sin x

dx =

. 4 . W . o4 o
singularnym bodom, budem sa ju snaZit’ izolovat, ¢fm dostanem: [ 0

1 si i L. , . L, , )
= fo Sl;:xdx + [ 100 SlI;dex. Prvy integrdl nie je nevlastny, preto sa budem sustredit’ na

nevlastny integral [ 100 % dx.Z vyuzitim definicie 10 a nasledovnym vypoctom ziskam,

1
— I — o3
© gin x _ tsin x u=— v’ =sin x
dx = lim X = =
1 X t—>oo 1 X , 1
u=-= v=-—cosx
X
_ —cos xqt tcosx ® cosx
= lim [—] - —dx| = cos(1) — —dx.
t—o0 x ) ox ;X

~ .. . . v . . . o COoSs X
Dalej si musime uvedomit’, Ze nevlastny integral 1

-— dx konverguje absolutne. KedZe

|cos x|

. 1 vers . ) d .
plati: < =, tak potom s vyuzitim p-testu nevlastny integral floox—f konverguje

x2 T x

|co

, . e, . L. , o |cos x| . .

a pomocou porovnavacieho kritéria aj nevlastny integral | 12 dx konverguje. Z ¢oho
Cos X - v . ., 2 2 z 0~
— dx tieZ konverguje. A tym mdme dokdzané, Ze

vyplyva, Ze nevlastny integral | 100

Siz Xdx = cos(1) —

[* 222 dx konverguje.

1 y i a1 [
nevlastny integral [ -

Ak by sme chceli dokézat’ relativnu konvergenciu nevlastného integrélu [ OOO % dx museli

|sin x|

by sme overit, Ze fooo dx diverguje. Toto tvrdenie budem dokazovat’ sporom, CiZe

X
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budem pripdstat, Ze nevlastny integral | Ooo ls”;—xl dx konverguje a teda aj nevlastny integral

) * lsn; L dx konverguje. PretoZe pre lubovolné x €R plati 0 < |sin x| <1,

1

prendsobenim vyrazu nezdpornym ¢&islom |sin x| ziskame nerovnost 0 < |sin x|? =

. 2 .
sin“x sin x
< lsin x|

sin’x < |sinx|. Pre x > 1 potom ziskame nerovnost 0 ST_ . Kedze sme

oo |sin x| , .
dx, podla porovndvacieho

predpokladali konvergenciu nevlastného integralu | L
in2
S”; % dx. To viak nie je moZné.

kritéria musf konvergovat’ aj nevlastny integral | 100

Vieme, Ze plati rovnost’ sin?x = =- (1 — cos 2x). Pomocou napr. Dirichletova kritéria by

N |-

Ccos 2x

sa dalo dokazat, Ze | 100 dx konverguje. Pokial’ mame dva nevlastné integraly funkcii

f(x) a g(x), ktoré konverguji na tom istom integranom obore, potom aj integral stuctu
f(x)+ g(x) konverguje. Podla tejto poznamky by mal potom konvergovat v naSom

pripade integral:

® (sin’x cos 2x il (1 —cos2x) cos 2x
f + d =] + dx
1 X 2x 1 X 2x

j‘°°<1 c052x+c052x>d _1J‘°°1d
, \2x  2x 2x ) T2 L X X

¢o je podla p-testu spor. Z toho vyplyva, Ze na$ pripistajici predpoklad o konvergencii

, . , oo [sin x|
nevlastného integralu |

N dx bol chybny.

Poznamka 7 Pokial by sme skdmali konvergenciu, resp. divergenciu nevlastnych
integrdlov vplyvom dolnej medze, mdZeme postupovat’ tak, Zze dany integrdl prevedieme
substiticiou t = —x na nevlastny integrdl vplyvom hornej medze, ana ten aplikujeme

niektoré z vyssie uvedenych kritérii.

24 Nevlastné integraly vplyvom funkcie

Definicia 14 Nech je funkcia f definovand na obmedzenom intervale {a,b) anie je

obmedzend na Ziadnom lavom okoli b, priGom pre kazdé t € (a,b) existuje integral

f;f(x)dx.
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Ak existuje vlastnd limita
t
tl_l)rgl_ L f(x)dx,

potom hovorime, Ze nevlastny integral f: f(x)dx konverguje (existuje). Ak existuje

nevlastny integral, potom ho definujeme vzt'ahom

f f(x)dx = hmff(x)dx.

Ak je limita nevlastna alebo neexistuje, hovorime, Ze nevlastny integrél diverguje.

Na nasledujicom obrdzku je Cast’ grafu funkcie —;, ktorej nevlastny integral f dx

diverguje. Postup vypoctu je naznaceny v prﬂdade 14.

—05 ¢+

—10+

-15¢

20+

25+

-30 ¢+

Obr. 4: Graf funkcie f, ktorej nevlastny integral f_05 f(x)dx diverguje

Priklad 14

t 1 17" 1
—dx— lim —zdx— lim [—] =—0+—=—00
t=0- J_c —X t-0- lxl_g 5

Definicia 15 Nech je funkcia f definovand na obmedzenom intervale (a,b), nie je

obmedzend na ziadnom pravom okoli bodu a a nech pre kazdé t € (a, b) existuje integral

ftb f(x)dx.

Ak existuje vlastna limita

b
o [ 1
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potom hovorime, Ze nevlastny integral f: f(x)dx konverguje (existuje). Ak existuje

nevlastny integral, potom ho definujeme vzt'ahom

fbf(x)dx = lim ftf(x)dx.

Ak je limita nevlastna alebo neexistuje, hovorime, Ze nevlastny integrél diverguje.

Na nasledujicom obrdzku je ¢ast’ grafu funkcie In x, ktorej nevlastny integral | 01 In(x) dx

konverguje k -1. Postup vypoctu je naznaceny v priklade 15.

Obr. 5: Graf funkcie f, ktorej nevlastny integral [ 01 f(x)dx konverguje

Priklad 15

1 1 u=lnx v =1
f Inxdx = limflnxz .1

0 0% Jp >

= lim [[In x - x]} —
u' = v=2x t—>0+[[ It
x

1
1
. — i ]l — 1T =0 —=/(1j . — =0—-0—
_ft;xdx—tlirggr[[lnx x]t—1[x];] =0 (hmlnt t) 1+40=0-0—-1+

t—0t

+0=-1

Poznamka 8 Limita z predchadzajticeho prikladu

lim In x-x
x—0t

nepatri medzi trividlne vyrazy, musi sa preto najprv upravit andsledne s vyuZitim
L’Hospitalova pravidla ziskame vysledok -0.
Inx o —x?

=—= lim — = lim —x = —0.
(0'e] x-0t X x—0t

Iimlnx-x=—-—0-0= lim

x—0t x—0t 1
x
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Definicia 16 Nech je funkcia f definovand na (a, c) U (c, b), nie je obmedzena na Ziadnom

okoli bodu ¢ a nech konverguju obidva nevlastné integraly
c b
J f(x)dx a f f(x)dx.
a Cc

Potom hovorime, Ze nevlastny integral f: f(x)dx konverguje (existuje) a definujeme ho

vzt'ahom
b c b
[ reoax = [ rwar+ [ e

Ak diverguje aspon jeden z integralov, potom hovorime, Ze nevlastny integral f: f(x)dx

diverguje.

. . C o .1 . L. . 8 d
Na nasledujicom obrazku je Cast grafu funkcie — ktorej nevlastny integral fz x—_x4

diverguje. Postup vypoctu je naznaceny v priklade 16, v tomto pripade singularny bod lezi

uprostred integracného oboru.

Obr. 6: Graf funkcie f, ktorej nevlastny integral f28 f(x)dx diverguje

Priklad 16

fs 1 d_f4dx+f8dx . jtdx+l' dex _
x—a T x—at ) x—a e, x4 W) x—a

= tlirll_[lnlx — 4|5 + 1ir11+[1n|x — 4|]8 = —o0 + o = nie je definované <
- u-

< integral 4
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Na urcovanie konvergencie a divergencie sa opit’ pouZiva p-test, s ktorym sme sa
oboznamili v kapitole o nevlastnych integrdloch vplyvom medze.

Primitivnou funkciou pre 'ubovol'né p € R k funkcii
1
"D —
f(x)_x —xp,xE(O,OO)

je funkcia
x P+l
Fx) ={=p+1
In|x| +c prep =1,

+c prep #1

kde c je 'ubovol'na konStanta. Pretoze

: 1 1
tlirg;rlnt = —w,tlirg;rw—_l = o pre p > 1atlirggrﬂ9—_1 =0prep<1,
ziskame nasledujuci vysledok:
Ak k € (0, ), potom
kP 1
*dx —
_ = — prep<1
w)1—-p kPTt-(1-p)
0 00 prep = 1.

Pri urcovani konvergencie a divergencie nevlastnych integrdlov vplyvom funkcie sa
budem zaoberat’ iba kritériom porovndvacim a limitnym porovndvacim. Ostatné kritéria
pre nevlastné integrily vplyvom medze by §li samozrejme tieZ vyuzit', pokial’ by sme dany
nevlastny integrdl vplyvom funkcie previedli na substiticiou na nevlastny integral

vplyvom medze.

Porovnavacie kritérium

Nech funkcie f(x) a g(x) sud spojité funkcie na (I, d) a nech g(x) > 0 pre vSetky x
dostatocne blizke k /.
1. Ak

d
|f ()| < g(x)pre vsetky x dostatocne blizke k |, a f g(x)dx < oo,
l

potom fld f (x)dx konverguje.
2. Ak

d
f(x) = g(x) pre vSetky x dostatoctne blizke k [, a f g(x) = oo,
l
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potom fld f (x)dx diverguje.

.1
Priklad 17 Na tomto priklade dokdZem konvergenciu | 01 j;’; dx.

Pretoze
. 1 . 1
sin = sin = 1
X X

= < <—
Ve+x| Vx+x Vx+x Jx

prex >0

sin =
X

Vx+x

a pretoZe podla p-testu je [ 01 j—; < o, integral | 01 dx konverguje.

Limitné porovnavacie Kritérium

Nech funkcie f(x) a g(x) sd spojité funkcie na (I, d) a nech g(x) > 0 pre vSetky x
dostatocne blizke k /.
1. Ak

|f ()
m

d
lim = existuje, je kone¢na afl g(x)dx < oo,

potom |, ld f (x)dx konverguje.
2. Ak

d
lim existuje, je nenulova af (x)dx = oo,
o1 g (%) Je,) : g

potom fld f (x)dx diverguje.

sin x
—dx.
x

Priklad 18 Na tomto priklade dokdZem divergenciu | 01

. v . 1 L. L (11 S "
Na porovnanie pouzijem funkciu g(x) = > pre ktord viem, Ze [ 0 ;dx = oo. Dalej spocitam

xi—%m - f(x),a ziskam

1 sin(x sin (x
1m—-—()=' ()=1¢0.
x—0 g(x) x2 x—-0 X

si

nx
x2

dx.

Potom z limitného porovnavacieho kritéria plynie divergencia [ 0
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2.5 Nevlastné integraly vplyvom medze a funkcie

Doteraz som sa vo svojej bakaldrskej praci venovala nevlastnym integrdlom bud’
vplyvom medze alebo funkcie. V praxi sa v§ak mdézeme stretnit’ s pripadom nevlastného
integralu vplyvom medze aj funkcie. To znamend, Ze budeme uvaZovat’ funkciu f(x) na

intervale (—oo, a) alebo (a, o) a na tomto intervale bude f(x) neohrani¢end. Ukdzkovym
1

prikladom na takyto typ integrdlu je nevlastny integral fowic—zxdx. Postup vypoctu je

vysvetleny v priklade 19.

Priklad 19

1
zZ=——
X
1
1 _1 1 dz = —zdx
® x . Se x ) t x X
> dx = lim > dx + lim dx = =
o X u-0t X t—oo X
u 5
x=0t.z=—-—=—-
X
1
XxX=0.,.z=——=0
X
5 ‘ 2
= lim e?dz + lim | e?dz= lim [e?]® + lim[e?]% =
u--mo J t—-0" J-1 U——00 t—0~ ry

5

-1 -1
=es —0+1—es5 =1
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3 Aplikacie nevlastnych integralov

Nasledujica Cast’ mojej bakaldrskej prace je zamerand na aplikdciu nevlastnych

integralov, a to konkrétne v geometrii, v Statistike, v ekondmii a vo fyzike. V tejto Casti sa

budem taktieZ venovat’ problematike vypoctu nevlastného integralu f_oooo e™** dx, ktorti som
pribliZila v pozndmke 6. Pri tvorbe tejto kapitoly boli vyuzité zdroje [8], [10], [13] a [16]-

[22].

3.1 Aplikacia v geometrii

V geometri, v diferencidlnej geometrii a v d’alSich oblastiach sa mdéZeme stretnit’
s toznymi rovinnymi krivkami, medzi ktoré patri tiezZ logaritmickd Spirdla a asteroida.
Pokial’ chceme vypogitat' dizku rovinnej krivky pouZivame uréity integral. Pri vypoétoch

dizky logaritmickej $pirily a asteroidy sa viak dostdvame k nevlastnym integralom.

Logaritmicka Spirala je krivka, ktorej polomer r exponencidlne rastie s vel'kostou
uhla 0, ktory zviera sprievodi¢ s kladnym smerom osi x. V poldrnych sdradniciach (7, 6) je
logaritmicka Spirdla zadand vzt'ahom

r=a-e? ab e R\{0}.

Obr. 7: Dizka krivky zadanej v polarnych siradniciach r = a - e??
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S logaritmickou Spirdlou sa stretivame v kazdodennom Zivote, napr. je to draha, po
ktorej sa dravce priblizuju k svojej obeti alebo draha, po ktorej sa hmyz priblizuje ku

ziarovke alebo tvar ulity méakkySov.

Dolezitymi bodmi Spirdly st pdl a pociatok. POl P je bod, okolo ktoré sa Spiréla
obtaca a pociatok je bod, od ktorého sa Spirdla zacne vykreslovat. Polomer r je vektor,
ktory spdja pdl Spirdly a I'ubovolny bod B na Spirdle. Parameter a urCuje posunutie
pociatku od pélu Spirdly. Parameter b uruje samotny tvar krivky. Doty¢nicovy uhol 8 je

uhol, ktory zviera pre dany bod B vektor polomeru r s doty¢nicou ¢ v rovnakom bode.

.-"'-F'-- -
-
/’f ™~
/ ,
*,
(_/
/ \
; — \
/ o —
/ B AN 1
f E -\‘x |
l." r '._"l |I
) ] |
[ a | |
I | P .'I |I
. \ / ,
II". ™ - d_,_..-’/ .-";lll
'-._\. 1T .-j
-\.\ &
\\ ///
~ #/’
— _F;
\
1-\.

Obr. 8: Cast’ grafu logaritmickej $piraly zobrazujica déleZité body $piraly

DiZka krivky, ktord je zadan4 predpisom r = f(0) a 6; < 6 < 6, sa vypo&ita vztahom

02 dry?
= 2 .
L(6,,0,) -];91 ’r + (dG) dé.

Aplikovanim predpisu logaritmickej Spirdly do tohto vztahu ziskame

62 V1 + b2
L(64,0,) = j laly/1+ b2 eP?do = |a|T(eb92 — eb%),
01
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Pre b > 0 alubovolné @ € R je dizka logaritmickej $pirdly L(—oo,0) nevlastny integral,

ktory ma kone¢nu hodnotu, teda

VITh?
L(~,0) = |al e?”.
b
Podobne pre b < 0 a 6 € R dostaneme
V1 + b?
L(6, ) = |a| — eb?.

Priklad 20 Dizka logaritmickej $pirdly popisanej rovnicou r = e=?, kde 6 € (0, ) je

rovna L(0,0) = ? e = /2.

Asteroida je rovinnd krivka, ktord je implicitne zadand napr. predpisom

2 2 2
X3 -|—_'y3 = as,

kde a > 0. Tato krivkd ma vrcholy v bodoch {(a,0), (0,a), (—a,0), (0, —a)}. Krivka je

symetrickd podl’a oboch osi, podl'a priamok y = +x a podl'a pociatku.

Obr. 9: Asteroida
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S vyuZitim symetrie asteroidy sa diZka asteroidy vypoéita pomocou vztahu
a
L= 4] 1+ (y')2%dx.
0

KedZe premenné x ay nie si vyjadrené explicitne, ale implicitne, budeme vyuZivat

implicitné derivovanie.

2 2 i
Priklad 21 N4§jdite Z—z pre funkciu x3 + y3 = 1 a vypocitajte dlzku asteroidy popisanej
touto rovnicou.

2 2
Ako prvé vyjadrim y ako funkciu veli¢iny x: x3 + y(x)3 = 1.

Najprv obidve strany rovnice zderivujem podl’a veliiny x, potom z danej rovnice vyjadrim

ﬂ, ¢im dostanem
dx
d ;2 2 d
a(ﬂ +y(x)3) = I
2 _1+2 _1dy 0
—_ 3 —_ 33— =
3 ° T3V Py
dy _1 _1
— 3 = —Xx 3
dx
1
dy y: o,
dx xé

S vyuzitim vypocitaného vzt'ahu ziskam:

Vi+(y)?=

Di7ka asteroidy je teda kone¢n4 a je dand nevlastnym integralom

1
1 1 1 x% 3
L=4f 1+(y’)2dx=4fx3dx=47 =4-§=6.
0 0 =
3 1o

3.2  Aplikacia v Statistike

Nevlastné integraly sa vyskytuji napr. pri vypocte strednej hodnoty a rozptylu
ndhodnej veli¢iny alebo pri uréovani ¢i je dand funkcia hustotou rozdelenia

pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny a pod.
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Priklad 22 N4jdite stredni hodnotu a rozptyl ndhodnej veli¢iny, ktora je zadana hustotou

3
f(x)—{ , x>1,

0, inak.

Najprv vypocitam strednd hodnotu z nasledujiceho vztahu:

0 [e's) t
EX) = [ xf@dx= [ xsdx=lim [ 2dx =1 3]t—3
_fxfx x—fxx4 x = lim 3 X tl_rglo—zxz =3

—0 1 1

Pre rozptyl spojitej ndhodnej veliCiny plati nasledujici vztah:
var(X) = E(X?) — [E(X)]%
Hodnota strednej hodnoty E(X) je vypocitand vyssie, takZze pomocou nasledujiceho

vzt'ahu dopocitam

e’ 0 3 t3
E(Xz)z J-xzf(x)dxzfx _dx_ lim — = lim __]
x t—oo 1 t—oo
oo 1
Potom,

var(X) =3 — (;)2 = %

V tedrii pravdepodobnosti sa stretivame s Gaussovou funkciou, ktord je redlnou
funkciou redlnej premennej x s troma parametrami a, |, o v tvare

(-

f@) =ae” w0,

kde a, ¢ musia byt kladné, u je I'ubovol'né ¢islo a e je Eulerovo ¢islo. Gaussova funkcia

ma Casto vyznam funkcie pravdepodobnosti, v takom pripade potom musi byt’ splnené, Ze

f f(x)dx = 1.

—x2

Najjednoduchsi tvar Gaussovej funkcie je g(x) = e™*", ktorej integril je rovny /.

Postup vypoctu je naznaCeny v nasledujicom priklade.

2 v /. . A e LY —xz
Priklad 23 Vypocitajte nevlastny integral f_oo e ™ dx.
Najprv zavedieme znacenie Y = f_oooo e~** dx. Potom obidve strany rovnice umocnime na

druhd, pricom premennd v druhom integrali ozna¢ime ako y, ¢im dostaneme
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[ee)

Y? = fe‘xzdx fe‘yzdy.

Sucin integralov predstavuje dvojny integrdl funkcie dvoch premennych x ay, ktory je

suc¢inom povodnych funkcii:

Y2 = f —% dx je Y dy = j f % o=¥’ dxdy = f je_(xzﬂ’z)dxdy.

Dvojny integral prevedieme do polarnych sdradnic (¢, r) nasledovne:
x=r-cosp ay=r-sing, pricom r €(0,0) a ¢ €(0,2m), absolitna hodnota
Jakobianu transformécie |J| = r,

potom dostaneme

!

S vyuZitim substitu¢nej metédy potom ziskame hodnotu veli¢iny Y2:

o 2T

e‘(r20052<ﬂ+r25""2"’)rdrdfp - _[ -[ re‘rzdrd<p.

0o 2T t = T'
1
=J-fre‘r2drd<p= 1 = 2rdr jd(pf—e‘tdt— [p]d™ - — = lim[e )4 =
0 0 Edt—rdr 0 “
= 4Tl E—TL’.

. . n . 1 [P _x2 . oy
Pre ziskanie hodnoty pdvodného integralu f_oo e dx odmocnime veli¢inu Y a dostaneme

V.

3.3 Aplikacia v ekonomii

Nevlastné integrdly sa v ekonémii vyuZivajui napr. pri pocitani sucasnej hodnoty

dozivotného déchodku pomocou vztahu

o0

P =fR(t)e‘”dt,

0

kde P je sicasna hodnota, R(t) je funkcia neustaleho prijmu a r oznacuje trokovd mieru.

Priklad 24 Institicia prenajala obrazy do sikromného vlastnictva muzea, ktoré ich bude

vystavovat’ permanentne. Podmienky ndjomnej zmluvy hovoria, Ze mizeum bude inStititu

39



platit’ 1700 € ro¢ne. Institit ma peniaze zo zmluvy uloZené na Gcte so 6 % urokovou

mierou. Ak4 je sicasna hodnota uctu?

St¢asnt hodnotu ziskame vypocitanim nevlastného integrélu [ ;O 1700e~%%¢tqt, tzn.

[e'e} [o'e] u
1700e~0.06t7"
fR(t)e‘”dt = j 1700e~9%%6tgdt = lim | 1700 e~ %%dt = lim |————| =
U—00 U—>0 —0,06
0 0 0 0
_ Jipy 1700e7 1700670 4 283333 = 283333 €
T e —0,06 006 o= S

Sucasna hodnota Gctu je 28333,3 €.

3.4  Aplikacia vo fyzike

Aplikdciou nevlastnych integrdlov vo fyzike je napr. pocitanie gravitacnej
potencidlnej energie alebo strednej doby Zivota atdmu radioaktivnej hmoty. Vo svojej
bakalarskej praci sa budem venovat’ prvej moznosti, teda vyuZitiu nevlastnych integralov
pri pocitani gravitanej potencidlnej energie.

Na vypocet gravitacnej potencidlnej energie sa pouZiva vztah

R
GmM
Wz—f Rz dR,

kde W (z anglického work= prdca) je gravitatnd potencidlna energia, G je Newtonova
gravitatnd konStanta, priom G = 6,67 - 1071IN -m? - kg?, M (z anglického mass=
hmotnost) je hmotnost’ zdroja gravitacného pola, m je hmotnost’ telesa a R (z anglického

radius= polomer) oznaCuje vzdialenost’ telesa od stredu gravitacného pdsobenia.

Priklad 25 Na povrchu Zeme je umiestnené teleso o hmotnosti 1 000 kg. Ak4 je gravitaéna
potencidlna energia telesa na povrchu Zeme?

Zo zadania plynie, ze m = 1000 kg,G = 6,67 - 10711N - m? - kg?, R je rovné polomeru
Zeme tzn. 6 378 900 metrov a M je hmotnost’ Zeme, tzn. 5,974 - 10%*kg.

Gravitacna potencidlna energia W je rovna

R
GmM mM _ 177 ) o
_ j . — lim — lim GmM [—] , doplnenim hodnot ziskame
R a—oo a—oo R a
B 6,67 -10711-1000-5,974 - 10%* ( lim GrmM 1) 6251010
- 6 378 900 PRv ’ J:
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Gravitacnd potencidlna energia telesa s hmotnostou 1 000 kg na povrchu Zeme je —6,25 -
101/ a je to préca, ktord by sme museli vynaloZit, aby sme toto teleso dostali mimo

gravitacné posobenie Zeme.
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Zaver

Jednym z cielov mojej prace bolo spracovanie teérie nevlastnych integralov
s dorazom na kritéria ich konvergencie a druhym poukdzat uZz na samotnu aplikédciu
integrdlov v danych oblastiach. Pri pisani svojej prace, hlavne v Casti o aplikacii, som sa
stretla s niekol’kymi novymi pojmami, ato hlavne v geometrii, kde §lo o logaritmicku
Spirdlu, asteroidu a implicitné derivovanie. V Statistike som pracovala s hustotou
pravdepodobnosti, s ktorou som sa stretla v predchddzajicom Stidiu. V poslednej

spominanej oblasti som sa taktieZ zaoberala problematikou vypoctu integrilu

najjednoduchsej Gaussovej funkcie e’V pripade ekonémie som sa venovala vypoctom
dozivotného dochodku avo fyzike gravitatnou potencidlnou energiu, pri ktorej som

vyuZila svoje vedomosti zo strednej Skoly.

.....

odbornymi textami, ktoré pre svoju narocnost’ vyzadovali viac ¢asu na prekladanie.
Praca sama o sebe moze posliZit’ Studentom ako vhodny prostriedok pri priprave
na skusky. VicSina tedrie a metddy vyuZzivané pri vypoctoch su explikované na prikladoch,

¢o podl'a mdjho ndzoru napomédha ich jednoduchsiemu pochopeniu.

Vd'aka svojej bakaldrskej praci som sa zoznamila s novymi pojmami, bliZzSie som
nahliadla do anglickej terminolégie v matematike, s ktorou budem urcite pracovat’ aj pri
d’alSom Stidiu a eSte viac som sa utvrdila v tom, Ze matematika je pre nds dolezita a jej
uplatnenie nenachddzame len vo vednych disciplinach, ale tvori sucast kazdodenného
Zivota, pretoze ako povedala Shakuntala Devi:

., Without mathematics, there's nothing you can do. Everything around you is
mathematics. Everything around you is numbers.“/Bez matematiky, nie je ni¢ ¢o by sme

mohli robit. VSetko okolo nds je matematika. VSetko okolo nds su cisla./
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