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Uvod
Nula je slovo, které pouzZivdme od malicka: jak v matematice, tak v béZném Zivoté.
Ne kaZzdy si je ale védom toho, Ze nula neni soucasti nasi evropské kultury od davnych
dob, ale pravé naopak: je prvkem vcelku novym, ktery své pevné misto v Evropé ziskava

az v obdobi pozdniho stfedovéku a renesance.

S timto faktem se poji mnoho otazek: Proc byla nula v Evropé zavedena az takto pozdé?
Jak je mozné, Ze nebyla sou¢asti matematiky starého Recka? V jakych kulturach byla nula

»objevena“ a s jakou motivaci zavedena?

Praveé na tyto otazky se snazi odpovédét prvni ¢ast této bakalarské prace. V prvni kapitole
jsou zkoumany tfi ,zdroje nuly“: tedy civilizace, které diky charakteru svych pocetnich
systémi v ur¢itém okamziku nulu zavedly. V nasledujici kapitole je feSeno prijeti nuly
v Evropé, jako ¢islice i ¢isla. Cilem treti kapitoly je rozvést diskusi o problému pftijeti nuly
jako samotné myslenky a hledani reprezentace nuly (niceho, prazdnoty) v naSem svéteé.
Ctvrta kapitola pak kratce poukazuje na jeden z mnoha problémt absence nuly v déjinach

nasi spolec¢nosti, v tomto pripadé na problematiku naseho letopoctu.

Vdruhé casti prace je nula zkoumana zpohledu matematiky: od jejiho vztahu
k aritmetickym operacim pres neurcité vyrazy s nulou aZz po vyuZiti mySlenky nuly

v algebie ve formé nulového prvku a v dal$ich oblastech.

Nula je velmi specifickym prvkem, at’ uZ na ni pohliZime jako na ¢islici nebo ¢islo. Existuje
vSak pouze malo publikaci, které by se nulou zabyvaly jako hlavnim tématem a prakticky
zadna, jez by se nulou zabyvala vyhradné. I z tohoto diivodu je cilem této bakalarské prace
vytvorit kompilaci z jiZ existujici literatury, psanou piredevsim z matematického pohledu,

byt s drobnymi odbockami k filosofii, fyzice a historii v mistech, kde je to nezbytné.



1 Ptivod nuly

Nula nebyla vzdy soucasti pocetniho systému a dnes je skoro az s podivem, Ze jeji ptivod
neprameni z hlavniho zdroje nasi soucasné zapadni kultury, tedy z filosofie a kultury
starého Recka a Rima (na problematiku absence nuly v fecké matematice se zaméiuje

podkapitola 3.1).

,Objev” nuly se podle soucasnych védeckych poznatkii prisuzuje tfem civilizacim:
babylonské, mayské a indické. AvSak ani zdaleka ne ve vSech tiech se jednalo o nulu
takovou, jakou ji zndme dnes, tedy nejen jako cislici a prvek s urcitou pozi¢ni vlastnosti
pti zapisu Cisel, ale i jako Cislo, které ma néjaké matematické vlastnosti a existuje ,,samo

0 sobé“. Zamérme se v nasledujicich podkapitolach na tyto tfi ,zdroje nuly” podrobnéji.

Je nutné vsak jiz nyni podotknout, Ze pouze jedna z onéch tii civilizaci je ptivodcem nuly,
kterou dnes zname a pouZzivame, a Ze cesta nuly do Evropy trvala nékolik staleti a jeji
prijeti nebylo jednoduché. Jak zminuje Seife [20], nula se do filosofie tehdejsi kirestanské
zapadni civilizace, vystavéné na zakladech uceni Aristotela, nehodila, jelikoZ oznacovala

,2temné“ entity jako prazdno, vakuum, nebyti atd.

Vsechny tri civilizace vsak spojuje motivace k zavedeni nuly (pozi¢ni) jako prostiedku
k zdokonaleni jejich pocetniho systému. Mizeme tedy fici, Ze pravé charakter jejich
pocetnich systémii, predevSim pak jeho zapisu, je hlavnim divodem, pro¢ se nula
(vlibovolné grafické podobé) v urcité dobé jejich vyvoje zacala vyskytovat. Jak uvadi
Barrow [1, s. 42] ve své monografii: ... jak je zavedena pozi¢ni soustava, je jen véci ¢asu,

kdy se objevi symbol pro nulu.”

1.1 Babylonska nula
Mezopotamskou fiSi oznacujeme jako jednu z nejstarSich a zarovein nejvyspélejSich
starovékych civilizaci. Minimalné potireba obchodovat byla divodem k vytvoreni urcitého

pocCetniho systému, ktery by prevody majetku a penéz zprehlednil a usnadnil.

Babylonsky a sumersky (dale jen babylonsky) systém byl zaloZen na sexagesimalni
(Sedesatkové) pozicni soustavé, kterou vSak kombinoval s nepozicni soustavou decimalni

(desitkovou). [1], [13], [20]



Prostfednictvim starovékého Recka miiZeme pozorovat pozistatky babylonského
Sedesatkového systému i v nasi zapadni kulture, a to v podobé déleni hodiny na 60 minut

a minuty na 60 sekund. [20], [1]

Zpusob zapisu babylonskych cislic se vyvijel od tzv. ,kfivkovych znaki“ [1, s. 28] aZ po
klinové pismo, na které se zamérime, jelikoZ prvni grafické znazornéni nuly se vyskytuje

praveé az v tomto zplisobu zapisu cisel.

Zakladem babylonského systému bylo cislo 60. Hodnota ,jedna“ byla znazornéna
,kKlinem*, deset ,dvojitym klinem"“ (viz Obrazek 1) a vSechna dalsi ¢isla jejich kombinaci
(ptivodné psanim za sebe, v dalSim vyvoji riznym umistovanim nad sebe, do rGznych

geometrickych utvari apod.) - to vSe na zakladé prostého aditivniho zptisobu.

<

Obrazek 1: Kliny oznacujici hodnoty po fadé 1 a 10 [1]?

Tendence kzavedeni nuly prameni zdrobnych nedokonalosti jinak pokrokového
babylonského pocetniho systému. Klinovy zplsob zapisu mohl zplsobit mnoho
nejasnosti, jelikoZ jeden samotny klin mohl oznacovat nejen ¢islo 1, ale i 60, 3600 a dalsi

mocniny ¢isla 60. [15]

Zapis dvou klinti vedle sebe tedy mohl znamenat jak hodnotu 2, tak 61 apod. Re$eni tohoto

problému se postupné ménilo, v artefaktech miizeme nalézt mimo jiné tyto metody:

e vzestupna velikost klin v zavislosti na mocniné zakladniho ¢isla 60 (pocinaje
nultou mocninou): klin oznacujici ¢islo 1 byl nejmensi, klin pro ¢islo 60 o néco vétsi
atd.,

e Kkliny oznacujici ¢isla stejného tadu byly svoji horni ¢asti spojeny (psany

bez mezery), skupiny klint jinych adl pak jiz byly oddéleny mezerou. [1]

Ani to vS§ak nemohlo vyteSit problém pri zapisu takového cisla, ve kterém byl jeden rad
»vynechan“, napft. v ¢isle 3601. Barrow [1] uvadi, Ze tento problém se resil vytvorenim

dostatecné velké mezery mezi kliny nalezicimi k riznym radim. Pokud vsak byla

1 Tento obrazek i nasledujici obrazky v této podkapitole jsou vytvoreny autorem prace, vyobrazeni
jednotlivych klint je prevzato z [1].



zapisovana c¢isla, u kterych se vynechavalo radl vice, musel mit ¢tenar takovych cisel

dostatecny cit pro urceni velikosti mezery.

M Tr T T

Obrazek 2: Rlizné zplsoby zapisu Cisla 3601 plisobici nejasnosti?

Finalnim feSenim vySe zminénych problémi a nejasnosti bylo zavedeni nuly. Priblizné
od 3. stoleti pr. n. . [20] (Kaplan [13] tento Udaj rozsifuje az k Sestému stoleti pr. n.1.)
se v babylonskych zapisech zacina vyskytovat novy symbol: tzv. ,separacni ukazatel”

[1,s.33] vpodobé dvou naklonénych klinti (viz Obrazek 3), ktery se zacina uZivat

k oznacCeni jiZ zminénych prazdnych pozic v zapisu cisel.

Podle Bec¢varové [2] doSlo ke kodifikaci zapisu Cisel ve 4. stoleti pt. n. . (tedy i separac¢niho
ukazatele ve formé dvou naklonénych klin), ve starsich artefaktech byly objeveny tyto

ukazatele i v jinych podobach, napf. tifech malych klini ¢i jednoho velmi malého klinu.

Funkce separacniho ukazatele je zrejma. Stejné tak jako my dnes pri zapisu ¢isla 201
piSeme na druhé (desitkové) pozici nulu, oznacujici, Ze vysledna hodnota je rovna souctu
dvou stovek a jedné jednotky (s Zadnymi desitkami), Babylonané pri zapisu ¢isla 3601

na druhou pozici (nalezici prvni mocniné zakladu 60) zapsali onen separac¢ni ukazatel

(viz Obrazek 4).

Obrazek 3: Separac¢ni ukazatel Obrazek 4: Zapis ¢isla 3601 s pomoci

separacniho ukazatele

Jak tedy uvadi Struik [22, s. 24]: ,...nalezeni nuly... se... stalo logickym diisledkem zavedeni

pozicniho systému, avsak az tehdy, kdyZ pocetni technika dosdhla znacné dokonalosti.”

Citujme Barrowa [1,s.35]: ,Zde je vyvrcholeni babylonského vyvoje: prvni symbolickd
reprezentace nuly v lidské kulture.” Z globalné historického hlediska je tento vyrok
stoprocentné pravdivy, jelikoZ zavedeni nuly v mayské i indickeé civilizaci je datovano

o mnoho staleti pozdéji (viz nasledujici podkapitoly). Je vSak nutné podotknout,

2 Popis obrazku: 1. pouhé polozZeni klinl tietiho a prvni fadu vedle sebe, 2. vytvoieni mezery pro chybéjici
druhy rad, 3. rozliSeni radid pomoci velikosti klinti, 4. kombinace zptlisobt 2 a 3.



Ze ,objev" nuly v mayské a indické civilizaci neni s nejvétSi pravdépodobnosti nijak
ovlivnén babylonskou matematikou, a to predevsim z diivodu zhrouceni babylonské rise.
U Mayl je takovy vliv absolutné vyloucen diky nemoZnosti akulturace

z geodemografickych divodd. [1]

Nula v babylonském pojeti, jak jiZ bylo uvedeno v ivodu kapitoly, méla pouze pozi¢ni
charakter, v podstaté jen zastupovala prazdné misto na hlinéné desticce. Nebyla nikdy
pouzita pro oznaceni vysledku libovolné matematické operace: ,Nenachdzime Zddné dalsi
stopy néjakého vyznamu babylonského ,nic’. Jejich znak pro nulu nebyl nikdy zapsdn jako

odpovéd’ na otdzku po souctu typu 6 — 6.”[1, s. 35]

1.2 Nula v mayské kulture
Jak jiz bylo naznaceno, sledovat vznik a vyvoj nuly v mayské kulture je velmi zajimavé
uZzjen z toho divodu, Ze tato kultura byla absolutné izolovana od eurasijskych civilizaci.

Podle Kaplana [13, s. 80] tak tedy miizeme pozorovat ,nezdvisly ptivod konceptu nuly®.

Nula byla v mayské civilizaci oznacovana mnoha zpiisoby, zaleZelo na tom, v jaké znakové
soustavé se vyskytovala. Mayové pouzivaly dva zakladni zplisoby zapisu Cisel: systém

y2teCek a ¢arek” a hieroglyficky systém. [20]

V hieroglyfické soustavé se v pribéhu vyvoje nula oznacovala riiznymi znaky. Kaplan
[13], Seife [20] i Barrow [1] shodné zminuji jako jeden ze symboli profil ,zamracené -
zamySlené tvare srozloZenou rukou na bradé“. Barrow a Kaplan dale uvadéji glyf
Jtetovaného muZe v ndhrdelniku se zaklonénou hlavou” [13,s.80], podobnych glyfa

vS§ak miZeme nalézt mnohem vice.

O néco jednodussi je znazornéni nuly v mayském systému ,carek a tecek”, kde byla nula
znacena symbolem musle, lastury. I vtomto ptripadé vSak symboly nebyly vZdy psany
zcela totozné: v zapisech je mozné nalézt mnoho druht ,lastur”lisicich se vzorem, vyplni

atd. [1], [20]

Systém ,carek a teCek” vyuzival jen tri znaki (vodorovné carky, tecky a ony ,lastury,
viz Obrazek 5), s pomoci kterych, v kombinaci se systémem pozic, bylo mozné napsat
libovolné velké prirozené cislo (vCetné nuly). TeCka oznacovala hodnotu ,jedna“, pét tecek

tvorilo jednu c¢arku (zde nalézame poziistatky plivodniho stfedoamerického a asijského
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pétkového systému). Prostym ,vrSenim“ c¢arek a teCek bylo mozZné zapsat vSechny
hodnoty od 1 do 19 (resp. zakladni mayské cislice) mayské dvacitkové pozicni soustavy.
[1], [15]
. — >
Obrazek 5: Znaky, ze kterych byly tvoreny mayskeé cislice (znaky pro hodnoty 1, 5 a 0)

V mayském pocCetnim systému byla hodnota jednotky kaZzdého dalSiho fadu
dvacetinasobkem jednotky radu predchoziho, svyjimkou radu tretiho, ktery byl
osmndactinasobkem jednotky druhého radu. Divodem tohoto faktu je ziejmé paralela
pocCetniho systému a mayského , obc¢anského” kalendare, ve kterém jeden rok obsahoval
365 (360 + 5) dni rozdélenych do 18 mésicli po 20 dnech (se specidlni pétidenni

periodou, jeZ se pridavala na konci roku). [15], [1]

Jak uvadi Kolman [15, s. 65]: ,Cislice zapisovali Mayové... do sloupcti, postupovali pFitom
zprava doleva, zdola nahoru, od nizsich rddii k vyssim“. Mél-li néjaky z radu zistat prazdny,

byla do jeho pozice vepsana nula (viz Obrazek 6).

oe 2-360 L 6-360 ) 2-360
+ + -+

—_— 13- 20 > 0-20 1Y) 3.20
+ eee + +
— 6 — 18 < 0

Obrazek 6: Zapis Cisel (po radé) 986, 2 178, 780 pomoci mayskych ¢islic3

Mayska nula méla jesté jednu specialni charakteristiku: podle Seifeho [20] od ni Mayové
,zacinali pocitat”, a to napriklad dny v mésici. Prvni den se znacil nulou, nasledujici
jednickou atd. Ackoliv ma tedy maysky mésic dnli dvacet, posledni den je znacen ¢islici 19.
Timto postupem pii ,¢islovani - pocitani“ se Maysky systém znacné odliSuje od naseho.
V jistém ohledu je tak maysky systém dokonalejsi: jak uvadi Seife [20, s. 26], ,Mayové by
se nikdy kvtili tomu, zda 21. stoleti zac¢ind rokem 2000 nebo 2001, nepreli.”. Na problematiku
naseho letopoctuy, jenz byl zaveden jesté pred ,objevem nuly“ v Evropé, je poukazano nize

v kapitole 4.

3V zapise cisel 2 178 a 780 si miiZeme v§imnout nutnosti uziti nuly (lastury). Vynechanim lastury bychom
v prvnim pripadé misto ¢isla 2 178 ziskali ¢islo 6 - 20 + 18 = 138, ve druhém misto ¢isla 780 ¢islo 2 - 20 +
3 =43
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1.3 Indicka nula

Nula, ktera je dnes jiz neodmyslitelnou ¢asti nasi kultury, pochazi pravé z Indie. Oproti
nule babylonské a mayské ta indicka v priibéhu vyvoje ziskava vyznamna specifika: neni
na ni pohliZeno jen jako na znak a oznaceni prazdné pozice, nybrz jako na Cislo, byt podle
Seifeho [20, s. 84] pro Indy tehdy ,bizarni“, majici jisté matematické vlastnosti a Casem

i nesouci hodnotu. [20]

Jak bylo uvedeno vuvodu kapitoly, nula nebyla minimalné do stredovéku prvkem
vhodnym do filosofie zapadniho svéta, vystavéné na zakladech uceni starého Recka
a znacné€ ovlivnéné krestanstvim. Filosofie Dalného vychodu se od té zapadni znacné
liSila. Prijeti nuly nejen jako znaku (Cislice), ale i jako samotné ideje tak bylo pro Indy
mnohem snazs$i. Prazdnota jako pojem i mySlenka pro Indy nepredstavovala néco
,désivého, zlého, nelogického”. Naopak, byla pro né spolu s ideji nekonecna prirozenou

casti jejich filosofie a naboZenstvi. [20], [1]

VySe uvedené tvrzeni kratce ilustrujme. Jak uvadi Seife [20], dle filosofie hinduismu byl
vesmir stvoren z prazdnoty a opétovné dosaZeni oné prazdnoty (nicoty) je pak cilem
kazdého jedince. V kazdém clovéku je obsaZen ,atman“ (resp. jeho cast): néco jako
,dusSe - duch®. Po smrti jedince se atman pomoci reinkarnace presouva do jiné Zivé
bytosti. Cilem Zivota ¢lovéka je Zit jej tak, aby mohl byt tento dlouhy retézec prevtélovani
ukoncen, atman byl osvobozen: ,ponoien do ticha a nicotnosti sebe samé” a splynul

s ,hekone¢nym duchem®, mizeme Fict ,se vS§im a zaroven s ni¢im“. [20, s. 79]

Struik [22, s. 28] uvadi: , Pri studiu indické (a ¢inské) matematiky je rozhodujici otdzka vlivu
Rekii a Babylérianii.” Seife [20] i Barrow [1] toto ovlivnéni ptipoustéji. Podle Seifeho se
indi¢ti matematikové mohli s babylonskym pozi¢nim systémem (tim padem i s jejich
»nulou”) setkat diky vpadu Alexandra Makedonského do Indie ve 4 stoleti pt. n. 1., Barrow
zminuje pozorovatelny vliv babylonského zptlisobu zapisu ¢isel v zaznamech indickych
astronomu. Oba dva se vSak shoduji v tom, Ze objev nuly v Indii byl nezavisly na objevu

babylonském.

v 7

Dnesni desitkovy pozi¢ni pocetni systém byl do zbytku svéta postupné rozsiren pravé

z Indie. Nejstarsi dochovany zapis ¢isla v této soustavé pochazi z roku 595 n. 1. [1], [22]

Pred zavedenim jednotného pozi¢niho desitkového systému bylo v Indii uzivano vice

nepozicnich systémi. Novy, pozi¢ni systém vznikl jejich postupnou transformaci a jeho
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vyhodou bylo dle Barrowa [1] to, Ze nebylo potieba, na rozdil od jinych civilizaci, vynalézt

nové pismo.

Indicky systém byl na rozdil od mayského ¢i babylonského do poc¢tu uzivanych znakt
daleko bohatsi. Ackoliv soustav Cislic se na uzemi Indie uzivalo vét$i mnozstvi a neustale
se vyvijely, jiZ od dob pred za¢atkem naseho letopoctu pouzivali Indové Cislice 1 az 9, dale
Cislice oznacujici nasobky c¢isla 10 aZz do stovky, mocniny ¢isla 10 ad. Piidani nuly

k Cislicim 1 azZ 9 jejich znakovy systém znacné zjednodusilo. [1]

Vyse uvedeny systém zapisu se diky Arablim rozsitil az do Evropy a nase soucasné Cislice

se vyvinuly praveé z néj (vice v kapitole 2). [20]

V indickém pocetnim systému byla nula piivodné znacena teckou, Casem se symbol zménil
v onen ,okrouhly symbol“, jenZ pro zapis nuly pouzZivame dnes. Prvni nulu (ve formé
tecky) dle Barrowa [1] nachazime ve spisu z roku 458 n. l. Seife [20] vSak uvadi, Ze o
uzivani nuly v dekadickém zapisu mizeme s jistotou mluvit az v 9. stoleti. Autofi se vSak

shoduji vtom, Ze nula mohla byt pouZivana jiZz mnohem del$i dobu, pouze se nam

Y

vvvvv

vlastnosti, byl indicky astronom a matematik Brahmagupta. [4], [1]

Vjeho spise z roku 628 n. 1. nachazime zasadni vyrok: ,Nula je vysledkem odecteni Cisla
od sebe sama“ [4, s. 20]. Brahmagupta v tomto spise stanovil mnoho dalSich pravidel
pro provadéni aritmetickych operaci s Cisly, a to v€etné Cisel zapornych, ktera byla v Indii
pouzivana (podle Bentleyho naptriklad k pocitani s dluhy (zaporna cisla) a majetkem

(kladna c¢isla)).
Uved'me néktera z nich tykajici se pocitani s nulou (prevzato od [4, s. 21]):

e Majetek bez nuly je majetek, dluh bez nuly je dluh.

e Nula bez nuly je nula.

e Majetek odecteny od nuly je dluh.

e Vysledkem vynasobeni nuly dluhem, majetkem nebo nulou je nula.

e Kladna nebo zaporna cisla, jsou-li délena nulou, davaji zlomky s nulou jako

délitelem.
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¢ Nula délena nulou je nula.

Ackoliv dnes jiZz vime, Ze posledni dvé uvedend pravidla nejsou pravdiva (tato
problematika je feSena v kapitole 5), stale se jedna o velky posun kupiedu v chapani nuly.
Seife [20, s. 84] ostatné uvadi, Ze sam Brahmagupta nad témito dvéma,prosté mavl rukou®.
Podle Barrowa [1] Brahmagupta tvrdil, Ze vysledkem déleni nenulového ¢isla nulou je
nekonecno, Seife [20] i Bentley [4] vSak tento vyrok prisuzuji Bhaskarovi, ktery zil takika

o pét stoleti pozdéji.
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2 Cesta nuly do Evropy

Neni ndhodou, Ze dnes nami pouzivané cislice nazyvame cislicemi arabskymi. Byli
to pravé Arabové, od kterych jsme, byt neptfimo, dneSni ciselny systém prevzali
anahradili jim ¢&islice ¥imské. Rimské ¢islice z nas$i kultury samoziejmé definitivné
nevymizely, dodnes se s nimi miizeme setkat pri zdpisu letopoctu, na maridSovych
kartach, v ¢islovani stran, poloZek seznamu a na dalSich mistech. K samotnému pocitani

je vsak jiz nevyuzivame vibec.

2.1 Arabské cislice

Maloktery laik vSak dnes vi, Ze arabské cislice nejsou plivodnim arabskym vynalezem.
Arabové, diky svym obchodnim a kulturnim styktim s Dalnym vychodem, se inspirovali
vySe popsanym indickym desitkovym systémem s nulou. Méli bychom tedy tyto Cislice
nazyvat prinejmensim indo-arabskymi (v literature téZ nalézame pojmy hindsko-arabské,

hindské, indicko-arabské Cislice).

Plivodni arabsky pocetni systém cislice nevyuZzival. Pro zdznam hodnot, ¢isel a vysledkt
pocetnich operaci uzivali slov, nikoliv ¢islic. Pokud byla pottfeba néco ,pocitat” (operovat
s hodnotami), podle Barrowa [1] Arabové takovy pocetni tkon provedli v Cislicich

feckych, které pak zpétné prevedli do jejich slovniho systému.

O zavedeni a ,popularizaci“ indického systému s ¢islicemi 0 azZ 9 v arabskych zemich se
zaslouzZil vyznamny arabsky matematik Al-Chorézmi (celym jménem Abu Abdallah
Mohamed ibn Musa Al-Chorézmi Abl Dzafar, nékdy také Al-Chvarizmi, Al-Choresmi),
tvorici v prvni poloviné 9. stoleti. Plivodni dilo, ve kterém Al-Chorézmi popisuje indicky
pocetni systém, se bohuZel nedochovalo (k dispozici je pouze latinsky preklad Algorithmi
de numeru indorum, ¢esky Pocitdni s indickymi Cislicemi). Podle Barrowa [1, s. 50] v ném
Al-Chorézmi piSe: ,KdyZ [po odelteni] nic neziistane, pisi malé kolecko, takZe misto
neziistane prdzdné. Malé kolecko md obsadit pozici, protoZe jinak by neobsazend mista
mohla vést k omylu.” Al-Chorézmi si tedy uvédomoval, Ze nula v podobé popisovaného
(anam dobre znamého ,koleCka“) je, stejné jakbylo uvedeno v predchozich
podkapitolach, nezbytnou soucasti (ptivodné indického) pozi¢niho dekadického zapisu
Cisel.

Seife [20] uvadi, Ze pravé diky tomuto dilu spolu s knihou Al-jabr, ve které Al-Chorézmi
popisuje postupy rfeSeni jednoduchych rovnic, se indicky systém zacal postupné
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rozsirovat v arabskych zemich a stal se brzy populdarnim. BéZné pocetni ikony bylo mozné
provadét mnohem rychleji a snadnéji neZ s pomoci feckych Ccislic. I pres tyto vyhody
a Al-Chorézmiho prinos se systém v arabskych zemich vyraznéji rozsiril aZ v priibéhu

desatého stoleti, v zavislosti na rozsifovani nového zptisobu zapisu ¢isel. [20], [1]

Prinos Al-Chorézmiho pro matematiku dokladaji dodnes hojné uzivana slova algebra
(ptvod v nazvu knihy Al-jabr) a algoritmus (ptivod ve jménu Al-Chorézmiho a jeho

latinském prepisu). [20], [1], [22]

V arabském svété existovalo mnoho zplsobli zapisu ,arabskych“ cislic, mizeme je
rozdélit dodvou zakladnich skupin: Ccislice vychodoarabské a zapadoarabské.
Vychodoarabské ¢islice jsou v arabskych zemich uzivany dodnes. Zapadoarabské cislice
(téz cislice gobar) jsou predchidci nasich dneSnich evropskych ¢islic. Do zbytku Evropy
byly rozsiteny ze Spanélska, do kterého zapadni Arabové ptisli v 8. stoleti n. 1. Podle
Struika [22] v$ak existuji teorie vypovidajici, Ze ¢islice gobar byly ve Spanélsku pouzivany
jesté pred prichodem Arabtl. V novéjsich studovanych monografiich se vSak jiz tato

mySlenka neuvadi. [22], [1]

Ackoliv Al-Chorézmi primo popisoval vyhody uzivani nuly (viz vyse), v obou systémech
arabskych c¢islic nebyla nula zprvu pouzivana. Barrow [1] zminuje, Ze k rozliSovani rada
dopomahaly tecky psané nad cislicemi. V zdpadoarabském systému tak ¢islice bez tecky
oznacovala pocet jednotek radu prvniho, s jednou teckou pocet jednotek radu druhého

(desitek), s dvéma teCkami radu tretiho (stovek) atd. (viz Obrazek 7). [1]

246 =246 246 =2460 26=206 26=2060
Obrazek 7: Priklady zapisu Cislic s vyuzitim tecek nad ¢islicemi k rozliSovani radia
Pozdéji se vzapadoevropskych Ccislicich objevuje pro nulu znak ,0“ (stejny jako
pouzivame dnes), ve vychodoarabskych dodnes pouzivana tecka ,-“ (Barrow [1] uvadi

maly krouZek).

v IV z

2.2 Rozsireni arabskych cislic do Evropy

Rozsireni arabskych Cislic do zbytku Evropy bylo pomérné zdlouhavym procesem, véetné
prijeti nuly. Jednim z prvnich, kdo se na tomto procesu vyznamné podilel, byl Francouz

Gerbert z Aurillacu, ktery mél moZnost studovat matematické spisy ve Spanélsku. Naugil
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se tak pracovat v arabském pocetnim systému a diky jeho vlivu (po dobu ctyt let byl
papezZem Silvestrem II.) se arabsky systém mohl dostat do povédomi v Evropé. Nulu
ale Gerbert z Aurillacu podle MaresSe [18] neznal, nebo ji nebyl schopen docenit (coZ neni
v ,déjinach nuly“ nic prekvapivého, rozsireni nuly bylo zpomalovano ¢asto pravé tim,
Ze byla ignorovana, jak jiZ bylo zminéno v predchozich kapitolach). Ale podle Seifeho [20]
pravé absence nuly v uceni Gelberta z Aurillacu mohla byt diivodem, pro¢ se arabsky

systém zacal rozSirovat a nebyl hned zavrzen.

A7 ve druhé poloviné dvanactého stoleti se do Anglie a dalSich zapadnich zemi dostavaji
prvni preklady Al-Chorézmiho knihy Al-jabr. Arabské cislice se v Evropé postupné
zacinaji stavat populdrnimi piedevSim mezi obchodniky: pocitani s nimi je daleko
jednodussi nez s ¢islicemi Fimskymi, kdy musel byt uzivan tzv. ,abakus - pocitadlo,

uzivané v riiznych kulturach (tim padem i v riznych podobach) jiZ od starovéku. [20]

0 definitivnim vitézstvi ,,arabskych ¢islic véetné nuly“ nad rimskymi ¢islicemi ale miizeme
hovorit az ve ¢trnactém stoleti. Velkou roli v tomto procesu sehral slavny matematik
Leonardo Pisansky (také Leonardo z Pisy, znaméjsi pod jménem Leonardo Fibonacci),
ktery Zzil priblizné v letech 1180-1250. Jako syn vyznamného obchodnika mél k pocitani
blizko, a pravé jeho otec byl tim, kdo mu sponzoroval jeho cesty po stfedomofi. Fibonacci
se tak dostal i do severni Afriky, kde mél moznost studovat vyhody arabského pocetniho

systému. [18], [20]

v/

Leonardo Fibonacci své poznatky shrnul do nékolika knih, z nichZ nejzndméjsi je Liber
abaci z roku 1202 (Cesky Kniha o pocitdni [18], Kniha o abaku [20]). Pro nas je velmi
dtlezité, Ze na rozdil od Gerberta z Aurillacu Fibonacci nulu neprehlizi, ale bere ji jako
nutnou soucast systému. Seife [20, s. 94] uvadi: ,Zahrnuti této nové soustavy do Liber Abaci
pak nule konecné vydldZdilo cestu i do Evropy. Fibonacciho kniha vysvétlovala, jak pomoci
arabskych Cislic provddét ndsobeni a italsti obchodnici a bankéri po novém pocetnim

systému dychtivé sdhli.”

Novy pocetni systém se vSak na konci 13. stoleti musel potykat jesté s jednim problémem,
mezi vladnoucimi vrstvami (minimalné v Italii) nebyl v oblibé. V roce 1299 byl dokonce
zakazan, protoze ho bylo mozné, na rozdil od ptivodniho fimského, zneuzit k podvodiim
v bankovnictvi (nejen). Naptiklad z nové pouZzivané nuly se dala pomérné jednoduse

udélat Sestka nebo devitka, fimské Cislice byly z tohoto hlediska ,tvarové vyhodnéjsi*.
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Jesté vétSim rizikem se vSak zdalo byt to, Ze pripsanim nuly na konec c¢isla (nebo
samoziejmé i jiné Cislice), se znactné zménila hodnota celého ¢isla. V iimskych
»nepozicnich” ¢islicich neslo provést az tak velkou (fddovou) zménu. V fimském systému
byl navic vyvinuty specialni postup, jak zabranit pripisovani ¢islic: kon¢ilo-li ¢islo znakem
»1“, zménil se tento posledni znak na ,]“ a nebylo jiZ mozné Zadny dalsi znak pripsat
(ostatné na podobném principu jsou zaloZeny ndmi psané dvé carky za ¢astkami: napfr.

540,-). [1], [20]

Vzhledem k velké popularité arabského systému mezi obchodniky a vyhodam pfti pocitani
(nebylo potieba tabulek a abaku) byl tento zdkaz nakonec zrusen a systém arabskych

Cislic s nulou se zacal $irit do zbytku Evropy. [20]

Fibonacciho vyznam v zavedeni a popularizaci arabského systému s nulou je bezesporny.
Nicméné ani Fibonacci zpocatku nulu neradil mezi ostatni ¢isla (ani cislice). Kaplan
[13,s.108] uvadi, Ze sdm Fibonacci ve svém dile ,hovori o deviti indickych Cislicich,

ale znaku 0“. V dalSich dilech vSak uz nulu mezi indické ¢islice radi. [13]

Nula zacala byt hojné uzivana v ramci nového systému, jenZ pocitani zna¢né usnadiioval.
Byla to ale zprvu nula jen ve formé Cislice, nikoliv ¢isla. Podle Kaplana [13] trvalo jesté

minimalné dveé sté let od dob Leonarda Pisanského, nez se tento fakt zménil.

Dnes je velmi obtiZné vystopovat momenty, ve kterych nula zacala vystupovat jako cislo.
MizZeme Fici, Ze znami matematikové od 2. poloviny 16. stoleti ji jako ¢islo uznavali. Prvni
diikaz o pouZiti nuly pro oznaceni ,hodnoty“ pochazi z roku 1484 od Nicolase Chuqueta,
jenZji pouzil pri vypoctu korenl kvadratické rovnice, vjeho dile nachazime zapis

(prevzato z [13,s. 108] a upraveno):
3x% 4+ 12 = 12x
x=2+V4—4
4—4=0,M0=0)

x=2
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2.3 Nazvy pro nulu a jejich vyvoj

Vyvoj nazvu pro nulu v anglictiné (zero) je moZné pozorovat jiZ od chvile jejiho ,,objeveni”
vIndii. VIndii byla nula nazyvana Sunja (také sunya; nula, prazdnota). Arabové toto
oznaCeni preloZili do arabstiny jako as-sifr (ve vyznamu prazdno, prazdny prostor).
Ve stiedovéku pak bylo toto slovo transformovano do latinského cifra a zefirum*. Zefirum
bylo vyvojem upraveno az do podoby zero> (benatsky dialekt), jeZ je v anglictiné a dalSich

jazycich uZivana dodnes. [17], [1], [20]

Slovo cifra se vyvijelo dale také, nicméné jeho vyznam pozbyl na jednoznacnosti. Podle
Barrowa [1] tak dnes anglické slovo cipher, stejné jako francouzské chiffre, muze
oznacovat jak nulu, tak jakoukoliv jinou ¢islici. V CeStiné se slovo cifra pouZiva jako

ekvivalent ke slovu ¢islice.

7

Slovo nula pochazi z latinského vyrazu nulla figura (Zadny znak, Zadné Cislo/cislice). [1],

[13]

4Slovo zefirum pouZiva pro oznaceni nuly i zmifiovany Leonardo Fibonacci.
5 MoZny vyvoj nazvu pro nulu aZ do benatského zero: Zefirum > zefiro > zephyr > zefro > zevro > zeviro >
zevero > zevro > zero. [13]
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3 Nula a prazdnota v zapadni filosofii a védé

V piedchozi kapitole byla popsana cesta k prijeti nuly v Evropé. Dnes je ale znacné obtizné
stanovit, dokdy slouzila jen jako ¢islice - odkdy na ni bylo pohliZeno jako na ¢islo

s urcitymi vlastnostmi.

Vime, Ze nula k ndm , pricestovala“ z Indie, kde Brahmagupta na ni jako na jedno z ¢isel
pohliZel a jeji vlastnosti zkoumal (viz vySe). Nula vSak musela urazit zna¢nou vzdalenost
prostfednictvim mnoha kultur, svelkou pravdépodobnosti nebyla doprovazena

Brahmaguptovymi poznatky.

Aby byla nula prijata i jako ¢islo, které ma hodnotu, misto na ¢iselné ose, matematické
vlastnosti atd., musi byt piijata i jako ,myslenka“. A zde naraZzime na zakladni problém:
nula predstavuje nic, prazdnotu, nebyti. K témto entitam se evropska spole¢nost stavéla
znacné negativné. Myslenka ,prazdnoty“ byla pro Evropu néco velmi nepfirozeného a do
jisté miry inebezpecného, jeji prijeti by doslova zborilo néktera odvétvi evropské

filosofie.

Koreny evropské filosofie se bezesporu nachazeji ve starovékém Recku. Cilem této
kapitoly je ve stru¢nosti sledovat vyvoj ndzoru na prazdnotu, nic: tedy hlavni reprezentaci
nuly ve svété. Kapitola kon¢i v misté, kdy doslo k ,,objevu vakua - objevu nuly v piirodé“,
ackoliv zkoumani charakteru prazdna a jeho mista ve svété je jednou z otazek ve védé

a filosofii dodnes.

3.1 Starovéké Recko

V prvni kapitole bylo zminéno, Ze nula do recké matematiky a pocetniho systému
nepatftila. Reckd matematika neni ptivodnim feckym vynalezem, z urcité ¢asti je ovlivnéna

matematikou starého Egypta. [15], [20]

Egyptané nulu neobjevili predevsim z toho divodu, Ze matematiku pouzivali jen cisté
k praktickym ucelim (zeméméricstvi, stanoveni kalendare), nikoliv v jeji abstraktni
roviné. Navic jejich poCetni systém (desitkovy) je zaloZen na aditivnim zpusobu,
nevyzaduje praci s pozicemi, béhem které by se pravdépodobné v priibéhu vyvoje nula

objevit mohla. [20]
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Podle Kolmana [15] Rekové od Egyptanti piebrali pocetni systém a praktické
matematické dovednosti (nékteré i od Babylonanti). Preneseni matematiky od
konkrétnich problémil do teoretické roviny je vsak jiZ (s nejvétsi pravdépodobnosti)

dilem Rekd. [15], [20]

Kolman [15,s.73] uvadi: ,Definitivné se zacala v Recku matematika ustavovat
v samostatny védecky obor od poloviny 6. stol. pr. n. L.” Jiz od pocatku 6. stoleti pt. n. 1.
se v mysleni Rek za¢ina ¢im dal vice objevovat ona , teoretickd stranka“[15, s. 73]. Stejné
tak zacind dochazet ke spojovani matematiky a filosofie. V nasledujicich odstavcich

se zaméime na nékteré recké matematiky a jejich filosofie.

3.1.1 Pythagorejci

Velkymi prikopniky v matematice byli pythagorejci: spolupracovnici a nasledovnici
Pythagora ze Samu (2. pol. 6. st. pt. n. 1.). Pythagorejci byli fascinovani Cisly, zejména jejich
propojenim se skute¢nosti: dualita mezi Cisly a tvary, Cisly a prirodnimi jevy. Seife
[20, s. 43] uvadi: ,ZtotoZnéni &isel a forem (tvarii) ucinilo z Rekil mistry geometrie, ale mélo
soucasné jeden vdzny nedostatek. Pfedem totiZ vyluc¢ovalo, aby kdokoli uvaZoval o nule jako

o Cisle.”

Vzhledem k tomu, Ze nula nebyla v Zddné podobé v piirodé zastoupena, nemélo smysl o ni
mluvit jako o jednom z Cisel. Existence cisla nula by podle Seifeho podkopala zaklady
celého pythagorejského pohledu na svét, zplisobila by zasadni problém v ,tipravném rddu
pythagorejského kosmu“[20, s. 44]. Nula, na rozdil od iracionalnich ¢isel, jejichZ existenci
se pythagorejci snaZili poprit, na né zkratka nikde ,,nevyskakovala“, jako naptiklad druha

odmocnina z ¢isla dvé v thlopricce kazdého ctverce.

Podle Barrowa [1] vSak Aristoteles tvrdil, Ze pythagorejci s jistou formou prazdnoty
operovali, jelikoZ prazdno oddélovalo jednotliva ¢isla, fungovalo tedy jako urcita forma
separace. Barrow [1] uvadi, Ze vtomto ohledu mutzeme najit jakousi paralelu mezi

pythagorejci a atomisty (atomisté viz 3.1.3).

3.1.2 Aristoteles (384-322 pr.n.1.)
Jak jiz bylo upomenuto v predchozich c¢astech prace, hlavni roli v chapani ,prazdnoty”
(a s tim souvisejicich problémi s prijetim nuly) sehral Aristoteles, jehoz uceni se stalo

urcujicim az do novovéku. Jeho filosoficky pohled na svét totiz vyhovoval cirkvi, ktera
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v priibéhu déjin ziskala hlavni postaveni v mnoha oblastech lidské ¢innosti (véetné védy

a filosofie): , Jeho systém totiz dokdzal existenci boha.” [20, s. 57]

Podle Aristotela je cely vesmir vyplnén hmotou, je konecny a prvotni pri¢inou veSkerého

pohybu je pravé Blh. [20]

V Aristotelové filosofii tedy neni pro prazdnotu vymezen Zadny prostor, Aristoteles
mysSlenku ,existence prazdna“ absolutné zavrhuje. Kromé prazdnoty se ale Aristoteles
musel vyporadat i s myslenkou nekonecna, které je v jistém zplisobu s onou prazdnotou

ve vztahu duality. [20]

»Logika vedla konec koncti k zdvéru, Ze jsou pouze dvé moznosti, které by v prirodé dovolily
prdzdnotu - a z obou vyplyvala existence nekonecna. Za prvé by prdzdnoty mohlo byt
nekonecné mnoZzstvi. Za druhé by ji mohlo byt konecné mnoZstvi, ale protoZe prdzdnota
odpovidd jednoduSe nepritomnosti hmoty, musi byt vtomto pripadé naopak hmoty

nekonecné mnozstvi, aby mohla byt zabezpecena konecnost prdzdnoty.”[20, s. 58]

Podle Seifeho [20] tak bylo (zjednoduSené reCeno) pro Aristotela snaz$i odmitnout
existenci prazdnoty a tim i ,omezit nekone¢no“ - jedinou nekonecnost v Aristotelové

filosofii nalézame v nekonecnosti casu (nekonecnosti doby existence svéta).

Aristoteles samoziejmé neni jedinym vlivhym staroreckym filosofem, jenZ vylucuje
existenci prazdna. Jako dalsi zastance tohoto nazoru miizeme jmenovat napi. Parmenida,

Thaleta z Milétu ¢i Platéna. [1]

Aristoteliv pohled na svét vSak neni jedinym vystupem starotecké filosofie. S pojmem
prazdnoty operovaly i dalsi filosofické Skoly, nékteré z nich jeji existenci pripoustély,

pro nékteré byla dokonce zakladnim kamenem.

3.1.3 Atomisté a stoikové

Atomisté, zastoupeni Démokritem (460-370 pft. n. L.), tvrdi, Ze veSkera hmota ve vesmiru
se sklada z velmi malych atomt, které jsou lidskym okem nepozorovatelné, neménné
a dale nedélitelné. Pohyb ve svété pak vznika pohybem téchto castic. Aby vSak mohl
takovy pohyb probéhnout, musi byt mezi atomy jisté ,mezery“ - tedy prazdny prostor,

vakuum. Podle atomist( je takové vakuum nekonec¢né a vSudypritomné. [1], [15], [20]

Myslenky atomisti maji jisty zaklad uz v uceni Empedokla, ktery vSak myslenku

prazdnoty nahradil ,éterem“ jakousi ,tajemnou lehkou Ildtkou” [1,s.62], jez je
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prostoupena prostorem a obklopuje veSkerou hmotu. Vira véter, jakysi element,
zpopularizovany mj. Isaacem Newtonem (viz niZe), diky kterému se do jisté miry
lze vyhnout ptijeti existence vakua, se stane velmi dtileZitou azZ do prvnich let dvacatého

stoleti. [1]

Myslenku existence prazdnoty (vakua) pak nalézame i u stoikii, podle kterych je cely

existujici svét obklopen nekone¢nym prazdnym prostorem. [1]

3.1.4 Pripady uziti nuly ve starovékém Recku
Existuji diikazy, Ze pokud nebylo zbyti, Rekové s nulou operovali. Diky expanzi v dobé
(nejen) Alexandra Velikého méli moZnost sezndmit se s babylonskym systémem a poznat

jeho vyhody.

Morris Kline [14] uvadi, Ze v alexandrijském obdobi (prvni tfi stoleti pt. n. 1.) byla nula
v nékterych pripadech uzivana se stejnym ticelem jako u Babyloiiant: k oznaceni prazdné

pozice, a to jak uprostred, tak na konci ¢isla.

Nula (prazdno) vSak celkové odporovala mainstreamu recké filosofie. Podle Seifeho [20]:
byla-li nula vyuZita (naptiklad v astronomickych vypoctech), stalo se tak v babylonském
pocCetnim systému a vysledky pak byly zpét prevedeny do tfeckého. Specidlni recké
symboly pro nulu Seife na rozdil od Klineho nezmifiuje. , Rekové sice uZitecnost nuly pro své

vypocty uzndvali, nicméné ji v zdsadé presto neprijali.”“ [20, s. 49]

3.2 Krestanstvi a stredovék

Stredovéka evropska spolecnost, resp. jeji filosofie a véda, byla vystavéna na Aristotelové
uceni v syntéze s kirestanskou ideologii. Doslo tak k miseni starofeckého myslenkového
proudu, jeZ prazdno vylucoval a ,bal se ho“, s myslenkou stvoreni svéta z niceho: creatio
ex nihilo, tim pAdem i moZnosti existence ni¢eho. Sledujme ve strucnosti nékteré mezniky

vyvoje debaty ohledné tohoto drobného rozporu.

Jednim ztéch, kdo do debaty ohledné prazdnoty prispé€l a velmi ovlivnil smérovani

krestanské filosofie, byl sv. Augustin (Augustin z Hippo; 354-430°). Augustin byl

6 Jako zacatek epochy stredovéku byva nejCastéji oznaCovan rozpad zdpadotrimské tiSe: rok 476.
Sv. Augustin tedy Zil jeSté ve starovéku, presto ho zarazuji do této kapitoly, jelikoZ svymi mySlenkami
vyrazné ovlivnil smérovani stredovéké kirestanské filosofie.
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zastancem puvodniho biblického tvrzeni, Ze Buh stvofil svét z niceho, nikoliv pouhou
preménou jiz existujici latky. Augustin vSak ,nic“ (prazdnotu, nebyti) ztotoZnil s nejvétSim
zlem (d’ablem) a podpotil tak z Recka dédéné horror vacui (strach z prazdnoty). Podle
Barrowa [1] se sv. Augustin vyhnul problému existence zla pred Bohem (moZnosti
neexistence Boha v minulosti) tim, Ze podle néj Bith v momenté stvoreni svéta stvoril

i ¢as, tudiz jakysi ,stav pred Bohem“ nemohl existovat. [1]

Prevaha ,augustinismu” v cirkvi v§ak zacala byt ohroZenou od 10. stoleti, kdy do Evropy
zacCaly pronikat mysSlenky z muslimského (arabského) svéta vcetné nového vykladu
Aristotelovych spisi. Ty byly pro cirkev do urcité miry ohroZenim, jelikoZ nékteré
Aristotelovy teze omezovaly ,moc Boha“. Meznikem v tomto procesu se stal rok 1277,
kdy parizsky biskup Etienne Tempier pievahu ,aristotelismu” ve filosofii odmitl, nékteré
uCeni Aristotela zakazal avratil se kplvodni myslence, ze Blih vramci své

vSemohoucnosti mize délat naprosto cokoliv. [25], [1], [22]

Z vySe uvedeného vyplyva disledek, Ze Blih mohl stvorit i prazdnotu - je to vjeho
kompetenci. Podle Barrowa [1] se tak na dalsi stoleti otevira moZnost diskuse o existenci
prazdnoty v podobé ,extrakosmického vakua“[1, s. 78], takového vakua, které obklopuje

svét (resp. vesmir).

Existence ,intrakosmického vakua“ [1, s. 78] (lokalniho, vnitiniho) byla az do 17. stoleti
filosofy a védci vyvracena. VétSina diitkazii nemoZnosti jeho existence byla zaloZena
na aristotelovském strachu z prazdnoty: priroda se snaZi vSemi prostiedky jakékoliv

prazdno zaplnit hmotou. [1]

3.3 Objev vakua: reprezentace nuly (prazdnoty)

Knalezeni prazdnoty v prirod€, vredlném svété, ve kterém Zijeme, doSlo az diky
Evangelistovi Torricellimu v 17. stoleti, jenZ pri svych pokusech se rtuti a sklenénou
trubici vytvoril vakuum. Do té doby ivahy o vakuu a prazdnoté patii vice do metafyziky

a teologie, nez do fyziky a potazmo matematiky.

Evangelista Torricelli byl Zakem Galilea Galileiho a udajné pravé Galileo byl tim, kdo,
a¢ neprimo, poskytl Torricellimu inspiraci k vykonani znamého pokusu se sklenénou
trubici a rtuti. Galileo [9] v jednom ze svych dél hovori o jevu, jenZ ho zaujal a jenZ v danou

chvili nedokazal vysvétlit. Galileo popisuje problematiku tehdejsich vodnich pump v Italii,
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jez fungovaly na principu , 0b#i strikacky“ [20, s. 112]. Tyto pumpy dokazaly vypumpovat
vodu jen do urcité hranice: do vysky (resp. z hloubky) priblizné 10,5 metru. Torricelli
na zakladé této informace provedl experiment: trubici (delsi neZ 76 cm, na jednom konci
uzavienou) celou naplnil rtuti, otevireny konec zakryl palcem a tento konec nasledné
ponofil do misky. Po vztyc¢eni trubice a uvolnéni konce klesla hladina rtuti na hranici cca
76 cm. Ve zbytku (vrchni c¢ast) trubice tak vzniklo vakuum - ona ,prazdnota“

reprezentace nasi nuly v redlném svété. [1], [9], [20]

Torricelliho experimenty nebyly primarné urceny k objeveni vakua, spolu s dalSimi mély
poslouzit zkoumani tlaku a dalSich veli¢in. Znamy fyzik Blaise Pascal byl tim,
jenZ v Torricelliho pokusech pokracoval a jenz dokazal, Ze vyska hladiny rtuti v trubici
prokazatelné zavisi na nadmotské vysce, ve které je pokus provadeén. Tyto vysledky velmi
prispély jak k vyzkumu atmosférického tlaku, tak i ke zkoumani vakua. Zaprvé, jak uvadi
Barrow [1], tak mohly byt otevieny diskuse, jeZ mohly vyloucit ,saci vlastnost vakua
a tim padem zacit borit mytus, Ze priroda vakuum ,nesnasi“ a snazi se jakykoliv prostor
zaplnit. Zadruhé doslo k rozvinuti ivahy o tom, Ze vedle intrakosmického vakua v trubici
muze existovat i vakuum extrakosmické - klesani atmosférického tlaku s rostouci
nadmoftskou vyskou a ridnuti vzduchu pridava dulezitosti myslence, Ze pravdépodobné

existuje hranice zemské atmosféry a Ze cela zemé je obklopena dalsi formou vakua. [1]

Existence vakua nebyla v dobé jeho objeveni okamzité uznana: Torricelli i Pascal

se museli potykat s fadou oponentii jak z fad védcq, tak cirkve.

Nejvétsim Pascalovym oponentem byl v jeho dobé René Descartes. Ackoliv Descartes nulu
v matematice pouZzival a jeho snad nejvyznamnéjsi vynalez, kartézska soustava souradnic,
ma nulu v podobé pocatku ve svém stredu, existenci prazdnoty, jakési ,absolutni nuly*
kategoricky odmital. Podle Seifeho [20] je tomu tak z mnoha divodi, zejména vlivem

aristotelské filosofie na Descarta a jeho mysleni. [1], [20]

Ostatné existence ,prazdnoty” by pak odporovala i Descartové gnoseologickému uceni

a zndmému dikazu existence Boha.

Nékteri védci vSak mySlenku vakua podporovali. Jmenujme Otto von Guerickeho, jenZz se
(zjednoduSené receno) pokusem s ,magdeburskymi koulemi“ snaZil dokazat, Ze neni

pravda, Ze priroda ,nema rada vakuum®, ale naopak se ho snazi udrZet. DalSim pak byl
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napt. Robert Boyle, ktery se pokusil prispét k vyvraceni nazoru ohledné savého ucinku

vakua. [1]

Diskusi ohledné povahy vakua a jeho podob mizeme od 17. stoleti sledovat aZ do
dneSnich dob. Isaac Newton podle Barrowa [1] pfi studiu vakua dospél k nazoru,
Ze ,absolutni prazdno“ existovat nemiiZe, jelikoZ zkoumané vakuum vykazovalo jisté
vlastnosti (napt. dovolovalo $ifeni svétla, nerusilo magnetickou pritaZlivost apod.).
Dospél tak k ndzoru, Ze ono prazdné misto je vyplnéno jiz (vySe) zminénym éterem, tedy
jakousi velmi ziedénou tekutinou, mnohem ridsi nez vzduch, ktera vyplnuje veskery
prazdny prostor. A¢koliv sam Newton ohledné existence a formy éteru bilancoval aZ do
konce svého zZivota, éter se stal aZz do prvni poloviny dvacatého stoleti vSeobecné

prijimanou zaleZitosti a prijimani jeho existence narusil az Albert Einstein a jeho teorie

relativity. [1]
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4 Krestansky letopocet: absence roku nula

Jednim z typickych ptikladi, ktery dodnes doklada absenci nuly vzapadni kultufe,
je kfestansky letopocet, nas bézny letopocet. Ackoliv je kiestansky letopocet v nasi
spolec¢nosti vSeobecné uznavany, jeho uzivani dava vzniknout nékolika problémtim, které
sice pomérné snadno dokdZeme piekonat, nicméné mysleni velké ¢asti lidi mohou tyto

paradoxy i dnes ovliviiovat.
Puvod naseho letopoctu

Zakladnim bodem, od kterého letopocet pocitame, je okamzZik narozeni JeZiSe Krista, tedy
alesponi to byla zakladni idea mnicha Dionysia Exigua, jenZ tento okamzik (aZ) v roce 525
zpétné stanovil. Vytvoieni nového letopoctu bylo jen vedlejSim produktem Dionysiovy
¢innosti. Dionysius pivodné pracoval s velikono¢nimi tabulkami (rozsiroval je), pomoci
kterych se stanovovalo datum Velikonoc. Dionysitiv letopocet vSak zlistal po vice nez dvé
stoleti v zapomnéni, dokud jej neobjevil anglosasky mnich Beda Ctihodny pravé pri studiu
Dionysiovych velikonocnich tabulek. Beda Dionysitiv letopocet zahrnul do své prace
aznacné jej zpopularizoval. Letopocet se tak zacal Sirit nejprve v Britdnii, nasledné
pres uzemi dnes$ni Francie i do kontinentalni Evropy. Podle Blahové [7] existuje nékolik
dokladti o uzivani Dionysiova letopoctu jiz v pribéhu 7. stoleti. A¢koliv se tento letopocet
ptivodné uzival jen v liturgickych spisech ¢i kronikach, béhem stredovéku se rozsiril
takika do celé Evropy (v nékterych pripadech i dal) a zacal se uZivat i v tiednich spisech.

[71, 23], [20]

Rok Kristova narozeni byl oznacen jako rok ,1 A. D.“ (Anno Domini: ,1éta Pané“; v ¢eStiné
rok 1 n. l.: ,naSeho letopoc¢tu”). Sdm Dionysius vSak spocital, Ze se JeZi§ Kristus narodil
25. prosince roku predeslého, tedy roku 1 pr. n. 1.7 Jak vidime, po roku 1 pf. n. l. ihned
nasleduje rok 1 n.l. a pro rok 0 nezbyva Zadné misto. Pfedstavime-li si ¢iselnou osu, kde se

léta n. . nachazeji na kladné casti osy a léta pr. n. l. na zaporné, zjistime, Ze rok 0 se musi

7 Byl to pravé Beda Ctihodny, ktery zavedl oznaceni ,BC* (u nas pt. n. L.) pro roky pred narozenim Krista,
jelikoZ se ve svém dile zabyval déjinami od roku 60 pt. n. 1. [23], [20]
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»scvrknout” do jediného bodu, a to ptilnoci mezi 31. prosincem roku 1 pt.nl. a 1. lednem

Vv

roku 1 n. L, tedy do stanoveného okamziku narozeni JeZiSe Krista&. [20], [23], [7]
Problém ve vypoctech

Absence nuly (resp. roku 0) je tak z matematického hlediska zna¢nym prohieskem vuci

Ciselné ose, ktera je vSak dodnes ve vyuce déjin ve formé osy casové hojné pouZzivana.

Tato vada neni vsak jen jakymsi estetickym prohiresSkem. DalSi problém vznika, pokud
chceme zjistovat délku obdobi (intervalu), které zasahuje do obou casti osy, zaporné
i kladné. Pri zjiStovani délky obdobi tak uplné selhava metoda souctu absolutnich hodnot
(¢i odecteni mensiho cisla od vétSiho v pripadé, Ze si Cisla na levé strané osy predstavime

jako cisla zaporna). [20]

Budeme-li chtit zjistit vék mladika, jenZ se narodil 1. ledna roku 3 pt. n. l. k 1. lednu roku

16 n. 1., béZnymi postupy ziskavame:
16 — (=3) = |16/ +|-3| =16 + 3 =19 let
Vynechany prostor pro nulu vSak zptisobil chybu - mladikovi je v roce 16 n. 1. pouze 18 let.

Pri zjiStovani délky c¢asovych intervali v historii (zasahujicich do obdobi n. . i pt. n. 1.)
tedy musime pouzivat pravidlo, kdy od vysledku ziskaného standardnim zplsobem
musime odecist jednicku. Tomuto pravidlu se lze vyhnout uzitim astronomického
vyjadreni letopocCtu, ve kterém se rok pred rokem 1 n. 1. oznaci jako rok 0 a dale se

sestupné pokracuje zapornymi ¢isly (tedy rok 0 = 1 pt. n. 1., rok -1 = 2 pt. n. l. atd.).
Zacatek nového tisicileti (stoleti)

S chybéjici nulou vletopoCtu je spojen jeSté minimalné jeden paradox, a to otazka,
kdy zac¢ina nové stoleti, tisicileti. Matematik ¢i jiny védec na tuto otazku odpovi snadno,
podle Teresiho [23] a Seifeho [20] vSak pravé oslavy startu tretiho tisicileti byly diikazem
toho, Ze o¢ima velké Casti spolecnosti bude jako zacatek nového tisicileti bran rok 2000.
Teresi poukazuje dokonce na nékolik chyb redaktord, kteifi rok 1900 oznacovali

za pocatek 20. stoleti. Jak tedy vyvodit, kdy zac¢ina nové tisicileti (stoleti)?

8 Jak jiz bylo uvedeno vyse, Dionysius stanovil tento okamzik na 25. prosince roku 1 pr. n. I, podle Seifeho
[20] vSak zacatek nového roku stanovil na 1. ledna z toho divodu, aby zacatek roku odpovidal tehdy
uZivanému fimskému kalendati, ve kterém rok zacinal 1. lednem. Ostatné okamzik narozeni Krista byl
stanoven s mnohem vétsi chybou, dnes je zastavan nazor, Ze k nému meélo dojit roku 4 pr. n. 1. [20]
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Pomozme si prikladem. UvaZujme situaci JeZiSe Krista a pro nazornost: necht se JeZis
narodil v prvni sekundé 1. ledna roku 1 n. 1., jak by to odpovidalo plivodni mySlence
zavedeni letopoctu. V roce 2 by mu byl 1 rok, tedy o jeden méné, neZ je hodnota oznaceni
probihajiciho roku. V piipadé JeZiSovy nesmrtelnosti by mu v roce 100 bylo 99 let, stého
roku Zivota by dosahl az 1. ledna 101, jeho Zivot by byl aZ v tento den roven délce jednoho
stoleti. Druhé stoleti tedy logicky musi za¢inat aZ dnem 1. ledna 101 stejné tak, jako nové

tisicileti 1. ledna 2001. (inspirovano [20])

Jak ale uvadi Seife [20], pro laiky je daleko pritazlivéjsi slavit pirelom let 1999 a 2000
nez 2000 a 2001 - je to stejny pripad, jako kdyZ nas v auté na méridle ujetych kilometrt
spiSe zaujme moment piekroceni hranice mezi 19 999 a 20 000 kilometry neZ situace

o kilometr dale.

Pravé ztohoto prikladu je patrna podstata problému letopoctu (a tim padem zacatku
nového stoleti, tisicileti): zatimco pocitadlo kilometrti ndm ukazuje, kolik toho jiZ mame
za sebou, pocitadlo zvané ,letopocet” nam ukazuje aktualni stav: v roce 2000 za sebou

nemame 2000 let n. 1., ale proZivame jeji dvoutisici rok, posledni rok starého tisicileti.

V kapitole 1.2 bylo naznaceno, Ze pri pouZziti mayského pocetniho systému (véetné jejich
nuly) by k podobnym paradoxtim nedochazelo. Pocitat bychom zacinali od nuly a princip

letopocCtu i métidla kilometri by byl totozny.
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5 Matematicka cast

Cilem této kapitoly je zamérit se na nulu z ¢isté matematického pohledu: zkoumat jeji

matematické vlastnosti a jeji vyskyt v rliznych ¢astech matematiky.

StéZejni casti je podkapitola zamérend na nulu a jeji roli ve vztahu k zakladnim
aritmetickym operacim. V dalSich podkapitolach jsou pak uvedeny priklady oblasti,
ve kterych se miizeme s nulou v matematice setkat. Jedna se vSak pouze o velmi uzky
vybér takovych pripadii. Kritériem Kkjejich zatazeni do této prace byla mira vlivu

problematiky nuly (jako ¢isla ¢i mySlenky obecné) na danou oblast.

Na mnoha mistech této kapitoly budeme pracovat s pojmy, které by bylo velmi vhodné
nejprve zavést. K tomu by vsak bylo nutné vymezit mnohem vice prostoru, nez charakter
této prace nabizi. Bude tedy piedpokladano, Ze ¢tenar této prace jiz ma znalost alespon
zakladnich pojmi, definic a vét ze zakladli vysokoskolské matematiky. Piesto tato

kapitola obsahuje nékolik definic a vét, které jsou pro dané téma dilezité.

5.1 Nula a zakladni aritmetické operace

V této podkapitole se zaméiime na aritmetické vlastnosti nuly, resp. na nulu ve vztahu

k zakladnim aritmetickym operacim.
Tato podkapitola je zpracovana podle: [8], [11], [12], [19], [20], [21], [24], [26].

Pro vSechny proménné, které budou uZity v této podkapitole (5.1), nebude-li uvedeno

jinak, plati, Ze jsou prvky mnoZiny realnych cisel.

V celé kapitole budeme pracovat s nulou voboru realnych cisel. Aby nebylo nutné
postupné nadefinovat obor realnych cisel, vyjdeme z toho, Ze obor realnych cisel je pole
(R, +,-) a z tohoto faktu pouze vyvodime dulezité vlastnosti, informace a vztahy pro tuto

podkapitolu, ze kterych se bude dale Cerpat a na které bude v dalsim textu odkazovano.

Pole je komutativni téleso. Téleso je sktrukturou, ve které je mnozina jeho prvkia vzhledem

ke scitani komutativni grupou a mnozina jeho prvkid bez nuly® vzhledem k nasobeni

9 ,Bez nuly*, tj. bez neutralniho prvku (v tomto piipadé nulového prvku) vzhledem k operaci scitani.
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grupou. Komutativni téleso je struktura, ve které je grupa s operaci ndsobeni rovnéz

komutativni. Komutativni strukturou je takova struktura, pro jejiz prvky plati:

a+ b = b + a (v aditivnim zapisu) (D
a-b = b -a (vmultiplikativhim zapisu) (2)
Mnozina prvkia télesa je vzhledem k obéma operacim grupou, musi tedy existovat

neutralni prvky vii¢i obéma operacim, pro které plati:

a+0=0+a=a (3)

a-1=1-a=a

Ve vztahu ke scitani je neutradlni prvek oznaCovan jako nulovy prvek a ve vztahu

k nasobeni jako prvek jednotkovy (v nasem pripadé to jsou prvky po radé ,,0“a,1).
MnozZina prvka télesa je vzhledem k obéma operacim grupou, musi tedy existovat
inverzni prvky vii¢i obéma operacim, pro které plati:

a+(-a)=0 (4)

a-al=1

5.1.1 Scitani a od¢itani

Podle vztahtli (1), (3) plati: prictenim nuly k libovolnému c¢islu toto cislo nezménime,
stejné tak jako prictenim libovolného cisla k nule toto cislo nezménime. Pro odc¢itani
jiz vSak neplati komutativni zakon, tudiZ se situace zméni i pro nulu: odeCtenim nuly
od libovolného ¢isla toto ¢islo nezménime (jako pri s¢itani), avsak odectenim libovolného
¢isla od nuly toto ¢islo zménime, a to na ¢islo opacnél0. Rozdil dvou stejnych c¢isel je roven

nule.

Z vysSe uvedeného tedy vyplyvaji aritmetické vztahy pro nulu:
a+0=0+a=a
a—0=a
0—a=-a

a+(-a)=a—-a=0

10 Opacnym c¢islem rozumime takové cislo, které je inverznim prvkem k pvodnimu ¢islu vici operaci
s¢itani.
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5.1.2 Nasobeni
Jakékoliv c¢islo vynasobené nulou je rovno nule. Diky komutativnhimu zakonu (2) plati

také: nula je vysledkem nasobeni nuly libovolnym ¢islem.

Z vyse uvedeného tedy vyplyvaji aritmetické vztahy pro nulu:
ab=0a=0vb=0
a-0=0-a=0 (5)

5.1.3 Déleni

Délenti je operaci opacnou (inverzni) k nasobeni, plati tedy vztah:

a
Ezc(téiznaéenoa:bzc)@b-cza, b+#0 (6)
Rovnice% = ( plati pravé tehdy, pokud a = 0. Plati tedy vztah:
0 0 b+0
b - )

5.1.4 Déleni nulou

Déleni nulou neni definovano. Snad kazdy Zak zakladni Skoly vi, Ze nulou se délit ,nesmi“.
Neni ovSem pravidlem, Ze by vzdy ucitel toto tvrzeni podpoftil vhodnym ,dikazem*
Ci prikladem: tento poznatek o déleni nulou se bere jako jakysi axiom, o kterém
se nediskutuje. Uved'me niZe nékolik ,dlikazi“, pro¢ délit nulou neni mozné, proc¢ tato
operace neni definovdna a k jakym alternativnim chybnym vysledkiim operace déleni

nulou miizeme chybnou tvahou dospét.

Déleni nulou miizeme vyloucit uz jen na zakladé zavedeni déleni jako inverzni operace
k ndsobeni. Vezméme cislo 24 a vydélme ho Cislem 2 podle vztahu (6). Jako jednoznacny
vysledek ziskdme ¢islo 12:

24:2=122-12=24

Pokud ale budeme délit ¢islo 24 nulou, dostavame vyraz:

24:0=co0-c=24

Ze vztahu (5) vSak vime, Ze soucinem libovolného ¢isla a nuly je nula. TudiZ neexistuje
zadné takové Cislo, které by nasobené nulou dalo soucin 24. Nulou tedy délit nelze, tato

operace nema smysl.

V pribéhu déjin matematiky se muiZeme na nékolika mistech setkat s tvrzenim,

zZe jakeékoliv ¢islo délené nulou je rovno nekonec¢nu (nekonecné hodnote). [20]
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K tomuto tvrzeni bychom mohli mylné dojit i nasledujicimi dvahami. Operaci déleni se
déti v prvnich roc¢nicich zakladnich Skol u¢i pomoci riiznych praktickych dloh, na zakladé
jejichZ pochopeni si pak mohou abstraktni operaci déleni prevadét do nazornych

predstav. Jednou takovou miiZe byt predstava déleni jako situace:
,Kolikrat se ,vejde’ délitel do délence?”
Tento vyrok mizeme prepsat do nasledujici rovnice.

(b+b+-+b)=a

ckrat

(7)
Vezméme priklad 24 : 3, ktery podle (7) mGZeme rozepsat jako:

(3+3+-+3) =24
8krat

(8)
Vyuzitim této pomtcKky pri déleni bychom tak mohli mylné dojit k zavéru, Ze vysledkem
déleni 24 : 0 je nekonecno. Na otazku ,Kolikrat se vejde nula do dvacet ¢tyiky?“ bychom
mohli mylné odpovédét ,nekonecnékrat“: vidyt preci neexistuje omezeni, které
by maximalni pocet nul v pomyslné zavorce (obdobné jako cislo 8 v (8)) stanovilo. Pokud
by si vSak kazdy tuto uvahu prepsal pomoci vztahu (7), hned by mu bylo jasné,
Ze nekonecno jako podil je chybnym zavérem: ani po secteni nekonecného poctu nul ¢islo

24 neziskame.

Podobné mizeme vysledek nekonecno jako podil pti déleni nulou vyvratit pomoci

predstaveni si déleni jako postupného odecitanill:

a:b=coa-b—-b—-—b=0 (9)

ckrat

Budeme-li chtit timto zptisobem délit ¢islo 24 ¢islem 4, miZeme vyraz 24 : 4 prevést na:

24—4—4——4=024:4=6
6krat

Pri resSeni prikladu 24 : 0 si tedy mtizeme polozit otazku: ,Kolikrat musim odecist nulu
od ¢isla 24, abych dosahl nuly?“ JiZ zde je zfejmé, Ze presnou odpovéd na tuto otazku
poskytnout nelze. Odpovédél-li by i presto nékdo ,nekonecnékrat‘, mizeme oponovat
nasledujicim zpisobem: kdyz jsme délili ¢islo 24 ¢islem 4, po prvnim odecteni jsme ziskali

¢islo 20, po druhém 16 atd. AvSak po prvnim odeCtenim nuly od cisla 24 jsme se

11 Vychazime z faktu, Ze nasobeni (inverzni operace k déleni), 1ze zavést jako postupné scitani.
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k vysledné nule nepftiblizili ,0 Zadny kus“, stejné tak jako po jakémkoliv dalsim odecteni.

Neni tedy viibec mozné, abychom vysledné nuly dosahli, tudiZ nulou délit nelze.

5.1.5 V}'Iraz%

Vyraz %je znacné specificky. JelikoZ obsahuje déleni nulou, mohli bychom tvrdit, Ze tento

vyraz nelze definovat. JenZe prepisem tohoto vyrazu podle vztahu (6) ziskavame:

0
6=c<:)0-c=0 (10)

Jak vidime, u této ulohy, na rozdil od déleni nulou s délencem riiznym od nuly, reSeni
naléztlze. Vztahy v tloze (10) plati pro libovolné ¢ € R.]JelikoZ vSak vyraz % miZe nabyvat
riznych hodnot, hovoiime o ném jako o vyrazu neurcitém. Jeho jednoznacnou hodnotu
v konkrétnich prikladech vsak mizeme ziskat pfi pocitani s limitami (viz podkapitola

5.2).

Mohli bychom se setkat s tvrzenim, Ze hodnotu vyrazu % lze dodefinovat jako ,1“

na zakladé pravidla, Ze cislo délené sebou samotnym je rovno jednélZ, Vybereme-li
si jakékoliv cislo, poucka % = 1 pro néj plati. Pokud se budeme pribliZzovat k nule, poucka

stale plati, proc¢ by tedy nemohla platit i pro nulu?

100_1 %_1 8_1 2_1 a3_1 0_1
100 7 25 7 8 T2 7 03 0

Avsak neplatnost rovnosti % = 1 lze demonstrovat jednoduchym prikladem:

48 =1.48=2.4g=2%8_0_,
B 0 0 0

5.1.6 Umocnovani
Nula umocnéna libovolnym kladnym mocnitelem?!3 je rovna nule. V pripadé zaporného

mocnitele bychom dos$li k déleni nuloul4, které neni definovano. Pro a € R* tak plati vztah

0% = 0. (11)

Pro nulu jako mocnitele plati

a®=1, proa€R,a#0. (12)

12 Dodefinovénig = 1 neodporuje ani vztahu (10).
13 Pripad, kdy mocnitel je roven nule, je feSen nize.

Vi s - 1
14 S vyuzitim vztahu a™ = e
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Tento vztah Ize ziskat rozSirenim definice mocniny s prirozenym mocnitelem.

n+1 —

Definice 1 Pro kaZdé a € R a pro kazdé n € N definujeme a® = q,a™*! = g

- a. Cislo

a™ nazyvame n-ta mocnina ¢isla a.

Pokud bychom mnoZinu ptirozenych ¢isel v definici rozsirili o ¢islo 0 (tj. n € N,), pomoci

rekurentniho pravidla v definici ziskdvame rovnici (12)

al=a’"1'=q a=a & a’°=1.

Vztah a° = 1 pak ani neodporuje niZe uvedenému pravidlu pocitani s mocninami:

r

a r—s
—=a ,a#0
a

Pros = rplati:a” : a” = a® = a°. ProtoZe proa # Ojea” : a” = 1, plati a® = 1.

VySe uvedeny postup je vSak jen motivaci k zavedeni definic a vét pro pocitani mocnin

s celym (a dale jinym) exponentem.

Ve vztazich (11) a (12) se zvolenim podminek vyhybame vyrazu 0°. Vyraz 0° je stanoven
jako nedefinovany, presto se mizeme v nékterych ¢astech matematiky setkat s tim, Ze je
dodefinovan podle vztaht (po radé) (11) a (12) jako hodnota 0 ¢i 1, Castéjsi je druhy
pripad.

Khodnoté 1 se dostavame napf. pii vypoCtu limity!> funkce y =x* vbodé 0
(viz podkapitola 5.2, pt. (f)). Jak ale uvadi Travnicek [24], ,vyraz 0°nelze chdpat jako f(0)
pro funkci f(x) = x* jedné proménné, ale jako f(0,0) pro funkci f(x,y) = x¥dvou

proménnych.” Tato limita vSak neexistuje.

Travni¢ek [24] dodava: ,Ucéebnice matematické analyzy ... uvddéji proto vyraz 0°mezi
tzv. neurcitymi vyrazy ... a nepovazuji za mozné (tj. o takové moZnosti viibec neuvazuji)

definovat 0%ako 1.

5.1.7 Odmocnovani
Odmociiovani je zavedeno jako operace inverznil® k umoctovani. Pro odmociiovani plati
vztah

VYa=be b"=aqa, proa=>0,n€N. (13)

15 Limity zprava, limita zleva nema smysl.
16 Pouze Castecné inverzni: v oboru (nejen) realnych cislech si nejsou defini¢ni obory téchto operaci rovny.
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Nulu je tedy mozZné uZitim vztahii (11) a (13) odmocnit, vysledkem bude nula:

n
V0=00"=0
Nultou odmocninu vsak vytvorit nemtiZzeme, odmocnitel n je zaveden jako Cislo prirozené.

Nula nemiize byt odmocnitelem uZ jen ztoho divodu, Ze vyuZitim vztahu mezi

odmocninou a mocninou s racionalnim mocnitelem

m
Vam =an, promn€N (14)
bychom ziskali vyraz
Oxlam = a%'

ve kterém v mocniteli délime nulou. TudiZ nula nemtze byt odmocnitelem a nulta

odmocnina neni definovana.

5.1.8 Faktorial

Faktorial nuly je roven jedné. Faktorial je zaveden pomoci vztahu

n
n!=1-2---n=l_[k, pron = 0. (15)
k=1

Faktorialu 0! (pripad prazdného soucinu) je dodefinovana hodnota 1. Tuto hodnotu
miiZzeme ale ziskat i uzitim vztahu pro zobecnéni faktoridlu na mnozinu komplexnich

Cisel:
Z!=f tZe~tdt (16)
0

Podle vztahu (16) tak mtzeme urcit hodnotu 0!:

s =—t
%) %) _ —o0 0
0! =.f toe‘tdtzf e tdt = ds = —dt =f —esdszf esds
o 0 t=0=>s=0 0 o

t—> 400 =5 —> —00
0
= lim J eSds = lim [e5]9 = lim (e®—e*) = lim (1—e*)=1-0
u--o ) U—>—o0o0 U—>—co U——00

=1

0!

I
Uy

(17)
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VySe uvedena hodnota (17) neodporuje ani predstavé faktoridlu jako hodnoty ziskané

postupnym?? nasobenim prirozenych ¢isel od 1 do n (n € N). Hodnotu ,1“ pro vyraz 0!

muzeme ziskat zpétnym procesem, postupnym délenim (viz ptiklad nize).
41=1-2-3-4=24

af:élzg, 6:3=§, 2:2:}/ 1:1:},‘
4! 3! 2! 1! o!

5.2 Limity a neurcité vyrazy s nulou
Nula, diky svym specifickym vlastnostem, zastava v matematické analyze dilezité misto.
Vtéto podkapitole bude navazano na podkapitolu predchozi: bude poukazano

na specifickou roli nuly pfi vypoctu limit neurcitych vyraza.
Podkapitola je zpracovana podle [10], [12], [16], [26].

Hlavni casti podkapitoly je feSeni nékolika prikladl limit neurcitych vyrazi snulou.

Pfi vypoctu téchto limit je uzivano I'Hospitalovo pravidlols.
Véta 1. (I'Hospitalovo pravidlo)'%20 Je-li lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo lim |g(x)| = 4o,
xX—-a xX—a xX—-a

a € R* a existuje-li

im f,(x) = A e RY,
x=a g'(x)
pak je také
lim @) = A.
x=a g(x)

Pomoci tohoto pravidla mlzeme reSit limity typu g a z Kdykoliv pti feSeni dojdeme
k neurcitému vyrazu tohoto typu, mizeme uzit 'Hospitalovo pravidlo (i opakované).
Limity typu 0°,00® miiZeme pievést na typy g a z pomoci vztahu (18) niZe, limitu typu

0 - o0 pak pomoci vztahu (19).21

17 Podle vztahu (15).

18 Ve skutecnosti mohl byt autorem I'Hospitalova pravidla ucitel I'Hospitala, Johann Bernoulli. [20]

19 Véta plati téZ pro jednostranné limity v bodé a a pro limity v bodech +o0, —oo,

20R* = R U {+00; —co}

21 'Hospitalovo pravidlo je mozné aplikovat i na dalsi pripady (limity typu oo — o0, 1), tyto typy vSak
k vzhledem k ,absenci zkoumané nuly“ nejsou uvedeny a reseny.
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In f(x)
1

lim £(x)9® = lim eI/ = [im e 9@ (18)
x—a x—=a x-a
_ o SO
lim £(x) - g(x) = lim —— (19)
g

Priklady limit22

«

Piiklady (a)-(d) jsou vztazeny na ptipady, kdy po dosazeni bodu ziskame vyraz ,,g,
priklady (e)-(g) na typy ,°, ,0° Cilem p¥ikladd je ukazat, Ze limity neurcitych vyrazi

lze spocitat, a to s riznymi vysledky.

i smx (sinx)” 4. cosx 1 —

(a) x—> _(( N = l 0 ) _}cl—% 1 1 1
o (t .y 1y 1-cos?x (1-cos x)(1+cos x)
(b) 1' g — (( )) g lim coszx — lim coszx — lim COSZJC —
—0 x—sinx (x sinx)’ x—0 1—cosx x—0 1—-cosx x—0 1-cosx
1+cosx 1+1 —9

x>0 cosZx 1

. (x-1)3 im JG=DH g 36D 0
(©) 11n} x3-4x+3 (( N = m (x3—4x+3)’ }}i‘} 3x2-4 -1 0

(3-vx) —%x_i_ . -1 1

(d) I mx2 9x =35 » - 1 9(x2 9x)’ }cl_>9 2x-9 _xL“é 24x(2x-9) 54

In(14+x) ] In(1+
lim In(1+x)

()  lim (1+X)x— (%)) = lim e >, =2y = lim L0

x—+co X © X—+00 (x)

m — = 0, tud{Z hledana limita je e = 1.
x—+o0 1+x

Inx

. . 1 In .
(O Jimt =0 =Jime s, Jim 5= () = Jim G = lim

lir;r)1+(—x) = 0, tudiz hledan4 limita je e® = 1.23
X—

22 Pfi reSeni prikladd je ve dvojitych Spicatych zavorkach je naznacen prisluSny neurcity vyraz.
V nasledujicim kroku je pouZzito 1'Hospitalovo pravidlo.

23 Pokud bychom ve tfetim kroku mocnitele automaticky upravili na tvar xlnx, museli bychom
v nasledujicim kroku resit limitu typu 0 - (—o0), pomoci které bychom se dostali ke stejné limité typu %,
ktera je reSena v prikladu (f).
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Inx

. . 1
(g) lim kxS™* =k - lim x5™* = ((0°)) = k - lim_esnx, lim
x—0t x—0% x—-0% x—-0t
: in? 0 2si 2:0-1
. ™ . sin“® x . SInX CoSXx -0
lim —&= = lim — =({(=))= lim — : = =
x—-0% “sinZx x—0t xcosx 0 x—0t x(—sinx)+cosx 0-0+1

limita je ke® =k pro k € R.

5.3 Nulovy prvek
Tato podkapitola je zpracovana podle: [3], [5], [6], [8].

Inx
1

sinx

0,

= (2=

tudiz

hledana

V algebie se snulou setkdvame v mnoha pripadech. A to jak ve formé Ccisla 0

(napf. pri resSeni algebraickych rovnic), tak i s nulou ve formé myslenky nulového prvku,

velmi dllezitym pro konstrukeci a studium algebraickych struktur.

Pojem nulovy prvek (0) je jednou z forem oznaceni neutrdiniho prvku, v tomto pripadé

pti uzivani aditivniho zptisobu zapisu (pomoci operace scitani).

Definice 2  Struktura (M,x) se nazyva struktura s neutrdlnim prvkem, pravé kdyz plati

JeeEM,VxEM: xxe=xNe*xx =X.

KaZzdy prvek e € M, pro néjz plati

VxEM: xxe=xANexx =X,

se nazyva neutrdlni prvek struktury (M,*).

V dal$im textu (vzhledem k charakteru prace) bude uZivan jiZ pouze aditivni zapis,

neutrdlni prvek bude nazyvan prvkem nulovym, avSak znacen symbolem e (kvili

rozliSenti ¢isla 0 a nulového prvku).

V kapitolach zabyvajicich se roli nuly v déjindch matematiky jsme sledovali vyvoj

od objevu nuly aZ po jeji uznani jako cislo a pripsani ji typickych matematickych

vlastnosti. V algebte vSak jako bychom S§li o néco dale, do obecnéjsi roviny: bereme si

mySlenku nuly, v mnohych pripadech ji pak odpoutavame od ¢isla 0 a zavadime onen

nulovy prvek.

Existence nulového prvku v dané mnoziné je pak jednou z podminek pro existenci mnoha

druhii algebraickych struktur. Z téch zakladnich uved'me grupu.

Definice 3 Mnozina G s binarni operaci ,+“ (s¢itani) se nazyva grupa (G, +), jestlize

plati nasledujici axiomy:
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1. Va,bceG:(a+b)+c=a+ (b+c), (asociativni zdkon)

2. de€G,VaeG:ate=e+a=a, (existence nulového prvku)
3. VaeG,3—a€G:a+(—a)=(—a)+a=ce. (existence inverznich prvkii)
Pokud jesté plati:

4. YVa,beG:a+b=b+a, (komutativni zdkon)

pak hovorime o komutativni grupé, resp. Abelové grupé.

Jako priklady komutativnich grup s nulovym prvkem 0 (¢islo 0) miZeme uvést struktury:
(Z,+),(Q,+),(R,+),(C,+); po tadé grupy Cisel celych, raciondlnich, realnych

a komplexnich.

Prikladem, Ze nulovy prvek grupy nemusi byt vZdy roven ¢islu 0, jsou nékteré aditivni
grupy vytvorené aplikaci pravidel moduldrni matematiky. Uvedme jeden takovy

pifklad2+,

Zaved'me strukturu, v niZ budeme pracovat s operaci ,s€itdni na hodinovém ciferniku
(dale ,@“). Nosicem nasi algebraické struktury bude mnoZina ¢isel odpovidajicich
znackam na hodinovém ciferniku H,, = {1,2,3,4, ...,12}. Operace ,sc¢itani na hodinovém
ciferniku“ je zaloZena na standardnim ,scitani“, soucet vSak vzidy bude pouze Ccislo
z mnoziny H. Priklad 3 & 5 si predstavme jako situaci, kdy hodinovou ruc¢icku posuneme
ze ,startovaci polohy“ 3 hodiny o 5 hodin dopredu, vysledkem bude hodina 8. S vyuZzitim
tohoto principu je jasné, Ze 9 @ 4 nebude v naSem pripadé rovno Cislu 13, nybrz 1
(posuneme rucic¢ku z hodiny 9 o0 4 hodiny doptedu na hodinu 1). Tuto operaci na mnoziné

H je moZné znazornit pomoci Cayleyho tabulky:

24 MySlenka k zavedeni nasledujici struktury prevzata z [8].
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&1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1
2|13 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2
3/4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3
4|5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
5/6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5
67 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6
7/8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7
8/9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8
9110 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10111 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11112 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
12|11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tabulka 1: Cayleyho tabulka pro (H;,,®)

Struktura (Hi,,@) spliiuje vSechny axiomy z definice grupy (viz vyse), jedna se tedy

o komutativni grupu s neutralnim (nulovym) prvkem 12.

U tohoto prikladu bychom mohli namitat, Ze jsme pouze vyménili ¢islo 0 za cislo
12: Ze jsme pouze vyuzili jakési spoleCenské umluvy, podle které se na hodinach
v nejvrchnéjsi ¢asti znac¢i hodina 12 misto jakéhosi pocatku 0. VySe uvedenym zptisobem
ale miizeme zkonstruovat dal$i komutativni grupy s rtznymi nulovymi prvky. Pokud
piiklad zobecnime a nositem struktury stanovime mnozinu H, = {1,2,...,n}, ziskdme
komutativni grupy s neutralnim prvkem n. NiZe jsou uvedeny Cayleyho tabulky

pro priklady grup s nulovymi prvky 4 a 7.

+/1 2 3 45 6 7
112 3 45 6 71
213 456 712
+|1 2 3 4 34 5 6 7 1 2 3
12 3 41 415 6 7 1 2 3 4
213 4 1 2 5/6 7 1 2 3 4 5
314 1 2 3 6|7 1 2 3 4 5 6
411 2 3 4 711 2 3 45 6 7
Tabulka 2: Cayleyho tabulka pro (H,,®) Tabulka 3: Cayleyho tabulka pro (H,,®)
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5.4 Nula a algebraické rovnice

Tato podkapitola je zpracovana podle: [3], [5], [6], [8].

Nula hraje dileZitou roli vmoha dalSich castech algebry, znichZ kratce zminime

algebraické rovnice.

S nulou se v algebraickych rovnicich setkdvame na mnoha mistech. ,NejdtleZitéjsi nulu“

nalézame hned v zavedeni algebraické rovnice, ve vztahu f(x) = 0.
Resenim algebraické rovnice f(x) = 0 je mysleno hledani korenii polynomu f (x).
Definice 4 Prvek c télesa T se nazyva koren polynomu f (x) € T|[x], jestlize f(c) = 0.

Pti feSeni algebraickych rovnic ma tedy nula znacné zasadni postaveni. S nulou se pak
samozi'ejmé miZeme mnohokrat setkat v pribéhu algoritmu feSeni algebraické rovnice,

stejné tak i s nulou jako kofenem (resp. FeSenim rovnice).

Nula pak téz sehrava dilezitou roli ve stanovovani podminek resitelnosti: nule nesmi byt
roven jmenovatel zlomku, argument logaritmu atd. Timto zptisobem miiZe ,,nula“ vyradit
nékteré prvky zreSeni rovnice. Ackoliv je predchozi véta formulovana velmi laicky,
je pravdou, Ze neni zadného jiného cisla, na jehoZ matematické vlastnosti je nutné
piitreSeni rovnice natolik myslet, jejichz opomenuti by mohlo v procesu reSeni

algebraické rovnice zpusobit fatalni chyby.
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5.5 Nula a prazdna mnozina

Tato podkapitola je zpracovana podle [1].

V prvnich kapitolach této prace bylo mnohokrat opakovano, Ze nula je reprezentaci
prazdna (niceho). Pojem prdzdnd mnoZina je pak v teorii mnozin dalsim prikladem

preneseni urcitého aspektu ideje nuly do jedné z ¢asti matematiky.

Pfi praci s mnoZinami je pojem prdzdnd mnoZina nezbytny. Je to mnoZina neobsahujici
zadny prvek. K potiebé pojmu prdzdnd mnoZina se dostadvame jiZ pri praci se zakladni
mnoZinovou operaci priinik: prazdna mnoZina je prinikem dvou disjunktnich mnoZin

W4

(dvou mnozin, které nemaji zadné spolecné prvky).

Prazdna mnozina je nejcastéji znacena symbolem @, uziva se i oznaceni pomoci prazdnych
mnozinovych zavorek: {}. Symbol ,0“ je pri praci s mnozinami pro oznaceni prazdné

mnoZiny nevyhovujici, jelikoZ by mohl byt zaménén s oznacenim nuly jako prvku.

JiZ na zakladnich Skolach jsou Zaci upozoriiovani, Ze je chybou oznacit prazdnou mnoZinu
symbolem {@}. Vtomto pripadé se totiZ nejednd o prazdnou mnozinu, ale 0 mnoZinu

obsahujici prazdnou mnozinu.

Nyni si ukazme, Ze uchopenim této skutec¢nosti (rozdilem mezi mnozinami @ a {@})

miiZeme zavést cely obor prirozenych cisel.

VyuZijme jisté ideové ekvivalence mezi nulou a prazdnou mnoZinou. Definujme tedy,
Ze Cislo nula (reprezentujici nic, prazdno) je prazdnou mnoZinou (prazdna mnoZina nic
neobsahuje), prazdnou mnoZinu oznac¢ime obvyklym symbolem @. Cislo 1 pak definujme
jako mnozinu obsahujici nulu, tedy {@}. Cisla 0 a 1 si rovny nejsou - zatimco nula
je prazdna mnoZina (neobsahuje nic), ¢slo 1 je mnozina obsahujici jeden prvek. Cislo 2,
tedy mnozinu, obsahujici dva prvky 0 a 1, definujeme jako mnozinu {(Z), {Q)}}. Analogicky
muzeme definovat dal$i prirozena ¢isla: ¢islo 3 jako mnozZinu {(D, {0}, {(Z), {(D}}} obsahujici
tri prvky a podobné azdon = {0,1,2, ...,n — 1}.

Tento zpulsob ,generovani prirozenych Cisel postupnym vrstvenim“ se miiZe na prvni
pohled zdat dosti bizarnim, nicméné presné timto zplsobem funguje naSe mysleni:

»Predstavme si myslenku jako mnoZinu, kterd se vzndsi ve svém balonovitém obalu. Mysleme

nyni na tuto myslenku. Prdzdnd mnoZina, @, je jako prdzdny balon, ale my miiZeme myslet
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na tento prdzdny myslenkovy balon. To je néco podobného, jako vytvorit mnoZinu, kterd

obsahuje prdzdnou mnoZinu {@}. A mdme to, co nazyvdme cislem 1.“[1, s. 150]

Stejnym zplisobem milZeme myslet na to, jak ,myslime na prazdnou mnozinu“,

coZ miizeme vyjadrit schématem pro &islo 2: {9, {9}}.

Tuto pozoruhodnou situaci, kdy vSechna prirozena cisla vytvarime ,z nuly - z ni¢eho®,

znazoriuje obrazek nize.

Oje @ =

1je {@} =

n

2je {©.{O}

3.je {2.{@}{@ {2

...a tak déle

Obrazek 8: Mentalni analogie pro vytvoreni ¢isel z prazdné mnoZiny [1, s. 151]
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V4 4
Zaver
Nula je znac¢né specifickym cislem, které je v zadpadni civilizaci pouzivano az od doby
pozdniho stfedovéku a renesance. Vprvni ¢asti prace bylo zkoumdano ,objeveni”
anasledné zavedeni nuly jako ¢isla i Cislice, jeji postupné rozsifeni do Evropy spolu

s problémy, které s sebou tento proces nesl.

Nula vSak z pocatku nebyla prijimana jako cislo, ale jen jako Cislice. Motivace k jejimu
zavedeni pramenila primo z potieby oznaceni prazdného radu v pozic¢nich ciselnych
systémech. Timto zplisobem byla nula zavedena tremi civilizacemi: babylonskou,
mayskou a indickou. Babyloiané nulu znacili dvéma naklonénymi kliny, Mayové znakem
lastury €i riznymi glyfy. V indickém zapisu nuly pak nalézame piivod znaku ,0% jeZ se
pro oznaceni nuly uziva dodnes. Indi¢ti matematikové byli rovnéz prvnimi, ktefi prirkli

nule urcité matematické vlastnosti.

Dnesni nula, pouZzivana prakticky po celém svété, byla rozsirena praveé z Indie. Do Evropy
byla nula spolu s celym desitkovym pozi¢nim systémem rozsifena Araby, ktefi indicky

systém prejali a upravili.

Ptijeti nuly v Evropé byl komplikovany proces. Uzivani nuly jako ¢islice bylo zavedeno
ruku v ruce s postupnou popularizaci arabskych ¢islic obchodniky, kteri si arabské cislice

oblibili predevsim z diivodu usnadnéni vypocti a zjednoduseni zapisu cisel.

Prvni uziti nuly v Evropé jako vyjadieni hodnoty bylo uskute¢néno az v zavéru 15. stoleti.
Problémy s akceptaci nuly jako cisla byly spojeny s negativnimi postoji k reprezentaci
nuly v piirodé (ni¢eho, prazdnoty, vakua). Ony negativni postoje vychazeji z tehdejsi
evropské filosofie, ktera byla vystavéna na zakladech Aristotelova uceni a velmi ovlivnéna

kiestanstvim. K prvnimu nalezeni prazdnoty v prirodé (vakua) doslo az v 17. stoleti.

Dilikazem neexistence nuly v nasi kultufe je napt. nas kiestansky letopocet, ve kterém
mezi lety naSeho letopoctu a lety pred nasim letopoctem chybi rok 0. Tato skute¢nost
zavdava vzniku nékolika paradoxii v naSem mysleni, nap¥. sporiim o to, kdy zac¢ina nové

stoleti, tisicileti apod.

V druhé casti prace byly zkoumany matematické vlastnosti nuly. Nula (dale uz jen jako
¢islo) je neutrdlnim prvkem viici operaci s¢itdni. Odectenim libovolného cisla od nuly

ziskavame Cislo opacné. Jakékoliv ¢islo nasobené nulou je rovno nule. Nula délena
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libovolnym c¢islem (kromé nuly) je rovna nule. Déleni nulou neni definovano. Pri praci

snulou a aritmetickymi operacemi ziskavdme fadu neurcitych vyrazii, napf.:
0 . , (s TV . .
> 09, 00°,0 - o. S témito vyrazy se setkdvame napt. pii vypoctu limit. Faktorial nuly je

roven jedné.

Nulovym prvkem v algebfe nazyvame neutralni prvek v aditivnim zapisu (vici operaci
s¢itani). Existuji priklady algebraickych struktur, ve kterych je nulovy prvek roven ¢islim

riznym od nuly.

Tato bakalarska prace prinasi zakladni poznatky o cislu a €islici nula. Problematika nuly
vSak ani v této praci nebyla zdaleka vyCerpana. Na tuto praci je mozné navazat v mnoha
oblastech, a to zejména v jeji druhé, matematické casti: dikladnéji zmapovat roli nuly
v riznych oblastech matematiky: algebie, geometrii, matematické analyze, teorii mnoZzin
apod. Rovnéz by bylo zajimavé zamérit se na didaktickou stranku zkoumané

problematiky.
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