Pedagogicka Jihoceska univerzita

fakulta v Ceskych Budé&jovicich
Faculty University of South Bohemia
of Education in Ceské Budéjovice

Jiho&eska univerzita v Ceskych Budgjovicich
Pedagogicka fakulta
Katedra matematiky

Diplomova prace

Eulerovo cCislo

Vypracoval: Be. Lucie Ralkova
Vedouci prace: RNDr. Libuse Samkova, Ph.D.

Ceské Budé&jovice 2017



Prohlaseni

Prohlasuji, Ze svoji diplomovou praci na téma Eulerovo ¢islo jsem vypracovala
samostatné pouze s pouzitim prament a literatury uvedenych v seznamu citované

literatury.

W

Prohlasuji, ze v souladu s § 47b zakona ¢. 111/1998 Sb. v platném znéni
souhlasim se zvefejnénim své diplomové prace, a to v nezkracené podobg,
elektronickou cestou ve vefejné piistupné casti databaze STAG provozované
JihoGeskou univerzitou v Ceskych Budé&jovicich na jejich internetovych strankéch, a to
se zachovanim mého autorského prava k odevzdanému textu této kvalifikaéni prace.
Souhlasim dale s tim, aby toutéz elektronickou cestou byly v souladu s uvedenym
ustanovenim zakona ¢. 111/1998 Sb. zvetejnény posudky Skolitele a oponentl prace i
zaznam o prubéhu a vysledku obhajoby kvalifikaéni prace. RovnéZz souhlasim s
porovnanim textu mé kvalifikacni prace s databazi kvalifikacnich praci Theses.cz
provozovanou Narodnim registrem vysokoskolskych kvalifikacnich praci a systémem

na odhalovani plagiath.

V Ceskych Budgjovicich 2.1.2017 ...

Bc. Lucie Ralkova



JIHOCESKA UNIVERZITA V CESKYCH BUDEJOVICICH
Fakulta pedagogicka
Akademicky rok: 2015/2016

ZADANI DIPLOMOVE PRACE

(PROJEKTU, UMELECKEHO DIiLA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a pifjmeni: Be. Lucie RALKOVA

Osobni ¢islo: P13648

Studijni program: N7503 U¢itelstvi pro zdkladni $koly

Studijni obory: Uditelstvi matematiky pro 2. stupen zakladnich kol
Utitelstvi informatiky pro 2. stupen zakladnich skol

Nazev tématu: Eulerovo ¢islo v matematické analyze

Zadavajici katedra: Katedra matematiky

Zasady pro vypracovani:

Teoreticka ¢ast: ReSerdni prace

Praktickd ¢ast: Vypracovat piehlednou studii o roli Eulerova ¢éisla v matematické analyze.
Uvod prace vénovat nezbytnym vymezenim v historickych a praktickgch souvislostech. V
hlavni ¢asti prace se hlavné vénovat vztahu Eulerova éisla k riiznym tématiim matematické
analyzy (posloupnosti, limity, derivace, integraly, diferencidlni rovnice, mocninné fady, ne-
konecné fady) a k jejich aplikacim (v geometrii, v biologii, v ekonomii, apod.). Dle uvazeni
studentky mize byt studie doplnéna i jinymi tématy, napiiklad vyuziti Eulerova ¢isla v in-
formatice.



Rozsah grafickych praci: dle dohody

Rozsah pracovni zpravy: 30- 50 (dle dohody)
Forma zpracovani diplomové prace: ti§téna

Seznam odborné literatury:

— Samkova: Matematické modelovani v biologickych disciplinach.
— elektronickd knihovna http://dml.cz/
— ¢asopis Matematika, fyzika, informatika

— hledéani (dal%i) vhodné literatury je soudasti vypracovini DP

Vedouci diplomové prace: RNDr. Libuse Samkova, Ph.D.
Katedra matematiky

Datum zadani diplomové préce: 26. dubna 2016

Termin odevzdani diplomové prace: 27. dubna 2018

/éM ///@MM{/ LS. /f //(--é,(, ,

Mgr. Michal Vancura, Ph.D. prof. RNDr. P @ P th, CSc.
dékan vedouci katedry

V Ceskych Budé&jovicich dne 1. tinora 2016



Anotace

Hlavnim cilem mé diplomové prace na téma ,,Eulerovo ¢islo v matematické
analyze™ je vytvofit piehled eulerova ¢isla v matematické analyze. Diplomova prace
V prvni ¢asti pojednava o vzniku cisla e, v dalsi ¢asti soucasné pouziti v matematické
analyze. Ugelem vzniku této prace je nahlédnuti studentim stfednich & vysokych kol

do problematiky eulerova ¢isla a pro lepsi pochopeni vyznamu e nejen v matematice.

Kli¢ova slova: Euler, eulerovo ¢islo, e, matematicka analyza, historie eulerova disla,
limita a posloupnost, matematické ftady, derivace, integraly, logaritmus, finan¢ni

aplikace

Annotation

The main aim of my thesis on the topic of "Euler's number in mathematical
analysis™ is to create an overview of the Euler numbers in calculus. This essay in the
first part deals with the rise of the number e, in other parts of the current use of calculus.
Purpose of this work is the insight students of secondary schools and universities to
problems Euler numbers and to better understand the importance of e not only in

mathematics.

Key words: Euler, Euler's number, e, calculus, history Euler numbers, limits and

succession, mathematical derivations, integrals, logarithm, financial applications
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1 Uvod

Kdysi jsem slySela vyborny vtip. Jednou takhle vtrhne nastvanda zuriva derivace
do hospody, kam chodivaji funkce. Polynomy rychle vypadnou, ostatni funkce taky
dostanou strach a klidi se ji z cesty, jen € tam ziistane sedét. Derivace se rozcili a
zaive: "A co ty, ty se mé nebojis?" No a v klidu prohldsi: "Ja jsem priece e
samozrejmeé, ze se té nebojim.”" A ta derivace prohlasi: "No jo, jenomze ja jsem dneska
nastvana a derivuju podle y!"[1] Kdykoliv jsem tento vtip vypravéla, malo kdo ho
pochopil. Ptali se mé Zaci, studenti ale i dospéli: Co je eulerovo ¢islo? K ¢emu se

pouziva? Hodnota je 2,71, ale to je vSe co vim. To je jako n?

Vsichni védi co je m — sezndmili jsme se uz na zakladni Skole pfi obsahu kruhu.
Ale eulerovo Cislo se okrajové vyskytuje na sttedni Skole a nasledné pak na vysoké. I

diky této praci jsem ja 1épe pochopila pouziti ¢isla e.

Hned za m je vsini slavy transcendentnich Ccisel (,presahuji algebru®)
nejznamejsi konstanta e. Toto cislo, jehoz hodnota (na Sest desetinnych mist) je
2,718281, je nekdy nazyvano , Eulerovym Ccislem* podle matematika, ktery je
zpopularizoval. Od svého vzniku se stalo nedocenitelnym v takovych oblastech, jako je
vyzkum vyvoje populace ¢i financni matematika, a objevuje se vsude ve statistice a teorii

pravdepodobnosti. ([4]s.42)

Mnozi z nés si vzpomenou, ze se jedna o zaklad pfirozeného algoritmu. Ale proc¢
zrovna toto Cislo? Pro¢ se v tak velké mife vyskytuje v matematice? K ¢emu bylo
potieba diive, kdyZ my se s nim setkdvame piedev§im az na vysoké Skole? Na vSechny
tyto otazky dostaneme odpoveéd’ v této praci a i na mnoho dalSich. V této praci se

seznamime s pfibéhem c¢isla e tak, aby si na své piisel kazdy ctenar.

Eulerovo ¢islo v dnesni dob€ je zndmo na jeden milion desetinnych mist. Pro

ochutnavku zde uvedu desetinny zapis eulerova Cisla na 30 555 mist.

2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627
7240766303535475945713821785251664274274663919320030599218174135966290
4357290033429526059563073813232862794349076323382988075319525101901157
3834187930702154089149934884167509244761460668082264800168477411853742



3454424371075390777449920695517027618386062613313845830007520449338265
6029760673711320070932870912744374704723069697720931014169283681902551
510865746377211125238978442505695369677078544996996794686445490598 7931
6368892300987931277361782154249992295763514822082698951936680331825288
6939849646510582093923982948879332036250944311730123819706841614039701
9837679320683282376464804295311802328782509819455815301756717361332069
8112509961818815930416903515988885193458072738667/385894228792284998920
8680582574927961048419844436346324496848756023362482704197862320900216
0990235304369941849146314093431738143640546253152096183690888707016768
3964243781405927145635490613031072085103837505101157477041718986106873
9696552126715468895703503540212340784981933432106817012100562788023519
3033224745015853904730419957777093503660416997329725088687696640355570
7162268447162560798826517871341951246652010305921236677194325278675398
5589448969709640975459185695638023637016211204774272283648961342251644
5078182442352948636372141740238893441247963574370263755294448337998016
1254922785092577825620926226483262779333865664816277251640191059004916
4499828931505660472580277863186415519565324425869829469593080191529872
1172556347546396447910145904090586298496791287406870504895858671747985
4667757573205681288459205413340539220001137863009455606881667400169842
0558040336379537645203040243225661352783695117788386387443966253224985
0654995886234281899707733276171783928034946501434558897071942586398772
7547109629537415211151368350627526023264847287039207643100595841166120
5452970302364725492966693811513732275364509888903136020572481765851180
6303644281231496550704751025446501172721155519486685080036853228183152
1960037356252794495158284188294787610852639813955990067376482922443752
8718462457803619298197139914756448826260390338144182326251509748279877
7996437308997038886778227138360577297882412561190717663946507063304527
9546618550966661856647097113444740160704626215680717481877844371436988
2185596709591025968620023537185887485696522000503117343920732113908032
9363447972735595527734907178379342163701205005451326383544000186323991
4907054797780566978533580489669062951194324730995876552368128590413832
4116072260299833053537087613893963917795745401613722361878936526053815



5841587186925538606164779834025435128439612946035291332594279490433729
9085731580290958631382683291477116396337092400316894586360606458459251
2699465572483918656420975268508230754425459937691704197778008536273094
1710163434907696423722294352366125572508814779223151974778060569672538
0171807763603462459278778465850656050780844211529697521890874019660906
6518035165017925046195013665854366327125496399085491442000145747608193
0221206602433009641270489439039717719518069908699860663658323227870937
6502260149291011517177635944602023249300280401867723910288097866605651
1832600436885088171572386698422422010249505518816948032210025154264946
3981287367765892768816359831247788652014117411091360116499507662907794
3646005851941998560162647907615321038727557126992518275687989302761761
1461625493564959037980458381823233686120162437365698467037858533052758
3333793990752166069238053369887956513728559388349989470741618155012539
7064648171946708348197214488898790676503795903669672494992545279033729
6361626589760394985767413973594410237443297093554779826296145914429364
5142861715858733974679189757121195618738578364475844842355558105002561
1492391518893099463428413936080383091662818811503715284967059741625628
2360921680751501777253874025642534708790891372917228286115159156837252
4163077225440633787593105982676094420326192428531701878177296023541306
0672136046000389661093647095141417185777014180606443636815464440053316
0877831431744408119494229755993140118886833148328027065538330046932901
1574414756313999722170380461709289457909627166226074071874997535921275
6084414737823303270330168237193648002173285734935947564334129943024850
2357322145978432826414216848787216733670106150942434569844018733128101
0794512722373788612605816566805371439612788873252737389039289050686532
4138062796025930387727697783792868409325365880733988457218746021005311
4833513238500478271693762180049047955979592905916554705057775143081751
1269898518840871856402603530558373783242292418562564425502267215598027
4012617971928047139600689163828665277009752767069777036439260224372841
8408832518487704726384403795301669054659374616193238403638931313643271
3768884102681121989127522305625675625470172508634976536728860596675274
0868627407912856576996313789753034660616669804218267724560530660773899



6242183408598820718646826232150802882863597468396543588566855037731312
9658797581050121491620765676995065971534476347032085321560367482860837
8656803073062657633469774295634643716709397193060876963495328846833613
0388294310408002968738691170666661468000151211434422560238744743252507
6938707777519329994213727721125884360871583483562696166198057252661220
6797540621062080649882918454395301529982092503005498257043390553570168
6531205264956148572492573862069174036952135337325316663454665885972866
5945113644137033139367211856955395210845840724432383558606310680696492
4851232632699514603596037297253198368423363904632136710116192821711150
2828016044880588023820319814930963695967358327420249882456849412738605
6649135252670604623445054922758115170931492187959271800194096886698683
7037302200475314338181092708030017205935530520700706072233999463990571
3115870996357773590271962850611465148375262095653467132900259943976631
1454590268589897911583709341937044115512192011716488056694593813118384
3765620627846310490346293950029458341164824114969758326011800731699437
3935069662957124102732391387417549230718624545432220395527352952402459
0380574450289224688628533654221381572213116328811205214648980518009202
4719391710555390113943316681515828843687606961102505171007392762385553
3862725535388309606716446623709226468096712540618695021431762116681400
9759528149390722260111268115310838731761732323526360583817315103459573
6538223534992935822836851007810884634349983518404451704270189381994243
4100905753762577675711180900881641833192019626234162881665213747173254
7772778348877436651882875215668571950637193656539038944936642176400312
1527870222366463635755503565576948886549500270853923617105502131147413
7441061344455441921013361729962856948991933691847294785807291560885103
9678195942983318648075608367955149663644896559294818785178403877332624
7051945050419847742014183947731202815886845707290544057510601285258056
5947030468363445926525521370080687520095934536073162261187281739280746
2309468536782310609792159936001994623799343421068781349734695924646975
2506246958616909178573976595199392993995567542714654910456860702099012
6068187049841780791739240719459963230602547079017745275131868099822847
3086076653686685551646770291133682756310722334672611370549079536583453
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8637196235856312618387156774118738527722922594743373785695538456246801
0139057278710165129666367644518724656537304024436841408144887329578473
484900030194 7788802046032466084287535184836495919508288832320652212810
4190448047247949291342284951970022601310430062410717971502793433263407
9959605314460532304885289729176598760166678119379323724538572096075822
7717848336161358261289622611812945592746276713779448758675365754486140
7611931125958512655759734573015333642630767985443385761715333462325270
5720053039882894990342595662329757824887350292591668258944568946559926
5845476269452878051650172067478541788798227680653665064191097343452887
8338621726156269582654478205672987756426325321594294418039943217000090
5426507630955884658951717091476074371368933194690909819045012903070995
6622662030318264936573369841955577696378762491885286568660760056602560
5445711337286840205574416030837052312242587223438854123179481388550075
6893811249353863186352870837998456926199817945233640874295911807474534
195514203517261842008455091708456823682008977394558426792142734 7756087
9644279202708312150156406341341617166448069815483764491573900121217041
5478725919989438253649505147713793991472052195290793961376211072384942
9061635760459623125350606853765142311534966568371511660422079639446662
1163255157729070978473156278277598788136491951257483328793771571459091
0648416426783099497236744201758622694021594079244805412553604313179926
9673915754241929660731239376354213923061787675395871143610408940996608
9471418340698362993675362621545247298464213752891079884381306095552622
7208375186298370667872244301957937937860721072542772890717328548743743
5578196651171661833088112912024520404868220007234403502544820283425418
7884653602591506445271657700044521097735585897622655484941621714989532
3834216001140629507184904277892585527430352213968356790180764060421383
0730877446017084268827226117718084266433365178000217190344923426426629
2261456004337383868335555343453004264818473989215627086095650629340405
2649432442614456659212912256488935696550091543064261342526684725949143
1423939884543248632746184284665598533231221046625989014171210344608427
1616619001257195870793217569698544013397622096749454185407118446433946
9901626983516078489245140589409463952678073545797003070511636825194877
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0118976400282764841416058720618418529718915401968825328930914966534575
3571427318482016384644832499037886069008072709327673127581966563941148
9617168329804551397295066876047409154204284299935410258291135022416907
6943166857424252250902693903481485645130306992519959043638402842926741
2573422447765584177886171737265462085498294498946787350929581652632072
2589923687684570178230380965678831122893058091405726108658848458731016
5815116753332767488701482916741970151255978257270740643180860142814902
4146780472327597684269633935773542930186739439716388611764209004068663
3988568416810038723892144831760701166845038872123643670433140911557332
8018297798873659091665961240202177855885487617616198937079438005666336
4884365089144805571039765214696027662583599051987042300179465536788567
4302859746001437854832370687011900784994049309189191816493272597740300
7487968148488234293202301212803232746039221968752834051690697419425761
4673978110715464186273369091584973185011183960482533518748438923177292
6135430249325628963713619772854566229244616444972845978677115741256703
0787188510933634448014967524061853656953207417053348678275482781541556
1966911055101472799040386897220465550833170782394808785990501947563108
9841241446728218654599715966390156419417518209359326163168883801327587
526014605076760983926257264111201352885913178482994756824 7256488553335
7279772205543568126302535748216585414000805314820697137262149755576051
8904816223767904149267426000710459226953148351881374638871042735447676
2357793399397063239660496914530327388787455790593493777232014295480334
5000695256980935282887783710670585567749481373858630385762823040694005
6653405848875270053088324591821834943180498341996399814587734358631159
4057044368351528538360944295596436067609022174189688354813164399743776
4158365242234642619597390455450680695232850751868719449064767791886720
3064186307510535121498510512073138466487175475183829799901893177515506
3998101646641459210240683829460320853555405814715927322067756766921366
4081505900806952540610628536408293276621931939933861623836069111767785
4482361293268581999652392754884274354144028845364555951247355461394031
5495209739705189624015797683263945063323045219264504965173546677569929
5718989690470902730288544945416699791992948038254980285946029052763145
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5803165140662291712234293758061439934849143621079935767373179489642524
8881372043557928751138585697338197608352442324046677802094839963994668
4833774706725483618848273000648319163826022110555221246733323184463005
5044818499169966220877461402161570210296033185887273332987793525701823
9386124402686833955587060775816995439846956854067117444493247951957215
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9944850497066384062661219571419110632460617741805772123816598724724322
5296909853362844079903000759454628154923550608648155792896196961706071
5201589825299772803520002610888814176506636216905928021516429198484077
4461436178914151915179765378482826870187500302648676084332046585254705
5588241025465480604043737277183476901472066423443437425551412917850303
2471263418076525187802925534774001104853996960549926508093910691337614
8418348845963656215266103322394174670643683405047499433398022856103130
8303848457129476738985629393764191440703650754462206118649912724964379
9875806537850203753189972618014404667793050140301580709266213229273649
7186539528665675385721151336061144572228008511837578992195430634136923
0229313975114370240483022735762903991179449924848091507100244407848286
6598579406525539141041497342780203520135419
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2 Historie

Copak eulerovo ¢islo neni po Eulerovi? Ve skutecnosti eulerovo ¢islo objevil
n¢kdo jiny? Dalo by se fict ano i ne. V mnoh¢ literatufe — hlavné britské, se setkdvame
tteba s oznaCenim Napierova konstanta. Jak je mozné, Ze jedna konstanta ma dva

objevitele?

Rozvoj matematiky byl pfedev§im v 16. a 17. stoleti a souvisel s rozvojem
astronomie. S novym pozorovanim planet a komet bylo nutné provadét zdlouhavé
numerické vypocty. Matematici hledali cesty, jak tyto vypocty zjednodusit. V roce 1571
vySla kniha Canon

(ANON MATHEMATICYS,

TRIANGY LTI PraNi RICTANGYLI

mathematicus od  Francois
Viéte (1540 — 1603), ktera

Fopendiontam
. 390,000
ﬂt)-' llr,\ evae

— wikrsro

uvadi vzorce rovinné a sférické

] . :ooom)g%xo'oooooecbo I ;‘\' ||
trigonometrie (slovo L it e sl BERIE S | e
. . . ’ il avg It 8; "W o ,s "4 ”' f’c[ '?? gk
trigonometrie  je  odvozeno | A e R e e ‘
[ YT Il 195 | 50.000 md [l 275 w«.\ono .,a"
z feckého trigon (trojuhelnik) a | = s 1 109,000 437 |
| - 99.99 .23 ‘lco:o_o-o_j 7
. o . . , "t | 99,999 262 [100,600 343
metrein  (méfiti)) jeho cesky W = znzse S omees i
[ 99.999 + 320 (100,000 it
, . “w s | ) 459 | 99995 57| 346 fioo.o00 65 ||
vyznam tedy je nauka o méfeni W o 99,999 4; |[ 378 ltoo,aoe 3 |
‘ ll st o7 | o909 12| 407 lfooicco bi
.7 71 o . . , | 2l 43¢ | 99.999 csf 3¢ |rac, 000 sia'
trojuhelnikd a trigonometrické @ | e IS8 [ e il 255 _’i
XV . |sZhe B
, . . 1 Xy ‘:; 55 ”s 350l ¢ag ::: ::l ;
tabulky funkci sinus, kosinus, W (557 [omant g [ it
| XX Wl 583 | 99,908 28| 553 lroo,00x i3
xx1 axx | 99,598 (i} 1t |100,001
tangens, kotangens, sekans, ke [ s @
1\l ¢69 | 99.997 7'53 | 44:? ltco, a0
kosekans uvedené po stupnich & = fi—' W ;‘ 523 e
I
YT 756 199,957 14 | u i 3 85
na deset platnych &islic.[2] Tyto [ g ;e: |29 ‘} 74 emens |
! T4 [ 99,9965 T4 100,603 318
, . , . | v ! 99 )9‘44 34—} Imo 003 56
vypocty provedl na zakladé fofklanase s |l st et |
PRI A I
kruhu vepsan¢ho do I —I_eeuioih o ——'F—i G
! | Bafr  Bepesdicatum u,; mu)t
| *1l 100,000 100, 000 |
| dei || 2rpsrmase L ppentiates

mnohothelniku — 12 288 stran,

TRIANGYLT TPLANIL REGTANGVLE

v

do n¢hoz byl vepsan

mnohouhelnik 0 6 144 stranach.
Velmi  zjednodusil  pocitani
S goniometrickymi vyrazy tim,

Obrazek 1 Ukazka trigonometrickych tabulek [3]
ze objevil vzorec, ktery

pfevadel ndsobeni kosinl na s¢itani — dnes ekvivalentni s vzorcem pro soucet kosind.
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Vztah, ktery Victe sam odvodil:

cos(a + B) + cos(a — B)
2

cosa -cosf =

jde o upraveny vzorec pro soucet kosint:

x+y x-—y
cosx + cosy = 2 cos 5 C0s—

po jednoduchych tpravéach vidime, Ze se dany vzorce sobé rovnaji, ovétit si mizeme
napiiklad na wolfram alpha: https://www.wolframalpha.com/.
cos(x +y) + cos(x —y) x+y x-—y

5 — €0SX - coSy = 2cos > cos >~ (cosx + cosy)

M¢éjme napiiklad ¢Cisla a = 52 383 a b = 84 396. S vyuzitim svého vzorce a

pomoci svych tabulek postupoval Viéte takto:
cosa = 0,52383 = «a = 58,410 487 224°

cosf = 0,843 92 = f = 32,443 593 209°

a+ [ =90,854 080 433°

a — [ = 25,966 894 015°

cos(a + B) = —0,014 905 963

cos(a — B) = 0,899 047 190

cos(a + B) + cos (a — )
2

=0,442 070613 6

Vyslo ab = 4 420 706 136. Spravnost Vic¢tova vypoctu si dnes mizeme rychle
vypocitat kalkulackou. (Jezkova [5], str. 5)
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Viete prosazoval pouzivani pozi¢niho ¢iselného zapisu o zakladu 10. [6]

Dalsi meznik v matematice a piinos pro astronomii bylo objeveni logaritmi
(Napier). Skotsky matematik John Napier (1550 — 1617) v roce 1614 publikoval knihu
Mirifici logaritmorum canonis descriptio (Popsani podivuhodného zdkona logaritmu).
Podmétem pro jeho praci bylo snizeni velkého mnozstvi potfebnych vypocti
Vv astronomii. Tato kniha neobsahovala pouze pravidla pro pocitani s logaritmy
(umozinovaly pfevést nasobeni a d¢leni, na s¢itani a od¢itani), ale také v ni byla ptiloha,
ktera obsahovala tabulku logaritmt funkce sinus S krokem po jedné minuté. Proto Ize
usuzovat, Ze hlavni motivaci byl Francois Viéte a jeho vzorec pro nasobeni kosint

cos(a + B) + cos(a — )

cosa -cosf = > ,

ktery pravé piispél ke vzniku logaritmi a pravidla pro pocitani s nimi —

pievedeni souc¢inu na soucet, rozdil.

Napier zavedl logaritmy ndsledujicim zpusobem. Uvazujme dva body, z nichz
jeden se pohybuje rovnomérnou rychlosti po poloprimce AB a druhy se pohybuje po
usecce CD rovnomérné zpomalené tak, Ze v kazdém bodeé je jeho okamzita rychlost

rovna vzdalenosti zbyvajici do bodu D:

C Y D

1!
Obrazek 2 Napieriv zptisob

Napier zvolil |CD| =107 a ziskal tabulku obsahujici pro jednotlivé casové
okamzZiky aritmetickou posloupnost tvorenou vzdalenostmi x = |AX| a geometrickou

posloupnost tvorenou vzdalenostmi y = |YD)|:
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V =n- 1,000 000 05 = 7. — n
casn xX=n y =10 (1 107)
0 0 10 000 000
1 1,000 000 05 9999 999
2 2,000 000 10 9999 998
3 3, 000 000 15 9999 997

Tabulka 1 Zavislost vzdalenosti na ¢ase

Vzdalenost x pak definuje Napieriiv logaritmus vzdadlenosti y,
x =Naplogy.

Z dnesniho pohledu odpovida Napieriiv logaritmus vztahu
Y
— 107 .
Naplogy = 107 - log1 (107)

Napierovy tabulky vyvolaly znacny zdjem. V roce 1915 navstivil Napiera Henry
Briggs (1561 — 1631). Béhem této ndv§tévy se Napier s Briggsem domluvili, Ze tabullg/

vevr

deseti bude roven jedné; tak byl zaveden dekadicky logaritmus. Briggs nasledné

vypracoval rozsdhlé 14- mistné tabulky logaritmii. ([7], s.2)

V roce 1683 Jacob Bernoulli (1654 — 1705) vénoval problematice sloZzeného
uroceni a snazil se najit limitu vyrazu (1 + %)" . Dokazal, ze dana limita lezi mezi
hodnotami ¢isel 2 a 3. Tento odhad l1ze povaZovat za prvni zminku cisla e.

Leonhard Euler (1707 — 1783) byl plodny matematik a dalo by se fici, Ze ptisobil

Vv téméi kazdém oboru matematiky své doby. Prvni definoval logaritmus jako exponent.
log, x =y apronéjplatia” = x.

V roce 1748 Euler publikuje ve své praci Introductio v Analysin infinitorum plno

myslenek tykajici se e. Ukazal, Ze

_1 1 1 1 1
_E+F+E+§+ +F
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a priblizil e na 18 desetinnych mist.
e =2,718 281 828 459 045 235.

Euler pocital s k=20, ale ve skutecnosti byl vysledek dosti piesny. (V dnesni

dobg je eulerovo cislo vy¢isleno pies milion desetinnych mist.) [15]

Euler se zabyval mnoha zpusoby, jak vyjadfit toto Cislo. Jeden z nich je

ve formé nekonecnych fetézovych zlomkl a obracené. Pro Cislo e pouzil vyjadieni

. « 1,1, 1, 1 1
pomoci nekone¢né fady e = =+ =+ =+ —+ ..+ —.
o 1 20 3 k!

1
e=2+

1
1+ >

2+
3+L4
4+5+...

Co je nekoneCny fetézovy zlomek si ukdzeme na piikladu. Mame zlomek

%. Muzeme jej napsat jako 1 + g. Coz jde dale napsat jako 1 + % =1+ %ﬁ a v tomto
5 5

bychom mohli déle pokracovat. Dostavame tedy:

14 14 1
9 T &
1+ T
Introductio je obvykle citovan jako prvni misto, kde se objevil symbol e. Milné
mnozi lidé predpokladaji, Ze Euler vybral e jako ,,Euler*. Eulerova skromnost by mu
nedovolila takovou okazalost. Se vSi pravdépodobnosti si vybral e jako
»exponencialni®, nebo proto, Ze to bylo dalS$i pismeno v abeced¢, jiz neni Siroce

~ 7 r .. r 44 1
pouzivané k jinému tcelu". [8]

! Vlastni preklad z anglického originalu
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3 Soucasnost - Eulerovo ¢islo v matematické analyze

3.1 Limita a posloupnost

Eulerovo ¢islo lze zapsat jako limitu:

e = lim,_ (

1
TR
n

Nez se pustime do diikazu této limity, pfipomeneme si n¢které poznatky, které

n

budeme potiebovat. Dillezité je si uvédomit, ze pii hledani lim,,_, (1 + %)n hleddme

. e ey ;o , 1 v- .y , ,
limitu posloupnosti, jejiz n-ty ¢len ma tvar (1 + ;)”. Piipomeneme si par zakladnich

znalosti o posloupnosti.

Mnozinu vsech Cisel, jez jsou ¢leny této posloupnosti, nazveme mnozinu vSech

¢lend posloupnosti a3, ay, as, ..., a na okamzik ji oznacime ¢islem M. Cislo x je prvkem

mnoziny pravé tehdy, kdyz existuje alespon jedno ptirozené Cislo n takové, ze a, = X.

Naptiklad mnozina M nasi posloupnosti se sklada ze vSech ¢isel tvaru (1 + %)n, par

jejich ¢lent nalezneme v tabulce:

o gk . =(1+_>n . :(1+1)n+1
n n n n
0 1| 2,00000000 4,00000000
1 2 | 2,25000000 3,37500000
2 4 | 2,44140625 3,05175781
3 8 | 2,56578451 2,88650757
4 16 | 2,63792850 2,80279902
5 32 | 2,67699013 2,76064607
10 1024 | 2,71695573 2,71960900
15 32768 | 2,71824035 2,71832330
20 1048 576 | 2,71828053 2,71828312
25 33554432 | 2,71828179 2,71828186

Tabulka 2 Numerické vy¢isleni danych posloupnosti s rostoucim k [9]
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Ted’ se zamétime na existenci limity (1 + %)n n—. Rekneme, Ze posloupnost
{a 3 n=q1, kde a, = (1+%)" je rostouci. Dale budeme mit posloupnost {b,}n-1,

kde by = (1 + )™+ je klesajici. Vie pro n=1,23,..

— real part

— real part
- Ilﬂ.l)_’.ll‘l‘ll'\' IW.lIr

— imaginary part

t |
I _

[i' f 12 t -10 -5 | 5 10
E 5 )

Obrazek 3 graf f(n)=a, Obrizek 4 graf g(n) = b,

Dutikaz. Posloupnost je rostouci pravé tehdy, kdyz pro kazdé n plati a, < an+1.
Dtikaz provedeme AG-nerovnosti (vztah mezi geometrickym primérem a aritmetickym
primérem — vice informaci napiiklad nalezneme zde:

https://mks.mff.cuni.cz/library/AGNerovnostLZ/AGNerovnostL Z.pdf ), kterou

el 1 1 .
pouzijeme na soucin n Ciniteld (1 + ;)”. Budeme mit

n
w1 n+1 1
VX1X2 e Xppy1 = 1+ E

a dale
1 1 1
X1+ .t xn+1_n< +ﬁ)+ _m+D+1 1
n+1 B n+1 T oon+1 7 n+1

. y , , 1 1 , . G e
Vime, Ze plati e 1+ ;)" <1+ — (plati ostra nerovnost, protoze Cinitelé si
nejsou rovni). Umocnime ob¢ strany nerovnosti (n+1) a dostaneme:

n n+1

1
a, = (1+E> < (1+ n+1) = ay (n=12,..).
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Vychazi nam, ze {a,}n-, je rostouci posloupnost. Pro druhou ¢ast dikazu

= (14 ﬁ)z Potom

olozmex; = x, == x, =1
p 1 2 n +n+1

n+1 1 n 1 2 n+1 1 n+2
= ) () = (e L)
*1%2 =¥ ( T T A

a
n+2  (m+2\2
X+ ..t xn+1_nn+1+(n+1) (A 1DP+ (n+ 1P+ (n+ 1)+
n+1 - n+1 - (n+1)3 B
—1+[1 PR ]<
B n+1 (m+12 (nm+13"~
<1+[1+1+1++1+]—1+1
- n+1 (m+1? (n+1)3 (n + 1)k ' n

s o . y . 1 .
Vv hranaté zavorce se jedna o geometrickou fadu s kvocientem —r Dle AG nerovnosti

g T 1 \"*? 1 ‘o . ‘s
dostavame (1 + m) <1+ —~ PO odstranéni mocniny (umocnéni obou stran
nerovnosti vyrazem (n+1) dostaneme:

n+2 n+1

1 1
= (14 ) < (14 2 by =120

Tedy {b,, }n=1je klesajici posloupnost.
Ted’ si nadefinujeme vétu, kterou budeme potiebovat dale.

Véta. Necht’ je dana neklesajici posloupnost a, a,, as, .... Je-li tato posloupnost shora

omezena, ma vlastni limitu.

. 1 n 1 n+1 .
Ziejmé pro kazdé n € Nplati, ze a,, = (1 + Z) < (1 + Z) = b, a proto je
pro kazdé n € N a, < b, < b; = 4. Posloupnost {a,},-, je shora omezena a dokazali

jsme, ze je 1 rostouci. Proto vime, Ze tato posloupnost ma konec¢nou limitu
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n
lim a,, = lim (1 +—> =e.
n—-oo n—oo n

Dale si vSimnéme, Ze

limpecn by = limpocs (14 %)nﬂ = limpoes (14+2) - limpeo (142)" = lim a,

n—oo
~

an

Tedy plati, ze
n 1 n+1

. 1 .
e = lim,_ (1 + E) =lim, 0 (1 + H)

a vzhledem ktomu, ze dana posloupnost {a,}n=1 ({bnin=1)je rostouci (klesajici)

posloupnost, plati:

1 n n+1
an=<1+ﬁ> <e <<1+ﬁ> =b, (n=12..)

Nerovnost ndm pomaha urcit piibliznou hodnotu ¢isla e, naptiklad pro n=I

dostaneme 2< e <4, pro n=2 dostaneme % <e < %7 a podobné. ([15], s.16)

3.1.1 Priklad

Vyfteste piiklad lim,, ., (1 + i)n

Vime, Ze e je definované jako limita (vysvétleno vyse)
_ 1
lIim(1+-)"=e
n—oo n
Kdyz se podivame na ptiklad a na limitu, kterou je definované eulerovo ¢islo,
vidime, Ze jsou si dost podobny, krom¢ jmenovatele ve zlomku. Bud’ se musime
»Zbavit* ¢isla 2 ve jmenovateli, nebo ¢islo 2 pfidat k exponentu, abychom mohli pouZit

substituci (2n = m). Nam staci si uvédomit zdkladni matematickou operaci ze zakladni

Skoly, kdy

1 X
a=3Va*=(a¥)x=ax=a.

A miiZeme se pustit do pocitani
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: 1 : z/ 1
limy, o0 (1 4+ )" = limpe (14 z)zn =

ted’ nastane dana substituce 2n = m

2 1
= lim /(1+—)m = e
m-—oo m
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3.2 Rady
i 1 L1
n! ! 2'
n=0
Soucet nekonecné ftady je pro vycisleni eulerova c¢isla vyhodnéjsi nez

lim,, e (1 +%)n Jak ukazuje tabulka, tak fada konverguje rychleji nez limita. Je to

hlavné pro to, ze n! roste rychle ve jmenovateli kazdého ¢lenu. Navic jsou vSechny

¢leny kladné, konvergence je monoténni — ¢im vétsi n, tim blize k limité.

1 1\"
” 2 (1+3)
1 2,00000000 2,00000000
2 2,50000000 2,25000000
3 2,66666666 2,37037037
4 2,70833333 2,44140625
5 2,71666666 2,48832000
6 2,71805555 2,52162637
7 2,71825396 2,54649969

Soucet fady je vytvofen z posloupnosti prvkd aj,az,as,... a znacime ji jako (sp),

jejiz ¢leny jsou urceny jako
n
Sp = Z ay .
k=1

Posloupnost (s,) oznacCujeme jako posloupnost Castecnych souétu fady, a Clen s,
nazyvame n-tym casteCnym souctem nekonecné tady. To znamend, Ze pro nasi

posloupnost by ss = 2,7083333.

1 1,11 1_
ss =g+t gt = 27083333,

Soucet nekonecné fady je definovan prostiednictvim limity lim,,_, o, S,.
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Zamyslime se. Jak by vypadala nekone¢na fada €*? Nekone¢nou fadu ekvivalentni ¢*
také objevil Newton: ([10] s. 216)

xZ x3

X
X — - —_— —_
e —+11!+2!+3!+...

3.2.1 Priklad

Urcete soucet fady

il (1+1)—l 2oy

k=1
Reseni: Pro n-ty ¢asteény soudet fady plati

3 n+1
sn=ln2+ln§+---+ln =

=m2+mn3—-mMm2+-+In(n+1)—Inn=Inn+1).

Protoze
lim,, o S, = lim,_,, In(n + 1) = oo,

prislusna fada diverguje.
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3.3 Derivace

Definice: Rikame, Ze funkce f ma v bodé xo €R derivaci, je-li f definovana
Vv okoli bodu xg a existuje-li limita lim;,_, w Tuto limitu nazyvame derivaci
funkce f v bodé x¢ a znac¢ime ji f(xo).

Véta. Pro kazdé x€R plati (e*)" = ¢*.

Diikaz. Podle definice derivace plati:

(e¥) = limﬂ= limex-Eh —1_ e* - lim e’ 1 = e*
h -0 h h -0 h h -0 h
Zakladni vzorce
c=0
x'=1

S¢itani, nasobeni a déleni
F+9)=f+yg
(c-g)=f-g+f-g

(5) _ f’-gg—zf-g'

derivace slozené funkce
(F(gt)) = (g() g’
Logaritmy a exponencialni funkce
(c¥) =c*lnc; ¢c>0

(e") = e*

(log.x)" = ; ¢>0Ac#0

x - Inc
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1
(Inx) = -
X

3.3.1 Priklad

Vypocitejte derivaci prvniho fadu

fx)=x3-e™*
ze vzoreckli derivaci vime, Ze derivace ¢ = €. V dané funkci f(x) je e™ a

I v 3 v . , v . ’ , v , v ’
zaroven x°, takze se jednd o slozenou funkci. V prvnim kroku néas ¢eka rozlozeni

pomoci vzorce pro soucin. [f(x) - g(x)] = f(x) - gx) + f(x)-glx)".

fO) =@G) e+ x%-(e7) =
levy mnohoclen derivujeme podle pravidel. Pravy mnohoclen je slozena funkce a tu

musime derivovat podle pravidel o derivaci sloZzenych funkci.

fG) =h(g(®)
f) =h(g(x) gt .

takze derivace e” bude vypadat takto:

(e™) =e* (—x) =e*-(-1) = —e™.

Dosadime vysledek do naseho ptikladu

=3x2-e ¥+ x3- (™) =3x% e ¥ - x3-e¥ = e ¥(3x? —x°).
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3.4 Logaritmus
Cislo e je zakladem exponencialni funkce a pfirozenych logaritmi, je
transcedentni — neni kofenem zadného polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, je

iracionalni.

Logaritmickou funkci o zakladu a€ (0,1) o(1,+ o) nazyvame funkci inverzni
k a*. Znac¢ime ji f(x) = log, x; x € (0; ). Funkce

log x { a > 1-je dana funkce rostouci
e |0 <a<1-—jedana funkce klesajici

Y4 y=logx 0O<a<]l yt a>l  y=logx

0 1
>
0 1 X

Obrazek 5 Graf logarimu v zavislosti na a [12]

Ay a* Ay
0<ax<]
ox
a>]
1

i |1 \—b

0 i 0 X

Xy

Obrazek 6 Graf exponencialni funkce [13]

K logaritmicky funkci je inverzni funkce exponencidlni (inverzni — pfifazeni

opacnych hodnot Df(x) <« Hf(x)).
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< flx) =Inx

Graf funkce v = e¥ a y = log, = - kiivky jsou soumémné podle osy prvniho a tietiho kvadrantu

(Sedd pferusovand ¢dra)

Obrazek 7 Inverzni funkce [14]

Pravidla pro pocitani s logaritmy:
y=log,x © a¥ =x
alogax =x
log, x* = alog, x

log, xy = log, x +log,y

loga§ = log,x —log,y

Ptirozeny logaritmus, jehoz zaklad je ¢islo e znacime Inx.

log,x =Inx
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3.4.1 Priklad

Vyteste rovnici

In(2x +6) =0
Za pouziti pravidla
In(e*) = x
oG —

pifevedeme vyraz
eln(2x+6) —_—
2x+6=1
a uz se jedna o jednoduchou rovnici, ktera sta¢i upravit a vysledek je

I
=73
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3.5 Financ¢ni aplikace
Kdyz jsem hledala na internetu vyznam eulerova ¢isla, nejvice jsem nalézala

sloZené Groceni.

My vime, Ze eulerovo Cislo je iracionalni — nelze zapsat ve tvaru zlomku a jeho

desetinny zapis je nekonecny. Vysvétlime si slozené uroceni na zaklad¢ prikladu.
Do banky vlozime 100K¢ na 100% urok ro¢ni
na konci 1. roku
100 -2 = 200 K¢
na konci 2. roku
200 -2 =400 K¢

a takhle by to $lo dal. Tomuto fikdme slozené uroceni. Ale co kdyby jsme misto ro¢niho
uroc¢eni mé&li tro¢eni pulro¢ni? Co kdyby jsme dostali polovi¢ni tGrok, ale za to 2x do

roka. M¢li bychom stejné?
za 1. pololeti

100 - 1,5 =150 K¢
za 2. pololeti

150 - 1,5 = 225 K¢.

Vzore€ek pro vypocitani této ¢astky by byl
1 2
100 (1 + E) = 100-2,25 = 225 K¢
A co tieba 4x za rok?

4

1
100 (1 + Z) = 100 * 2,4414 = 240,14 K¢.
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Ted’ vas napadd myslenka, kdyby se mi ¢astka urocila kazdy mésic. Nebo jest¢ 1épe
kazdou sekundu, tak bych za rok mél nekone¢né mnoho penéz a uz bych nemusel

pracovat. Odpoved bude ale pro mnohy zklamanim.

Vsimnéte si vzorecku. 100 K¢ (oznaCime si ho V) je nas prvotni vklad. V zavorce

mame, na kolik ¢asti se nam dany rok d¢li. Takze nam vznikl vzorec

17’1
r(1ed)
n

KdyzZ budeme chtit zjistit hodnotu v nekonecnu, pouzijeme limitu

n

1
limV-<1+—> =V-e.
n

n—oo

A tady vidime, Ze i kdybychom m¢li uro¢eni po sekundach, nikdy nedostaneme vic nez

2,71 nasobek vkladu.

3.5.1 Priklad
Na hlinéné desticce z Mezopotamie, datované kolem roku 1700 pt.n.l. (nyni se
nachdzi v Louvru), najdeme nasledujici problém: Za jak dlouho se zdvojndsobi miyj

vklad, kdyz budeme kazdoro¢né skladat 20% trokovou sazbu?
Zopakujeme si, co vime — trok 20% roén¢, vklad =V, za jak dlouho =x.

na konci 1. rok budu mit

na konci 2. roku budu mit

(V-12)-1,2=V-1,22

po x letech budu mit

V-1,2%

Vime, Ze piivodni vklad se ndm ma zdvojnasobit

V-12*=V"-2.

Po tprave rovnice dostdvame
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1,2 =2
a puvodni castka se vrovnici nevyskytuje. Nyni bychom méli pouzit logaritmy.
V Mezopotamii, ale logaritmy neznali, tak pocitali pfibliznou hodnotu. Vsimli si, ze
1,23 = 1,728 a 1,2* = 2,0736 a usoudili, ze hodnota bude nékde mezi 3 aZ 4 roky.
V dnesni dobé¢ to dokdzeme fict pfesné na den praveé za pomoci logaritmd.
log 1,2* = log2
x =3,80178

3 celé roky, mésice a dny vypocitame pomoci troj¢lenky
meésice:

1009 ..o ev ev e e e e e 12mBsictd

8090 .. ev ee e e e e e e X MESICU

=80 g6
100 ¢

9 celych mésich. Kdyz budeme piedpokladat, ze mésic ma 30 dni

1009 oo v e e e e e e . 30dNN
(Y0 S, o 7 ¥ 11 |

=% 30-18
=700 "7

18 celych dnd.
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4 Zavér

Cilem této prace bylo pfiblizit ¢tenafi vyuziti eulerova cisla v matematické
analyze. V prub&hu prace jsem zjistila, Zze prace nikdy nebude uplna. V mé praci musi
mit ctenar matematicky zaklady, aby danou problematiku pochopil. Jsem rada, ze jsem

si dané téma vybrala a mohu fici, ze jsem pln¢€ pochopila problematiku eulerova cisla

vV matematice. A na zavér jedna citace z knihy od Davida Achesona ([11],5174):

..., je vzit Fadu, ktera reprezentuje e\ a dosadit do ni zcela bez skrupuli
imaginarni velicinu t = i, kde 0 je realné cislo a i =V —1. Dostaneme
0% i6?3 i0*

i9=1 g — —
e +1 2+2_3+2_3_4+

a oddelime-li na pravé strané realné cleny od imaginarnich, vyjde

i9—192+ o +ile +93+ o
¢ = 2 "2.3.4 ! 2372345

Jenomze obé nekonecné rady v zavorkach jsou prave ty rady, které reprezentuji

sin 0 a cos 0 na strance 171! Takze nakonec dostavame

e = cosB + isind

Tento uzasny vzorec, ktery objevil Euler v roce 1748, je dostatecné vyznamnym

vysledkem na zaver knihy.

Za prve, ziskali jsme jej propojenim Siroké Skaly sofistikovanych matematickych

myslenek véetne kalkulu, nekonecnych rad a imaginarnich cisel.

Za druhé, vzorec ma obrovsky vyznam pro praxi. Mimo jiné je jedinym divodem,
proc¢ v technické nebo fyzikalni literature veénované oscilacim najdeme jek e tak

1=V —1 prakticky vsude. Obé tyto konstanty vyznamné zjednodusuji mnohé vypocty.

Konecne, dosadime-li specidlni hodnotu 0 = & a vzpomeneme toto, zZe sin t=0 a

cos w=1 (viz stranka 171). dostaneme nakonec
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