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Anotace

Diplomovd prdace pojedndvd o algoritmech pro nalezeni optimdlniho reseni pro-
blému pokryti bipartitniho grafu biklikami. Prdce se zaméruje zejména na algo-
ritmus publikovany v cldnku Ene, Alina et al. ,, Fast exact and heuristic methods
for role minimization problems®. Soucdsti diplomové prdace je implementace algo-
ritmu v programovacim jazyce C.

Synopsis

This master’s thesis deals with algorithms for finding an optimal solution for
biclique cover problem. Thesis focuses on algorithm from article Ene, Alina et
al. “Fast exact and heuristic methods for role minimization problems” The work
also includes implementation of algorithm in the C programming language.
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1 Teorie

V této kapitole jsou definovany pojmy, které budou potreba v nasledujicich ka-
pitolach.

1.1 Graf (neorientovany)

Graf je dvojice G = (V, E), kde V' je mnozina vrcholi (uzli) a E je mnozina
hran, pro kterou plati £ C V2. Kazd4 hrana se tedy skldd4 ze dvou uzli a jeli-
koz zde nezalezi na orientaci, reprezentujeme hrany jako neusporadanou dvojici
(dvouprvkovou mnozinu). MnoZiny uzli a hran jsou disjunktni (V N E = ().
Na obrazku 1 muzeme vidét priklad neorientovaného grafu. Mnozina V' ob-

sahuje celkem 6 uzli ({u4,...,us}) a mnozina E obsahuje 11 hran.
Uz @
(51 Ug

Obréazek 1: Graf (neorientovany)

1.1.1 Doplnkovy graf

Dopliikovy graf ke grafu G = (V, E) je G’ = (V, V2\ E). To znamen4 Ze doplitkovy
graf G’ obsahuje stejné uzly jako G a obsahuje jen ty hrany, které v grafu G chybi.

Na obrazku 2 muzeme vidét doplnkovy graf ke grafu z obrazku 1. Zde si
mizeme ovéiit spravny pocet hran. Uplny graf s 6 uzly mé (g) = 15 hran. Graf
na obrazku 1 ma 11 hran, tudiz doplnkovy graf na obrazku 2 ma 15 — 11 = 4

hrany.

1.1.2 Podgraf

Podgraf grafu G = (V, E) je graf G' = (V', E’), kde V' C V| E' C E a vSechny
hrany v £’ musi mit oba koncové uzly v mnoziné uzlu V’. Podgraf tedy vznikne
z puvodniho grafu vymazanim nékterych (i zaddnych) uzli a hran. Pokud se
vymazaly pouze hrany, které mély alespon jeden koncovy uzel ve V'\ V', mluvime
o indukovaném podgrafu. [18]

Na obrazku 3 muzeme vidét dva priklady podgrafi grafu z obrazku 1. Vlevo
graf vznikl vynechanim uzlu u; a Sesti hran. Vpravo graf vznikl pouze vynechanim
uzlu u; a hran, které z tohoto uzlu vedly, podgraf je proto indukovany.



Obréazek 2: Doplnkovy graf

(%) ()

(a) Podgraf (b) Indukovany podgraf

Obrazek 3: Podgrafy

1.1.3 Klika

Klika v grafu G = (V, E) je podgraf G' = (V', E’) grafu G, ktery je Gplnym
grafem, coz znamenad, ze pro kazdou dvojici uzla z V' existuje hrana v E’, ktera
je spojuje. [2]

Na obrazku 4 muzeme vidét priklady klik. Vlevo je klika tvotrena tfemi uzly
(u1,us, us). Klika neni maximdlni, protoze pridanim uzlu ug vznikne vétsi klika,
kterd je znazornéna na obrazku vpravo. Klika vpravo je maximalni a sklada se
ze Ctyt uzlu (uq, ug, us, ug).

1.1.4 Reprezentace grafu v pocitaci

Graf mtizeme reprezentovat napriklad matici sousednosti. Na mnoziné V' zave-
deme pevné usporadani vy, vs, . . ., vjy|. Matice sousednosti bude mit sitku a vysku
rovnou poc¢tu vrcholl. Pro jednotlivé prvky matice M;j plati:

. 1 (Ui,Uj) S E,
My = { 0 jinak.

Matice sousednosti ke grafu na obrazku 1 by vypadala nasledovné:



01 0011
1 01 011
01 0101
M = 001011
11 0101
1 11 110
(a) Klika (b) Maximdln{ klika

Obrézek 4: Kliky

1.2 Rozklad mnoziny

Necht M je libovolna neprazdnd mnozina. Pak systém M’ neprazdnych podmno-
zin mnoziny M, splnujici podminky:

1. libovolné dvé ruzné mnoziny ze systému M’ jsou disjunktni,

2. sjednoceni vSech mnozin ze systému M’ je rovno celé mnoziné M,
se nazyva rozklad na mnoziné M. Prvky systému M’ se nazyvaji tridy rozkladu
M’ [9].

Pro predstavu si uvedeme priklad na mnoziné M = {1,2,3,4}, pro kterou
muzeme sestavit nasledujici rozklady:

1. M= {{1,2},{3,4}},

2. M’ = {{1,4},{2,3}},

3. M= {{1},{2},{3,4}},
4. M' = {{1},{2}, {3}, {4}},

kde v 1. a 2. pripadé je mnozina M rozdélena na 2 tiidy, ve 3. pripadé na 3 t¥idy
a v poslednim ptipadé na 4 tiidy.
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1.3 Bipartitni graf

Pro celé ¢islo r > 2 se graf G = (V, E) nazyva r-partitni, pokud existuje rozklad
V' mnoziny V' na mnoziny vrcholt, tak Ze pocet tiid je roven r a kazda hrana
maé koncové uzly v jinych tiidach (partitach). Uzly ve stejné t¥idé tedy nemohou
byt spojeny hranou.

Namisto 2-partitniho grafu rikdme bipartitni graf. Bipartitni graf neobsahuje
zadny cyklus liché délky. Mnozina uzli V' je rozdélena na dvé partity (U a P).
E je mnozina hran, coz chapeme jako mnozinu dvojic uzli. Pro kazdou hranu
(u,p) € E plati, ze u e U Ap € P.

Obréazek 5: Bipartitni graf

U P

O )
.
Obrézek 6: Bipartitni graf s vyznac¢enymi mnozinami U a P

1.3.1 Priklady bipartitniho grafu

Bipartitnim grafem G = (V, F') mizeme reprezentovat uzivatele a jim pritazend
prava. Mnozina uzivatelu je jedna parita, kterou znacime U (Users) a mnozina
prav je druhd parita, kterou znacime P (Permissions). V grafu je vrchol uzivatele
u € U propojen hranou s vrcholem prava p € P, pokud uzivateli u je pridéleno
pravo p.
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Dale mtizeme mit napiiklad mnozinu zvitat a jim pritazené vlastnosti. Prvni
partita U je tedy mnozina zvirat a druha partita P je mnozina vlastnosti. V grafu
existuje/neexistuje hrana (u, p), pokud zvife u mé/nemd vlastnost p.

1.3.2 Biklika

Biklika (neboli dplng bipartitni graf), je graf G = (V, E) s partitami U a P, pro
ktery plati, ze kazdy vrchol z mnoziny U je propojen hranou s kazdym vrcholem
z mnoziny P.

(a) Biklika (b) Maximalni biklika
Obrazek 7: Bikliky

Velikost bikliky mizeme definovat poétem uzli. Do mazimalni bikliky nemi-
zeme pridat uzly, diky kterym by vznikla vétsi biklika, to znamena, Zze maximalni
biklika neni soucasti vétsi bikliky.

Na obrazku 7 muzeme vidét dva priklady biklik. Vlevo se biklika sklada ze
tT1 uzli: us, p1, p2 & neni maximalni, protoze se do ni da pridat uzel us, takto
zvétsena biklika je zvyraznéna vpravo a skladé se tedy ze ¢yt uzli: us, us, p1, po
a jedna se o maximalni bikliku. Uzly wuq, us, p1, p2 nemohou tvorit bikliku, protoze
v grafu chybi hrana z u; do ps.

1.3.3 Reprezentace bipartitniho grafu v pocitaci

Jako klasicky graf Jeden ze zplisobu je reprezentace jako klasického grafu
naptiklad matici sousednosti. Nejprve zvolime pevnou posloupnost vrcholt na
mnoziné V: vy, v, ..., vy (napiiklad tak, ze naskldddme uzly z prvni partity
nasledované uzly z druhé partity: w,,...,wy,p1,...,pp)). Nésledné sestavime
matici sousednosti, ve které jsou na tadcich i ve sloupcich vrcholy z posloupnosti
U1, 02, ..., vy|. Pokud mezi vrcholy v; a v; vede hrana, tak je v matici na radku
¢ a ve sloupci j hodnota 1. Pokud mezi vrcholy hrana nevede, je tam hodnota
0. Pro tuplnost k této matici pridame informaci o tom, jak je mnozina vrchola
V' rozdélena mezi partity.

Pokud bychom vzali bipartitni graf z obrazku 5 a stanovili by jsme usporadani
mnoziny V' jako wuq, us, us, p1, p2, pak by matice vypadala nésledovné:

12



00010
00011
M = 00011
11100
01100

Déle pridame informaci o rozdéleni V' na partity: {uy, us, us}, {p1, p2}

Jako bipartitni graf Bipartitni grafy mizeme reprezentovat pomoci jedné
matice M, kterd mé pocet radki m = |U| a pocet sloupci n = |P|. Na radcich
mame uzly z mnoziny U a ve sloupcich uzly z mnoziny P. Opét zavedeme pevné
usporadani na mnozinach U a P. V matici M indexujeme nésledovné:

Mo — { 1 jestlize jsou uzly w = U; a p = P; spojeny hranou,
Y L0 jinak.

Matice bipartitniho grafu z obrazku 5 pak bude vypadat nasledovneé:
10
M = 1 1
11

2 Vybrané algoritmické problémy

2.1 Problém rozkladu grafu na kliky

Méjme neorientovany graf G = (V, E). Rozklad grafu G na kliky odkazuje na
problém nalezeni mnoziny klik C' takové, ze kazdy vrchol z G je obsazen pfesné
v jedné z klik v C.[19] V literatufe napsané v angli¢tiné se na problém odkazuje
jako na Clique Partition. Rozhodovaci verze by vypadala nésledovné:

CLIQUEPARTITION
Instance: Graf GG a pozitivni ¢islo k
Otazka:  Existuje mnozina klik C' o velikosti k7

Minimaliza¢ni verze problému se jmenuje Minimal Clique Partition (dale jen
MCP) a jde o nalezeni nejmensi mozné mnoziny klik C' splnujici predchozi pod-
minku.

MINIMALCLIQUEPARTITION
Instance: Graf G
Vysledek: Mnozina klik C' s minimalni kardinalitou.

2.2 Problém barveni grafu

Obarveni uzlu grafu G = (V, E) je zobrazeni ¢ : V — C takové, Ze pokud
jsou uzly v a w spojeny hranou, pak c¢(v) # c¢(w) (maji odlisnou barvu). Prvky
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N

(a) Clique Partition (b) Minimum Clique Partition

Obrézek 8: Problem Clique Partition

mnoziny C' jsou dostupné barvy a je snaha naleznout nejmensi ¢islo k takové,
7e graf G je k-obarvitelny barvenim ¢ : V. — {1,...,k}. Cislo k se nazyva
chromatické ¢islo grafu G, které se znadci jako x(G). [18]

GRAPHCOLORING
Instance: Graf G
Vysledek: Barveni ¢c:V — C, tak ze |C| je minimélni

Pozna¢me ze k-obarveni grafu neni nic jiného nez rozdéleni mnoziny V' do
k disjunktnich podmnozin (tfid). Kazdy netrivialni (ma vice jak 1 vrchol) a ne-
nulovy (m4 alespon jednu hranu) bipartitni graf je tedy 2-obarvitelny.
Rozhodovaci verze problému barveni grafu vypada nasledovné:

GRAPHCOLORINGDECISION
Instance: Graf G a pozitivni ¢islo &
Otézka:  Existuje barveni ¢: V — {1,2,...,k} pro graf G?

Na obrazku 9 mtuzeme vidét dva priklady obarveni grafu. Vlevo mame bipar-
titni graf, ten je obarvitelny dvéma barvami. Vpravo je graf obarvitelny ¢tyfmi
barvami.

2.3 Problém pokryti bipartitniho grafu biklikami

Pro problém pokryti bipartitniho grafu biklikami je dan neorientovany bipartitni

graf G = (V, E) a mnozina S, coz je mnozina podgrafi grafu G. Mnozina S je

pokryti grafu G o velikosti |S|, pokud pro kazdou hranu z grafu G plati, ze je

obsazena alespon v jednom podgrafu z mnoziny S. Pokud jsou vSechny podgrafy

v mnoziné S bikliky, tak mluvime o S jako o pokryti bipartitniho grafu biklikami

(dale fikdme biclique edge cover, biclique cover nebo bipartite dimension). [4]
Rozhodovaci verze pokryti bipartitniho grafu biklikami:

BicLIQUECOVER
Instance: Graf G a pozitivni ¢islo k
Otazka: Ma graf GG pokryti biklikami o velikosti nanejvys &k biklik?

14



Obrézek 9: Barveni grafu

BicLIQUECOVER je NP-tplny problém [5] , zminény v knize A Guide to the
Theory of NP-Completeness [6] pod ndzvem GT18 (Graph theory, 18. problém).
Déle je dokdzéno, ze je problém tézky k aproximaci (pokud plati P # NP). [11]
Spodni hranice aproximovatelnosti je |V|'/3=¢, pro viechna ¢ > 0. [21]

Minimaliza¢ni verzi problému (tedy hleddme mnozinu S s nejmensi kardina-
litou) nazyvame Minimal Biclique Cover, dale jen MBC.

MINIMALBICLIQUECOVER

Instance: Graf G

Vysledek: Mnozina S, kterd pokryva graf G a mé (ze vSech ostatnich S’
pokryvajicich graf G) nejmensi kardinalitu

Na obrazku 10 mizeme vidét graf, ktery je pokryty tfemi biklikami a to
konkretné biklikou obarvenou modrte s uzly uy, us, p1, p2, Cervené s uzly us, us, po
a zelené s uzly ug, ug, us, p3, pa.

2.4 Problém minimalizace roli

Tento problém je aplikace predchoziho problému, anglicky se mu tika Role Mi-
nimization Problem. Nejprve definujeme pojmy opravnéni uzivateli a opravnéni
uzivateli zalozené na rolich. Nasledné nadefinujeme problém samotny.

Opravnéni uzivateli je ve vypocetni technice definovano jako delegovani
prava pouzivat funkce souvisejici s bezpecnosti v poc¢itacovém systému nebo na
internetu. Opravnéni umoznuje uzivateli provést akci s bezpec¢nostnim dopadem.
Jako priklady opravnéni mizeme uvést moznost vytvorit nového uzivatele, moz-
nost nainstalovat software nebo zménit funkei jadra. [17]

Opravnéni uzivatelt zaloZzené na rolich (anglicky Role-based access cont-
rol), dale jen RBAC. Aby uzivatelé v daném informacnich systému neméli pridé-
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Obrézek 10: Pokryti bipartitniho grafu biklikami

lena vSechna prava a tim padem i pristup ke vSem informacim, tak se kazdému
uzivateli pfifadi jen néktera prava. Prifazenim prav jednotlivym uzivateliim tzv.
,na miru“ vznika nebezpeci, Zze mu budou pritazena omylem prava, kterda mu ne-
nalezi a uzivatel tak dostane neopravnény pristup k citlivym idajim. V RBAC
se nepridéluji prava uzivateli primo jedno po druhém, ale misto toho se nadefinuji
urcité role, coz jsou mnoziny prav, které jsou nasledné prirazeny uzivatelim.

Nejvétsi prekazkou pii zavedeni RBAC je definice roli. [1] Tomuto procesu se
anglicky tikd Role Engineering a jsou dva pristupy pro definici roli:

1. Top-down pristup - expert provede analyzu struktury systému a na za-
kladé toho nasledné nadefinuje role, které se poté priradi uzivatelim. Tento
pristup je casové naroc¢ny a tim padem i drahy.

2. Bottom-up pristup - provede se analyza jiz existujicich uzivateli a jim pfti-
fazenych prav, ze kterych se vyvodi role.

Oba pristupy lze zkombinovat. Vysledek bottom-up pristupu mize byt né-
sledné modifikovan a vylepsen top-down pristupem.

Role Minimization Problem Dale jen RMP je problém, ktery je prevedi-
telny na MBC a naopak, tato definice pochazi z prace Vaidya, Atluri and Guo
[3].

Megjme neorientovany bipartitni graf G = (V, E), s dvéma partitami U a P.
Prvky mnoziny U jsou uzivatelé (Users) a prvky mnoziny P jsou prava (Per-
missions). Tento graf reprezentuje RBAC. Cilem je najit nejmensi mnozinu roli
znacenou R spolu s mnozinou hran spojujicich uzivatele a role znacenou Eygr
a mnozinou hran spojujicich role a prava znacenou Erp tak, ze plati:

16



Obrazek 11: Tripartitni graf Grp

E={(u,p)|3r € R,(u,7) € Eyg, (r,p) € Erp} (1)

Mnozinu roli R si muzeme pfedstavit jako (na obrdzku 11 prostfedni) ¢ast
tripartitniho grafu Ggp, kterd spojuje mnoziny U a P. Graf Ggp je definovan
nasledovné:

Grs = (UURUP, Eyp U Egp) (2)

N&s puvodni graf G mé hranu (u, p) pouze pokud existuje alespori jedna cesta
délky 2 z uw € U do p € P v tripartitnim grafu Grg. Mnozina C podgrafi, ktera
vznikne tak, ze projdeme vsechna r € R a sestrojime podgrafy

{ul (u,7) € Eyr} U{p| (r,p) € Erp}, (3)

je pokryti bipartitniho grafu G biklikami. Proto je RMP ekvivalentni problému
MBC.

3 Algoritmus Via Reduction

Tento algoritmus, ktery vraci optimalni feseni, je popsédn v Ene et al. [1]. V tomto
algoritmu se postupné prevede problém pokryti bipartitniho grafu biklikami na
problém miniméalniho rozkladu grafu klikami s pouzitim obarveni grafu. Tento
algoritmus je v praxi velmi efektivni.
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3.1 Redukce na jiny problém

V nésledujici ¢ésti je popis jak se prevede problém MBC (Minimal Biclique
Cover) na problém MCP (Minimal Clique Partition) a barveni grafu.

Méjme bipartitni graf G, ve kterém chceme najit minimalni pokryti bipar-
titniho grafu biklikami. Zhotovime hranové dudlni graf G’ ke grafu G tak, zZe
hrana z G se stane vrcholem v G' a vSechny vrcholy v G jsou propojeny hranou
pouze pokud koncové body odpovidajicich hran z G’ tvori bikliku v G. G’ tedy
definujeme takto:

G' = (E,{(e1,e2) | e1 € E a ey € E tvoii bikliku v G}) (4)

Méjme (maximdlni) kliku v G’ znac¢enou k. Vrcholy kliky k& odpovidaji mno-
ziné hran, jejichz koncové uzly tvori v grafu G (maximélni) bikliku. Hrany po-
kryté (maximélni) biklikou v G tvori (maximélni) kliku v G’. Kazdé pokryti
bipartitniho grafu G biklikami tvori mnozinu klik v G’, znacenou C'. Sjednoce-
nim vsech klik v C' dostaneme mnozinu vSech uzlu z G'. Abychom z C vytvorili
Clique Partition, tak kazdy vrchol z G’ musi byt pouze v jedné z klik, proto ho
nechame v jedné klice z C' a z ostatnich klik tento vrchol odebereme. Takhle
z MBC dostaneme MCP, proces miize byt i opacny.

3.2 Pojmy pouzivané v popisu algoritmu

Jak bylo vysvétleno v predchozi kapitole, dany bipartitni graf G a problém MBC
se prevede na jeho hranové dudlni graf G’ a problém MCP. Nejdiive si nadefinu-
jeme pojmy uzivané v popisu:

N(v) - je mnozina vsech sousedu vrcholu v

d dominuje uzlu g - uzel d dominuje uzlu g pokud plati:
({9} UN(g)) € ({d} UN(d)), ()

tedy oba uzly jsou spojeny hranou a uzel d mé vSechny sousedy, které ma
uzel g. Mlze mit i ty sousedy, se kterymi uzel g nesousedi. Déle fikdme, ze
uzel d je dominétor (uzlu g).

d je izolovany - uzel d nema zadné sousedy. Plati tedy:

N(d) =0. (6)

3.3 Redukeni strategie
Redukéni strategie pro MCP grafu G pro vrchol d vypada nasledovné:

« Pokud vrchol d nema zadné sousedy, pak se v MCP grafu G vyskytuje klika
obsahujici jen vrchol d spolu s MPC podgrafu, ktery vznikne odebranim
vrcholu d z G.
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e Pokud vrchol d dominuje jinému vrcholu g, pak se MCP grafu G sklada
z MCP podgrafu, ktery vznikne odebranim vrcholu d z GG, modifikovanym
o pridani vrcholu d do unikatni kliky, kterda obsahuje vrchol g.

MCP grafu G tedy vznikne rekurzivné: najde se izolovany vrchol v a prida
se jako nova klika (s jednim vrcholem v) do MCP (nalezeném pomoci rekurze)
grafu G[V \ {v}], pokud se zadny izolovany vrchol nenajde, tak se najde vrchol
d dominujici vrcholu g, zhotovi se (rekurzivné) MCP grafu G[V \ {d}], a vrchol
d se prida do (unikétni) kliky, ktera obsahuje vrchol g

3.4 Popis algoritmu

Postup vypada nasledovné:
1. Z bipartitniho grafu G sestroj hranové duélni graf G’
2. Najdi MCP grafu G":

(a) Odstran uzly a jejich incidentni hrany z grafu G’ podle redukéni stra-
tegie popsané vyse (3.3), dokud nelze odstranit dalsi uzel.

(b) Sestroj komplementarni graf grafu redukovaného G’, nazvany I ( ne-
redukovatelné jadro, anglicky irreducible kernel)

(c) Obarvi graf I

(d) Vsechny uzly se stejnou barvou tvori kliku v redukovaném grafu G'.
Tyhle kliky tvori mnozinu C', coz je clique partition redukovaného
grafu G'.

(e) Vloz odebrané uzly do odpovidajicich klik (vysvétleno v rekurzivni
strategii) z C' v opa¢ném poradi v jakém byly odebrany, tim se udéla
MCP grafu G’

3. Kazda klika v MCP grafu G’ je mnozina hran z grafu G, ktera tvori bikliku
v grafu G

Casové narocnost redukee je O(|E|*|V|log |V|). Je tu nanejvys |E| iterativ-
nich krokii a v kazdém kroku je v nejhorsim pripadé priichod pres vsechny dvojice
vrcholil pro nalezeni dominatort. Rekurzivni strategie se v experimentech ukéa-
zala velice mocnou, pouhou redukei se vytesilo 7 z 9 grafti z datasetu v tabulce
2.

Nejprve se tedy spusti algoritmus 3, ve kterém se sestroji hranové dudlni
graf G’ (krok 1.), nasledné se zavold rekurzivni algoritmus 2 provadéjici redukei
a barveni (krok 2.) a poté se z MCP grafu G’ vytvori bikliky tvorici MBC grafu
G (krok 3.). V rekurzivnim algoritmu 2 z grafu G’ odebiraji dominujici a izolo-
vané podle redukéni strategie, nasledné se zhotovi neredukovatelné jadro, které
se obarvi. Kazd4 barevna trida (mnozina uzli obarvenych stejnou barvou) tvori
samostatnou kliku v MCP. Za povsimnuti stoji fakt, ze pti odebrani izolovaného
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Algoritmus 1: GetEdgeDualGraph(bip. graf G = ((U, P), E))

G’ + prazdny unipartitni graf s |E| uzly, kazdy uzel je mozno indexovat
hranou z G
for hrana hl = (u,v) € E do

end

for hrana h2 = (z,y) € E do

if areNeighbours (G, u, v, z, y) then
spoj hranou uzly grafu G’ reprezentujici hrany hl a h2 (z
grafu G)

end

end

return G’

Algoritmus 2: MinimalCliquePartitionRec(unipartitni graf G’, mno-
zina klik M CP)

for uzel d = (u,v) € G’ do

end

for uzel g = (x,y) € G'\ {d} do

if uzel g dominuje uzlu g then
MinimalCliquePartitionRec (G'\ {d}, MCP)
do kliky z M C'P obsahujici uzel g pridej uzel d
return MCP

end

end
if uzel d nemd Zadné sousedy then

/* Pridej do MCP kliku obsahujici uzel d
MPC < MCPU{{d}}
MinimalCliquePartitionRec (G'\ {d}, MCP)
return MCP

end

/* Nejde provést Zadnd dalsi redukce

I < komplementarni graf ke grafu G’

¢ < GraphColorDSATUR ([)

for K < mnozina uzlu se stejnou barvou z barveni ¢ do
\ MPC «+ MCPU{K}

end

return MCP
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Algoritmus 3: MinimalBicliqueCoverViaReduction(bip. graf G)

G’ + GetEdgeDualGraph (G)

MCP + 0

MinimalCliquePartitionRec (G', MCP)

B+« 0

for klika C € MCP do
b < biklika grafu G zkonstruovana z kliky grafu G’
B+ BUb

end

return B

uzlu z G’ se do MCP vlozi klika obsahujici tento izolovany uzel a pti odebrani
dominujiciho uzlu g, ktery dominuje uzlu d, se po dokonceni rekurze vlozi domi-
nujici uzel g do té kliky, ve které se vyskytuje dominovany uzel d.

3.5 Ukazkovy priklad

Algoritmus MinimalBicliqueCoverViaReduction neni na prvni pohled
jednoduché pochopit. Doufam, ze by v tom mohla pomoct nézornd ukazka.
Meéjme bipartitni graf G, jehoz zndzornéni muzeme vidét na obrazku 12(a),
ktery se sklddd z 8 uzli. Mnozina V' je rozdélena na partity U = {ug,...,us}
aP={po....,ps}.

Nejprve prevedeme bipartitni graf G na hranové duélni graf G’, ktery muzeme
vidét na obrazku 12(b). Graf G’ obsahuje jako uzly hrany z grafu G. Popisky
uzli grafu G’ reprezentuji hrany a jsou ve tvaru [u;, p;], kde na prvni pozici je
vzdy uzel z partity U a na druhé pozici uzel z partity P. Pro zjednoduseni jsou
vynechdny pismena u a p, tedy [u;,p;] je zaznaceno jako [i,j]. Pro nédzornou
ukazku takového prevodu si vSimnéme, ze hrana mezi uzly ug a pg tvori s hranou
mezi uzly up a p; bikliku, proto je v grafu G’ uzel [0, 0] spojen hranou s uzlem
0, 1].

Nyni budeme provadét kroky z redukéni strategie popsané vyse. Nejprve tedy
prochazime dvojice uzli a hleddme tzv. ,dominatory*“. Z obrazku 12(h) zjistime,
ze uzel [1,0] dominuje uzlu [1,3]. Odebereme proto uzel [1,0] z grafu G, jak je
vidét na obrazku 12(c).

V redukovaném grafu G’ se jiz nenachazi zadny uzel, ktery by jinému uzlu
dominoval. Nachazi se zde ovSem izolovany uzel [1, 3], ktery podle redukéni stra-
tegie také odstranime, jak mizeme vidét na obrazku 12(d).

Pro lepsi nazornost si graf z obrazku 12(d) roztahneme (obrazek 12(c)), pro-
toze dalsim krokem je z redukovaného grafu udélat komplementarni graf, dale
pojmenovany jako irreducible kernel, ktery muzeme vidét na obrazku 13(a).

Dalsim krokem je obarveni grafu z obrazku 13(a). Takto obarveny graf mu-
zeme vidét na obrazku 13(b). Dulezité je, ze zddné dva sousedici uzly nemaji
stejnou barvu.
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[2,1] [0,1]

Po

"@

P2

a) Origindlni bipartitni graf G (b) Pfevod na hranové dudlni graf G’

O—Q (2,1] [0,1]
@ C ® @

) Dominétor (d) Izolovany uzel

(e) Redukovany graf

Obrazek 12: Via Reduction ukazkovy priklad (1. ¢ast)
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(a) Komplement redukovaného grafu

[2,2]

[3,2]

(b) Obarveni komplementu

(c) Pfeneseni obarveni na reduk. graf (d) Preneseni obarveni na
reduk. graf (ztZeny)

Obrazek 13: Via Reduction ukazkovy piiklad (2. ¢ést)
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® @

(a) Izolovany uzel (backtrack) (b) Domindtor (backtrack)

O
©
O

(c) Pfevod zpét na bip. graf G

Obréazek 14: Via Reduction ukazkovy priklad (3. ¢dst)

Nasledné se barvy uzlt propaguji zpét od irreducible kernel do redukovaného
grafu na obrazku 13(c), ktery se déle zizi do kompaktniho tvaru na obrazku
13(d). Zde vidime, ze obarveni uzlu tvori clique partition redukovaného grafu.

Dale obnovime redukovany graf v opacném poradi, v jakém byly uzly ode-
brény, tedy jako prvni vlozime do grafu uzel [1, 3], ktery bude mit svou novou
barvu (zlutou), coZ je zndzornéno na obrazku 14(a). Nasledné do grafu vlozime
zpét uzel [1,0], ktery bude mit stejnou barvu jako uzel [1, 3], protoze mu domi-
noval. Jsme ve fazi, kdy mame clique partition (celého) hranové dudlniho grafu
G', coz muzeme vidét na obrazku 14(b). Nyni udéldme zpétnou konverzi z hra-
nové duélniho grafu G’ na bipartitni graf G se zachovanim obarveni, tedy hrany
z grafu G budou mit stejné barvy jako jim odpovidajici uzly z grafu G’.

Na obrazku 14(c) muzeme vidét vysledny graf G s obarvenymi hranami.
Kazda barva odpovida jedné biklice, celkem tedy mame 4 bikliky. Jedna z nich je
napiiklad oznacena ¢ervenou barvou skladajici se ze 3 uzlu (ug, ug, p2). Vidime,
ze kazda hrana grafu G je pokryta praveé jednou biklikou.
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3.6 Implementacni detaily
3.6.1 Hranové dudlni graf G’ grafu G

Pokud graf G’ naimplementujeme podle definice jako graf co ma |F| vrchola,
dostaneme se do situace, kdy nam na vétsich vstupech lehce dojde pamét. Na-
priklad v datasetu americas-large je graf, ktery méa néco kolem 185 tisic hran,
coz by mohlo predstavovat matici, kterda by méla néco kolem 34.2 miliard prvka
((185000)% prvki). Jen pro predstavu pokud by jeden prvek byl reprezentovan
jako 2B ¢islo, velikost matice v paméti by byla néco kolem 64GB. Je tedy po-
tfeba interpretovat graf G’ z reprezentace puvodniho grafu G. Mame tedy dva
vrcholy z grafu G, vrchol vy = (u,v) a vrchol vy = (z,y), coz jsou hrany z grafu
G, tvoteny koncovymi vrcholy z grafu G. Graf G je uchovany pomoci bipartitni
matice popsané na strané 13. Matice obsahuje:

0 Pokud vrcholy i a j nejsou spojeny hranou
M, ; = 1 Pokud vrcholy i a j jsou spojeny hranou
> 2 Pokud existovala hrana mezi vrcholy i a j, ale byla vymazana.

Vrcholy vy = (u,v) a vy = (z,y) jsou sousedni pokud plati podminka areNe-
tghbours slozena ze tii ¢asti, které musi vSechny platit:

1. Myy=1AM,, =1
2. M,, >1

3. M,,>1

Algoritmus 4: areNeighbours(bip. graf G = (V, E), hrana hl = (u,v),
hrana h2 = (z,y))

return
(Glullv] =1 AND Gla]ly] = 1)
AND (G[ully] = 1)
AND (G[z][v] > 1)

Tato slozena podminka zachycuje fakt, ze aby byly v grafu G’ rtuzné vrcholy
sousedni, tak musi hrany (které reprezentuji v grafu G) tvorit bikliku (o 3 nebo
4 uzlech).

Na obrazcich 15 jde vidét, jak vypadaji hrany, pro které podminka plati a na
obrazcich 16 je vidét priklady hran, pro které slozend podminka nebude platit.
Zaroven je pod obrazky napsano, které podminky platily a které ne. Pseudokod 4
pro tuto slozenou podminku je nastinén na strané 25, kde kazdy radek odpovida
jedné podmince.

Hodnota > 2 v matici znamenad, ze byla hrana odebrana z grafu. Zaroven ale
tato informace muze poslouzit jako identifikator, do které kliky tento uzel patti.

25



1. Ano 1. Ano
2. Ano 2. Ano
3. Ano 3. Ano
(a) biklika ve tvaru ,,<“ (b) biklika ve tvaru ,X“

1. Ano
2. Ano
3. Ano
(c) biklika ve tvaru ,>*

Obrézek 15: Ukazka kdy podminka areNeighbours plati

Graf G’ je tedy interpretovan z reprezentace grafu G. Po dokonceni redukce
v kroku 2a na strané 19 se z grafu G opravdu zhotovi matice grafu G’, ze které
se nasledné udéla komlementarni graf a poté se obarvi.

3.6.2 Seznam hran

P1i redukci v MinimalCliquePartitionRec na strané¢ 20 dochazi k opa-
kovanému prochazeni hran grafu G. Abychom se vyhnuli iterovani pfes matici
a neustalému kontrolovani, jestli hrana existuje, tak si vytvorime seznam hran.
Jako strukturu jsem ve své implementaci vyuzil cyklicky a obousmérné zretézeny
seznam. Tato struktura mi umoznuje jednoduse a rychle oddélat hranu z kolekce.
Prvky prochézim linearné, takze neni potteba indexace jako v poli. Pokud chci
projit vsechny ostatni prvky, tak za¢nu v jednom prvku a rekurzivné se pohy-
buji ptres pravého potomka, dokud se nedostanu zpét k tomu ptivodnimu prvku.
Odpada jakakoliv nutnost hlidani okraji seznamu.

V redukci 2a na strané 19 tedy odebirdme vrcholy z G’ coz jsou hrany z G,
které mame uchované v seznamu F, ktery byl popsan v pfedchozim odstavci.
Odstranéni vrcholu z grafu G’ tedy probiha tak, Ze se oddéla odpovidajici hrana
v seznamu E a v matici se na odpovidajicim misté zméni hodnota z 1 (,,hrana
existuje“) na 2 (,,hrana byla odebrana*).
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1. Ano 1. Ano
2. Ne 2. Ne
3. Ano 3. Ne
(a) Chybi hrana (u,y) (b) Chybi hrany (u,y) a (z,v)

1. Ano
2. Ano
3. Ne
(¢) Chybi hrana (z,v)

1. Ne
2. Ano
3. Ano

(d) Chybi hrana (u,v)

Obréazek 16: Ukazka kdy podminka areNeighbours neplati
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3.6.3 Algoritmus pro barveni grafu

Aby algoritmus Via Reduction 3 vracel optimalni feseni, je potfeba algoritmus na
obarveni grafu, ktery také vraci optimalni feseni. Algoritmus DSATUR je poprvé
zminén v praci Breldz: New methods to color the vertices of a graph.(1973) [7].
Od té doby prosel nékolika zménami, v nasledujicich odstavcich bude popsana
varianta z prace Furini and Gabrel [8].

Algoritmus 5: DSATUR (unipartitni graf G = (V, F))

LB + MaxCliqueSize (G)
UB «+ |V|

C" < pole plné —1 o velikosti |V/|
C <+

k+0

DSATURRec (G, LB,C",C\k)
return C'

Algoritmus DSATUR je pojmenovan podle Deegree of saturation (déle jen
DSAT), coz je hodnota, kterou mé kazdy uzel a znamend pocet ruznych barev,
kterymi jsou sousedi daného uzlu obarveni.

Algoritmus pro unipartitni graf G = (V, E) vréati obarveni C. Nejprve se urci
dolni a horni hranice po¢tu pouzitych barev. Dolni hranice (anglicky lower bound,
déle jen LB) je velikost nejvétsi maximalni kliky v grafu G, kterou vypocteme
algoritmem MaxCliqueSize. Hodnota LB se v pribéhu algoritmu jiz ddle ne-
méni. Horni hranice (anglicky upper bound, déle jen UB) je na zac¢atku pocet
uzlt v grafu G, protoze nejhorsi pripad nastane, kdyz kazdy uzel obarvime jinou
barvou, méame tedy maximalné |V| pocet barev. Kdyz se nalezne obarveni, které
mé méné barev nez UB, tak se hodnota UB zmensi (UB bereme jako globalni
proménnou). C’ je pole, které reprezentuje zatim nalezené obarveni. Na zac¢atku
nema zadny uzel prifazenou barvu, to reprezentujeme hodnotou —1. C' je pole,
ve kterém se bude uchovavat nejlepsi zatim nalezené obarveni. k je pocet pou-
zitych barev v éasteéném (dosud netplném) obarveni C’, na zac¢atku je 0. Poté
se zavola rekurzivni funkce DSATURRec a nakonec se vrati hodnota nejlepsiho
obarveni C.

Algoritmus DSATURRec je rozdélen na dvé c¢asti. Pokud je vse obarveno,
tak se zkontroluje, jestli je obarveni C” dosud nejlepsi nalezené. Pokud ano tak
ho ulozime a zménime hodnotu UB. Pokud obarveni C’ neni kompletni, tak se
zvoli uzel v, ktery bude obarven. Nasledné zkusime uzel v obarvit barvami, které
jiz. jsou v barveni C’ a nasledné jednou novou barvou. Podminky, ve kterych
se vyskytuje max, udrzuji pocet barev barveni C’ mezi LB a UB. To znamena,
ze pokud jsme nalezli barveni, které ma pocet barev LB, tak algoritmus rychle
terminuje a zaroven se neposuneme do vétve, ve které bychom méli vice barev
nez je hodnota UB. Volani DSATURRec s hodnotou k£ + 1 znamena, ze jsme do
barveni C’ pridali novou barvu.
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Algoritmus 6: DSATURRec(G = (V, E)), LB, C’, C, k)

if vse je obarveno then
if £t <UB then
C+ /* zkopirovat data z C' do C «/
UB <+ k
end
else
v < neobarveny uzel (hodnota —1 v barveni C”) s nejvétsi hodnotou
degree of saturation
/* Pro barvy, které jiz jsou v barveni (' */
for i < barva z barveni C', kterou nemd Zdadny soused uzlu v do
if max (k, LB) < UB then
C'v] «i
DSATURRec (G, LB,C",C,k)
end
end
/* Novéa barva */
if max (k+1, LB) <UB then
C'v] + k
DSATURRec (G, LB,C",C,k+1)
end
C'v] + —1
end
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Algoritmus 7: MaxCliqueSize(graf G = (V = {vy,..., 0.}, E))

Mazx + 0

Found + false

for ¢ + n downto 1 do
Found < false

Si < {vi, Vig1, ..., Un}
Clique (S; N N(v;),1)
¢; +— Max

end

return c;

Algoritmus MaxClique je popsan v Ostergdrd: A fast algorithm for the mazi-
mum clique problem [10]. Nejprve se nadefinuji globélni proménné: pole ¢ (na za-
¢atku plné 0), logicka hodnota Found a ¢islo Max. Méjme S; = {v;, viy1, ..., Un}-
Hodnota ¢; udava velikost nejvétsi kliky v mnoziné uzli S;. Hodnota ¢; nam tedy
udava velikost nejvétsi kliky grafu G. V algoritmu MaxCliqueSize tedy za-
¢neme s S, = {v,} a postupné kardinalitu mnoziny S; zvétsujeme. Vychdzime
z faktu ze pro kazdé 1 < i < n — 1 plati, Zze ¢; = ¢;41 nebo ¢; = ¢;11 + 1. Neboli
mame ¢; = ¢;41 + 1 pouze pokud je v S; klika o velikosti ¢; ;1 + 1, ktera obsahuje
uzel v;.

Algoritmus C11ique ma parametry graf U a ¢islo size, coz je velikost prozatim
nalezené kliky. Algoritmus je rozdélen na dvé ¢asti. Pokud je pocet uzlu grafu
U rovno 0, porovname jestli jsme nalezli nejvétsi kliku a pokud ano tak ulozime
velikost a nastavime Found na hodnotu true, tim C1ique a jeji rekurzivni volani
terminuje az do mista, kde byla funkce C1ique poprvé volana.

V druhé ¢asti algoritmu (to znamena, ze v grafu U je jesté néjaky uzel,
ktery by se mohl pridat do sklddané kliky) prochazime vSechny uzly v grafu U
v poradi podle nejmensi hodnoty poctu sousedt. Prvni podminka ve while cyklu
znamena, ze i kdybychom ptidali do kliky vSechny zbyvajici uzly v grafu U, tak
bychom nedostali vétsi kliku, takze mtizeme funkci terminovat. V dalsi podmince
vyuzijeme staré hodnoty c;. Poté odebereme uzel v; z grafu U a zavolame Clique
s grafem, ve kterém jsou vsichni sousedi uzlu v;, kteri byli zaroven v grafu U
a s navysenou hodnotou velikosti kliky o 1 (protoze jsme do kliky pridali uzel v;).
Po rekurzivnim zavolani nasleduje podminka, ktera umoznuje rychlou terminaci
po nalezeni nejvétsi kliky v dané iteraci (to znamend, ze se nasla klika, kterd
obsahuje uzel v; € S; z puvodniho voldni funkce C1ique).
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Algoritmus 8: Clique(graf U = (V', E'), size)

if |V’| =0 then
if size > Max then
Max < size
Found < true
end
else
while |V’| > 0 do
if size +|V’| < Max then
‘ return
end
¢ +— index uzlu s nejméné sousedy z grafu U
if size + ¢; < Max then
‘ return
end
U<+ U\ {v}
Clique (U N N(v;),size+1)
if Found = true then
‘ return
end

end
end
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4 Backtracking algoritmus

V této kapitole je popsan navrh vlastniho algoritmu na vypocet MBC. Problém
je popsan pomoci formélni konceptudlni analyzy, kde formalni kontext je analogie
grafu a formalni koncept je analogie bikliky.

4.1 Pojmy z formalni konceptualni analyzy
Formalni kontext

Méjme tabulkovd data reprezentovana trojici (X,Y, ), kde X je mnozina ob-
jektl, Y je mnozina atributi a I je binarni relace mezi X a Y. Pokud z € X
ay €Y jsouvrelaci I ({x,y) € I), tak to znamend, Ze objekt x ma dany atri-
but y. Tyto tabulkovd data se nazyvaji formalni kontext [12] (anglicky formal
context).

Priklad formalniho kontextu muzeme vidét v tabulce 1. Tato tabulka (s vy-
nechanymi nulami na prazdnych mistech pro prehlednost) reprezentuje matici bi-
partitniho grafu na obrazku 10. Mame tedy mnozinu objektt X = {uy, ug, us, uy, us}
a mnozinu atributi Y = {py, ps, p3, p4}. Binarni relace I je naznacena v tabulce,
takze napriklad objekt usz ma atributy ps, p3, ps.

P1 P2 P3 P4
(51 1 1
U2 1 1
us 1 1 1
Uy 1 1
Uy 1 1 1

Tabulka 1: Piiklad formalntho kontextu

Sipkové operatory

Méjme formdlni kontext (XY, I). Pro vSechny mnoziny A C X (mnoZina ob-
jekti) a B C 'Y (mnoZina atributi), jsou nadefinovany néasledujici Sipkové ope-
ratory:

1. Intent operator (Sipka nahoru)
« je operator T: 2% — 2Y definovany jako:

At={yeY |VoeA:(zx,y) €I} (7)

« MnozZiné objektii A je operatorem T piifazena mnozina atributii z Y,
které ma kazdy objekt z A.

« Priklady z tabulky 1:
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(a) A= {u1}7 Al = {p17p2}-
(b) A= {us,us}, AT = {ps, p3,pa}
(C) A = X = {U1,UQ,U3,U4,U5}, AT - @

2. Extent operator (Sipka dolit)

e je operdtor ¥ : 2¥ — 2% definovany jako:
Bt={zxc X |VyecB:(ny cl} (8)

« Mnoziné atributii B je operatorem ¥ pfifazena mnozina objekti z X,
které maji vsechny atributy z B.
« Priklady z tabulky 1:

(a) B = {p2}7 BV = {U17U2,U3,U5}
(b) B = {ps,ps}, B* = {uz, us, us}
(¢) B=Y ={p1,p2,p3,pa}, B* =10

Formalni koncept

Méjme formalni kontext (X, Y, I). Formalni koncept (anglicky formal concept)
je dvojice (A, B), kde A C X je mnozina objektti a B C Y je mnozina atributu
a pro které plati, ze AT = B a B} = A. To znamen4, Ze v A jsou jenom ty
objekty, které sdili vSsechny atributy z B a naopak v B jsou jenom ty atributy,
které jsou sdileny vSemi objekty z A. [12]

Priklady formalniho konceptu v tabulce 1:

1. (A4, B), kde A = {us,us} a B = {p1,po}
2. (A, B), kde A ={us,us} a B ={ps, p3,p1}

Na formalni koncept mizeme nahlizet jako na bikliku. [13] Méjme formalni
kontext (X,Y, I), coz jsou tabulkova data. Tato tabulka predstavuje matici sou-
sednosti bipartitniho grafu G = (V, E), kde mnozina V' jde rozdélit na podmno-
ziny X a Y. Mnoziny X a Y jsou tedy v grafu reprezentovany jako uzly. Jestlize
r€ X,y €Y a(r,y) €I, znamend to, Ze v grafu G existuje hrana mezi uzly x
ay ((x,y) € E). Z formalniho konceptu (A, B) muzeme sestavit podgraf

F=(AUB,{(a,b) e E:ac ANbe B}), (9)

ktery v grafu G tvori (maximalni) bikliku.

Pokryti formalniho kontextu formalnimi koncepty

Jelikoz v nasledujicim algoritmu pouzivame formalni koncepty namisto biklik, je
treba definovat analogii k pokryti bipartitniho grafu biklikami. Méjme formalni
kontext K = (X, Y, I) a mnozinu formélnich konceptu K. Mnozina K je pokryti
formalniho kontextu K formélnimi koncepty, pokud pro kazdou dvojici (z,y) €
I plati, ze je obsazena alespon v jednom forméalnim konceptu z K. Hleddnim
nejmensi mnoziny K, splnujici predchozi podminku, ziskdme minimalni pokryti
formalniho kontextu formalnimi koncepty.
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4.2 Algoritmus na vypocet vsech formalnich konceptt

Algoritmus 9: FCBO((A, B),y,{N, |y € Y})

vylistuj formdlni koncept (A, B)

if B=Y OR y > n then

| return

end

for j < y ton do
if j ¢ B AND N;NY; C BNY; then
(C, D) < ComputeClosure (B, )
if BNY; =DNY), then

‘ zatad ((C, D), j) do fronty F
else
end

end

end

while ((C, D), j) je dalsi prvek z fronty F do
| FCBO((C,D),j+1,{M, |yeY})

end

return

Algoritmus pochazi z prace Jan Outrata: Computing and Applying Formal
Concepts[14] a jmenuje se FCBO (Fast Close-by-One). Algoritmus z daného for-
méalniho kontextu (XY, I) vylistuje vSechny formélni koncepty. Fast referuje
na fakt, ze se jedna o vylepSenou verzi predchoziho algoritmu (Recursive CBO)
v praci a Close-by-One odkazuje na algoritmus z prace Kuznetsov: Interpretation
on graphs and complexity characteristics of a search for specific patterns [15], ze
kterého tento algoritmus vychazi. Algoritmus Close-by-One v kazdém rekurziv-
nim volani vypoc¢ita jeden formalni koncept. Hlavnim zdmérem FCBO je, aby
se stejny formdlni koncept nevypodcitaval (a nevylistoval) vicekrat. Aby vykon
algoritmu FCBO nezavisel na poradi atribut v mnoziné Y, zavadi se vzestupné
usporadani na atributech.

Algoritmus FCBO 9 m4 vstupni parametry formalni koncept (A, B), ¢islo y
coZ je index atributu a mnoziny N,. FCBO se poprvé zavold s (BF, V), y = 0
a{N, =0]y €Y} jako argumenty. Y je mnozina atributi, n je pocet atributi.
Algoritmus nejprve vylistuje formalni koncept (A, B), to znamend, Ze ho tfeba
vytiskne na obrazovku nebo ptrida do néjaké mnoziny. Dalsi podminka znaci, ze
bud B pokryva celou mnozinu atributii, nebo jde index y mimo pole atribut Y,
v obou pripadech nelze ptridat do B dalsi atribut, a proto se ukondéi algoritmus. V
pripadé, kdy neplati predchozi podminka, se iteruje pres j od y az po konec pole
s atributy Y. Pokud atribut j neni obsazen v mnoziné atributt B a zaroven plati
podminka, ktera ma za kol eliminovat opakovany vypocet formalniho konceptu,

34



Algoritmus 10: ComputeClosure((A, B), j)

C<«+0

D<+Y

foreach r € AN {j}+ do
C+ CuU{zx}
D« Dn{z}"

end

return (C, D)

ktery jiz byl vypocitan a vylistovan, vypocte se algoritmem ComputeClosure
novy formélni koncept (C, D). Pokud neplati nasledujici podminka, tak se eli-
minuje rekurzivni volani FCBO s formalnim konceptem, ktery jiz byl vylistovan
a za M; se dosadi D. Pokud podminka plati, tak se do fronty F' vloZi vypocteny
formalni koncept spolu s indexem j. Po prichodu vsech j se projde fronta a pro
kazdy prvek fronty (formalni koncept (C,D) a index j) se rekurzivné zavold
FCBO.

Algoritmus ComputeClosure 10 ma vstupni parametry formalni koncept
(A, B) a atribut j. Nejprve nadefinujeme C' jako prazdnou mnozinu a D jako
mnozinu vech atributii Y. Poté prochdzime prvky (z) mnoziny A N {j}¥, coz je
prunik objektii z A a objektt, které maji atribut j. Nasledné se kazdy prvek z
z mnoziny objekti pfida do mnoziny C' a do D se vlozi prunik D s mnozinou
atributi, které ma objekt x. Po prichodu vsech prvki x algoritmus vrati formalni
koncept (C, D).

4.3 Zakladni kostra backtracking algoritmu

Algoritmus 11: BTCOMBI (formalni kontext K = (X, Y, I)

UB <+ min (|X|,|Y] +1

allC <+ vsechny formalni koncepty (kromé téch obsahujicich prazdnou
mnozinu)

bestConcepts < ()

C+0

ndex < 0

BTCOMB1Rec (K, allC, C, bestConcepts, UB, index)

return bestConcepts

V 1. verzi algoritmu 11 se ur¢i hodnota horni hranice po¢tu konceptt a ulozi se
do UB (upper bound), dale se vypocitaji vSechny formélni koncepty (algoritmem
9 popsanym vyse) a daji se do mnoziny (pole) allC' (All Concepts). Vyhradi
se mista pro nejlepsi mnozinu koncepti (bestConcepts) a aktualné budovanou
mnozinu koncepti (C). Index se nastavi na zacatek allC tudiz na 0 a zavola se
rekurzivni algoritmus BTCOMB1Rec.
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Algoritmus 12: BTCOMBI1Rec(K, allC, C, bestConcepts, U B, index)

if form. kontext IC je pokryty form. koncepty z C' then
if |C| < UB then
/+ mame nejlepsi doposud nalezene pokryti */
bestConcepts <— C'
UB « |C]
end
Ise if index < |allC| AND |C| < UB then
for i < index to |allC| — 1 do

@

if |C| < UB then
C <+ C UallCYi]
BTCOMB1Rec (G, allC, C, bestConcepts, UB,i + 1)
C + C\ allC[i]
end
end
end

Rekurzivni algoritmus BTCOMB1Rec postupné prochazi vsechny kombinace
prvki z allC' o maximélni velikosti UB. V kazdém priichodu se bud zkontroluje
jestli muze byt formalni kontext K pokryt koncepty z C' a jestli je to nejlepsi po-
kryti, tak ho ulozime do bestConcepts a aktualizujeme U B. Jestli C' neni pokryti
formalniho kontextu K, tak provedeme nejprve podminku, ve které se otestuje,
jestli nejdeme s indexem mimo pole allC' a zaroven jestli pridanim dalsiho kon-
ceptu nebude velikost C' vétsi jak UB. Poté se ve for cyklu prochézi pres ¢ od
hodnoty index po konec pole allC'. Nasledujici podminka znaci, ze v predchozi
iteraci pres ¢ se mohlo najit nejlepsi pokryti, pridanim dalsiho konceptu tedy ne-
vznikne pokryti lepsi (ale nejlépe stejné velké). Nasledné se pridé koncept z allC
na indexu ¢ do C, zavola se rekurzivné BTCOMB1Rec a poté se konpcet zase z C'
odejme. BTCOMB1Rec bude pokracovat na nasledujicim indexu (i + 1), proto
nemitize obsahovat C' stejné formalni koncepty.

4.4 Mandatorni koncepty

Algoritmus muzeme vylepsit tim, Ze nebudeme zacinat s prazdnou mnozinou
konceptl C', ale ze do mnoziny C' vlozime koncepty, které v pokryti urcité nesméji
chybét a to jsou pravé mandatorni koncepty (Mandatory concepts). [16]

Pro dany formélni kontext (X,Y, /) mé&me mnozinu objektovych koncepti
O(X,Y,I) a mnozinu atributovych konceptia A(X,Y, I), definované nésledovné:

OX,Y,I) = {({z}" {2}") | w € X}, (10)
AX YD) ={{y}" {y}") lye Y} (11)
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Jednotlivé mnoziny maji nasledujici vyznam:

{x}™ jsou objekty, které majf stejné atributy jako objekt x,

{x}1 jsou atributy, které ma objekt z,

{y}* jsou objekty majici atribut y,

{y}*" jsou atributy, které jsou sdileny vemi objekty, co majf atribut .

Mandatorni koncepty M(X,Y, ) jsou definovany jako prinik objektovych
a atributovych konceptii, tedy néasledovné:

M(X,Y,I) = O(X,Y,I) N A(X,Y, ) (12)

2. verze algoritmu tedy bude vypadat tak, ze se v algoritmu 11 do C' vlozi
mandatorni koncepty M(X,Y, ).

4.5 Tridéni podle poc¢tu nové pokrytych hran

V algoritmu 12 se prochazi kandidati z pole allC' na pridani do aktualné budované
mnoziny konceptit bestConcepts. Mozné vylepseni algoritmu zahrnuje ulozeni
kandidatt (allCipger, - - - ,allC\quc—1) do nového pole D. Poté pole D settidime
sestupné podle toho, kolik by dany kandidat pokryl novych dvojic (z,y) € I.
Nésledné prochazime setiidénym polem s tim, Ze pokud dany kandidat nepokryje
ani jednu dvojici, tak ho preskocime.

5 Experimentalni vysledky

5.1 Testovani nad znamymi datasety

Jelikoz jsem algoritmus pfevzal z prace Ene et al. [1], tak jsem pfirozené vybral
jako prvni testovaci sadu datasety z této prace. Informace o jednotlivych grafech
v danych souborech muzeme vidét v tabulce 2 a vysledky v tabulce 3.

Stoji za povsimnuti, ze velikost jadra hraje velkou roli. Velikost jadra znaci
pocet uzli v grafu irreducible kernel, ktery se nasledné ma obarvit. Z experimentt
jsem zjistil, Ze tato ¢ast algoritmu je velmi kriticka. V poslednim sloupci v tabulce
6 je hodnota redukce v procentech, ktera znaci kolik uzli se podarilo zredukovat.
V tabulce jsou vysoké hodnoty redukce, to v praxi znamenalo, Ze se naptiklad
u grafu americas-small ze 105205 hran (které tvori v neredukovatelném jadie
uzly) odebralo 99.96% (105205 (1 — 0.99958176) = 44 uzlu v neredukovatelném
jadre).

Nabizela se otazka zkusit algoritmus s jinymi datasety, které muzeme vidét
v tabulce 4. Na nékterych grafech algoritmus ani nedobéhl, to miizeme poznat
z toho, Ze je na daném tadku ve sloupci s poc¢tem biklik misto ¢iselné hodnoty
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Jméno Uzivatelé Prava  Hrany Zaplnéni(%)

americas_large 3485 10 127 185 294 0.53
americas_small 3477 1587 105 205 1.91
apj 2044 1164 6 841 0.29
customer 10 961 277 45 427 1.50
domino 79 231 730 4.00
emea 35 3046 7 220 6.77
firewalll 365 709 31951 12.35
firewall2 325 590 36 428 19.00
healthcare 46 46 1 486 70.23

Tabulka 2: Tabulka datasett z [1]

Néazev Uplynuly Pocet Velikost Redukce

souboru Cas (sec.) biklik  jddra (%)
americas_ large 89.6956 398 97 99.95
americas_small 21.0600 178 44 99.96
apj 0.1324 453 0 100.00
customer 6.6176 276 0 100.00
domino 0.0066 20 0 100.00
emea 0.1966 34 0 100.00
firewalll 1.4154 64 0 100.00
firewall2 1.7304 10 0 100.00
healthcare 0.0102 14 0 100.00

Tabulka 3: Vysledky algoritmu Via Reduction na datasetech z [1]

otaznik. V tomto piipadé jsem nad danymi grafy spustil algoritmus pro hle-
dani velikosti jadra a v tabulce zaznamenal cas tohoto vypoétu. Grafy chess,
mushroom a tic-tac-toe mély prilis velkou velikost jadra. Limit jsem nastavil na
jednu hodinu a po jedné hodiné byl u grafu servo vypocet ve fazi hledani ma-
ximalni kliky a u grafu post ve fazi hledani nejlepsiho obarveni. Graf nfs byl ze
vsech grafti nejvétsi, velikost jadra se podarilo najit po cca hodiné a ptl.
Vysledky béhu backtracking algoritmu na datasetech z [1] jsou vidét v tabulce
6. Limit byl nastaveny na 1 hodinu. Na nékterych grafech algoritmus po jedné ho-
diné nedobéhl, hodnoty s hvézdickou znaci, kolik biklik to nejlépe naslo po 1 ho-
diné. U grafu customer to po jedné hodiné dokonce nenaslo ani jedno pokryti. Za
zminku stoji hodnoty poslednich dvou sloupct z tabulky 6. Predposledni sloupec
(Pocet kandidatu) velikost mnoziny formélnich konceptu (kandidati). K mno-
ziné mandatornich koncepti postupné pridavame tyto kandidaty a formulujeme
tak pokryti. V poslednim sloupci je pocet nalezenych mandatornich konceptii.
Jak jde vidét z tabulky 6 u grafu emea se pokryti sklada témér vyhradné z man-
datornich konceptti, naproti tomu pokryti grafu americas-large tvori mandatorni
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Jméno Uzivatelé Prava Hrany Zaplnéni(%)

adult 20 10 100 50.00
advertisement 3279 1557 45139 0.88
chess 3196 76 118252 48.68
dblp 6980 19 17173 12.95
dna 4590 392 26527 1.47
mushroom 8124 119 186852 19.33
nfs 12841 4894 564462 0.90
paleo 501 139 3537 5.08
post 90 25 720 32.00
Servo 167 19 668 21.05
shuttle 15 23 105 30.43
tic_tac_ toe 958 30 9580 33.33
700 101 28 862 30.48

Tabulka 4: Ostatni datasety

Nazev Uplynuly Pocet Velikost Redukce

souboru ¢as (sec.) biklik  jadra (%)
adult 0.007 8 60 40.00
advertisement 9.511 705 6 99.99
chess 247.552 ? 71295 39.71
dblp 0.561 19 0 100.00
dna 1.779 366 0 100.00
mushroom 519.004 ? 82661 55.76
nfs 5298.240 ? 554790 1.71
paleo 0.151 139 0 100.00
post 0.020 ? 556 22.78
Servo 0.012 ? 624 6.59
shuttle 0.007 13 16 84.76
tic_tac_toe 0.926 ? 9580 0.00
700 0.202 24 86 90.02

Tabulka 5: Vysledky algoritmu Via Reduction na ostatnich datasetech
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Nézev Uplynuly Pocet Pocet Mand.
souboru ¢as (sec.) biklik kandiddti koncepty

americas_ large 7 %470 35981 187
americas small 7 *189 2612 84
apj 7 %456 256 419
customer ? *7 28032 126
domino 1.231000 20 35 12
emea 0.470000 34 352 32
firewalll ? *66 277 24
firewall2 0.057000 10 15 5
healthcare 0.004000 14 14 11

Tabulka 6: Backtracking vysledky na datasetech z [1]

koncepty ze (187/398) % 100 = 47%. V praxi se u grafu americas-large zacalo
s pokrytim o velikosti 187, které obsahovalo vSechny mandatorni koncepty. Aby
se naslo pokryti obsahujici 469 koncepti (o jedno lepsi nez doposud nalezené),
musi se projit podmnoziny kandidat velikosti 469 — 187 = 282, kterych je (32221)
(velmi vysoké ¢islo). Toto je hlavni slabina tohoto algoritmu - jiz pfi pomérné
malych ¢islech (v fadech nékolika desitek formdlnich konceptu) se pocet ruznych
podmnozin dostane do velkych ¢isel.

5.2 Generovani dat

V této casti probereme metody generovani nahodného bipartitniho grafu. Vysled-
kem bude matice sousednosti, kterou ulozime do souboru. Nasledujici metody
budou pracovat se zadanymi argumenty jako jsou vyska h a sitka w vysledné
matice (neboli pocet uzlu v partité U a pocet uzli v partité P), hustota d ma-
tice (¢islo v procentech znadici s jakou pravdépodobnosti bude na daném misté
v matici hodnota 1) a pro druhou metodu i pocet roli r.

5.2.1 Metoda Random Graph

Pod timto nazvem si predstavme klasické generovani nahodného grafu, takze
vytvoiime matici M dané vysky a sifky. Nasledné pro kazdou pozici M; ;, kde i
je index radku a j je index sloupce, uréime jeji hodnotu:

M { 1 Pokud b 100 < d, kde b je ndhodné ¢islo z intervalu [0,1]
“ L0 jinak

5.2.2 Metoda Random RBAC

Problémem predchozi metody je, ze ziskame bipartitni graf, ve kterém velka
spousta biklik, coz znamend, ze graf neni moc provazany. Dalsi nevyhoda je
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nemoznost dopredu Tici, kolik biklik chci v grafu. To fesi nasledujici metoda. Pro
hodnoty vyska h matice, Sitka w matice, hustota d matice (v procentech) a pocet
roli r je postup znézornén v algoritmu 16.

Algoritmus 13: KnuthsArrayShuffle(arr, len)

/* Knuth: The art of computer programming [20] */
for j < len — 1 downto 1 do

rand < ndhodné ¢islo z intervalu [0, 1]

k < |j *xrand]

SwapInArray (arr, j, k)
end

Algoritmus 14: GetRoleToStartIndex(w, r)

RTSI <+ pole o velikosti w + 1 vyplnéné nulami.
for i + 0 to w do
u <+ P, modr
RTSI, + RTSI,+1
end
startIndex < 0
for i < 0 to r do
temp <+ RTSI;
RTSI; + startIndex
startIndex <+ RTSI + temp
end
RTSI, <~ RTSI, ,+1
return RT'ST

Algoritmus 15: AssignUserToRole(M, P, w, user, role, RT'SI)

for i < RT'SI,p. to RTSI, o1 — 1 do
perms <— P;
Muser,perms <— 1

end
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Algoritmus 16: RandomRBAC(h, w, )

M < matice s vyskou h a sitkou w, kterd je plna nul

/* pomocnd pole (U)sers, (P)ermissions a RTSI */
U < pole velikosti h, vyplnéné hodnotami 0,1,..., A — 1
P + pole velikosti w, vyplnéné hodnotami 0,1,...,w — 1

KnuthsArrayShuffle (P, w)
KnuthsArrayShuffle (U, h)
RTSI + GetRoleToStartIndex (w,r)

/* prirad’ kazdé roli alespon jednoho uzivatele */
for i < 0 to r do

‘ AssignUserToRole (M, P,w,U;, i, RT'ST)
end

/* Kazdému uzZivateli pritrad’ alespon 1 roli */
for i <+ 0 to h do
roles < 0
for role <+~ 0 to r do
b < nahodné ¢islo z intervalu [0, 1]
if b* 100 < d then

AssignUserToRole (M, P,w,U;, role, RT'ST)

roles <— roles + 1

end

end
if roles =0 AND ¢ > r then
role <— nahodné ¢islo z intervalu [0, 7 — 1]
AssignUserToRole (M, P,w,U;, role, RT'ST)
end

end
return M
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5.3 Testovani nad generovanymi daty
5.3.1 Tabulkové vysledky

V tabulkach 7, 8 a 9 jsou vypsané zjisténé tdaje béhu algoritmt nad vygenerova-
nymi daty, Vzdy se vygenerovalo 20-50 ndhodnych grafii. Aby se tabulky vlezly
sitkou na jednu stranku, byly nazvy sloupcti vyrazné zkraceny. Sloupce V, S a H
odkazuji na vysku, sitku a hustotu vygenerovanych matic.

Vysvétleni nédzvi sloupct v tabulkach 7 a 8:

V - vyska vygenerovanych matic,

-

S - sitka vygenerovanych matic,
H - hustota vygenerovanych matic (v procentech),

Cas hotovych - pramérny ¢as vypoctu biklik, ale pouze u téch grafa, nad kte-
rymi stihl algoritmus dobéhnout v daném casovém limitu,

Bikl. hotov. - priumérny pocet biklik u grafi, nad kterymi stihl algoritmus
dobéhnout,

Jadro hotov. - primérnd velikost jadra, nad kterymi stihl algoritmus dobéh-
nout,

Pocet hotov. - pocet grafi (v procentech), nad kterymi algoritmus tspésné
dobéhl v ¢asovém limitu (5 minut),

Cas (sec.) vyp. jadra vSech - primérny ¢as v sekundéch vypoctu velikosti
jadra nad vsSemi grafy stejnych rozmeér,

Red. (%) vSech - prumérny pocet uzli (v procentech), které se podafilo zre-
dukovat, aby vzniklo neredukovatelné jadro,

Jadro vsech - prumérnd velikost jadra vsech vSech graft stejnych rozmért.

V tabulce 7 byl pouzit pti generovani grafti algoritmus RandomGraph. V ta-
bulce 8 byl naopak pouzit algoritmus RandomRBAC, ve kterém byl nastaven

1 1
parametr pocet roli na nahodné cislo z intervalu [43, 23} , kde s je vyska nebo

sirka matice (zde to neni dulezité, protoze hodnoty jsou stejné).

V tabulce 9 se nachézi srovnani algoritmu Backtracking se tfidénim (v tabulce
jako BT1) a bez tfidéni (v tabulce BT2). VSechny hodnoty jsou zprimérovany
pouze z téch grafli, nad kterymi stihl algoritmus dobéhnout v ¢asovém limitu 2
minut. Vysvétleni ndzvi sloupci v tabulce 9 (kde za x muzeme dostadit 1 nebo
2):

V - vyska vygenerovanych matic,

S - sitka vygenerovanych matic,
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H - hustota vygenerovanych matic (v procentech),
BTx cas (sec.) - prumérny ¢as béhu algoritmu BTx,
BTx bikl. - primérny pocet biklik algoritmu BTx

BTx kand. - primérny pocet formalnich konceptt, ze kterych se generovaly
podmnoziny u algoritmu BTx,

BTx hotov. - pocet grafi (v procentech) nad kterymi algoritmus BTx stihl
dobéhnout v daném casovém limitu
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Cas (sec.)

Red.

< Cas Bikl.  Jadro Pocet 77\ Jadro
v.5 H hotovych hotov. hotov. hotov. Vys'é é](?}(lira V(ézéc)h vsech
5 5 30 0.00046 3.64 0.12 100 0.00108 98.67 0.12
5 5 50 0.00070 3.96 0.84 100 0.00090 94.12 0.84
5 5 70 0.00102 3.40 0.90 100 0.00116 94.82 0.90
7T 7 30 0.00072 5.58 0.68 100 0.00082  95.95 0.68
7T 7 50 0.00104 5.72 3.48 100 0.00120 86.24 3.48
T 7 70 0.00148 4.88 7.28 100 0.00174 78.15 7.28
10 10 30 0.00112 8.92 7.34 100 0.00134 78.20 7.34
10 10 50 0.00312 8.72  26.16 100 0.00162 47.51  26.16
10 10 70 0.00754 7.02  31.60 100 0.00184 54.35  31.60
12 12 30 0.00288  11.20  19.30 100 0.00144 59.04  19.30
1212 50 0.03484  10.56  47.20 100 0.00164 34.12 47.20
1212 70 0.12096 8.24  54.02 100 0.00252 45.83 54.02
15 15 30 0.03470  14.62  41.22 100 0.00176 39.79  41.22
15 15 50 1247060 13.62  90.08 100 0.00190 19.51  90.08
17 17 30 0.22204 16.76 67.24 100 0.00156 22.21 67.24
17 17 50 90.82197 15.74 118.55 62 0.00212 13.63 124.72
20 20 30 11.74898  20.00 104.66 100 0.00164 13.03 104.66
20 20 35 30.30206 20.00 121.25 80 0.00165  9.15 125.00
22 22 15 0.03545  20.30  29.40 100 0.00185 59.50  29.40
22 22 25 2.29805 21.80 103.00 100 0.00170 14.30 103.00
25 25 15 0.04145  23.70  47.25 100 0.00220 50.12  47.25
25 25 25 20.81435 25.00 140.00 100 0.00180  9.86 140.00
30 30 15 1.64430  29.65 101.25 100 0.00200 25.55 101.25
30 30 20 34.24088  30.00 160.12 85 0.00225  9.38 165.90
40 40 10  13.26380 38.70 110.50 100 0.00270 30.89 110.50
40 40 15 71.93243 39.79 219.71 70 0.00200  6.93 222.05
50 50 7 9.49345 47.50  85.85 100 0.00330 51.10  85.85
50 50 10  62.62823 49.62 213.85 65 0.00235 12.45 218.30
60 60 5 2.29595  54.80  52.70 100 0.00360 71.71  52.70
60 60 7 51.15494 58.67 189.78 90 0.00240 24.48 190.55
70 70 5 13.74182 66.35 136.76 85 0.00285 43.55 143.70
70 70 7 34.16900 68.75 303.38 40 0.00315 10.84 304.90
80 80 3 0.00920 68.05  14.80 100 0.00430 92.56  14.80
80 80 5 77.15500  78.00 227.73 55 0.00330 26.47 236.00
90 90 3 0.54085  79.50  33.20 100 0.00345 86.55  33.20
90 90 4 114.29129 86.43 184.14 35 0.00340 38.47 200.30

Tabulka 7: RandomGraph a algoritmus Via Reduction
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Cas (sec.)

Red.

& Cas Bikl. Jidro Pocet. 258 Jadro
v 5 H hotovych hotov. hotov. hotov. vyp. jadra (v%) vsech
vSech vsech

5 5 30 0.00158 1.00 0.00 100 0.00114 0.00
5 5 50 0.00144 1.00 0.00 100 0.00106 100.00 0.00
5 5 70 0.00132 1.00 0.00 100 0.00114 100.00 0.00
7T 7 30 0.00142 2.00 0.00 100 0.00124 100.00 0.00
7 7 50 0.00170 2.00 0.00 100 0.00138 100.00 0.00
7T 7 70 0.00198 2.80 0.72 100 0.00150 98.11 0.72
10 10 30 0.00286 2.00 0.00 100 0.00220 100.00 0.00
10 10 50 0.00288 3.00 0.00 100 0.00228 100.00 0.00
10 10 70 0.00370 3.80 2.48 100 0.00294  96.81 2.48
12 12 30 0.00264 4.00 0.00 100 0.00236 100.00 0.00
12 12 50 0.00364 3.00 0.00 100 0.00336 100.00 0.00
12 12 70 0.00450 3.96 2.18 100 0.00416  97.98 2.18
15 15 30 0.00378 4.00 0.00 100 0.00344 100.00 0.00
15 15 50 0.00530 6.98 12.30 100 0.00472  90.05 12.30
17 17 30 0.00456 6.00 0.00 100 0.00380 100.00 0.00
17 17 50 0.00678 5.00 0.86 100 0.00610 99.47 0.86
20 20 30 0.00586 6.00 0.00 100 0.00530 100.00 0.00
20 20 35 0.00702 5.00 0.00 100 0.00628 100.00 0.00
22 22 15 0.00436  10.00 0.00 100 0.00390 100.00 0.00
22 22 25 0.00648 8.00 0.00 100 0.00588 100.00 0.00
25 25 15 0.00520 11.00 0.00 100 0.00468 100.00 0.00
25 25 25 0.00684  10.00 0.94 100 0.00632  99.52 0.94
30 30 15 0.00750 8.00 0.00 100 0.00666 100.00 0.00
30 30 25 0.00858 14.00 38.06 100 0.00474  85.38 38.06
40 40 10 0.00644 19.00 0.00 100 0.00556 100.00 0.00
40 40 15 0.00672  16.00 0.00 100 0.00584 100.00 0.00
50 50 10 0.00598  24.00 0.00 100 0.00526 100.00 0.00
50 50 15 0.00534  15.00 0.00 100 0.00490 100.00 0.00
60 60 10 0.00610  28.00 0.00 100 0.00510 100.00 0.00
60 60 7 0.00582  19.00 0.00 100 0.00478 100.00 0.00
70 70 10 0.02300 33.00 34.60 100 0.00582  94.08 34.60
0 70 7 0.00566  19.00 0.00 100 0.00494 100.00 0.00
80 80 3 0.00668  32.98 0.00 100 0.00452 100.00 0.00
80 80 5 0.00568  23.00 0.00 100 0.00484 100.00 0.00
80 &0 7 0.00620  24.00 0.00 100 0.00498 100.00 0.00
90 90 3 0.00606  39.00 0.00 100 0.00484 100.00 0.00
90 90 5 0.00576  38.00 0.00 100 0.00492 100.00 0.00
90 90 7 0.00694  42.00 0.00 100 0.00610 100.00 0.00

Tabulka 8: RandomRBAC a algoritmus Via Reduction
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v & H BT pry 1 BTI BI2 " pro B2 BT
cas bikl. kand. hotov. % bikl. kand. hotov.
(sec.) (sec.)
5 5 30 000120 1.00 0.00 100 0.00086 1.00  0.00 100
5 5 50 0.00098 1.00 0.00 100 0.00088 1.00  0.00 100
5 5 70  0.00094 1.00 0.00 100 0.00094 1.00  0.00 100
7 7 30 0.00096 2.00 0.00 100 0.00100 2.00  0.00 100
7 7 50  0.00098 2.00 0.00 100 0.00106 2.00  0.00 100
7 7 70 0.00104 280 226 100 0.00106 2.80 2.26 100
10 10 30 0.00092 2.00 0.00 100 0.00096 2.00  0.00 100
10 10 50 0.00102 3.00 0.82 100 0.00102 3.00 0.82 100
10 10 70 0.00144 3.80 948 100 0.00168 3.80 9.48 100
12 12 30 0.00102 4.00 1.62 100 0.00102 4.00 1.62 100
12 12 50 0.00090 3.00 1.10 100 0.00102 3.00 1.10 100
12 12 70 0.00160 3.96 10.00 100 0.00170 4.00 10.00 100
15 15 30 0.00116 4.00 1.32 100 0.00120 4.00 1.32 100
15 15 50 13.10192 6.98 43.13 94 16.21494 7.00 42.94 92
17 17 30 0.00180 6.00 10.16 100 0.00166 6.00 10.16 100
17 17 50 0.00432 5.00 17.56 100 0.00580 5.00 17.56 100
20 20 30 0.00138 6.00 876 100 0.00150 6.00 8.76 100
20 20 35 0.00118 5.00 6.12 100 0.00122 500 6.12 100
22 22 15  0.02770 10.00 16.72 100 0.02862 10.00 16.72 100
22 22 25 0.08640 800 23.70 100 0.08352 8.00 23.70 100
25 25 15 026516 11.00 21.74 100 0.26582 11.00 21.74 100
95 25 25 11.91766 10.00 40.68 82 12.42963 10.00 40.68 82
30 30 15 0.00128 800  4.42 100 0.00140 800  4.42 100

Tabulka 9: RandomRBAC a algoritmy Bactracking se tfidénim (BT1) a bez

t¥idéni (BT2)
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5.3.2 Vysledky zobrazené v grafech

V grafu 17 a 18 jsem se pokusil porovnat rychlosti algoritmi nad stejnymi vy-
generovanymi daty. Porovnaval jsem algoritmus Via Reduction s Backtracking
algoritmem se tfidénim (BT-ordering) a bez tfidéni (BT-no-ordering). Na ho-
rizontalni ose (pozor graf je zrotovany, aby se vesel na stranku a zaroven byly
¢itelné hodnoty na ose) jsou nazvy velikosti grafu, které znaci vysku, sitku a hus-
totu vygenerovanych matic. Na vertikaln{ ose je ¢as v sekundach ($kdla neni line-
arni ale logaritmicka, protoze mely hodnoty vysoky rozptyl a na linearni ose by
nebyly malé hodnoty zretelné). Vzdy se vygenerovalo 30 grafi stejnych rozméru
algoritmem RandomGraph.

7 grafu 17 jde vidét, ze se obecné strategie tiidéni u Backtracking algoritmu
vyplatila. Nutno dodat, ze v nékterych pripadech verze se tridénim dobéhne,
zatimco verze bez tiidéni ne. U takto malych dat se v algoritmu Via Reduction
vyskytovalo velmi malé jadro, se kterym si algoritmus na barveni grafu rychle
poradil, proto jde z grafi vyc¢ist, Ze jsou rychlosti konzistentni (neobjevuji se
tu prilisné vykyvy v ¢asech). To samé nelze fici o BT algoritmu. Zde platilo,
ze pokud se pocet nalezenych formalnich koncepti dostal pres urcitou hranici
a zaroven bylo malo mandatornich konceptii, vypocet trval déle.

V grafu 18 jsou vygenerovany vétsi matice, které se generovaly stejnym zpii-
sobem jako v predchozim grafu. U grafii s takovou velikosti se jiz projevovaly
nedostatky BT algoritmu. Nékteré vygenerované grafy mély vétsi velikost mno-
ziny kandidati, coz se nasledné promitlo do ¢asu béhu.

Na grafu 19 jsem generoval postupné matice se zafixovanou sitkou, ale ros-
touci vyskou. Grafy jsem generoval algoritmem RandomRBAC, ktery bere jako
parametr pocet roli, ktery jsem nastavil na ndhodné ¢islo z intervalu [12,25].
U algoritmu Via Reduction s vétsimi daty rostl pouze ¢as potiebny pro redukei,
jelikoz se podarilo redukovat vsechny grafy tak, aby nezbylo zadné neredukova-
telné jadro. Co se BT algoritmu tyce, pokryti se sklddala vyhradné z mandator-
nich konceptt, takze vypocet byl rychly (bez generovani podmnozin). Z takto
nastavenych parametri by se dalo vyvodit, ze vypocet vsech formélnich kon-
cepti a nasledné vsech mandatornich koncepti (u BT algoritmu) byl rychlejsi
nez vypocet redukce (u Via Reduction).
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Zavér

Cilem prace bylo prostudovat a implementovat algoritmus pro nalezeni opti-
maélniho Teseni problému pokryti bipartitniho grafu biklikami z préace [1].

Na zacatku préace bylo potfeba definovat urc¢ité pojmy a algoritmické pro-
blémy, které souvisely s danou problematikou, aby mél ¢tenai dobry znalostni
zaklad pri nasledném popisu algoritmu Via Reduction, ve kterém bylo hlavnim
cilem podrobné popsat, jak tento algoritmus funguje. Toho bylo docileno mimo
jiné i popisem v pseudokddech a nazornym prikladem. Déle byla snaha o navrh
vlastniho algoritmu vracejiciho optimalni reSeni, ktery by mél sice vétsi casovou
slozitost, ale slouzil by k ovéfeni, ze algoritmus Via Reduction opravdu funguje.
Zaroven bylo zajimavé podivat se na problém z jiného thlu pohledu a to sice
z pohledu formalni konceptualni analyzy.

Zde je nutné podotknout, ze vybér algoritmu na obarveni grafu nebyl nejlepsi.
Na datasetech z prace [1] si sice vedl dobre, ale v posledni fazi diplomové préce
(pri testovani) se ukdzalo, Ze na jiné datasety nebo na ndhodné vygenerované
grafy (urcité velikosti a hustoty) tento algoritmus nemusi byt dostacujici. Jako
vylepseni bych tedy navrhoval zvolit lepsi algoritmus na obarveni grafu.

Prinosem prace je dle mého néazoru zreplikovani algoritmu formou imple-
mentace v programovacim jazyce C a nasledné potvrzeni na experimentech, ze
algoritmus opravdu funguje.
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Conclusions

The aim of the work was to study and implement the algorithm for finding an
optimal solution for biclique cover problem from article [1].

At the beginning of the work it was necessary to define certain terms and
algorithmic problems that were related to this topic. Then I described algorithm
Via Reduction in which the main goal was to describe in detail how this algorithm
works. This was achieved, among other things, by a description in pseudocodes
and an illustrative example. There was also an effort to design my own algorithm
returning an optimal solution, which would have more time complexity, but
would serve to verify that the Via Reduction algorithm really works. At the
same time, it was interesting to look at the problem from a different point of
view, namely from the point of view of formal conceptual analysis.

It should be noted here that the choice of the algorithm for coloring the graph
was not the best. It performed well on datasets from the work [1], but in the last
phase of the master thesis (during testing) it turned out that this algorithm may
not be sufficient for other datasets or randomly generated graphs (certain sizes
and densities). As an improvement, I would suggest choosing a better algorithm
for coloring the graph.

The benefit of the work is, in my opinion, the replication of the algorithm
in the form of implementation in the C programming language and subsequent
confirmation in experiments that the algorithm really works.
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A Dokumentace souboru
MinimalBicliqueCover.h

Veskery koéd se nachézi v souboru MinimalBicliqueCover.h a je napsan
v programovacim jazyce C s vyuzitim MSVC (Microsoft Visual C++). Pro po-
uziti staci nakopirovat do urcitého adresare se zdrojovymi soubory a vlozit do
kédu nésledujici: #include "MinimalBicliqueCover.h". Soubor je roz-
délen do skupin, které diive tvorily vlastni moduly. Kazda skupina je nadepsana
vlastnim komentarem.

Vycet skupin:

Random.h obsahuje pomocné funkce pro generovani pseudonahodnych cisel.

Utils.h obsahuje funkce, které se vyskytuji napri¢ celym kdédem, napriklad ve-
likost pole, makro pro kontrolu, zda se alokovala pamét a dalsi.

BitSet.h obsahuje implementaci ¢iselnych mnozin. Reprezentace a mnozinové
operace jsou implementované na bitové trovni. Ulozeni mnozin je sice na-

Vv

valu), ale operace nad nimi jsou velice efektivni.
Matrix.h obsahuje definici matice a pomocné funkce pro préaci s maticemi.

EdgesList.h cyklicky dvojité propojeny seznam, ktery obsahuje hrany (2 ¢iselné
hodnoty). Pouzivé se v algoritmu Via Reduction.

Queue.h fronta a funkce pro praci s frontou - enqueue a dequeue.
RedirectOutput.h pro presmérovani vystupu z obrazovky do souboru a zpét.
Set.h implementace mnozin pomoci hash tabulek.

SetInt.h implementace ¢iselnych mnozin pomoci hash tabulek.

Stack.h zasobnik a funkce pro praci se zasobnikem - push a pop.

StackInt.h celociselny zasobnik.

Stopwatch.h funkce pro méreni dobu béhu.

Tuplelnt.h struktura pro uchovani dvojice ¢isel.

GraphColoring (Furini, Gabrel) implementace obarveni grafu, realizované
funkci GraphColoringDSATUR.

Biclique struktura pro reprezentaci bikliky:.

Bicliques funkce pro praci s biklikami.
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Minimal Biclique cover (Exact cover Ene) implementace algoritmu Via Re-
duction, funkce MinimalBicliqueCoverViaReduction. Déle obsa-
huje funkce MBCViaReductionSizeOfKernel pouze pro vypocet veli-
kosti neredukovatelného jadra.

Minimal Biclique cover (Backtracking) implementace backtracking algoritmu.
Funkce MinimalBicliqueCoverBacktracking.

B Ukazkova konzolova aplikace

Pro priklad pouziti predchoziho souboru jsem vytvoril ukazkovou aplikaci. Tato
aplikace byla zaroven vyuzita v kapitole 5.

Rezimy a vstupni parametry aplikace se ovladaji pomoci prepinaci. Aplikace
ma 4 mody:

1. GEN (--gen),
2. TEST (—-test),
3. RES (--res),
4. HELP (--help),

ke kterym se pristupuje pomoci prepinac¢t uvedenych v zavorkach.

B.1 Moédy
B.1.1 GEN (--gen)

Tento mod slouzi pro generovani testovacich pripadu.

Prepinace:

-alg <a> pro nastaveni algoritmu, kterym se budou testovaci ptripady genero-
vat. Za <a> lze dosadit ¢isla:

0 - generovani pomoci algoritmu Random Graph, kapitola 5.2.1,

1 - generovani pomoci algoritmu Random RBAC, kapitola 5.2.2.

Defaultni hodnota je 0.

-out <path> pro nastaveni cesty slozky, do které se ulozi vygenerované testo-
vaci pripady. Pokud cesta obsahuje mezeru, je nutné mit cestu uvedenou
v uvozovkach.

-count <c> pro nastaveni poctu vygenerovanych testovacich pripadi. Defaultni
hodnota je 1.
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-size <n> pro nastaveni poctu fadku (<n>) a sloupct (<n>) ve vygenerované
matici. Defaultni velikost matice je 10x10.

-size <n> <m> pro nastaveni poctu radki (<n>) a sloupci (<m>) ve vy-
generované matici. Defaultni velikost matice je 10x10.

-density <d> pro nastaveni hustoty matice. <d> je v jednotkach procent (celé
¢islo v intervalu [0, 100]). Napriklad pfi nastaveni hodnoty 100 bude matice
celd vyplnéna jednickami. S hodnotou 50 je 50% Sance, Ze na dané pozici
v matici bude 1. Defaultni hodnota je 50.

-roles <r> pro nastaveni predpokladaného poctu roli ve vygenerovanych testo-
vacich pripadech (plati pouze pro algoritmus Random RBAC). Jestlize neni
tento prepinac pouzit, je zvoleno ndhodné celé ¢islo z intervalu [1, min(h, w)],
kde h je vyska matice a w je sitka matice.

B.1.2 TEST (--test)

Testovaci mod, ktery vygeneruje informace (jako napiiklad rychlost v sekundach)

o béhu algoritmu nad danymi vstupy.

Prepinace:

-alg <a> pro nastaveni algoritmu. Za <a> lze dosadit ¢isla:

0 - algoritmus Via Reduction, kapitola 3

1 - algoritmus Backtracking kapitola 4,

2 - algoritmus Backtracking kapitola 4 bez tiidéni,

3 - algoritmus KernelSize (jako Via Reduction, ale vysledkem je pouze

velikost neredukovatelného jadra).
Defaultni hodnota je 0.

-in <path> pro nastaveni vstupni cesty. Tato cesta mlze mit rizné vyznamy
(slozka, soubor), které se specifikuji ¢tyfmi nésledujicimi prepinaci. De-
faultni je prepina¢ ——file

--file vstupni cesta odkazuje na jeden soubor s koncovkou .txt.

--files vstupni cesta odkazuje na slozku obsahujici soubory s koncovkou .txt.
Ve vystupnim souboru (nebo zavéretném souhrnu na obrazovce) bude mit
kazdy soubor v této slozce vlastni vystup. (To znamend Ze ve vystupnim
souboru bude mit kazdy soubor sviij vlastni radek.)

--dir vstupni cesta odkazuje na slozku obsahujici soubory s koncovkou .txt, ale
narozdil od predchoziho prepinace se vSechny vysledky zprimeéruji a zapisi
na jeden radek ve vystupnim souboru nebo na obrazovku.
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--dirs vstupni cesta odkazuje na slozku, ktera obsahuje podslozky. Jednotlivé
podslozky budou mit ve vystupnim souboru sviij radek, ve kterém bude
zprumérovany vysledek.

-out <path> pro nastaveni vystupni cesty odkazujici na soubor (s koncovkou
.csv), do kterého se budou zapisovat vysledky. Pokud nebyl pouzit tento
prepinac, vysledky se po skonceni testovani pouze vytisknou na obrazovku.

-count <c> algoritmus se spusti <c>-krat pro zpresnéni nameéfeného casu.
Defaultni hodnota je 1.

-limit <I> je c¢as v sekundach, ktery urcije maximélni dobu béhu algoritmu.
Po uplynuti této doby je algoritmu dan pokyn pro ukonceni. Toto ukonceni
nemusi nastat hned. Defaultni hodnota je 120 (2 minuty). Za <I> se da
dosadit inf, coz znamena, ze algoritmus nebude mit casovy limit.

Zde je treba upozornit na to, ze pokud vstupni nebo vystupni cesta odkazuje
na slozku a zaroven obsahuje mezeru (takze je uvedena v uvozovkéch), pak nesmi
cesta koncit symbolem zpétného lomitka (\).

B.1.3 RES (--res)

Tento méd slouzi k vylistovani vyslednych biklik nebo neredukovatelného jadra
at uz do souboru nebo jen na obrazovku.

Prepinace:
-alg <a> pro nastaveni algoritmu. Za <a> lze dosadit ¢isla:

0

algoritmus Via Reduction, kapitola 3

algoritmus Backtracking kapitola 4,

1
2 - algoritmus Backtracking kapitola 4 bez tiidéni,
3

algoritmus pro hledani neredukovatelného jadra (pfipraveného k obar-
veni).

Defaultni hodnota je 0.

-in <path> pro nastaveni vstupni cesty, ktera odkazuje na soubor (s priponou
txt).

-out <path> pro nastaveni vystupni cesty, kterd odkazuje na soubor (s p¥ipo-
nou .txt).

-limit <1> je c¢as v sekundach, ktery urcije maximélni dobu béhu algoritmu.
Po uplynuti této doby je algoritmu dan pokyn pro ukonceni. Toto ukonceni
nemusi nastat hned. Defaultni hodnota je 120 (2 minuty). Za <I> se da
dosadit inf, coz znamena, ze algoritmus nebude mit casovy limit.
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B.1.4 HELP (--help)

Moéd pro zobrazeni napovédy. Nema zadné prepinace.

B.2 Vstupni data a vystupni data

T testtet-Po..  — O *®
Soubor l:lpra\-'_\,r Format  Zobrazeni
Mapovéda
li1el11eeeee
llileeelileae
gl1111ee111
geleeliliill
glllleeeaee
geeplleeal1ill
llileeelileae
llileeleleaee
geleelilieaee
geeplleeal1ill
lieeelilil11ll
gleeelilliill

Windows (CRLF) UTF-28

Obrazek 20: Ukazka vstupniho souboru

Vstupni data jsou soubory s priponou .txt, které reprezentuji matici grafu.
Na kazdém radku v souboru je jeden radek matice, prvky matice na radku jsou
oddeéleny mezerou. Na obrazku 20 vidime vstupni matici, kterd ma 12 radk a 10
sloupcii.

Vystupni data promod ——test jsou ve formatu .csv. Prvni fadek je hlavicka,
ktera obsahuje:

path cesta vstupniho souboru, kterému nalezi dany radek.
alg ¢iselnd hodnota pouzitého algoritmu (danéd prepinacem -alg).

timeout s hodnotou true (vyprsel ¢asovy limit) nebo false (nevyprsel casovy
limit).

elapsedTime uplynuly c¢as v sekundach.
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bicliques-reduction pii pouziti algoritmu Kernel Size je to hodnota poc¢tu uzli
(v procentech), které byly odebrany pifi redukci. Pro ostatni algoritmy je
to pocet biklik.

kernel-concepts prii pouziti algoritmu Via Reduction nebo Kernel Size hod-
nota znaci velikost neredukovatelného jadra, jinak znaci pocet koncepti
(kandidatt), ze kterych se generuji podmnoziny (nejsou v tom zapocitany
mandatorni koncepty).

completed pocet dokoncenych testi.
count celkovy pocet testi.
Vystupni data pro méd ——res jsou sobory s ptiponou .txt. P¥i pouziti pre-

pina¢i —alg 0, —alg 1 nebo —alg 2 je vystupem soubor, ve kterém je na
kazdém radku jedna biklika.

| output.bet — Poznamkowy blok — O X

Scubor Upravy Format Zobrazeni  Napovéda
e {BJ 11 61 ?J 13}1 {BJ 1}

e {21 41 ?}J {11 4}

-» {1, 3, 6, 8, 1@, 11}, {5, 6}
e {?J 11}1 {11 6}

-» {2, 3, 5, 9, 1@, 11}, {7, 8, 9}
e {21 31 41 8}1 {2}

e {BJ 21 41 51 9}1 {31 4}

[sa Vo I S WU N g v

Radek1, 100%  Windows (CRLF) UTF-8

Obréazek 21: Ukéazka vystupniho souboru pro ——res znazornujici bikliky

Radek 0. -> {0, 1, 6, 7, 10}, {0, 1} z obrazku 21 tedy znaci, Ze se jedna o 0.
bikliku, kterd obsahuje 7 uzli: 5 uzli z prvni partity a 2 uzly z druhé partity.

Pti pouziti pfepinace —alg 3 je vystupem soubor s matici, kterd reprezentuje
neredukovatelné jadro, které je pripravené k obarveni.
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C Obsah prilozeného CD/DVD

bin/
Ukazkova aplikace TestingApp.exe

data/
Datasety a testovaci data z tabulek 7, 8 a 9 spolu s vyslednymi (naformé-
tovanymi) soubory .csv.

doc/
Text prace ve formatu PDF a vSechny soubory potfebné pro vygenerovani
PDF dokumentu.

src/
Kompletni zdrojové texty ukazkového programu véetné hlavickového sou-
boru MinimalBicliqueCover.h.

literature/
Obsahuje literaturu, na kterou se odkazovalo v praci, ale i na jinou souvi-
sejici s tématem.

readme. txt
Podrobny popis adresare.
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