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Uvod

Bakalafskou praci na dané téma jsem si zvolila pfedevsim proto, ze patfilo k mym oblibenym
tématiim jiz na stfedni Skole. Je pfitom vSeobecné znamou skutec¢nosti, Ze nas matematické

funkce provazi jiz od zakladni Skoly.

pojmy, jako jsou zobrazeni a funkce v dne$ni podob¢, piedchazela tomu staleti vyvoje
lidského kauzalniho mysleni. Uz naSi davni pfedkové vnimali souvislosti pficin a jejich
disledkt. Taktéz si uvédomovali nejen zavislosti jevi, kterymi byli obklopeni, ale i téch do

kterych néjak sami zasahovali. Lidé vzdy pfemysleli nad pfi¢inami riznych udalosti.

Ve starovékém Recku Pythagorejci zkoumali zakony akustiky a snazili se najit vzajemné
vztahy mezi riznymi fyzikdlnimi veli¢inami. Podatilo se jim napftiklad nalézt vztah mezi
délkou a tloustkou struny a vyskou zvuku, ktery tato struna pti rozechvéni vydavala. Uz zde
muzeme najit jasné zdklady funkéniho mysleni. Myslenka o funkéni zavislosti vSak v té& dobé
nebyla nikde explicitné vyslovena, stejné¢ jako nebyla vnimdna a popsana ani proménna

a zavisla veli¢ina.

Az ve stfedovéku se mezi ucenci zacind vytvaret predstava o piirodnich zdkonech jako
zakonech funkéniho typu. Objevuji se rlizné teorie o zménach veli€in jako funkce casu.
V roce 1328 se Bradwardinus pokusil vyjadfit zavislost mezi silou a rychlosti zptisobujicich
pohyb a odporem. Oresme zavadi pojem velocitatio, ¢imZ je minéno zrychleni jako intenzita
rychlosti nebo pohybu. Zrychleni miize byt podle néj rovnomérné, tedy konstantni, ale

I nerovnomeérné. Funkéni zavislosti se Oresme snazil vyjadtit slovné nebo graficky.

Zisadnim prelomem pro matematiku bylo 17. stoleti. Dosavadni koncepce piirodnich
zakonitosti prerostly v pojem funkéni zavislosti. Velky rozvoj nastal propojenim algebry
a geometrie v analytickou geometrii. To proslavilo pfedev§im René Descarta. Propojeni
algebry a geometrie umoznilo poprvé popsat zavislost mezi dvéma proménnymi x a y pomoci
algebraickych rovnic. Jednotlivd analyticka feSeni rovnic ndsledné¢ umoznila bod po bodu
sestrojit grafy zavislosti mezi proménnymi. Centralni myslenkou analytické geometrie se tak
stala ekvivalence mezi algebraickou rovnici f(x,y) = 0 a geometrickou kfivkou, sestavajici
se ze vSech bodu, jejichz soutadnice (x,y) vztazeny ke dvéma danym osam vyhovuji dané

algebraické rovnici. Cesta k modernimu chapani pojmil zobrazeni a funkce byla poloZena.



Cilem této prace je vypracovat uceleny piehled elementarnich funkci, jejich vlastnosti a graft.
Tento piehled funkci je jakymsi shrnutim uciva, které se probird na stfedni Skole. Text prace
je doplnén o podrobné fesené priklady, které mohou slouzit jako navod k feSeni podobnych
typu prikladt. V praktické ¢asti jsem se rozhodla toto téma rozsitit o nékolik piikladn, které
ptredstavuji vyuziti funkci pifi feSeni praktickych slovnich uloh a o vySetiovani pribéhu

funkci, které spise spadaji do vysokoskolské matematiky.



1 Zakladni pojmy

V uvodni ¢asti budou objasnény zakladni pojmy, které jsou dulezité pro naslednou orientaci

Vv teorii funkci a jejich graft.

1.1 Kartézsky soucin

Definice 1.1.1 Kartézskym souc¢inem dvou mnozin A a B rozumime mnozinu vsech

usporadanych dvojic [x,y], kde x € A ay € B jsou libovolné prvky téchto mnozin. Kartézsky

souéin Zna¢ime A X B.

Tedy: AXB={[x,yl:xe A Ny B}

Priklad 1.1.1 M¢jme dany mnoziny A = {1,2,3}a B = {—1, 1, 3}. Urcete kartézské souciny

A X B a B x A a graficky je znazornéte.

feSeni:

AXB={[1-1]; [1;1]; [1;3]; [2;-1];[2;1];[2;3]; [3; —1]; [3; 1]; [3; 3] }

Bty

13

12

11
} } } X
-3 =2 -1 1 2 3 A

Obr.1.1.1: Kartézsky soucin AXB



BxA={[-11]; [-1;2]; [-1;3]; [1;1];[1; 2]; [1;3]; [3; 11;[3; 2]; [3; 3] }

Aty
3
2
1
$ } } X
-3 =2 -1 1 2 3B
1-1

Obr.1.1.2: Kartézsky soucin BXA

AXB+BXxA

Piiklad 1.1.2 M¢éme dany mnoziny A =(—3;2) a B = (1;4).Graficky znazornéte
kartézsky soucin A X B.

feSeni:

B
00
///A,xB/‘i//
7% //
S T TS 5 A
T-1

Obr.1.1.3: Kartézsky soucin intervali AxB
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1.2 Binarnirelace
Definice 1.2.1 Binarni relaci rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu A X B.
V piipadé, ze A = B, pouziva Se oznaCeni binarni relace na mnozin¢ A. Obvykle se

k oznaceni relaci pouzivaji mala pismena, napt. f S A X B.

Priklad 1.2.1 Znazornéte graficky binarni relaci ¢ = {[x;y]€ AXB A y <x—1},
A=(=2;4), B=(-3;4).

Obr.1.2.1:  Graf binarni relace ¢

Vlastnosti binarni relace

Je dana binarni relace R na mnozin¢ M. Rikame, Ze relace R je:

o reflexivni, pokud Va € M plati aRa.

e symetricka, pokud Va,b € M plati, ze je-li aRb, pak i bRa.

e antisymetrickd, pokud Va,b € M plati, ze pokud je aRba zaroven je i bRa,
pak a = b.

e tranzitivni pokud Va, b, c € M plati, ze pokud aRb a zaroven bRc, pak i aRc.

Ekvivalence je relace, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Usporadani je relace, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni.



1.3 Zobrazeni
Definice 1.3.1 Relaci f S A X B nazveme zobrazenim mnoziny A do mnoziny B, jestlize
plati, ze pro kazdy prvek x € A existuje pravé jeden prvek y € B tak, Ze [x,y] € f.

Skutecnost, Ze f je zobrazenim A do B, zapisujeme jako f: A — B.

Typy zobrazeni

1. Injekce (prosté zobrazeni) je takové zobrazeni, pro které plati:
Vx,x, €A: x1# x, = f(x1) # f(xy).
2. Surjekce (zobrazeni A na B) je takové zobrazeni, pro které plati, ze H(f) = B, t].
VyeB Ax e A:y = f(x).

3. Bijekce (vzijemné jednoznacné zobrazeni) je zobrazeni, které je zaroven injektivni

I surjektivni.
° ° ° °
_— e o —e ° °
:/0 o>< o ° )
o« —  ® o ° °
° o>o ° °
° ° ° °

injekce surjekce bijekce

Obr. 1.3.1: Typy zobrazeni

1.4 Realna funkce jedné realné proménné
Definice 1.4.1 Kazdé zobrazeni fzR do R (tj. zobrazeni v R) nazyvame realna funkce
jedné redlné proménné. Je-li [x,y] € f, piSeme y = f(x); x se nazyva nezavisle proménna,

y zéavisle proménna. Rikame, ze y je funkeci x.

Defini¢ni obor
Necht' A a B jsou mnoziny a f je zobrazeni f: A — B.

Mnozinu D(f) € A, definovanou D(f) = {x € R;3[x,y] € f} nazyvame defini¢ni obor
funkece f.

Poznamka Je-li funkce f zadana rovnici a jeji defini¢ni obor neni explicitné stanoven, je

tieba urcit D(f) jako mnozinu vSech x € R, pro néz je dana rovnice definovana.
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Pravidla pro stanoveni defini¢niho oboru funkce
a) jmenovatel zlomku musi byt nenulovy
b) vyraz pod odmocninou sudého stupné musi byt nezaporny
€) argument logaritmu musi byt kladny
d) argument funkce tg x musi byt riizny od lichych nasobki g . x = (k+1) g)

e) argument funkce cotg X musi byt rizny od celych nasobku ¢isla 7 (tj. x # km)

f) argument funkci arcsin a arccos musi patfit do intervalu (—1; 1)

Ptiklad 1.4.1 Urcete defini¢ni obory zadanych funkci:
a) f(x) = log(x —3)
feSeni: x—3 >0
x >3
vysledek: D(f) = (3; )

xX+2
b) fx) = |22
feSeni: 4?_26 >0 A 4x—6 = 0
L 3
X7
+ - +
x+2 - + +
4x — 6 - - +
@ O
-2 %

vysledek:  D(f) = (—o0;-2) U (;+00)

0) f(x) ="K

1-x
feseni: 4—x%2 >0 A 1—-x # 0
D: = (=2;2) x % 1
D2:R-{1}

vysledek: D(f)=DinD;= (-2;1) U (1;2)

11



d) f(x) = arcsin xT—3 —In(4 — x)

feSeni: -1 < xzigl A 4-x >0
-1 < x=3 A (x_3)§1 A 4 > x
2 2
—2 < x-3 x-3 <2
1 <«x x <5

v

A A

) 5
1

vysledek: D(f) = (1;4)

o @—

SN

€ f(x)=tg>
feseni: ~# @2k +1)-% keZ
X i (Zk + 1)7T _O | oY | O | \ | O_

T \J T T A\ 1

—3r—2r -7 0 mw 2rn 3w 4m 57

vysledek:  D(f) : x € Ugez{(2k — D)m; 2k + 1)1 }

Obor hodnot
Necht’ A a B jsou mnoziny a f je zobrazeni f: A — B.

Mnozinu H(f) € B definovanou H(f) = {y € R;3[x,y] € f} nazyviame oborem hodnot
funkce f.

Priklad 1.4.2 Vypocitejte hodnotu funkce f(x) = z—j v bodech —1, 3,v/2.

fesent: f-1)= -2
f@3) =2
fOD =2 2 g 4 5T + 4= 6+ 5V2

Graf funkce
Definice 1.4.2 Grafem realné funkce realné proménné f: D(f) - R je mnozina bodi
G={lx,yleR:xeD(f) ny=f(x)}, kde [x,y] zna¢i bod roviny S pravothlymi

soufadnicemi x a y.

12



Rovnost funkeci

Dv¢ funkce se sobé rovnaji (piSeme f = g), pravé tehdy, kdyz maji stejny defini¢ni obor

a v kazdém bodé¢ tohoto defini¢niho oboru plati, ze f(x) = g(x).
Symbolicky zapisujeme:

(f=9) = [D()=D(g) A (vx €D(f): f(x) =gx))]

Piiklad 1.4.3 Rozhodnéte, zda dané funkce f, g jsou si rovny:

a) f(x) = x
g =x2-x7!
feseni: D(f)=R
D(g) =R - {0}

Funkce f, g si nejsou rovny, protoze D(f) # D(g)

1

b) f(x) = =
900 = - — —
feSeni: D(f): x?2+x+#0
x(x+1)#0
D(f)=R —{-1,0}
D(g): x #0 A 1+x +#0
D(g) =R —{-1;0}
1 1 1+x—x
g(x)=;—1+x= x%+x =x2+x=f(x)

Funkce f (x) a g(x) jsou si rovny, nebot’ maji stejné funkéni ptedpisy i defini¢ni obory.

Prosté zobrazeni

Definice 1.4.3 Zobrazeni f: A — B nazyvame prosté (injektivni) zobrazeni, jestlize pro

kazdou dvojici riznych argumentii x,y € A; x # y plati, ze f(x) # f(y).

13
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Obr. 1.4.1: Prosté zobrazeni Obr. 1.4.2: Neni prosté zobrazeni

Definice 1.4.4 Je-li f: A — B prosté zobrazeni, pak kazdému prvku x z oboru hodnot H(f)
lze prifadit pravé jedno y zmnoziny A tak, ze x = f(y). Takové zobrazeni nazyvame

inverzni zobrazeni k zobrazeni f a zna¢ime jej f 1.

Inverzni zobrazeni mé vlastnost: ~ D(f~1) =H(f) A H(f™1) =D(f)

2 Vlastnosti funkci

2.1 Omezena funkce

Definice 2.1.1 Funkce f se nazyva omezena shora, jestlize pro kazdé x € D(f) existuje
U € R takové, Zze f(x) < U. Funkce se nazyva omezena zdola, jestlize existuje L € R takové,
ze f(x) =L, pro kazdé x € D(f). Funkce se nazyva omezena, jestlize je soucasné omezena

shora i zdola, tj. pro kazdé x € D(f) existuje K € R" takové, ze |f(x)| < K.

\

y

Obr. 2.1.1: Funkce omezena shora
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\/\/zf(x)
L

O X

Obr.2.1.2: Funkce omezena zdola

Obr. 2.1.3: Omezena funkce

2.2 Monotonni funkce

Definice 2.2.1 Necht je dana funkce f: D(f) —» R a mnozina I € D(f). Pak nazveme
funkei f:

e rostouci na mnozin¢ I, jestlize Vxq1,x, €1, x; < x, plati, Ze f(x;) < f(x3)
e klesajici na mnoziné I, jestlize Vxq1, x, € |, x; < x, plati, Ze f(x1) > f(x3)
e nerostouci na mnozing I, jestlize Vxy, x, € 1, x; < x, plati, ze f(x1) = f(x3)

e neklesajici na mnozing I, jestlize Vxq,x, € | x; < x, plati, Ze f(x;) < f(x3)

Funkce, kterd ma nckterou z téchto vlastnosti se nazyva monoténni na mnoziné I. Rostouci

nebo klesajici funkce se nazyva ryze monoténni.

15



f(x2)
f(x1)

f(x1)
f(x2)

0 .X;l -X‘:Z X 0 X1 X2 X

rostouci funkce klesajici funkce

y

f(x1) =f(xp)

fx1) =f(x2)

0 X X X 0 X1 X X

nerostouci funkce neklesajici funkce

Obr. 2.2.1: Monotonost funkce

Praktické urcovani intervalll monotonnosti se provadi s vyuzitim stfedoSkolského

diferencialniho poctu (prvni derivace funkce).

2.3 Spojita, konvexni a konkavni funkce

V této praci jsou pouzivany i dal§i pojmy, jako napf. spojitd funkce, nebo konvexni
a konkéavni funkce. Pfesné definice téchto pojml pifesahuji rdmec bakalarské prace, protoze
by vyzadovaly vybudovani rozsahlého matematického aparatu. Pro jednoduchost se omezime
pouze na jistd zjednoduSeni a intuitivni pfedstavy o téchto pojmech. Praktické urCovani
spojitosti funkce se provadi s vyuzitim stfedoskolského pojmu limita funkce. Urcovani
intervalli, na nichz je funkce konvexni a konkavni se provadi s vyuzitim stfedoskolského

diferencidlniho poctu (druha derivace funkce).
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Spojita funkce

Spojitd funkce je funkce, jejiz hodnoty se méni plynule, tzn. pii libovolné¢ malé zméné
hodnoty x se funkéni hodnota f(x) zméni libovolné¢ malo. Intuitivni a ne zcela pifesna
predstava spojité funkce odpovidd funkci, jejiz graf lze nakreslit jednim tahem, aniz by se

tuzka zvedla z papiru. Funkce, kterd neni spojita, se oznacuje jako nespojita.

._.
vt
v

) 1 3 2 1 3
spojita funkce nespojita funkce
Obr. 2.3.1:  Grafy spojité a nespojité funkce
Konvexni funkce

Graf spojité konvexni funkce na intervalu (a,b) lezi nad kazdou tecnou ke grafu funkce,

sestrojenou v libovolném bodé¢ tohoto intervalu.

Konkavni funkce
Graf spojité konkavni funkce na intervalu (a,b) lezi naopak pod kaZzdou te¢nou ke grafu
funkce, sestrojenou v libovolném bod¢ tohoto intervalu. V tzv. inflexnim bod¢ dochézi ke

zméné konvexnosti v konkavnost nebo naopak konkavnosti v konvexnost.

f(x)

153

Obr. 2.3.2: Konkavnost a konvexnost funkce
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Na obr. 2.3.2 je graf jisté funkce f(x). Cervené je vyznatena &ast grafu, kde je funkce
konkavni a modie, kde je funkce konvexni. Bod | je inflexnim bodem, kde dochazi ke zméné

konvexnosti v konkavnost.

Pozndmka V praktické casti jsou vyuzivany stfedoSkolské znalosti limitniho

a diferencidlniho poctu.

2.4 Prosta funkce

Definice 2.4.1 Rekneme, Ze funkce f je prosta, jestlize Vxy,x, € D(f), x; # x,, plati
f(x1) # f(x2).
Piiklad 2.4.1 Rozhodnéte, zda jsou funkce prosté na svém defini¢nim oboru:

a) f(x)=Ix + 1]

Obr.2.4.1:  Graf funkce f(x) = |x + 1]

f(=2)=f(0)=1

Funkce f(x) = |x + 1| neniprostav R

b) f(x) =x%-4
Px[x; 0]: 0=x%-4
X =z2
Py[0; y]: y=-4

18



4]
y=x%2-4
21
X
-4 -2 2 4 »
21
-4

Obr. 2.4.2:  Graf funkce f(x) = x*- 4

Funkce f(x) = x? - 4 neni prosta v R

2.5 Suda alicha funkce

Definice 2.5.1 Rekneme, Ze funkce f je suda, jestlize Vx € D(f) plati, ze —x € D(f)
a soucasné f(-x) = f(x).

Z definice 2.5.1 vyplyva, ze graf sudé funkce f je soumérny podle osy y.

Definice 2.5.2 Rekneme, Ze funkce f je licha, jestlize Vx € D(f) plati, ze —x € D(f)
asoucasné f(-x) =-f(x).

Z definice 2.5.2 vyplyva, ze graf liché funkce f je soumérny podle pocatku soufadného
systému.

-4

Obr. 2.5.1:  Grafy sudych funkci
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Obr. 2.5.2:  Grafy lichych funkci

Piiklad 2.5.1 Zjistéte, zda je funkce suda ¢i licha:

4x

a) f(x) = o
b) f(x) =In(x?+ 2x +2)

resSeni:
4
8) f(x)=—— A D(f) =R
f(=x) = (1(52924 = ;i * f(x) =  tzn. funkce neni suda
4x . . ,
—f(x)=— v f(=x) =  tzn. funkce je lichd
Funkee f (x) = —— je licha funkce.
b) f(x) =In(x?+ 2x + 2) A D(f) =R

f(— x) =1In ((— x)2 - 2x + 2) =In(x? — 2x + 2) # f(x) = tzn. funkce neni suda

-f(x) =-In(x? + 2x + 2) # f(—x) = tzn. funkce neni lich4

Funkce f(x) = In(x? + 2x + 2) neni sud4 ani licha.

2.6 Periodicka funkce

Definice 2.6.1 Funkce f se nazyva periodické s periodou p € R”, jestlize plati:
1. vx € D(f), Vk € Zplati, Zze (x + k - p) € D(f)
2. Vx €D(f),Vk eZplati,ze f(x + k-p) = f(x)

Nejmensi perioda funkce je nejmensi prvek mnoziny vsech period této funkce.

20



-3n/2 - -1t/2 /2 T 3n/2

y=cos x y=sinx

Obr. 2.6.1:  Grafy periodickych funkci

3 Elementarni funkce

Mezi elementarni funkce patii linearni, kvadraticka, exponencialni a logaritmicka funkce, dale
pak mocninné a iracionalni, goniometrické a cyklometrické funkce. Pomoci zakladnich
operaci, jako je konecny pocet sc¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a skladani funkci, lze

vytvofit i velmi slozité funkce. Elementarni funkce tvoii zéklad stiedoskolské matematiky.

3.1 Linearni funkce

Linearni funkce ma funkéni piedpis f(x) = ax + b, kde a, b € R.

Vlastnosti linearni funkce

Definiénim oborem je mnozina realnych Cisel, obor hodnot je zavisly na koeficientu a. Na
koeficientu a také zavisi, zda je funkce konstantni, klesajici ¢i rostouci. Jestlize je koeficient
a kladné ¢islo, jde o funkei rostouct, V ptipadé, Ze a je zaporné, je funkce klesajici. Linearni
funkce je pro a # 0 prosta, neni periodicka a v zidném bodé nenabyva maxima ani minima.
V piipad¢, kdy b # 0 neni funkce ani suda ani licha. Je-li b = 0, je pro a # 0 funkce licha
apro a =0 je funkce suda i licha zaroven. Grafem funkce je ptfimka. Pokud je b =0,

ptimka prochazi po¢atkem [0; 0] a funkce je licha pro libovolné a € R.
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Obr.3.1.1:  Grafy linearnich funkci

Konstantni funkce

Za zvlastni ptipad linearni funkce lze povazovat funkci, pro a = 0, tzn. funkci f:y = b. Tato
funkce se nazyva konstantni funkce. Funkce je suda, definiénim oborem D(f) je R a oborem
hodnot H(f) = {b}. Je-li b =0, je funkce suda i licha zaroven. Jejim grafem je piimka,

rovnobézna s 0sou X. Osu y protind v bod¢ b.

1y

w M

Obr. 3.1.2:  Graf konstantni funkce y = 2
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Piima umérnost

Dal§im zvlastnim ptipadem linearni funkce je pFima dmérnost pro a#0 A b =0.
Funkci zapisujeme ve tvaru f:y = kx, kde k = tga (k je tzv. smérnice grafu funkce, a je
uhel, ktery svira graf funkce s kladnym smérem osy x). Grafem pifimé imérnosti je pfimka,
prochazejici pocatkem soufadného systému. S pfimou umeérnosti se setkdvaji zaci jiz na

zakladni Skole.

Prilad 3.1.1 Sestrojte graf funkce y = 2x + 1
feSeni:

Pro sestrojeni grafu funkce (piimky) postaéi vypocitat priseciky se soutadnymi osami.

y=2x+1
2x = -1
1
X=-—=

2

Graf funkce f(x) = 2x + 1 protind osu y Vv bodé [0; 1] aosu x Vv bodé [—%; 0]

3y y=2x+1
21
X
3 1 2 3 7

Obr.3.1.3: Graf funkce y =2x+1
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3.2 Kvadraticka funkce
Kvadratick4 funkce m4 funkéni predpis f(x) = ax? + bx + c,kde a,b,c €R, a # 0.

Clen ax? se nazyva kvadraticky, ¢len bx se nazyva linearni. Konstantni ¢len ¢ se nazyva

absolutni ¢len.

Vlastnosti kvadratické funkce

Defini¢nim oborem je mnozina realnych ¢isel. Obor hodnot zavisi na konkrétni funkci a je to
vzdy otevieny interval (bud’ do plus, nebo do minus nekone¢na). Kvadraticka funkce je na
¢asti defini¢niho oboru rostouci a na ¢asti klesajici. Z grafu funkce je zfejmé, ze funkce neni
nikdy na R prosta. Je-li linearni ¢len roven nule (b = 0), je kvadraticka funkce suda,
Vv ostatnich pfipadech neni funkce ani suda, ani licha. Vrcholem paraboly je bod, v némz

funkce nabyva maxima, nebo minima. Grafem funkce je parabola.

w M

Obr. 3.2.1:  Grafy kvadratickych funkci

Omezenost, konvexnost a konkavnost funkce:

Kvadraticka funkce je vzdy omezena shora ¢i zdola v zavislosti na koeficientu a. Je-li
koeficient a kladny, je funkce omezena zdola, je-li a zaporny, je funkce omezena shora. Na
koeficientu a zavisi i to, zda je funkce konvexni ¢i konkavni. Je-li a > 0, je parabola
oteviena nahoru a funkce je konvexni. Konkavni je v pfipad¢, ze a < 0. Pak je parabola

oteviena dolu.
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Priklad 3.1.2  Sestrojte graf funkce y = 2x2 - 4x + 3
e Nejprve zjistime vrchol paraboly:
y=2x?—4x+3
y =2(x*—2x)+3
y=2(x—-1)%-2+3
y=2(x—-1)2+1
Vrcholem paraboly je bod V[1; 1].
e Zjistime priseciky s 0S0U x a y:
Pylx;0]: 0=2x2%—4x+3
4+V42-423 _ 4+V=8

2:2 4

X1,2 =
Graf funkce neprotina osu x.
PO;y]l:  y=3
Graf protind osu y v bodé¢ Py[0; 3]

e Jelikoz koeficient kvadratického ¢lenu a = 2 > 0, parabola bude oteviena nahoru.

w M4

2 1 1 2

Obr.3.2.2:  Graf funkce y = 2x*-4x + 3

Funkce je na intervalu (—oo; 1) klesajici a na intervalu (1; +o0) rostouci. Funkce neni prosta,

je konvexni a je omezena zdola.
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3.3 Racionalni lomena funkce

Definice 3.3.1 Bud'te P(x), Q(x) nenulové polynomy proménné x. Funkce R(x) = % se

nazyva racionalni lomena funkce. Tuto funkci dale nazveme ryze lomenou, plati-li
st P(x) <st Q(x) (stupen polynomu znacime st.). Funkce je neryze lomena, je-li st P(x) > st

Q).

, . v x2+42 wr , T ,
Ryze lomené funkce jsou napt.: -, —~—a ptikladem neryze lomenych racionalnich funkci
2 5
jsou funkce £2 nepo TEX*
X xX°+2
Plati:
- Defini¢nim oborem racionalni lomené funkce R(x) = % je mnoZina
D(R) = (—o0;0) —{a1, ..., an}, kde ai, ..., an jsou vSechny realné kofeny
polynomu Q (x).
Je-li % neryze lomena raciondlni funkce, pak délenim polynomt P(x) a Q(x)

obdrzime soucet polynomu a ryze lomen¢ racionalni funkce.

3x%2-1
x2+1

Priklad 3.3.1 Urcete definicni obor funkce y =

a rozlozte ji na soucet polynomu

a funkce racionalni ryze lomené.

feSeni:

D(f): protoze x2+1>0 jeD(f) =R

3x-1
(3x3-1): (x? + 1) =3x - xj+1
—3x3-3x
0-3x-1

Rozklad na parcialni zlomky

Bud R(x) = % ryze lomena racionalni funkce, necht polynomy P(x), Q(x) nemaji

2 S
spole¢né koteny a bud Q(x)=a,(x—a)* .- (x—2A)" [(x - a) + bz] .
[(x - p)? + q?]" rozklad jmenovatele v R. Pak existuje n realnych ¢&isel Ay, ..., Ay, ... Ly,
vees Ly, M1, Ng, .., Mg, Ng, ..., Uy, V3, ...,Uy, V, takovych, ze pro kazdé X € R, pro néz
Q(x) # 0, plati:
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_ Ak A1 . LT Ll Msx+NS M1x+N1
R(x) B [(x— a)k t ot x—a Tt (x=2)7 ot x—A  [(x—a)?+ b2]S [(x—a)2+ b?]
va"er U1X+V1 ]
B (C 2 ) LR L) LN €2 D LR L

S¢itance tohoto rozkladu nazyvame parcialnimi zlomky.

Priklad 3.3.2 Rozlozte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci:

12x+7
x2-9x+18
1
x3(x+1)

a) R(x) =

b) R(x) =

feSeni:

a) R(x) =

12x+7
x2-9x+18

Nejprve musime rozlozit jmenovatele: x2-9x + 18 = (x - 6)(x - 3)

12x+7 _ A B

x2-9x+18 x—-6 x-3
12x+7 =A(x- 3) + B(x- 6)
12x + 7 = Ax-3A + Bx- 6B

12=A+B — A=12-B
7 =-3A-6B A=12+2
7 =-3(12-B)- 6B A=Z
7 =-36+3B-6B
43 =-3B
a8
-3
R(X): 79 43

3(x—6)  3(x—3)

1
x3(x+1)

b) R(x) =

1 _A, B  C D

x3(x+1) x = x2 x3 x+1
1=Ax*(x+ 1) +Bx(x+ 1)+ C(x + 1) + Dx?3
1=Ax3+ Ax*+Bx?+ Bx + Cx + C + Dx3
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Linearni lomena funkce

ax +b

Zvlastnim piipadem raciondlni lomené funkce je linearni lomena funkce tvaru f(x) = —

kde c#0 A ad # bc.
Grafem funkce je rovnoosa hyperbola se stiedem S [—%;%], asymptoty grafu prochazeji

sttedem S tak, Ze jedna je rovnobézna a osou x, druhé s osou y.

Piiklad 3.3.3  Sestrojte graf funkce f(x) = 2;__15.
reSeni:
Nejprve ur¢ime defini¢ni obor: D(f) =R-—{1}
Dale musime upravit tvar rovnice, abychom zjistili stied hyperboly: y = 2;__15
(2x-5):(x-1)=2
—2x+2
0-3
2x — 5 ) 3 ) -3
= = — e - =
Y x—1 x—1 Y x—1
stfed rovnoosé hyperboly je S[1;2]
Dale urc¢ime asymptoty: x=1 y=2

Nakonec vypocitame priseciky s 0sami x a y:

Plx;0:  0=22
5 5
=3 P30}
Py[0; y]: y=5 Py[0; 5]
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_ 2x-5 |
Y =33 4
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2l |
. I.//f’#f—g
6 -4 -2 2/ 4 6
21
I
4 |
I
6! |
I
I

2x-5
x—1

Obr.3.3.1: Graf funkce y =

Specidlnim ptipadem linearni lomené funkce je nepfima imérnost. Jeji funkéni piedpis je

f(x) =%, keR-{0}

Vlastnosti nepfimé imérnosti

Defini¢nim oborem nepfimé tumérnosti je R — {0}, oborem hodnot taktéz R — {0}. Funkce je
lich4 a neni shora ani zdola omezena. Pro k > 0 je funkce klesajici na (—oo; 0) a dale na
(0; 40). Pro k < 0 je funkce rostouci na (—oo; 0) dale na (0; +0). Nepfima umérnost je

funkce prostd a nema maximum ani minimum.

ALy

Obr. 3.3.2:  Grafy nepiimé umeérnosti
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obvykle pouziva tzv. troj¢lenka pro nepfimou imernost.

3.4 Exponencialni a logaritmicka funkce

Exponencialni funkce

Definice 3.4.1 Bud a € R', a# 1. Funkci f danou piedpisem f(x) = a* nazveme

exponencialni funkci o zakladu a.

Vyznamnou exponencialni funkci je tzv. pfirozena exponencialni funkce. Je to funkce

0 zakladu e. Tvar této funkce je f(x) = e*, kde e je Eulerovo ¢islo (e = 2,71828182 ...).

Poznamka Pfirozenou exponencialni funkci f(x) =e* mlzeme definovat pomoci
o X"

1 2 3

v 7 . Lo X X X
nekoneéné mocninné fady e* =) —=1 +=+4+ =+ —+ -

n! 1 20 3

Exponencialni funkce o zakladu 10 se nazyva dekadicka exponencialni funkce f(x) = 10*.

Pravidla pro poditani s exponencialni funkei:

ats=a -a°

<

a
a’~s = ;
(ab)" =a’ - b’
a\™ a’
G) =%
(ar)s =a's

Vlastnosti exponencialni funkce

Defini¢nim oborem funkce je R a oborem hodnot je interval (0; +). Funkce neni ani suda
ani lichd. Exponencialni funkce je omezena zdola, shora nikoliv. Funkce nenabyvd maxima
ani minima a je prosta. Je-li a > 1 jedna se o funkci rostouci, pro 0 <a < 1 je funkce
klesajici. Exponencialni funkce je inverzni k funkci logaritmické, kterou zminime nésledné.

Grafem exponencialni funkce je exponencialni kiivka neboli exponencidla.
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Obr. 3.4.1: Grafy exponencialni funkce

Pokud a = 1, jedna o funkci konstantni.

w

Obr. 3.4.2:  Graf funkce y = 1*

Logaritmicka funkce

Definice 3.4.2 Bud a € R’, a # 1. Funkce inverzni £~ k funkci f: y = a* se nazyva

logaritmicka funkce o zékladu a, znacise y = log, x.

Jelikoz je exponencialni funkce f(x) = a*, a # 1 ryze monotonni, existuje kK ni funkce

inverzni, a to funkce logaritmicka.

Je-li a = e, nazyva se logaritmicka funkce log, x pfirozeny logaritmus, znaci se y = In x.

Je-li a = 10, nazyva se logaritmicka funkce log;, x dekadicky logaritmus, znaci se y = log x.
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Vlastnosti logaritmické funkce

Defini¢énim oborem logaritmické funkce je interval (0;+oc0) a oborem hodnot interval
(—o0; +0). Logaritmicka funkce je na intervalu (0; +oo0) rostouci pro a > 1 aklesajici pro
0 < a < 1. Funkce je prosta, neni suda ani licha, neni omezena shora ani zdola a nenabyva
maxima ani minima. Logaritmicka funkce je inverzni k funkci exponencialni. Grafem funkce

je logaritmicka ktivka a funk¢ni hodnoty logaritmické funkce se nazyvaji logaritmy.

Obr. 3.4.3:  Grafy logaritmické funkce

Plati:

e y=log,x & x=a’, Vx € (0;0), yeR, a>0, a+1

e NechtaeR" a=+1:

* log,(x - y) =log,x +log, v, pro x,y € (0; +o0)
= logg-=log x —logay, pro x,y € (0; +00)
= Jog, x5 =s-log,x, prox,y € (0;+), se€R

e NechtaeRY, a#1, b>0, b+1:

log, x =—§Z§Z§ prox € (0; +o0)
e log,a=1 logai =-1 log: x = —log, x

a

Proto jsou grafy funkei y =logix a y =log, x soumémé podle osy x.
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e ProaeRt, a=+1:

log, a* = x,prox € R a'©9e* = x, prox > 0
Vztah mezi exponencialni funkci o zékladu a a o zékladu e je dan rovnosti:
a* = e¥Ina pro a>0, a#1, xeR

Graf logaritmické funkce o zakladu a je soumérny s grafem exponencialni funkce o témze

zakladu podle ptimky o rovnici y = x (o0sa I. a I1l. kvadrantu).

/y=x
P

Obr. 3.4.4:  Grafy inverznich funkci symetrické podle y = x

3.5 Mocninna funkce

A. Mocninna funkce s pFirozenym exponentem a funkce n-ta odmocnina

Definice 3.5.1 Necht'n € N. Funkci f(x):y =x™ xeR, kdex™ = x - x-..." x,
— —
n-krat

nazyvame mocninnou funkci s pfirozenym exponentem.

Vlastnosti mocninné funkce s pfirozenym exponentem

Funkce f(x)=x", kde n jesudé ma, definicni obor D(f) = R a obor hodnot
H(f) = (0; +00). Funkce je sudd, zdola omezena, na intervalu (—oo;0) je klesajici a na
intervalu (0; 4+00) je rostouci. Funkce neni prosta na celém D(f), avSak naptiklad na intervalu

(0; +00), je funkce prosta a existuje k ni funkce inverzni.
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Obr. 3.5.1:  Grafy mocninnych funkci, pro sudé ¢islo n

Funkce f(x) = x™, kde n je liché, ma defini¢ni obor D(f) = R a obor hodnot H(f) = R.
Funkce je licha, neni shora ani zdola omezena a je rostouci na D(f). Funkce je prosta na

celém svém D(f), existuje tedy k této funkci funkce inverzni.

Obr. 3.5.2:  Grafy mocninnych funkci, pro liché ¢islo n

Grafem mocninné funkce je pro n = 1 je pfimka (osa I. a III. kvadrantu), pron > 1 parabola

n-tého stupne.

Funkci n-ta odmocnina (n € N, n = 2) definujeme:
e pro n sudé jako funkci inverzni k funkci f(x) = x™, x € (0; +0),
e pro n liché jako funkci inverzni k funkci f(x) = x™, x € R

Funkci n-t4 odmocnina zna¢ime f(x): y = Vx.
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Vlastnosti funkce n-ta odmocnina
Funkce f(x) = Wx, kde n je sudé, ma defini¢ni obor D(f) = (0;+) a obor hodnot

H(f) = (0; +). Funkce je zdola omezena, neni suda ani licha a je rostouci na svém D(f).

2y v
21 y = Y%
1 y=%

X

2 4 &

Obr. 3.5.3:  Grafy funkci n-td odmocnina, pro sudé ¢islo n

Funkce f(x) = Vx, kde n je liché (n > 3), ma definiéni obor D(f) = R a obor hodnot

H(f) = R. Funkce neni shora ani zdola omezena, je licha a je rostouci na svém D(f).

Obr. 3.5.4:  Grafy funkci n-td odmocnina, pro liché ¢islo n

Grafy navzajem inverznich funkei jsou symetrické podle osy I. a III. kvadrantu.
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Obr. 3.5.5:  Symetrie grafii inverznich funkci

B. Mocninna funkce se zapornym celym exponentem

Definice 3.5.2 Necht n e N. Funkci f(x):y =x™ x € R — {0}, kde x™ = — = ——,

nazyvame mocninnou funkci se zdpornym celym exponentem.
Vlastnosti mocninné funkce se zapornym celym exponentem

Funkce f(x) = x™™, kde n je sudé ¢islo, ma defini¢ni obor D (f) = R — {0} a obor hodnot
H(f) = (0; +0). Funkce je omezena zdola, je suda, na intervalu (—oo;0) je rostouci a na

intervalu (0; 4+0) klesajici.

n

Obr. 3.5.6:  Graf mocninné funkce y = x™™, pro sudé ¢islo n
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Funkce f(x) = x™™, kde n je liché ¢islo, ma defini¢ni obor D(f) = R — {0} a obor hodnot
H(f) = R — {0}. Funkce neni shora ani zdola omezena, je licha a je klesajici na intervalech

(—0;0) a (0; +o).

n

Obr. 3.5.7:  Graf mocninné funkce y = x™™, pro liché ¢islo n

C. Mocninna funkce S racionialnim exponentem
Definice 3.5.3 Necht re€ Q — Z, r = % (me Z, ne N, n>2) a necht % je zlomek
v zékladnim tvaru (tj. p € Z, g € N, ¢ = 2 a ¢isla p, g jsou nesoud€lnd) takovy, ze r = % =

m b
n

%. Pak funkci f(x): y = x", kde x” = xn = x4 = i/xP, nazjvame mocninnou funkci

S raciondlnim exponentem r € Q — Z.

Defini¢ni obor takto definované funkce zavisi na ¢islech p, q:

a) Je-li p>0 a q jeliché, pak D(f) =R
b) Je-li p <0 a q jeliché, pak D(f) = R — {0}
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a) y=9x?
b) y=4x?
6 4 2 2 4 5

Obr. 3.5.8:  Grafy mocninnych funkci I.

c) Je-li p >0 a g jesudé, pak D(f) = (0; +0)
d) Je-li p <0 a g jesudé, pak D(f) = (0; +0)

d) y=9A2
) y=4x"
2 4 6 4

Obr. 3.5.9:  Grafy mocninnych funkci Il.

D. Mocninna funkce s realnym a nulovym exponentem
Mocninna funkce s realnym exponentem

Definice 3.5.4 Necht r € R — Q. Funkci f(x): y = x", x € R, nazyvame mocninnou

funkci s redlnym exponentem 7.
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Obr. 3.5.10: Grafy funkci s redlnym exponentem

Mocninna funkce s nulovym exponentem

Pro kazdé x € R — {0} definujeme x° = 1.

v M

Obr.3.5.11: Graf funkce y = x°

Pro r = 0, je mocninnd funkce f(x): y=x", x € R —{0}, je rovna konstantni funkci

f(x): y=1.Vbodé¢ x =0 neni funkce definovana.

Mocninnou funkci f(x): y = x” jsme vySe definovali pro rizné podmnoziny R. Pro kladna
redlna Cisla je mocninnd funkce definovdna pro vSechny realné exponenty. Pro specidlné
volené exponenty je funkce definovana i na SirSich intervalech.

Specialné plati vztah x 7 = e""* x e R* r e R.
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Monotonie funkce f(x): y = x", x € (0; +) pro rizné hodnoty exponentu r

o Je-li r <0, je funkce klesajici.

e Je-li r =0, je funkce konstantni (y = 1).

e Je-li 0 <r < 1,je funkce rostouci.

e Je-li r =1, jde o rostouci linearni funkci y = x.

e Je-li r > 1, je funkce rostouci.

i 4

Obr. 3.5.12: Monotonie funkce y = x", x € (0; +o0)

Zakladni pravidla pro poditani s mocninami

Necht x,y € R", a,b € R:

a a a
a a a X X 1 1
2% v = (x 2 (2) Lo
y* = (xy) il g wa = \x
x% _ _ 1 .
xa - xb — xa+b > = x@ b x4 = — (xa)b _ xab

Zakladni pravidla pro pocitani s odmocninami

Necht x,y e R", mneN, m,n > 2:

n n—n n x

xy = Nx iy \/§= 7;

Vak = (Vx)', kez Vx = "Vx (V)" ="V

40



3.6 Goniometrické a cyklometrické funkce

A. Goniometrické funkce

Definice 3.6.1 Bud x € R. Necht' P je koncovy bod oblouku na jednotkové kruznici, jehoz
pocate¢ni bod je [1,0] a jehoz délka je |x|; pfitom oblouk je od bodu [1,0] k bodu P
orientovan v protisméru (resp. ve sméru) chodu hodinovych ruci¢ek podle toho, zda x = 0

(resp. x < 0). Pak prvni soufadnici bodu P nazyvame cos x a druhou soufadnici sinx. Dale

CosXx

. sinx
definujeme tg x = oo cotgx =

sinx

Funkce sin x, cos x, tg x a cotg x nazyvame funkce goniometrické.

Obr. 3.6.1: Jednotkova kruZnice

Piedchozi definice popisuje zobrazeni mnoZiny redlnych cisel do jednotkové kruznice.
Kazdému realnému cislu x (urcujicimu vlastné néjaky orientovany uhel v radianech) je
Vv tomto zobrazeni ptifazen bod P, na jednotkové kruznici. Soufadnice tohoto bodu nasledné
urcuji funkéni hodnoty goniometrickych funkei sinus a kosinus. Z takto popsaného zobrazeni
je patrné, Ze se hodnoty x-ovych a y-ovych soufadnic bodu P, budou pravidelné opakovat po

otoceni bodu P, 0 360°. To zdivodiuje, pro€ jsou periody funkci sinus a kosinus pravé 2.
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Funkce sinus

Funkeci sinus zna¢ime y =sinx, x € R

ALy
11
X
- /2 a2  w\ 3n2 [on
-14 g
y= smx
Obr. 3.6.2:  Graf funkce y = sinx

Vlastnosti funkce y = sin x

Defini¢énim oborem funkce je R a oborem hodnot interval (—1; 1). Funkce je licha, omezena

a periodicka. Jeji zakladni perioda je 2m, tj. sin(x + 2km) = sinx, k € Z. Funkce je rostouci

na intervalech (—% + 2k7t;§ + 2km), k € Z a klesajici na intervalech (g + 2k7r;37n + 2km),

k € Z. Dale je funkce konkavni na intervalech (0 + 2km; m + 2km) a konvexni na intervalech

(m + 2km; 2w + 2km), ke Z.

Tabulka hodnot funkce sinus

T T T T 3w
0 — — — — >
6 4 3 2 T 2 2
X
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
sin x 0 — g ? 1 0 -1 0

Poznamka: Grafem funkce sinus je tzv. sinusoida.
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Funkce kosinus

Funkci kosinus znac¢ime y = cosx, x € R

| y=coSs x

ol

e /2 /2 x Anl2 2

Obr. 3.6.3:  Graf funkce y = cosx

Vlastnosti funkce cos x

Defini¢énim oborem funkce je R a oborem hodnot interval (—1; 1). Funkce je suda, omezena
a periodicka. Jeji zakladni perioda je 2m, tj. cos(x + 2km) = cos x, k € Z. Funkce je rostouci

na intervalech (- + 2km; 0 + 2km), k € Z, a klesajici na intervalech (0 + 2km; w + 2km),

k € Z. Daéle je funkce konvexni na intervalech (%+2k7r;37”+2kn), a konkavni na

intervalech (—% + an;% + 2km) ke Z

Tabulka hodnot funkce kosinus

T T T T 3w
0 g Z § E T 7 2T
X
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
cos x 1 ? E — 0 -1 0 1
2

Poznamka: Grafem funkce kosinus je tzv. kosinusoida, (posunuta sinusoida).
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Zikladni vztahy a vzorce pro pocitani s funkcemi sinus a kosinus

3.

4.

sin(x +y) = sinx - cosy + cos x - siny

sin(x —y) =sinx-cosy —cosx-siny

cos(x +y) =cosx-cosy —sinx-siny

cos(x —y)=cosx-cosy+sinx-siny

Tyto vztahy nazyvame souctové vzorce pro funkci sinus a kosinus.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

sinx +cos?x =1
. T
sin x = cos (E_ x)
. T
cos x = sin (E_ x)
sin 2x = 2 sin x cos x

cos 2x = cos? x -sin?x

. X 1—cosx

|sm—| = |—
2 2

_ [14cosx
- 2

X
|cos—
2
. . . x+ X—
sinx +siny = ZSIHTy - cos =~
. . x+y . X=y
sinx —siny = 2cos——" sin

2

Yy

x+ xX—
cosx +cosy= ZCOST' cos —2

2

Yy

.ox+ .X=y
COSX —COS y = —251nT * sin
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Funkce tangens

sinx

Funkci y = % nazyvame tangens a znatime y = tgx. Plati tedy, Ze tgx = —.

1y

X
>

27

I
I
I
I
I
'.
[
I
I
I
I
=t x

I
|
|
|
|
|
|
! T
|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|
|
71
|
|
|
|
|
|

Obr. 3.6.4:  Graf funkce y =tgx

Vlastnosti funkce y = tg x

Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — Upgez {%+kn, k € Z} a oborem hodnot je
H(f) = (—o0; +00). Funkce je licha, necomezena a periodicka, tj. tg(x + km) =tgx, k € Z.

Jeji zakladni perioda je m. Funkce je rostouci na intervalech (— % + kT; % + th), keZ.

Tabulka hodnot funkce tangens

T T T T 3w
0 g Z § E T 7 2T
X
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
V3 Neni Neni
tgx 0 3 1 V3 def. 0 def. 0

Poznamka Podle normy CSN ISO 80000-2 u¢inné od 1. 4. 2014 se funkce tangens spravné

zna¢i symbolem tan. V Ceské matematické literatufe vSak i nadéale ptetrvava historicky

pouzivana zkratka tg. Graf funkce se nazyva tangentoida.
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Funkce kotangens

cosx

Funkci y = % nazyvame kotangens a znac¢ime y = cotg x. Plati tedy, Ze cotgx = —.

| I y“ I |
| | |\
| | | |
| | | |
| | | |
| | | x
: -3n/2 : -1t/2 /2 : 3n/2 g
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| I I |
Obr. 3.6.5:  Graf funkce y = cotg x

Vlastnosti funkce v = cotg x

Defini¢ni obor funkce je D(f) = R — Ugez {km, k € Z} a obor hodnot R. Funkce je licha,
neomezena a periodicka. Ma zakladni periodu . Funkce kotangens je klesajici na intervalech

O+ km;m+ km), ke Z.

Tabulka hodnot funkce kotangens

T T T T 3
0 6 r 3 2 m 7 | "
X
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
Neni \3 Neni Neni
cotgX | ger | V3 1 5 0 def. 0 def.

Poznidmka Podle normy CSN ISO 80000-2 uginné od 1.4. 2014 se funkce kotangens

spravné znaci symbolem cot. V Ceské matematické literatufe vSak 1 nadale pretrvava

historicky pouZzivana zkratka cotg.
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B. Cyklometrické funkce

Cyklometrickymi funkcemi nazyvame funkce arkus sinus, arkus kosinus, arkus tangens
a arkus kotangens. Periodické funkce sin x, cos x, tg x a cotg x nejsou prosté funkce na svych
celych defini¢nich oborech, tudiz k nim nemtzeme definovat funkce inverzni. Na vybranych

podintervalech vSak goniometrické funkce prosté jsou. Funkce y = sinx je prosta napiiklad

na intervalu x € <_§;§) a funkce y = cosx je prosta napf. na intervalu x € (0; ). Funkce

y = tg x je prostd napf. na intervalu x € (—g,g) a funkce y = cotgx je prostd napf. na

intervalu x € (0; m). Na téchto intervalech k nim muzeme definovat funkce inverzni.

Funkce arkus sinus

Funkce f: y =sinx, x € <_§;§> je prosta. Inverzni funkce f~1 k funkci f se nazyva arkus

sinus. Pfitom D(f~1) = H(f) = (—1; 1). Funkci zna¢ime f~!: y = arcsinx, x € (—1; 1).

w2 — ———

w M

yZarcsin x|

Obr. 3.6.6:  Graf funkce y = arcsin x

Vlastnosti funkce f: y = arcsin x

Defini¢nim oborem funkce je D(f) = (—1; 1) a oborem hodnot je H(f) = <_§;§)' Funkce je

licha, neni periodicka a je rostouci na celém svém defini¢nim oboru.
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Tabulka zakladnich hodnot funkce arkus sinus

arcsin x 0

SEINTS

Bl
2

T

3

N (N -

w M

/ — —-1/2
// y=arcsin x

Obr. 3.6.7:  Grafy funkci y = sinx a y = arcsin x

Funkce arkus kosinus

Funkce f: y = cosx, x € {0;m) je prosta. Inverzni funkce f~1 k funkci f se nazyva arkus
kosinus. P¥itom D(f 1) = H(f) = (—1; 1). Funkci zna¢ime f~!: y = arccos x, x € (—1;1).

yAL
— =

/2

Yy =arccos x

w M

-1 1

Obr. 3.6.8:  Graf funkce y = arccos x
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Vlastnosti funkce f: y = arccos x
Defini¢nim oborem funkce je D(f) = (—1; 1) a oborem hodnot je H(f) = (0; ). Funkce neni

sudé ani lichd, neni periodicka a je klesajici na celém svém definicnim oboru.

Tabulka hodnot funkce arkus kosinus

_ _ 1
v |1 [ 2B L | V2B
2 2 2 2 2 2
5t 3n 2T T T T T 0
arccosx| m s > 3 2 3

VN
Y= arccos x

w A

Ve y=cos x

Obr. 3.6.9: Graf funkce y = cosx a y = arccos x

v , . T
Pro v8echna x € (—1; 1) plati arcsin x + arccos x = 2

Funkce arkus tangens
Funkce f: y=tgx, x € (—g;g) je prosta. Inverzni funkce f~1 k funkci f se nazyva arkus

tangens. D(f 1) = H(f) = (—o0; +). Funkci zna¢ime f~1: y = arctgx, x € (—o0; +00).
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Obr. 3.6.10: Graf funkce y = arctg x

Vlastnosti funkce f: vy = arctg x

Defini¢nim oborem funkce je D(f) = (—oo; +-00) a oborem hodnot je H(f) = (—g ;g). Funkce

je omezena, licha, neni periodicka a je rostouci na celém svém defini¢nim oboru.

Tabulka hodnot funkce arkustangens

=
o
ol A |w| S
-
&
8

NS
w]

arctg x 0

Obr. 3.6.11: Graf funkce y =tgx a y = arctgx
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Funkce arkus kotangens

Funkce f: y = cotgx, x € (0; m) je prosta. Inverzni funkce f~! k funkci f se nazyva arkus

kotangens. D(f 1) = H(f) = (—o0; + ). Funkéni predpis funkce arkus kotangens zapisujeme

f~: y = arccotg x, x € (—o; +0).

)= arccotg x

. 2

x‘?

n)2 1r

Obr. 3.6.12: Graf funkce y = arccotg x

Vlastnosti funkce f: v = arccotg x

Definiénim oborem funkce je D(f) = (—oo; +0) a oborem hodnot je H(f) = (0; m). Funkce je

omezena, neni ani suda ani lichd, neni periodicka a je klesajici na celém defini¢énim oboru.

Tabulka hodnot funkce arkus kotangens

¥ |—eo| =3 -1 2B 0 | B 1|3 e
3 3
¢ 50 | 3m | 2@ T T T T )
arccotg x T < | 7|3 > 3 2 G

5

1



Obr. 3.6.13: Graf funkce y = cotg x a y = arccotg x

Pro viechna X € (—o0; +00) plati arctg x + arctg x = g
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4

Prakticka cast

4.1 VySetrovani prubéhu funkce

z ¥z

V této podkapitole praktické ¢4asti se budeme vénovat vySetfovani pribéhu funkce, tzn. ziska-

vanim jistého souhrnu informaci o vlastnostech funkce, které ndim néasledn€¢ umoZzni spravné

sestrojit graf funkce.

1)

2)

3)

4)

5)

Uréeni maximdlniho defini¢niho oboru

Defini¢ni obor ur¢ujeme pomoci téchto zékladnich pravidel:

a) jmenovatel zlomku musi byt nenulovy

b) vyraz pod odmocninou se sudym odmocnitelem musi byt nezdporny

¢) argument logaritmu musi byt kladny

d) argument funkce tg x musi byt rtizny od lichych nasobkd %

e) argument funkce cotg x musi byt riizny od celych ndsobkti ¢isla s

f) argument funkci arcsin x a arccos x musi byt z intervalu (—1; 1)

Urceni sudosti a lichosti, popf. periodi¢nosti funkce

Pfi urCovani sudosti, lichosti a periodicnosti funkce prakticky uzivdme definice 2.5.1,
2.5.2 a 2.6.1. Zjisténi skuteCnosti, Ze je funkce sudd, lichd nebo periodickd mé zasadni
vyznam pro ndsledné vypocty a vysledné zakreslovani grafu (symetrie graft).

Zjisténi prasecikt grafu s osoux ay

Priisecik s osou x zjistime tak, Ze do funkéniho predpisu dosadime za y = 0 a vyfeSime
rovnici. Obdobné prisecik s osou y zjistime tak, Ze do funkéniho predpisu dosadime za
x = 0 a vyfeSime rovnici.

Urceni monotonie

Monotonnost funkce uréujeme pomoci prvni derivace, kterou poloZime rovnu nule. Pro
stanoveni znamének miZeme pouZit tabulku — znaménkovy diagram (angl. sign chart).
Pokud je prvni derivace zaporna, je funkce klesajici, je-li kladn4, je funkce rostouci. Z dia-
gramu taktéZ ur¢ime body, ve kterych nastdvd minimum ¢i maximum a dopocitdme y-ové
soufadnice extrémd.

Urceni konvexnosti a konkdvnosti

Konvexnost ¢i konkdvnost uréujeme pomoci druhé derivace, kterou poloZime rovnu nule.
Tak jako u ur¢ovdni monotonie pouZijeme pro urceni znaménka druhé derivace znamén-

kovy diagram. Je-li druhd derivace zdpornd, je funkce na daném intervalu konkdvni.
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6)

Jestlize je druhd derivace kladnd, je funkce na daném intervalu konvexni. Nakonec ur-
¢ime inflexni body, tedy body, ve kterych pfechdzi konvexni funkce v konkdvni a nao-
pak a dopocitdme y-ové soufadnice inflexnich bodd (dosazenim do funk¢niho predpisu
funkce).
Zjisténi existence asymptot grafu funkce
a) Svisld asymptota (tj. asymptota bez smérnice)
Svislé asymptoty s rovnici x = a hleddme v bodech, které nejsou v defini¢nim oboru
funkce. Funkce mé v bodé a svislou asymptotu, jestliZe je alespon jedna jednostranna

limita funkce v bodé€ a nevlastni.

Obr. 4.1.1: Piiklady svislych asymptot.

b) Vodorovna asymptota (asymptota s nulovou smérnici)
Vodorovnou asymptotu ma smysl hledat, je-li alespoi jeden nevlastni bod +co nebo
—oo v definicnim oboru. Asymptota existuje, pokud existuje vlastni limita v alespon

jednom z nevlastnich bodd.

Obr. 4.1.2: Ptiklady vodorovnych asymptot.
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¢) Sikm4 asymptota (asymptota s nenulovou smérnici) y = kx + ¢
£

q= lim f(x)-k-x

Sikma asymptota existuje, jsou-li ob& limity vlastn.

Obr. 4.1.3: Ptiklady Sikmych asymptot.

7) Sestrojeni grafu funkce
S vyuZzitim vysledkl z 1. — 6. kroku sestrojime nédsledné graf funkce. VSechny zjisténé
informace ddvaji dohromady pomyslnou sklddanku, v niZ vSechny vysledky musi do sebe

navzdjem zapadat a neodporovat si.

Praktickd ukazka uziti pfedchoziho postupu pii vySetfovani pribehi funkci je pfedvedena na

nasledujicich strdnkach na nékolika podrobné fesenych prikladech.

55



Priklad 4.1.1
Urcete pribéh funkce f: y = In(x? + 2x + 2)

reseni:
a) Defini¢ni obor & (f) :

x24+2x+2>0
D < 0 diskriminant kvadratického troj¢lenu je nezdporny, tzn. neexistuji nulové body.
Vyraz x2 + 2x + 2 bude vzdy kladny.
D(f) = R.
b) Sudost, lichost:
f(x) =In(x? +2x +2)
f(=x) = In((-x)2 = 2x + 2)
—fx) = -Inx%+2x+2)

Funkce neni sudéa ani licha.

c) Priseciky grafu se soufadnymi osami:

P, [x;0]: P05 y]:
y:o x=0
0=In(x?+2x+2) y=1In2
Inl =In(x? +2x +2) Py[0;1n2]

1=x2+2x+2

0=x2+2x+1

0=(x+1)?2
x=-1
Px[_l;o]

d) Monotonnost:

fry =Inx?+2x+2) 2(x+ 1) - +
2
Fy = 2x+2 2(x+1) x+2xJ:2 + +
Y T i x+2 a242x+2 I ) )
. N y
Fro0 0 = 23+ D f |
' x24+2x+2 -1
0 =2(x+1)
x =-1 Bod M[-1;0] je absolutni minimum

e) Konvexnost, konkavnost:

f/, ’_ 2(x+1)
=Y X242x+2
f//_ y//_ 2(x242x+2)=(2x+2)-(2x+2) 2x2+4x+4-4x2-8x—4 _ —2x2-4x . —2x(x-2)

()c2+2x+2)2 ()c2+2x+2)2 ()c2+2x+2)2 B (x2+2)c+2)2
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f7=0:0 = -2x(x+2)

X1 = 0
Xy = -2
-2x(x +2) - + -
(x2 +2x +2)2 + + +
Jids 2) ® o
f: S B e
-2 0

Inflexni body jsou I; = [-2;In2], I, = [0,In2]. Funkce je konkavni na intervalech
(—o0;—=2) a (0; +00), na intervalu (-2;0) je konvexni.

f) Asymptoty:
* Svisld asymptota grafu funkce neexistuje.

* Vodorovna asymptota:
lim In(x?+2x +2) = +o0
X—+oo
Graf funkce nemd vodorovnou asymptotu.

+ Sikmd asymptota: y = k - x + ¢
2
k= lim M) gy 202 2

X—>+00 X X>+00 x242x+2  xS+oo 2x+2

qzxLirpooln(x2+2x+2)—0-x=+w

Sikm4 asymptota grafu funkce neexistuje.

g) Graf funkce:

-10 -5 -1 5 10

Obr. 4.14: Graf funkce f: y = In(x? + 2x + 2).
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Priklad 4.1.2
Urcete prubéh funkce f: y = arctg 2%

reseni:
a) Defini¢ni obor & (f) :
D(f) =R —-{-2}.
b) Sudost, lichost:
fx) = aretg 57—
f(=x) = arctg 5=
0 = —aretg 3
Funkce neni suda ani licha.

c) Priseciky grafu se soufadnymi osami:

P [x;0]:
y=0
X
O—arctgm
X
0= 2+x
x=0
P[0;0] = P,
d) Monotonnost:
. _ X
fry= arctg2+x
fry = 1 .2+x—x= 2 _ 2
. 1+(2)CTX)2 (2 +x)? %.(QJFX)z (2 +x)% +x2
X
f1=0:0= 2
2+x)° +x2
1 #0
2 +x)% +x2 + +
I ® ®
f: 2 2
-2

Funkce je rostouci a nenabyvd maxima ani minima.
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e) Konvexnost, konkavnost:
., 2 2 2 ) -1
: = = = = +2x+2
U Q+x)2+x2 A+4&x+x%+x2 2(x2+2x+2) (x x+2)
2x +2

(x2 +2x + 2)2

Fry = = (x4 2) T (24 2) = -

f”ZO'O:— 2x +2
(x2 +2)c+2)2
0=-2x-2
x=-1
—2x-2 + + -
(x2+2x+2)2 + + +
f ® ® e
f: - - | -
-2 -1

Inflexni bod:

ar

I[-1;y]: y = arctg(—1) = -7
Inflexni bod I[-1; —%]. Funkce je konvexni na intervalech (—co; -2) a (-2; —1), na in-
tervalu (—1; +oc0) je konkavni.

f) Asymptoty:

e Svisld asymptota:

. X ar
Jim_arctg 333 = £3

Svisld asymptota grafu funkce neexistuje.

* Vodorovnd asymptota:

a7

. X
lim arctg5— =7

X—+o00
Graf mé vodorovnou asymptotu a: y = %.

+ Sikm4 asymptota:
Sikma4 asymptota nemiiZe existovat, jestlize ma funkce v obou nevlastnich bodech + oo

vodorovnou asymptotu. Asymptota grafu funkce s nenulovou smérnici tedy neexis-

tuje.
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g) Graf funkce:

Y
2 7. .
/D T3 f: y = arctg 3
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L
—10 —5 —2 5 10
—1
-3
_9 |

Obr. 4.1.5: Graf funkce f: y = arctg 5.
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Priklad 4.1.3

x3

Urcete pribéh funkce f: y = EXATE
(x+
reseni:
a) Defini¢ni obor P (f):
2(f) =R -{-1}.

b) Sudost, lichost:

Funkce neni suda ani licha.

c) Priseciky grafu se soufadnymi osami:

P.[x;0]:
y=0
3
0= X
2-(x+1)?
x=0
P,[0;0] = P,
d) Monotonnost:
. p— x3
Jry= 2. (x+1)2
ey 332 [2(+ D?] -2 -4 + 1) 22+ D [Bx+ 1) - 2] _ x2(x+3)
' 4(x+1)* 4(x+1)* 2x+1)°
2
120 0= Xx+3)
d 2x+1)3

0= x2(x+3)

x1=0, x2=—3

x + + + +
x+3 - + + +
(x+1)3 - - + +
i & ) ® ®
f: 2 N 2 2
-3 -1 0
_2\3
M[-3;y]:y = % = —%7. V bodé M[-3; —%7] nastava maximum.

Funkce je rostouci na intervalech (—oo, —3) a (=1, +00). Na intervalu (-3, —1) je funkce

klesajici. V bodé M[-3; —%] ma funkce lokdlni maximum.
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e) Konvexnost, konkavnost:

s, x2(x+3)
fry 2@+ 1)
v [2xG+3) +x2] 20+ 1P —x2(x+3) - 6(x+ 1)
R 4(x+1)° -
C3x(x+2) 2+ 1P —6x2(x+ )2 (x+3)
- 4(x+1)° -
_6x(x+l)2-[(x+2)(x+l)—x(x+3)]_3x(x2+3x+2—x2—3x)_ 6x %
- 4(x+1)° - 2+ ? 2@+ DY @+t
” o 3x
f _O'O_(x+1)4
0=3x
x=0
3x - - +
(x+ ? + + +
7 ) o ®
f: ~ ~ -

Inflexni bod:

Inflexe nastava v bodé¢ 1[0; 0], konvexni je funkce na intervalu (0; +o0). Na intervalech

(—o0;—1) a (—1;0) je funkce konkdvni.
f) Asymptoty:

* Svisld asymptota:
3
X

im_ 5
x-—1%F 2:(x+1)

= —00

Svisl4 asymptota grafu funkce: a; : x = —1

* Vodorovnd asymptota:
3
X

im 5 = 00
X—>+00 2.(x+1)

Vodorovnd asymptota grafu neexistuje.

+ Sikmd asymptota (asymptota s nenulovou smérnici):

ay=k-x+gq
3

k= lim 200 =1 i =

xS>ko0 X 2 x>t00 (x+1)2 2
g = lim. x3 _ l x=1 x3—x-(x+1)2 _ l lim x3-x3-2x%2—x _

X—>+00 2~(x+l)2 2 xX5+00  2(x+1)2 2 xS+00 (x+1)2
_ 1 li —2x2-x _ 1 im —-4x-1 - _1

2 x5+00 (x+1)2 2 x>+400 2(x+1)

Sikma asymptota grafu funkce: a,: y = %x -1
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g) Graf funkce:

x3
2-(x+1)%’

Graf funkce f: y =

Obr. 4.1.6
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Priklad 4.1.4

x2+1
x-1

Urcete pribéh funkce f: y =

FeSeni:

a) Defini¢ni obor P (f):
D) =R -{1}.

b) Sudost, lichost:

Funkce neni ani sud4 ani lichd, protoze defini¢ni obor neni symetricky.

c) Priseciky grafu se soufadnymi osami:

P, [x;0]: y=0 P05 y]: x=0
B x2+1 -1
N P 01y
0=x2+1 y10: 1]

—1=x2

Priisecik s osou x neexistuje.

d) Monotonnost:

) X2+
f' y_ x—l
’ , 2x(x—1)—(x2+1)_2x2—2x—x2—1_x2—2x—1
[y = 2 = 2 = 2
(x-1) (x-1) (x-1)
x2-2x-1
f =0 0= ———
(x-1)?

0= x2-2x-1

—zi‘/4+4=2i2‘/§=2i22‘/§=1i\/§

X1,2 = 2

x2-2x-1 + - B i

(x — 1)2 + + + +

fl: ® e S o

f: , > > 4

-2 ! 1+42

ML= 2oy ]: oy = Umd2241 12224241 _ 422 2 _ 424 _ 5 5 15
[L=V2ip] oy = S22 7 2 2 2 °
N1+ V2] 3y = (V2241 _ 12024241 _ 44242 32 _ 44244 _ +2y2

1+v2-1 2 2 2 2
V bodé M[1 — 2;2 — 2y2] m4 funkce lokdlni maximum, v bod& N1 + v2;2 + 2+2]

nastava lokalni minimum.
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Funkce je rostouci na intervalech (—oo; 1 - \/§> a <1 +42; +00)-

Na intervalech <1 —V2; 1) a (1; 1+ \/§> je funkce klesajici.

e) Konvexnost, konkavnost:

’. ,:x2—2x—1
Sy o172
pro e X2 - 1)2—(x2Z2x— D2(x-1) _
(x-1)
:2(x—1)[(x—1)(x—1)—(x2—2x—1)]:2(x2—2x+1—x2+2x+1): 4
(x-1)° x-1° (x-1)°
” 4
=0: 0
f #(x_1)3
x-1?° - +
f”: e @
f: —~ _

Funkce je konkdvni na intervalu (—oco; 1), na intervalu (1; +o0) je funkce konvexni.

Inflexni body funkce nema.

f) Asymptoty:

* Svisld asymptota:
li x2+1

xo1F Xx-1 = oo

Svisl4 asymptota grafu funkce: a; : x = 1

* Vodorovnd asymptota:

x2+1

= 400
x—>+o00 x—1 -

Vodorovnd asymptota grafu neexistuje.

 Sikm4 asymptota (asymptota s nenulovou smérnici):

ay=k-x+gq
el 20 1 24 2
. — . + . + .
k= lim =% = lim ~ - = lim 55— = lim > =1
X—>4o0 X x>+00 x=1  x = xSico x2-x  x>+oo 2x-1
X241 . x241-x2 . 1
g= lim = —1.x= lim =™ - |im ¥ =1
x—>+o00 x—1 xX—>+oo x-1 x—>+00 x—1

Sikm4 asymptota grafu funkce: a,: y = x + 1
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g) Graf funkce:

x2+1
x-1"

Graf funkce f: y =

Obr. 4.1.7:
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Priklad 4.1.5

Urcete prubéh funkce f: y = arctg 1‘/_§xxz
Feseni:
a) Defini¢ni obor & (f) :
D(f) =R -{«1}.
b) Sudost, lichost:
_ V3x
f(x) = arctg T— .2
_ V3 (=x) _ V3x
f(=x) = arctg (02 — arctg T-.2
_ V3x
—f(x) = —arctg -2
f(=x) = =f(x)
L V3X o 4
Funkce f: y = arctg 1z e licha.

c) Priseciky grafu se soufadnymi osami:

P, [x;0]:

P[0;0] = P,

d) Monotonnost:

: = t
fioy=acg s

L 3-(1-2?)-V3.x-(-20) _

(1 -x2)2

1 '\/g—ﬁx2+2\/§x2_ V3 + y3x2

V3(1 +x2)

(1—x2)22+2x2 (1- x2)2 (1 —x2)2 +3x2
(I-x2)

, B +x2)
=0 0= (1 —x2)2 +3x2

V3(1 +x2)

(1 =x2)2 +3x2

0%

67

(1 —x2)2 +3x2



(1+x2) + + +
(1-x2)2 +3x? + + +
f ) ® )
f: 7 2 2

-1 1

Funkce je na vSech podintervalech (co; —1), (—=1; 1) i (1; +00) rostouci a nenabyva lokal-

niho maxima ani lokalniho minima.

e) Konvexnost, konkavnost:
R 1 R
f' y = (1-x2)24+3x2
. , 23 ((1-x2) %4327~ (V3(14x2) )-(2:(1-x2) (~2x) +6x)
fo y = ( 2 2 a\2
(1-x2)%+3x2)
2\/§x-(1—2x2+x4+3x2)—(\/5-(1+x2))~(—4x+4x3+6x) 2\/§x-(x4+x2+1)—(\/5+\/§x2)(4x3+2x)

((1—x2)2+3x2)2 ((1—x2)2+3x2)2 -
\/gx(2x4+2x2+2)—\/§x~(1+x2)-(4x2+2) _ \/gx(2x4+2x2+2—4x2—2—4x4—2x2) _ —2\/§x(x4+2x2) _
- 2 2 - 2 2 - > 2 =
((l—xz) +3x2) ((l—xz) +3x2) ((l—xz) +3x2)

—2\/§x3(x2+2)
((1—)62)2+3»x2)2
—2V3x3 (x2 + 2)
2 2
((l -x2)" + 3x2)

0= -2V3x3 (x2 +2)

f7=0. 0=

x=0
—243x3 + + - -
xZ+2 + + + +
> 2
((1—x2) +3x2) + + + +
Vil ® ® e 2)
I ~ ~ —~ -~
-1 0 1
Inflexni bod:

I[-1;y]: y = arctg(0) =0
Inflexni bod I[—1; 0]. Funkce je konvexni na intervalech (—oco; —1) a (—1;0), na interva-

lech (0; 1) a (1; +o0) je konkdvni.
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f) Asymptoty:

* Svisld asymptota:

. 3x _
Jim_aretg 175 = £3
. Bx _

Jim arctg 155 = +3

Svisla asymptota grafu funkce neexistuje.

* Vodorovna asymptota:

3x
x2 = 0

i, artg 55

Graf ma vodorovnou asymptotu a: y = 0.

+ Sikm4 asymptota:

Sikm4 asymptota nemiiZe existovat, nebof existuje vodorovnd asymptota.

g) Graf funkce:

-

2 3 5 10

~10 —5 -3 —2 1

Obr. 4.1.8:

T2

Graf funkce f: y = arctg

V3zx
2

11—z

1

V3x

1-x2°

69



4.2 Vyuziti funkci pri reSeni praktickych dloh

Priklad 4.2.1
Zékaznik chce zakoupit vétsi mnoZzstvi urcitého druhu zboZzi, maximélné vsak 70 kg. Ma na
vybér dvé moZnosti:
a) ZboZzi zakoupi v obchodé€ u domu kde bydli za cenu 27,50 K¢ za 1 kg zboZi.
b) ZboZi zajede zakoupit piimo k vyrobci, kde sice 1 kg stoji jen 16,90 K&, ale zpatecni
cesta autem ho pftijde na 350,- K¢.

Pti jakém mnozZstvi se zdkaznikovi vyplati zajet nakoupit k vyrobci?

reseni:
Oznacime-li x - mnozZstvi zboZi, y - celkova cena za zboZzi, mizeme sestavit funk¢ni zavislosti
pro obé mozZnosti takto:
fai y=27,50-x, x € (0;70)
fp: y=16,90-x + 350, x € (0;70)
Sestrojime grafy funkcif, a f}:

2400 4
y [K¢]

2200 1
2000 |
1925 +
1800 + for y=27,50 2
1600 +
1533 +
1400 +

1200 |
fy: y = 16,90 -z + 350
1000 |
907.5 |
800 |
600 |
400 +

200 +

T ‘ kg

10 20 30 33 40 50 60 70

Obr. 4.2.1: Grafické feSeni slovni tlohy.

Grafy se protnou v bodé x = 33.
Pro kazdé x € (xq; 70) plati f;, (x) < f,(x), tedy 16,9 - x + 350 < 27,5 - x. Pro zdkaznika je

tedy vyhodnéjsi zajet k vyrobci, pokud chece nakoupit vice nez 33 kg zboZi.
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Priklad 4.2.2
Hospodéf chce postavit pro kurata co nejjednodussi vybéh, pritom jedna sténa oploceni bude
tvofena Casti hospodarské budovy (viz Obr. 1.5.2.). Urcete, jaké rozméry md mit vybéh, aby

jeho obsah byl co nejvétsi, pokud je k dispozici pouze 20 metra pletiva.

Hospodarska budova

x Vybéh X

20 - 2x

Obr. 4.2.2: Nékres vybéhu pro slepice.

reSeni:
Z obrazku je patrné, Ze plot md mit tvar obdélnika (nebo ctverce). Maji-li ,,bocni*
plotu délku x, pak tfeti strana vybéhu bude mit (20 — 2x) viz Obr. ??7. Obsah obdélniku je

(20 — 2x) - x, kde x € (0; 10).

strany

Vypocitame hodnotu vyrazu (20 — 2x) -x prox = 1,2,3,...,9:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(20-2x)-x| 18 32 42 48 50 48 42 32 18

Z tabulky je patrné, Ze hodnoty vyrazu (20 — 2x) - x kulminuji pro x = 5.

y [m?

50 ®

40 1

30 +

20 +

10

K [m]

2 3 1 5 6 1 s 9 10
Obr. 4.2.3: Grafické znazornéni tabulky.

Ovéime, platnost nasi hypotézy, Ze maximum funkce nabyva pro x=5. Vyraz urcuje kvad-
ratickou funkci (se zdpornym koeficientem kvadratického ¢lenu), kterd nabyva maxima ve

vrcholu paraboly. Vypocitdme souradnice vrcholu paraboly:
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(20 - 2x) - x = =2x? +20x = =2(x2 - 10) = -2 [(x = 5)% = 25] = -2(x = 5)2 + 50
Vrcholem paraboly je bod V [5; 50]. Z orientace paraboly plyne, Ze pro x = 5 nabyvd funkce
maximalni hodnoty, a tudiZ bude mit vybéh pro tuto hodnotu opravdu nejvetsi plochu. Roz-

méry nejvétsiho mozného vybehu jsou tedy 5 x 10 metrd.

Priklad 4.2.3

Vodni nddrz by se naplnila za 12 minut, pokud by se napoustéla pouze prvnim piivodem.
Napoustéla-li by se pouze druhym pfivodem, trvalo by to 24 minut. Kolik minut by se nddrz
napoustéla, jestlize prvni tfi minuty by do ni pfitékala voda pouze prvnim piivodem a zbytek

¢asu by byl pustén i druhy privod?

reseni:
napousténi pouze prvnim privodem ............... .o 12 minut
napousténi pouze druhym piivodem ..............o i 24 minut

doba spole€ného napousSteni ... e X minut

X x-3
mto =1
2x+x-3=24
3x =27
x=9

Danym zplsobem se nddrZ napusti za 9 minut.

100 4 o
yl[%l fi+ 1 .

90 | fr: oy =2 100%
80 +
70 +
60 +

50 | for y= "5 - 100%

10 |
30 |
20 |

10 | g

3 5 910 15 20 24
Obr. 4.24: Grafické feSeni slovni tlohy.
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Priklad 4.2.4
Ctyfi dlazdi¢i vydlazdi chodnik za 20 hodin. Uréete jak z4visi doba, potfebnd k vydlazdéni
chodniku na poctu pracovnikii, ktefi se podileji na této praci. Vypocitejte dobu potiebnou

k vydlazdéni chodniku deseti dlazdici. Nacrtnéte graf funkéni zavislosti.

Feseni:

Slovni tloha feSend nepiimou imérnosti (¢im vice pracovniki, tim krats$i doba prace).

Oznaéme:
QA pocet dlazdict
D20 P doba préce (hod.)
X 1 2 4 8 10 20
y 80 40 20 10 8 4
80
fry==—
)
80 +
60 +
40 |
20 +
10
4 + T

1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr. 4.2.5: Grafické znazornéni feSeni slovni ulohy.

Deset dlazdic¢t vydlazdi chodnik za 8 hodin.
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Priklad 4.2.5
Intenzita zafeni rentgenovych paprskil 7, se sniZi na polovinu pfi priichodu vrstvou olova
o tloustce 13,5 mm. Jak se zmén{ intenzita rentgenového zéaieni po prichodu olovénou deskou

tlustou 60 mm?

reSeni:
po prichodu O mm tlustou deskou . ....... ... Iy
poprichodu 13,5 mm ... IO-%
2

po prichodu 2-13,5 MM . ....oooein i Iy - (%)

3 1\ T35
PO prichodu X MM . ... e Iy - (5)

60

po priichodu x=60mm = [ = [ - (%) 20,046

Po prichodu rentgenového zafeni olovénou vrstvou o tlousfce 60mm se intenzita zaren{ snizi

na zhruba 4,6% ptivodni hodnoty /.

Utlum intenzity zaifeni mé charakter exponencidlni funkce.

100 £ (7]

50 1
25
12.5 1
4 6 T i i i i I I L [m/m]
13.5 27 40.5 54 60 67.5
Obr. 4.2.6: Utlum intenzity radioaktivniho z4fent.
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Zavér

Cilem bakalarské prace bylo vytvorit uceleny soubor informaci, které se tykaji elementar-
nich funkcfi, jejich vlastnosti a grafii. Ackoliv si to ani neuvédomujeme, funkce nds provazi
v pribéhu celého vzdéldvaciho procesu. S nejjednodussimi funkcemi se setkdvame jiz na z4-
kladni Skole, na stiedni Skole se pak studenti sezndmi s elementdrnimi funkcemi podrobné.
Na nékterych stiednich Skolédch, ale zejména ve vysokoSkolské matematice se v rdmci mate-
matické analyzy setkdvame s podrobnym vysetfovanim pribéhu funkci. Vzhledem k tomu, Ze
vySetfovani pribéht funkci bylo moji oblibenou l4tkou, rozhodla jsem se o toto téma rozsitit
praktickou ¢ast bakalaiské prace. Déle jsem do praktické ¢4sti zaradila nékolik prikladd, které
predstavuji vyuziti funkci pfi feSeni praktickych slovnich dloh pro zdkladni i stfedni Skolu.
Moji snahou bylo zpracovat bakaldfskou praci takovym zptsobem, aby mohla slouZit jako

zdroj zakladnich informaci a studijni material pro stredoskolské i vysokoskolské studenty.

Pfi psani bakaléiské prace jsem se sezndmila s nékolika novymi grafickymi programy. Na
vykresleni graft jsem vyuzila program Graph (vizhttps://www.padowan.dk/). Korekce
a doplnéni grafii, vyexportovanych do formétu SVG, jsem provadéla pomoci programu Inks-
cape (viz https://inkscape.org/). Nové znalosti a zkuSenosti s témito programy jisté

vyuZziji i pti dal$im studiu, ale také v praxi.

Diky bakalarské préci jsem se také zacala postupné seznamovat také s programem pro po-
¢itaCovou sazbu ConTeXt. Praktickd ¢4st je tak pro ukdzku moznosti v ConTeXtu vysdzena.
JelikoZ jsem se s timto programem zacala seznamovat teprve neddvno, neobesla jsem se bez

pomoci a velmi ¢etnych konzultaci.

Do budoucna bych ConTeXt rdda vyuzila pro kompletni napsani diplomové prace. ConTeXt

je, na rozdil od MS Wordu, pro sazbu matematiky pfimo urceny.
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