UNIVERSITA PALACKEHO V OLOMOUCI

PRIRODOVEDECKA FAKULTA

KATEDRA MATEMATICKE ANALYZY A APLIKACI MATEMATIKY
Skolni rok 2009/2010

BAKALARSKA PRACE

Testy dobré shody

Vedouci diplomové prace: Vypracovala:
RNDr. PhDr. Ivo Miiller, Ph.D. Michaela Janebova
Rok odevzdani: 2010 ME, 3. ro¢nik



Prohlaseni

Prohlasuji, Ze jsem diplomovou praci zpracovala samostatné¢ pod vedenim

RNDr. PhDr. Iva Miillera, Ph.D., s pouzitim uvedené literatury.

V Olomouci dne 10. 4. 2010



Podékovani

Dékuji RNDr. PhDr. Ivu Miillerovi, Ph.D. za ¢as, ktery vénoval konzultacim, za
vsestrannou pomoc, celkovou spolupraci, cenné rady a pfipominky, jez mi v pribéhu

vzniku diplomové prace poskytoval.



L0 OO 1
1. Multinomické rozdéleni ................c.ccooiiiiiiiiii s 2
1.1  Binomické rozdéleni jako zaklad pro rozd¢leni multinomické..............ccocvnen. 2
1.2 Model multinomického rozdéleni na urn€ s barevnymi kulickami.................... 3
1.3 Marginalni a podminéné rozd€lent............ccovvvviiiiiiiiiiieiic s 4
1.4 Charakteristiky multinomického rozd@€lent ............ccocvrieiiiiiiiiiincsececes 7
1.5  Odvozeni testovych KTt ......c.eiviiiiiiiiiiiiieceeee e 8
2. Testy dobré Shody .............cocoooiiiiiiiiiii e 17
2.1  Teorie pro testovani hypotéz o shod¢ pti zndmych parametrech.................... 17
2.2  Rozsifeni tesového kriteria chi-kvadrat pro nezndmé parametry..................... 19
3. Ovérovani jednotlivych typii rozd@leni ...............c.occoooiiiiiiiiii, 23
3.1 Ovérovani Poissonova rozd€leni...........cccooviiiiiiiiiiiiiciiiicec 23
3.2 Ovérovani normalniho rozd@leni...........ccoovviiiiiiiiiiiici s 26
3.3 Ovérovani exponencidlniho rozd€lent..........cccooeviiiiiiiiiiiiiiicis 29
4. Aplikace testii dobré shody v prikladech ..., 34
4.1  Testy dobré shody pro Zndmeé parametry ..........cccoeverveeieeiirenneeneesee e 34
4.2  Testy dobré shody pro nezndmeé parametry ..........c.ccooceererieerieenesieeseesesinenneas 37
ZLAVET ettt e Rt e Rt e b b e e R b e e bb e br e e br e e nnes 53



Uvod

Tématem této bakalarské prace jsou nékteré z metod testovani statistickych
hypotéz, a to testy pro ovérovani shody typu rozdé€leni pravdépodobnosti vybranych dat
s n¢kterym z teoretickych modeld. Obecné jsou tyto testy shrnovany pod nazev testy
dobré shody. Hlavnim cilem této prace je nastudovani teorie potiebné k provadéni testt
dobré shody, s podrobnym odvozenim ditkazl, a nasledna aplikace postuptli testovani na
praktickych ptikladech. Jednak jde o testy dobré shody pouzité v ptipadé, kdy zname
typ rozdé¢leni, jez ovéfujeme i Sjeho parametry, a v druhé fadé¢ jde o ovéfovani
nékterych typu rozdé€leni, pro né€z jen dany typ rozd€leni ptedpokladame, ale jeho
parametry pfimo nezname.

Teoreticka cast se sklada ze tii kapitol, z nichz prvni se zabyva zdkladem pro
takovato testovani, kterym je multinomické rozdéleni vychazejici zrozdé€leni
binomického. Nazorné je pak toto rozdéleni demonstrovdno na urné s barevnymi
kulickami. V§iméame si zde jeho zékladnich vlastnosti a charakteristik. Pfedevs§im nas
zajima, jak vypada rozdéleni podminéné a marginalni, a z charakteristik je rozebrana
stftedni hodnota a variancni matice. PfedevSim je vSak v této kapitole odvozeno testové
kritérium chi-kvadrat. Druhd kapitola této prace se zabyva principy teorie testovani pfi
znamych parametrech a rozSifenim odvozeného testového kritéria chi-kvadrat i1 pro
neznam¢ parametry. Je zde také uvedena metoda pro odhad téchto parametrt.
V kapitole tfeti je pak na zaklad¢ predeslé teorie uveden postup pro ovéfovani tii typt
pravdépodobnostnich rozd¢leni, a to diskrétniho rozdéleni Poissonova a spojitych

rozdéleni normalniho a exponencialniho.

Teoretické poznatky jsou na zavér vyuzity ve Ctvrté Casti prace, ktera obsahuje
dvé kapitoly, z nichZ prvni se vénuje piikladim, kdy zndme rozdéleni i parametry a
druha je zamétena na piiklady pro ovérovani Poissonova, normalniho a exponencialniho
rozdéleni. Testovana jsou jak data realna, tak i data simulovand generatorem
pseudonahodnych Ccislic a data zameérn¢ upravena. Pfitom bychom méli dospét
k vysledkim, které jsou v souladu s nami vyslovenou teorii a prokazat spolehlivost

testovacich metod.



1. Multinomické rozdéleni

V této kapitole ukdzeme, jak je na zakladé multinomického rozdéleni a jeho
vlastnosti odvozeno testové kritérium chi-kvadrat, potfebné k teorii testovani pomoci

testli dobré shody. Teoretické zazemi je pfitom Cerpano z literatury [2] a [3].

1.1  Binomické rozdéleni jako zaklad pro rozdéleni multinomické

Multinomické rozdé€leni zatazujeme mezi jedno z nejdulezitéjSich diskrétnich
mnohorozmérnych rozdéleni. Jeho odvozeni vychazi z rozdé€leni binomického, které
byva nejcastéji uvazovano na sérii uréitého vétsiho poétu nezavislych pokust, kde
Vv kazdém pokusu mohou nastat pouze dva vysledky. V tomto piipadé vysledky
oznaCujeme jako uspéch a netspéch. Pro popis nahodné veli¢iny s binomickym
rozdélenim jsou podstatné pravé pocty uspécht v mnoha po sobé jdoucich sériich

nezavislych pokusi.

Pro binomické rozd€leni uvazujeme sérii n nezavislych pokusti spojenou
s prostorem 2 = 2, X 2, X -+ X ,,, jehoz prvky jsou jevy w = (w1, w4, *, wy,), kde
w; = {0,1}. Jde o oznaceni uspéchu jako 1 stim, ze P(1) = p, a oznaceni netspéchu
jako 0 stim, ze P(0) =q aplati p+q =1, tedy g =1 — p. Pro pravdépodobnost
plati P(w) = [1i%; P(w;) = P(w)P(w,) -+ P(wy).

Je-li v celé sérii pokust pravé m uspéchi, bude mezi w; jednicka pravé m-krat.
Pro neuspéchy bude nula v w; tudiz (n — m)-krat. Pravdépodobnost takového vysledku

je dana sou¢inem P(w) = p™q™ ™.

K celé sérii takovychto pokusii pfipojime ndhodnou veli¢inu S, ktera bude
vyjadfovat pocet Gspéchti v celé sérii n pokusti. Nahodna veli¢ina 8 nabyva hodnot

0,1,2,-++,n spolu s pravdépodobnostmi P(f = m) = ¥.,. g(w)=m P(w) = (:l)pmq”‘m.

Rozdéleni veli¢iny f nazyvame binomické s parametry n a p. Charakteristiky

binomického rozdéleni stfedni hodnota a rozptyl jsou dany jako



Eﬂ = Eb1 + Eb2 + 4+ Ebn = np,
varf = varb, + ---+ varb,, = npq,

kde b; jsou nezavislé alternativni veli¢iny. Pro pfipad multinomického rozdé€leni
uvazujeme podobné série nezavislych pokust, jaké uvazujeme u rozde€leni
binomického, piicemz zaroven predpokladame, Ze vysledkli mize nastat vice nez dva
S tim, ze pravdépodobnost kazdého z nich je pokus od pokusu stejnd. Pro rozdéleni
nahodné veli¢iny s multinomickym rozdélenim jsou pak podstatné souhrny jednotlivych

vysledkt v jednotlivych po sobé jdoucich sériich.

1.2 Model multinomického rozdéleni na urné s barevnymi kulickami

Multinomické rozdéleni byva nejcastéji demonstrovano na urné s barevnymi
kulickami, z niz vytahujeme nékolikrat po jedné kulicce S tim, Ze po kazdém vytazeni
kuli¢ku do urny vratime. V sérii takto tazenych kuli¢ek je pak kazda z barev vytazena
nékolikrat. Souhrny kulicek stejné barvy povazujeme za veliCiny s multinomickym
rozdélenim. Pro dalSi odvozeni a dlkazy budeme pouzivat niZze uvedeny

pravdépodobnostni model.

M¢jme urnu a v ni kulicky k rtiznych barev. Necht pravdépodobnost vytazeni

kuli¢ky i-té barvy je rovna p;, i = 1,2, k, pficemZ
Za téchto podminek n-krat nezavisle na sobé vybereme (s vracenim) po jedné

kuli¢ce. Oznaéme X; pocet kuli¢ek i-té barvy, které byly takto vybrany. Pak sdruzené

rozdéleni pravdépodobnosti téchto ndhodnych veli¢in X4, -+, X} je dano vzorcem
2 P(Xy =25, Xi = x) :—xk, Pyt P

pro x; =0,1,---,n a x; + -+ x;, = n, jinak je tato pravdépodobnost rovna nule.
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Rozdéleni dané vzorcem (2) se nazyva multinomické s parametry n,pq, -, pr a

pouziva se pro n&j oznaceni Mult(n,pq, -, pi).

Multinomické rozdéleni se svym vyznamem d& ¢astecné pfirovnat
k mnohorozmérnému normalnimu rozdéleni, jemuz se podoba nékterymi svymi

vlastnostmi.

Nejprve se budeme zajimat o tzv. marginalni podminéné rozdéleni nékterych
jeho slozek, tedy sledovat jen n€které z X, -+, Xj vySe uvazovanych ndhodnych veli¢in
tohoto rozd¢leni. Ukézeme, Ze vSechna jeho margindlni podminéna rozdéleni jsou opét
multinomicka a také, ze vSechna jeho jednorozmérna marginalni rozdéleni jsou navic

binomicka.

1.3 Marginalni a podminéné rozdéleni

Véta 1 (marginalni rozdéleni)
Necht’ veli¢iny X, -+, X}, maji multinomické rozdéleni uvedené ve vzorci (2) a
necht’ r je celé Cislo spliujici podminku 1 < r < k. Pak margindlni rozdéleni veli¢in

Xy, -, X je dano vzorcem
(3) P(Xr = X "'JXk = xk) =

n!

= Xr . p*k 1 _ e n_xr_..._xk.
X!l xpln—x,— - —xp)! Pr Py ( pr pk)

Diikaz:
PiepiSme pro r takové,ze 1 <r <k, (Xy,+,Xp) = (X1, -, Xp—t, Xy o, Xp)s

kde X; = x4, Xp=x, a xy+ -+ X1 +x-+ 4+ x, =n.

Dale uvazujme, ze prvnich r — 1 barev zahrneme v jednu tfidu a bude nas
zajimat pravdépodobnost, ze bylo vytazeno x, kulicek r-té barvy az x; kulicek k-té

barvy ataké n — (x, + -+ x;,) = n—x, — --- — x;, ostatnich barev.



Pro hodnoty x; =0,1,-,n—x, — -+ —x3, kde i=1,---,r —1, je soucet

X;+ - +x_4=n—x.— - —x,. Ze zakladni vlastnosti pro pravdépodobnost
Y P(x;) =1 plyne rovnost py+-+p,_1=1—-p,— - —pr. Vzorec (3) pak
vznikne pfimym dosazenim téchto vyrazi do vzorce (2). |

Véta 2 (podminéné rozdéleni)
Necht' veli¢iny X3, -+, X maji multinomické rozdéleni uvedené ve vzorci (2).

Pak podminéné rozdéleni velic¢in X4, -+, X,_; pfipevnych X,, -+, X} je ddno vzorcem
(4) P(Xl =X1,"',Xr_1 =x‘r—1|Xr =xrr'"JXk =xk):

_ (n—xp— o —xp)! x T—l( pi )xi
TR =1 \app—mpi/

Diikaz:

Pro odvozeni vztahu pro podminéné multinomické rozdéleni budeme vychazet
z véty o podminéné hustoté ([2], str. 53), ktera uvazuje dvé konecné oc-aditivni
pravdépodobnostni miry, & kone¢nou na (R,,B,) a v kone¢nou na (Ry_,, Byx_,),
pfiemz soudinova mira ¢ kone¢na na (R, By) je dana jako ¢ = & X v. Déle je dana
sdruzena hustota p(t,u) nahodnych vektord T a U vzhledem k mife ¢. Marginalni

hustota vektoru T je dana vztahem
q(t) = f, _ptwdv(u).
Pak podminéna hustota vektoru U pfi pevném T = t je rovna

_(pt,u)/q) pro q(¢t) #0,
r(ult) = {0 pro q(t) = 0.

Podminénou hustotou nahodného vektoru U pii pevném T nazveme takovou

nezapornou méfitelnou funkci r(u|t), kterd pro libovolné mnoziny B € B, a C € By_,
splituje vztah P(B x C) = P(T € B,U € C) = [ [[.r(u|t)dv(uw)] q(t)de(t), kde q(t)

je margindlni hustota vektoru T.



Diskrétni nahodny vektor X = (Xy,, -, Xx)’ ma hustotu vzhledem k ¢itaci mife,
kterou miZeme povazovat za miru ¢. Polozme vektory T = (X,,,::,X,)" a
U= X;41,,,X), kde 1 < r < k. Budeme-li ve vété o podminéné hustoté vektoru
U pti pevném T uvazovat nendhodné proménné u = (x1,--+,x,_1) & t = (%, -+, x) a
dosadime-li na pravé stran¢ vztahu pro podminénou hustotu za hustoty r(ul|t), p(t,u) a
q(t) pfimo vyrazy pro pravdépodobnosti P(U = u|T = t), P(t,u) a P(T =t) # 0,

dostaneme vyjadieni

P(U - ulT - t) - P(Xl - xl,”’,Xr_l == Xr_llxr == x-r,"',Xk == xk) ==

__ PW=ulT=t) _ P(Xy=x1, " Xy—1=Xr—1,Xr =Xy, Xp=x) _ P(X1=x1,Xp=xg)
P(T=t) P(Xy=xp, " Xp=Xk) P(Xyp=xr, " Xp=xk) '

Do tohoto vztahu dosadime z vyse uvedenych vzorct (2) a (3) a upravime

vznikly podil pouzitim rovnosti xy + -+ x,_4 = n —x, — -+ — X, piimo na tvar

P(Xy=xq, " Xp=x) _
P(Xp=xp, " Xp=Xk)

n!

_m X1 Xk
Tl xgP1 Pk

n! Xr XK N—=XqrmeeemX
xr_..._xk)!pr pk (1_p7"__pk) r k

xp! - xp ! (n—

X Xy —
_ (n_xr_..._xk)! . pll...pkr 1 _
il dpgl (=P TR
Xi
_ el et
gl 2! =1 (1—p,—mpp) i

Vzorec (4) je takto odvozen dle obecné véty o podminéné hustoté, pficemz

vzorce (2) a (3) jsou také hustoty vzhledem k ¢itacim miram. ]

Ve vyse uvedenych dikazech marginalniho a podminéného rozdéleni jsme se
zajimali pfedev§im o posledni veli¢iny X,,:-,X). Analogické tvrzeni by vSak také

platilo i pro jakoukoliv jinou neprazdnou vlastni podmnozinu multinomicky
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rozdélenych veli¢in Xy,---,Xy. Z dikazi téchto vét je pak zietelné, Ze vSechna

podminéna margindlni rozdéleni jsou opét multinomicka.

Na zvoleném modelu je kazdé tazeni kulicky urcité barvy nahodnou veli¢inou
pravé s jednorozmérnym margindlnim multinomickym rozdélenim. Oznacime-li
vytazeni kulicky urcité barvy za uspéch a kterékoli jiné barvy za neuspéch, vidime
rovnou, ze takto pojata jednorozmérna marginalni rozd€leni jsou navic ptimo binomicka

s parametry n a p.

1.4  Charakteristiky multinomického rozdéleni

Zéakladnimi charakteristikami multinomického rozdé€leni jsou vektor stiednich
hodnot EX = (EX;,EX,, -, EX})’ a varian¢ni matice V = var X. Tyto charakteristiky

jsou popsany v nasledujici véte.

Véta 3
Necht’ veli¢iny Xy, -+, X}, maji multinomické rozdéleni dané vzorcem (2). Pak

pro jeho charakteristiky plati vztahy:

(5) EX; = np;, varX; = np;q;, q; =1-p;, 1<i<k,
©)  cov(X; X;) = —npp;, 1<i#j<k
Diikaz:

Jelikoz je multinomické rozdéleni odvozeno zrozdéleni binomického, jehoz
sttedni hodnota je rovna p a rozptyl pq, jsou multinomické charakteristiky v podstaté
n-rozmeérnym rozsifenim charakteristik binomickych. Tato skutecnost byla jiz odvozena
vyse, kde poukdzala na to, ze jednorozmérné marginalni rozdéleni X; je binomické

s parametry n a p. Tudiz vztahy v (5) jsou onim n-rozmérnym rozsifenim.



Pro odvozeni vzorce (6) zavedeme pomocné nahodné veliCiny &; tak, Ze
&ni = 1, jestlize byla v h-tém tahu vytazena kulicka i-té barvy, a &,; = 0 v piipadé

opacném. Pro takto zavedené veli¢iny plati vztahy X; = Y5, &y a E&y = by

Podobné uvazujeme nahodn¢ veliCiny &p,; pro m-ty tah kulicky j-t€ barvy,
takovy Ze h # m. V piipad¢, Ze jsou pomocné veli¢iny &; a &p,j nezavislé, je jejich
kovariance nulova. Navic je obecné kovariance nahodnych veli¢in definovana tehdy,
pokud tyto veli¢iny maji kone¢né prvni a druhé momenty. V naSem ptipadé jsou tyto

momenty dany ve vztazich (5) a kovariance je piimo definovana vzorcem ([2], str. 27).
cov(X; X;) = E[(X; — EX)(X; — EX;)] = EX;X; —EX;EX; pro 1<ij<k.

Podle tohoto vzorce a s uzitim ndmi zavedenych pomocnych veli¢in & a &pyj a

vzorcu (5) lze kovarianci upravit takto:

cov(X; X;) = cov(Zhor &ni » Tzt §mj) = Thios Tmer COV(Eni» Emj) =

= Yh=160V(&ni » €ns) = Dh=1(Eni€nj — EéniBSnj) = Xh—1(E€niSnj — pipy),
tedy
() cov(X; X;) = Zro1(E&niénj — pip;)-

Jelikoz v libovolném daném pokusu nemtize byt vybrdna kulicka i-té a j-té
barvy soucasné, musi byt alespoii jedna z veli¢in &,; a &,; rovna nule. Je tedy ziejmé,
ze plati rovnost E&y;&,; =0, a tedy ze vzorce (7) plyne rovnou po dosazeni této

skutecnosti vzorec (6). [ ]

1.5 Odvozeni testovych Kritérii

V nasledujicich vétach se nejprve zaméfime na vlastnosti varianéni matice

vektoru X a odvodime tvar pseudoinverze. Poté ukazeme odvozeni testovych kriterii
8



(vybérovych funkci), kterd je mozno porovnavat s kritickymi hodnotami normalniho
rozdéleni a rozdéleni chi-kvadrat. Zakladem bude (vySe uvazovana) nahodna vektorova

veli¢ina X majici multinomické rozdéleni.

Véta 4 (0 hodnosti varianéni matice)
Necht' veli¢iny Xj,+:+, X, maji multinomické rozdéleni dané vzorcem (2).
Oznaéme vektor nahodnych veli¢éin X = (Xy,, -+, X;)’. Pak varian¢ni matice

V = var X ma hodnost k — 1 aplati

(8) V- = diag{L L} .

npy’  npg
Diikaz:
Necht' g;; jsou prvky matice V. Ve vét€ 3 bylo ukdzéno, ze pro i = j jde
0 rozptyly (variance) dané vztahem o;; = np;(1 —p;). V piipadé, ze i +#j, jsou

prvky a;; kovariance dané vztahem o;; = —np;p; .

Pro dal$i vypocty ozna¢me:

(9) p= (\/EJ"'J\/E)Ii Q=1- pp,v

(10) D = diag {\/nps, -, /npi} -
Nyni ovéifme platnost vztahu
(11) V = DQD.

Prvky matice Q vypadaji takto:

(1 0) JPiP1 t /PiPk 1-py - —=\P1Pk
JPkP1 v A/DkDPr —Jokp1 0 1—pg



Po vynasobeni matici D zleva dostaneme:

np; 0 1-p, - —/P1Pk

peQ=| : -~

0w Jam) \eympr - 1-me
Uvazujeme-li n;; za prvky takto vznikl¢é matice, pak napf.:
mi= (Vw1 =p0) + (0 (~yp2p1)) + -+ (0- (—/pep)) = vy - (1 =),
2 = (0- (/i) + (0 (1 =) + (Jms - (—/spn)) + -+ (0- (~/oua)) =

= (85 - (~/p5P2)) = ~ps /B,

pii¢emz podobné bychom vypocetli ostatni prvky matice. Tedy

\/n_pl(l —p) —P1y Pk

—Prynp1 (1 —py)

Ukazeme, Ze dal$im vynasobenim souc¢inu DQ matici D zprava, tj.

\/n_pl(-l_lh) _p1\./n_pk ) (\/n_pl 0 )

(DQ)D=< : . : L
Py e (1-py) 0 - Jnp,

dostaneme piimo varian¢ni matici ¥V s prvky o;;. Obdobné jako vySe, provedeme

podobny vypocet na dvou vybranych prvcich. Tedy napt.:

o = (VAP (1 = ) - ) + ((puy/m02) - 0) + -+ (=pa/pi) - 0) = mpy (1 = py),

022 = ((=parfmr) - 0) + ((=pay/p) -mz) + (Y021 = pa)) -0) + -+
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+((—psympe) - 0) = ((—psy/np2) - Y103 = —n2ps.

Odtud je vidét, ze

np;(1—py) - —npipx )
: . H — V,

D@D = < : . :
—npgpr o npe(1—py)

tedy mizeme Fici, ze je ovéfena platnost vztahu (11).
Dale se zamétfime na nékteré vyznamné vlastnosti matice Q. Je ziejmé, ze Q je

Ctvercova a symetricka. Ukazeme, Ze je také idempotentni, coZ znamena, Ze je splnéna

vlastnost idempotence Q = Q2. Tedy
Q*=Q-Q=U-pp)U-pp)=

1-py - —\/D1Pk 1-p; - —{PiPk

: : : : . : =Q
—JPkp1 - 1—pg —Jokp1 0 1—pg

Ozna¢ime-li si prvky matice Q2% jako a;; a prvky matice Q jako g;;, pak napf.:

a1 = (1= p)(A —py) + (—/p1p2) (—/P2p1) + (—/P103) (—[p3p1) + - +
+(—/P10i) (—Pep1) = 1= 20y + P12 + 0102 + PaDs + - + Papi =

=1-p2- @i+ +p3++p))=1-pQ2-1D=1-p;, =qq,

a3z = (=/p3p1) (—V/pip2) + (=/p3p2) (1 = p2) + (1 = p3) (—/psp;) +

(=/P3pa) (—\pap2) + - + (=/P3pic) (—/PiP2) = P1/P3p2 + (1 = ) (—[psp2) +

+(1 — p3)(—/p3p2) + Pa[D302 + -+ + D/ D302 =
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= =P (-p1+1—pp+1—p3—ps— - —p) =
= =022 — (01 + -+ ) = —/p3p2 = 43,

Podobnym zpiisobem S vyuzitim vlastnosti p; + -+ pr =1 = p’p bychom dostali

ostatni prvky matice Q%. Miizeme tedy ¥ici, Ze matice Q je idempotentni.

Dle véty o hodnosti idempotentni matice je hodnost rovna stopé ([3], str. 220).
Uzitim stejnych vlastnosti a podobnych tprav jako v diukazu idempotence matice Q lze
zjistit, ze i matice I — Q = pp’ je idempotentni. Vime, Ze plati Q* = Q. Roznasobenim

matic ovéfime idempotenci I — Q:

I-QU-Q=1-Q-Q+Q*=1-Q-Q+Q=1-Q.

Pak hodnost matice Q mtizeme psat jako:

(12) h(@Q) =Tr(I—pp')=TrI—-Trpp' =TrI—-h(pp’') =k - 1.

Pfi ovétovani vztahu V = DQD jsme pouzili nasobeni regularni matici D zleva i zprava,

¢imz se v8ak hodnost matice Q nezménila, tedy h(V) = k — 1.

Ze vztahu pro idempotenci Q% = Q a ze vzorce (11) dostaneme piimo vztah pro

pseudoinverzi V- = D2, nebot

VV-V =DQDD2DQD = DQ?>D = DQD =V.

Pseudoinverzni matici V~ mizeme vyjadfit ve tvaru

npy 0 -1 n_pl 0
V- =D?2=|: : = : -~ |
0 - npg 0o .. L
npk
coz je dokazovany vzorec (8). ]

12



Uz vySe bylo zminéno, ze se multinomické rozdéleni podoba
mnohorozmérnému normalnimu rozdéleni. V nésledujicich dvou vétich ukazeme, ze
vhodné transformovany nahodny vektor, s multinomickym rozdélenim, ma jednak
asymptoticky pro n — o normalni rozdé¢leni, a dale, ze kvadraticka forma tohoto
vhodné¢ transformovaného vektoru ma navic asymptoticky rozdéleni chi-kvadrat o k — 1

stupnich volnosti.

Véta 5
Necht' ndhodny vektor X = (X;,, -, X})" ma multinomické rozdéleni dané

vzorcem (2). Polozme

(13) 1@:% pro i=1,- k.

Pak rozdéleni nahodného vektoru Y = (Y;,,--,Y;)" pro n - oo konverguje

ke k-rozmémému normalnimu rozdéleni Ny (0, Q), kde matice Q je dana vzorcem (9).

Diikaz:

Pro dikaz této véty budeme opét pouzivat pomocné veliiny &p,; podobné, jako
jsme je jiz pouzili v dikazu véty 3. Tedy &;,; = 1, jestlize v h-tém tahu byla vybrana
kulicka i-té barvy, a nebo &,; = 0 v pfipadé opacném. Dale budeme uvazovat, ze
nahodné vektory &, = (&uq, -+, énk)’ Pro h =1,2,---,n jsou nezavislé a kazdy z nich

ma Mult(n = 1,py, -, ).
Vektor X je tedy uvazovan ve tvaru:
(14) X=&L+ &+ 48 =2h=1 ne

Podle véty 3 a dle vztahu pro varian¢ni matici v diikazu véty 4 plati pro charakteristiky

takovychto nahodnych vektora vztahy:

(15) th =u= (pl"“ﬁpk),! var fh =V= D1QD11

13



kde D4 = diag{\/p_,m,,/pk},
coZ je matice ze vzorce (10) pro n = 1.

Budeme uvazovat, ze &, jsou nezavislé ndhodné k-rozmérné vektory se
stejnym rozdélenim, V nasem piipadé multinomickym, jez ma stiedni hodnotu u a
kone¢nou varian¢ni matici ¥V danou vzorcem (15). Takovéto nahodné vektory spliiuji
predpoklady mnohorozmémné verze centralni limitni véty ([2], str. 185), podle niz,

oznacéime-li

W= -+t =G - ),

pak nahodny vektor ¥ pro n — oo konverguje v distribuci k normalnimu rozdéleni
N, (0,V), kde V = D;QD4. Vyjdeme-li ze vztahu (14) pro vektor X, mizeme tento

vektor dale piepsat do tvaru

1 1
Y= In k=1 — 1) =ﬁ(X— nu) = D4Y.

Pro vektor Y je pak zfejmé, ze ma také asymptoticky k-rozmérmé normalni
rozd&leni S varianéni matici varY =varD,; '¥ =D,"'D,QD,D, ' =Q, .
N, (0, Q). Hodnost matice Q se dle vztahu (12) ve vété 4 rovna k — 1, z ¢ehoz plyne,

ze rozdéleni N (0, Q) je singularni. |

Véta 6

Jestlize X ma multinomické rozdéleni dané vzorcem (2), pak nahodna veli¢ina

(Xi—npy)?
(17) x* =3,

npi

ma pron — oo asymptoticky rozdéleni yZ_,.

Diikaz:
M¢jme nahodny vektor Y dany v predchozi vét€é vzorcem (13), jez ma

asymptoticky normalni rozdéleni N, (0, Q).
14



Vime, Zze pokud ma nahodna vektorova veli¢ina X normalni rozdéleni N, (u, V)
S varian¢ni matici, jejiz hodnost je vétsi nebo rovna jedné, ma nahodna veliina
(X —EX)'V (X — EX) rozdéleni chi-kvadrat o tolika stupnich volnosti, kolik je

hodnost varian¢ni matice, a to pfi libovolné volbé pseudoinverzni matice

V™ ([2], str. 79).

Ukazme tedy, ze veli¢ina chi-kvadrat je Vv podstat¢ dana souctem kvadrath
veli¢in Y;, pro které bylo v minulé vété dokazano, ze maji sdruzené normalni rozdéleni
N, (u,V), kde u = 0 (diky normovani) a V = Q. Tedy ze veli¢éina Y QY =Y'Y ma

rozdéleni yZ_,.

Vezméme nahodnou veli¢inu (X — np)’V (X — np), kde X je multinomicky
nahodny vektor a V™ je pseudoinverzni matice dané ve vztahu (8). Tato veli¢ina mé pro

zretelnost tvar:

npq 0 Xl —np,
(Xl _npll"')Xk _npk) * : )
0 ... — X, — npy
npg

Ktery 1ze snadno upravit na soucet:

X, —np

1 1

_ (Xl_npl Xk—npk) . . _
npx ’ ’ npk '

Xy — npy

2

(X, -npy)? (Xg—npp)? (xl—nm)z (xk—npk) 2

=1 " 4.4 — 4o [ K — .
npi npg Vnp1 \MPk X

Odtud vidime, ze jde o soucet kvadrati asymptoticky normaln¢ rozdélenych

veli¢in Y; danych v pfedchozi vété vzorcem (13). Za pseudoinverzni matici vezméme

matici Q. Tuto volime nebot’ Q je idempotentni z ¢ehoz Q~ = I. Tedy plati vztah:
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'p-v — viv — vk 2 _ (X1—mps X—npk . _ vk &i-np)? o
YQ Y=YY=Y"Y, —( PR ) : Sli=1— o~ X
npq VPk Xx—npk npi
N

Jelikoz jsme ve véte 4 ukazali, Ze hodnost varian¢ni matice Q je k — 1, muizeme fici,

7e veli¢ina y2 mé opravdu pfi libovolné volbé pseudoinverzni matice rozdéleni y2_, .

Pro praktické vypocty se da vzorec (17) upravit na jednodussi tvar:

2 _ vk Xt
(18) x° = i=1n_pl__"

Pii upravach vyuZijeme vlastnost pro pravdépodobnost Y p; =1 a vlastnost
Y¥ . X; =n pro multinomické rozd&leni. Ve vzorci (17) je navic rovnou vidét, jakou

hodnotou pfispiva kazdy séitanec k celkovému vzorci y2. Tedy:

2 2
2 _yk y2_yk (X} _ gk (X M) _
X - l=1Yl Zl=1 (‘/n_pl) =1 <\/n_l7l \/n_pl)

2 2.,.2 2

—yk (X _ o X nPi_l_nPi)_ k X _ovk y o4 ¥k —

=Yk (2L =YK ZL_2VE X. 4+n)YE. p =
=t (nm Jmpinpi | mp; =17y, ~ 22 Xi F 020y P

X7 X}?
=Yk SL—-2n+n=3F, L —n
np; np;
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2. Testy dobré shody

Na zakladé odvozeni testového kritéria chi-kvadrat, ukazeme v této kapitole, jak
jsou provadény test dobré shody pro znamé i nezndmé parametry. Pfitom V této kapitole
zmifiujeme také pouZiti podminky pro rozsah vybéru np; = 5. Cerpano je V této

kapitole ptedevsim z literatury [2],[4],[5].[8] a [9].

2.1 Teorie pro testovani hypotéz o shodé pri znamych parametrech

V této kapitole ukédzeme postup, kterym Ize ovéfit shodu Vrozdéleni
empirickych a teoretickych veli¢in. Podle tvrzeni véty 6 prvni kapitoly lze totiz lehce
ovétovat, zda jsou teoretické modely v souladu se ziskanymi vysledky (daty). Takovato
znama data jsou v naSem piipadé empirické Cetnosti Xq, -+, X}, , K nimz piedpokladame

existenci Cetnosti teoretickych np, -+, np,, definovanych modelem.

Budeme uvazovat, ze zakladni soubor ma urcité rozdéleni. Nasim cilem bude
pomoci testu s ndmi zvolenou hladinou vyznamnosti rozhodnout, zda ndhodny vybér
(data) ze zakladniho souboru ma skute¢né urcity typ rozdéleni. Pficemz podle zakona
velkych cisel se empirické rozdéleni relativnich cetnosti vybéru blizi teoretickému
pravdépodobnostnimu rozdéleni zdkladniho souboru, za ptredpokladu velkého poctu

meéreni.

Vybérovy soubor je dan tak, ze naméfené hodnoty sledovaného znaku jsou
rozClenény podle velikosti do vhodného poctu tfid a pro tyto tfidy zname cCetnosti
empirické. Timto vznikd multinomické rozdéleni, jeZ jsme podrobnéji rozebrali v prvni
kapitole. Testovani pak spociva v tom, ze srovnavame, zdali se tyto empirické cetnosti
rovnaji pfedpokladanym cetnostem teoretickym. Vztahy pro teoretické Cetnosti jsou
pfitom stanoveny v kapitole piedeslé. Je patrné, Ze vychazeji z charakteristik praveé

multinomického rozdéleni, a to predevsim ze stiedni hodnoty.

Vyjdeme z nahodné vektorové veli¢iny X = (X;,, -, X))’ majici multinomické
rozdéleni. Na zaklad¢ teoretickych Cetnosti, jez jsou odvozeny z pravdépodobnosti,

spo¢itame hodnotu testového kritéria y?
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Xi—npy)? (Xi/n-pp)?
2 = T, S gl SR k()7
i bi

které je dano souctem kvadratd asymptoticky normalné rozdélenych nahodnych veli¢in
Xi—np;
N

asymptoticky konverguje k normalnimu rozd¢leni byla ukazana v dikazu véty 5.

Y, = Pfitom skuteénost, ze rozdéleni nahodného vektoru Y = (Yy,,-+, V)’

Pomoci testovaci statistiky x? srovname empirické a teoretické &etnosti
v jednotlivych tiidach, kde X; jsou naméfené Cetnosti vyskytu v jednotlivych tiidach,
k je pocet uvazovanych tfid, n je celkovy pocet pozorovani a np; jsou teoretické

cetnosti pro jednotlivé tiidy.

Pti praktickém testovani je na teoretické Cetnosti kladena podminka, kterd se
tykéd dostate¢ného rozsahu vybéru. V ptipadé, Ze je tato podminka splnéna, je ptesné
rozdéleni testového kriteria za platnosti nulové hypotézy dobfe aproximovano
chi-kvadrat rozdélenim. Pro testovani je tieba volit rozsah vybéru n dostate¢né velky,
tak aby bylo zajisténo dostate¢né obsazeni vSech tfid, do nichz byl soubor rozttizen tj.
np; <5 pro i =1,-, k. Pii malém poctu prvku v nékteré ze tiid je mozné tyto t¥idy
sluovat, pfitom slucujeme tfidy néjak ptibuzné, néjak spolu vécné souvisejici.
Nejcastéji jsou slucovany tfidy okrajové a to se sousednimi. Pfitom sluujeme pravé ty
tiidy, které maji np; < 5. Sloucenim poctu tfid se méni i pocet stupii volnosti
aproximovaného chi-kvadratu. V praxi je tato podminka n¢kdy opomijena uvadi se
1 jiné podminky napf. jen np; < 1. DodrZzeni podminky totiZ vede na slouceni do
mensiho poctu tfid, nez je potfebny pro provedeni testu. Pfi odstoupeni od podminky
slucovani pro np; <5, lze test dokoncit vzdy, otazkou je, jak je rozhodnuti testu
davéryhodné. Obecné je totiz nemoznost testem rozhodnout, pii dodrzeni této
podminky, brano, jako varovny signal k tomu, Ze test provadime pii nedostateCném
rozsahu vybéru. Pfi takovémto varovani je nejlepSi variantou dany soubor rozsifit,

pokud je to néjakym zpisobem mozné.

Pokud plati testovany ptedpoklad o typu rozdéleni a vybér ma dostateCny pocet
prvkil, pak podle véty 6 miZeme Fici, Ze testovaci statistika y? ma asymptoticky

rozdeleni chi-kvadrat 0 k — 1 stupnich volnosti. Nulovou hypotézu, ze ziskany soubor
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ma dané rozdéleni, zamitame, pokud % > y?_,(a). Piitom kritickou hodnotu hledame
jako piislusny (1 — a)-kvantil rozdéleni chi-kvadrat 0 k — 1 stupnich volnosti. Pokud
tedy hodnota x? padne do kritického oboru, zamitdme nulovou hypotézu na hlading
vyznamnosti testu (1 —a) ve prospéch alternativy, ktera tika, ze vybérovy soubor
predpokladany typ rozdéleni nema. V piipadé opacném, kdy testova statistika
nedosahne kritické hodnoty, nelze tzv. nulovou hypotézu o tom, ze vybér pochazi
z uvazovaného typu rozdé€leni, zamitnout na hladiné testu . Pfitom « (tzv. riziko) je

vlastné pravdépodobnost toho, Ze se mylime, kdyz nulovou hypotézu zamitame.

Pfedmétem nulové hypotézy Vv testech dobré shody mtize byt napt. rovnomeérnost
v porodnosti, mezi pravdépodobnosti narozeni dévéete a pravdépodobnosti narozeni
chlapce, za urcité obdobi. Zde je jasné, Ze rovnomérnost bude znamenat shodnost
pravdépodobnosti rovnajicich se 1/,. Podobnym zptisobem lze ovéfovat rovnomérnost
Cislic padlych pii vétsim poctu hodi hraci kostkou nebo rovnomeérnost poctu déti
narozenych za mésice Vdaném roce. Zndmym piikladem je také ovéefovani
rovnomérného zastoupeni ¢islic 0,:++,9 pfi ndhodném vygenerovani urcitého poctu
Cislic, kde rovnomérnosti rozumime, ze kazda ztéchto <¢islic se generuje

s pravdépodobnosti 1/, .

Pro testy dobré shody, kde parametry testovaného rozdéleni zname, mizeme
piimo spocitat testové kriterium a rozhodnout na zakladé vyse shrnuté teorie testovani
statistickych hypotéz. Aplikace takto vyslovené teorie je ukazana v kapitole 4 na
prikladech 1 a 2. V praxi se ovSem také setkdme s ptipady, ze parametry testovaného

rozdéleni nezname.

2.2  Rozsireni tesového kriteria chi-kvadrat pro neznamé parametry

V této kapitole se zaméfime na testy dobré shody, kde jsou nékteré nebo
vSechny parametry rozdéleni neznamé. V praxi tento piipad nastava dokonce Castéji nez
ptipad, ze parametry zname. Znamena to, ze pravdépodobnosti p4, -+, px uvazovaného
multinomického rozdéleni zaviseji na nékterych nezndmych parametrech aq,:-,a,, .
Ukazme tedy, jak vypada testové kriterium, jak odhadnout neznamé parametry a jak

rozhodnout o hypotézach.
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Pujde o to upravit vétu 6 tak, aby vyhovovala i pro takovyto piipad. Nejprve
musime parametry a; odhadnout, dle téchto spocitat odhady pro pravdépodobnosti
P1,*, Pk » které poté muzeme piimo dosadit do vzorce (17) respektive (18). Rozdéleni
chi-kvadrat pak bude mit o tolik stupnti volnosti méné, kolik parametri budeme
odhadovat. Tato skute¢nost plyne z ur¢ité analogie s teorii regrese, jejiz nejznamé;jsi
metodu nejmensich ¢tverct pouZzijeme V jisté modifikaci pro odhad naSich neznamych

parametri.

Neznamé parametry ozna¢me a = (a,,::,a,,)’ a pro pravdépodobnosti
predpokladejme, Ze p; = pi(@), :,pr = pr(a) jsou dostate¢né hladkymi funkcemi

proménné a a plati pro né zékladni vlastnost

(19) pi(@)+ -+ pg(a) =1.

Budeme-li tento vztah derivovat po castech, ziskame rovnost, kterou velmi ¢asto
vyuzijeme v naslednych upravach vedoucich k odhadim parametru a. Parcialné

derivovana rovnost (19) je tedy tvaru

LGN/ 1O =1,2,
Q0) St t e =0 j=1,2-,m.

Nejcastéji vyuzivanou metodou pro odhad a = (a;,::,a,)" je metoda
minimalniho chi-kvadratu. Jde o obdobu regresni metody nejmensich ¢tvered,
spocivajici v tom, Ze za odhad bereme tu hodnotu a , ktera pti danych multinomickych
veli¢inach X,,-+, X, minimalizuje x? ve vzorcich (17) resp. (18). Podobné jako
u metody nejmensich ¢tverct ziskame soustavu normalnich rovnic pro vypocet odhadu
parametru a. Derivujme tedy po Castech upraveny vzorec testového kriteria (18) dle
jednotlivych a;. Pocet normalnich rovnic bude pfitom roven poctu odhadovanych

parametri. Dostaneme vztah

Xt opi(@ _ N
npiz(a) aa] - O ! ] - 1I 21 ;m.

9 2
@y XL=-3L,
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Jelikoz dle diikkazu véty 6 vime, ze se vzorce (17) a (18) rovnaji, je jasné, Ze
podobnym derivovanim bychom méli dostat soustavu normalnich rovnic i ze vztahu

k (Xi—npi(@)”

(17). Derivujme proto po &astech testové kriterium y2 = Y5, — podle p;,

k (—z)nz(Xl-—nm(a))pi(a)—n(xi—nm(a))z_(_Z)Z:_c {Xi—nm(a) [Xi=npi(a)]?
=1 n2p?(a) - =10 pi(e 2np?(a)

Soustavu normalnich rovnic, pak mizeme napsat ve tvaru:

_10x* _ vk (Ximnpi(@ | [Xi—npi(@)?)  9pia) _ .
(22) Zaaj_ izl{ pi(a) + 2np?(a) } da; =0, J=12,,m.

Muzeme fici, ze soustavy (21) a (22) se sob¢ rovnaji. Budeme dale uvazovat, ze druhy
¢lenu souctu ve vztahu (22) je limitné pro n — o roven nule, tedy jeho vliv neni ptili$

podstatny, a soustavu (22) mizeme psat ve tvaru, ktery se od (22) prili$ nelisi:

k Xl-—npi(a) . api(a) _ — e
(23) lel pi(a) aa] - 01 ] - 1) 21 ;m.

Na zakladé vlastnosti pro parcialni derivovani ve vztahu (20) Ize soustavu (23) upravit

na zjednoduseny tvar:
P J1CO . =172 .
(24) 1@ oa 0, j=12,,m.

Resenim rovnic danych ve (24) dostaneme odhad parametru a tzv. modifikovanou

metodou minimalniho X2.

Uvazujeme-li, Ze jsme schopni odhadnout neznamé parametry touto metodou,
tedy v podstaté, ze parametry rozdéleni jiz zname, dostavame se tak k teorii odhadu,
ktera byla ukazana vyse pro testy dobré shody pfi znamych parametrech. Mtuzeme fici,
ze odhadem parametrti, pfi dodrzeni urcitych technickych predpokladd, se testové
kriterium pro chi-kvadrat nepokazi a veli¢ina dana Upravou testového kriteria (17) na

vzorec
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2 _ vk (Kienpi@)®
(25) X = i=1 np;(a)

ma asymptoticky pro n — oo rozdéleni chi-kvadrat o k —m — 1 stupnich volnosti.
Pfitom m je pocet odhadovanych parametrti, tedy na kazdy odhadovany parametr
odecitame jeden stupeni volnosti. V podstaté jde o zobecnéni véty 6 pro ptipad, kdy

parametry nezname.([2], str. 197).
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3. Ovérovani jednotlivych typta rozdéleni

Zakladnim cilem vSech tfi nasledujicich podkapitol bude ovéftit, zdali nahodny
vybér pochazi z uréitétho znamého typu rozdéleni. Jde o odvozeni pravidla, na jehoz
zaklad¢, budeme schopni rozhodnout o statistickych hypotézach. Pritom zékladem je
zde testové kritérium chi-kvadrat a teorie testovani statistickych hypotéz. Za nulovou
hypotézu u testit dobré shody, je vzdy poklddan ptivod ndhodného vybéru z urcitého
znamého druhu rozdéleni, pfiCemz alternativa znamend, ze nahodny vybér ur€ity druh
rozdéleni nema. V nasem piipad¢ jsme si vybrali z diskrétnich rozdéleni Poissonovo a
ze spojitych rozdéleni normalni a exponencialni. Pfitom pro odvozeni jednotlivych

testovani v nasledujicich podkapitolach je ¢erpano predevsim z literatury [1] a [2].

3.1 Ovérovani Poissonova rozdeéleni

Jako prvni za¢neme ovétenim Poissonova rozdéleni. Budeme uvazovat nahodny
vybér pochazejici z tohoto diskrétniho rozdéleni. Omezime navic obor hodnot, jeZ bude
takovato nahodna veli¢ina nabyvat, pouze na nezaporné a celo¢iselné hodnoty. Budeme
ovetovat nulovou hypotézu, Ze ndhodny vybér pochazi pravé z Poissonova rozdéleni,

pii¢emz parametr tohoto rozdéleni bude neznamy.

Uvazujme nahodny vybér Z,,:--,Z, pochdzejici z Poissonova rozdéleni
s parametrem A. Princip testovani spoc¢iva v rozdéleni nahodného vybéru do tiid podle
urcitych znaki. Pro takovéto rozdeleni si vhodné zvolime celd ¢islar >0 a k > 3.
Ttidy vytvotime tak, ze do prvni z nich zafadime vybérové hodnoty, které jsou mensi
nebo rovny ¢islu r. Dalsi budou po fadé¢ tvofeny hodnotamir + 1, r + 2,---,r + k — 2
a posledni tfida bude obsahovat hodnoty vétsi nebo rovny Cislu r + k — 1. Celkové

takto vytvotime k t¥id s tim, ze jejich Cetnosti oznacime X, X1, ", Xprk—2) Xrsk—1-

Pravdépodobnost, ze nahodna wveli¢ina z pivodniho vybéru majiciho

Poissonovo rozde€leni s parametrem A, nabyva hodnoty i, je dana vztahem:

(26) ql = P(Z] — i) = A;le_a- pro i e 0,1,2,--- a ] e 1’2’...,n

i!
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Pro soucet Cetnosti tfid, po nami provedeném rozd¢leni, plati vztah
27) n=X,+Xpp1 + -+ Xrvk—2 T Xrpr-1,
tedy soucet Cetnosti je celkovym rozsahem vybéru.

Pfitom pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in nami pierozdéleného vybéru jsou

dany vztahy

(28) pr=qo+ "+ qQrPri1 = Qi1 Prak—2 = Qrak-2Prak-1 = Qrak—1 T Qrag + .

Toto prerozdéleni vybéru pomoci zvoleného r >0 a k =3 je nejcastéji
provedeno slouc¢enim okrajovych tfid s malymi empirickymi ¢etnostmi nebo z divodu

dodrzovani pravidla pro teoretické cetnosti np; = 5.

Jelikoz parametr A je pro nas neznamy, budeme se ho nyni snazit odhadnout. Pro

odhad pouzijeme metodu minimalniho chi-kvadratu. Derivujeme gq; podle A:

. Y ) ] P i
2 et o) =2 (1) = (5 1)

X i@
Ipi@ da;

Pak soustava normalnich rovnic dle (24), rovna Y = 0, ma pro jeden

parametr a = A1 pouze jednu rovnici. Tuto lze s hledem na vztah (27) rozepsat do

postupnych souétu takto

o(3-1)a; j 22 ikea(5-1)a;
XrM_i_ k-2 G — 1) X; +X‘r+k—1L(l)l =0,

T . o0 3
o di X k-14i

pfitom feSenim této soustavy je nami odhadovany parametr A. Soustavu rozsifime

vynasobenim A a upravime

Sieo(igi=A9) 2 vy (01~
Xrlor—'+zlr:7lc+12(lxi _AXL') +Xr+k—1 th; — i == 0’
i=04i i=r+k—14i
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i lq ~A¥i-04 -2 s iqi—A%72 i
X i=oldi i=0 l+Z:'+rl‘<+12le_AZ:‘:;(+12X +Xr+k ) i=r+k—1t4i i=r+k—1 l=0’

l odi Zl r+k—14i

X, Bl 4 BRI = A= )+ Ko B - 2 = 0,

r
Zl o4qi r+k—-149i

Zl iq; -2 xR, iq;
(29) A=-1X; S q + ::;112 X+ Xk 1%

T .
i=04i r+k—14i

Nyni si v§imnéme, Ze prostfedni ¢len v souctu (29) se po déleni 1/, ptiblizné

rovna vybérovému pruméru

(30) X = f+rk LiX;,

chybi v ném pouze prvni a posledni ¢len. Vezmeme-li tento vybérovy primér za nami
hledany odhad parametru A, je otazkou, 0 jak piesny odhad parametru jde. Pro upfesnéni
tohoto odhadu pouZijeme itera¢ni metodu postupnych aproximaci A. Vybérovy prumér
(30) vezmeme za pocatecni aproximaci A,, dosadime jej do vztahu (26) a vypocteme
pravdépodobnosti gq;, ty dosadime do vzorce (29) a vypocteme tak dalsi aproximaci A;.
Tento postup je opakovan az do chvile, kdy rozdil mezi dvéma nasledujicimi odhady je

mensi nez zadana tolerance, kterou si sami uréime.

Vzorec pro testové kriterium je pak dan vztahem

(31) XZ _ Zr+k 1 (Xi—np;)?

npi

a plati-li hypotéza o tom, Ze vybér pochazi z Poissonova rozdéleni, ma veli¢ina x?2
asymptoticky chi-kvadrat rozdéleni o k — 2 stupnich volnosti. Padne-li pak hodnota
testového kriteria do kritického oboru uréeného kritickou hodnotou yZ_,(a), zamitame
nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti testu a ve prospéch alternativy, Ze dany

nahodny vybér z Poissonova rozdéleni nepochazi.

Pro ovétovani Poissonova rozdéleni se pouziva i jinych testll, uved’'me napft.

jesté test, jez vychazi ze skuteCnosti, ze stiedni hodnota i rozptyl Poissonova rozdéleni
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jsou rovny A. A vyuziva toho, ze vybérovy primér X = %Z?:l iZ; je nestrannym odhadem
sttedni hodnoty a vybérovy rozptyl S?=(n—1)"'3",(Z; —X)? je nestrannym
odhadem rozptylu. VVzhledem k tomu, Ze se ob¢ tyto charakteristiky u Poissonova rozdéleni
rovnaji, ocekava se, ze jejich podil bude ptimo nebo alespon piiblizné roven jedné. Misto
takto mySleného podilu se v praxi pro test uvazuje veli¢ina s Poissonovym rozdélenim

Y (Zi-X%)?

kolisajici okolo hodnoty (n — 1) dana vztahem Q = . Roli teoretickych Cetnosti

hraje v tomto testu vyb&rovy primér X.

3.2 Ovérovani normalniho rozdéleni

V této podkapitole se pro nds stane predmétem hypotéza o vybéru z rozdéleni
normalniho. Tedy, Ze hodnoty ndhodného vybéru pochazeji z N(u,c?), pritemz
parametry u a o2 nejsou znamy. Budeme postupovat tak, Ze hodnoty
vybéru  rozdélime do intervall, neboli  vytvofime celkem k  tiid
(=0, b;),({b1,b;),{by,b3),**,{(br—2,bk-1),{bx—-1,b), kde Kk =4. Konstanty ¢

zavedeme takto:

bg—1—bg—>
2

» 1 Cp—1 - 5, Cr = bk—1+ ,
pfiCemzZ c,, -++, Cx—1 jsou voleny jako stiedy tfid a krajni hodnoty jsou voleny tak, aby c;
lezela v prvni tfidé a méla stejnou vzdalenost k by, jako je vzdalenost b; K c,. Krajni
hodnotu c; volime analogicky. Pro piehlednost ozna¢ime i-tou tfidu symbolem J;, kde
i=1,2,-,k. Necht pro vybérové Cc{etnosti jednotlivych tfid X; plati vztah

n =X, + -+ X, anavic oznaéme jako f(x) hustotu normalniho rozdéleni N (u, 52)

1 _(x—#)z
e 202

(B2 fx)=

oV2n

Pfitom pochazi-li vybér z N(u, 02), pak pravdépodobnost, Ze jednotka padne do i-té

tfidy je rovna
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_ x-w?

(33) Pi=P(x€]i)=f]if(x)dx=f]m—\/1ﬁ 202 dx  pro i=1,2,-,k.

Pro odhad nezndmych parametrd u a o2 pouZzijeme, podobné jako u odhadu
parametru z Poissonova rozdéleni, modifikovanou metodou minimalniho x?2. Je tedy
tteba ziskat soustavu normalnich rovnic. Nejprve parcialné derivujme pravdépodobnosti
p; dle jednotlivych parametrii, pficemz vime, Ze v piipadé normdalniho rozdé€leni je
mozno derivovat za integralem. Tedy je splnéna podminka regularity pro prohozeni

derivace a integralu.

op; 1 _ (-w)?
=l = (x - u)dX——f (= @f (x)dx,

%:if —ie_(xz_zf!?2+ie (xwuz) (x — )2 dx——f (x— )f(x)dx——
Nl g H U

do g2

Normalni rovnice (24) pak maji tvar

TS (= Wf (0)dx = 0,

Ipio2?]

25, - i Gdx = 2] = 0.
Pomoci tprav prvni rovnice s vyuzitim vztahu (33) a vlastnosti Y , X; = n dostaneme
odhad stfedni hodnoty:

le

K Xl xf(x)dx— “Z ff(x)dx

0—2
Xi Xi

(B4  p= T xf(0dx.

Z druhé rovnice lze pak odhad rozptylu ziskat podobné:
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L0 - WA ()dx = B, TE

X
(35) o =%, (- f(Ddx.
Tyto rovnice se fesi iteracné s tim, ze za prvni aproximace volime
—1yk —1vk
(36) po=-XiiXic a of ==Xl Xici® — pg.

Spocitame pravdépodobnosti p; pro tyto parametry podle vzorce (33) a
dosadime je do pravych stran rovnic (34) a (35) k ziskani dalSich aproximaci
Uy a a. Pro vypodet téchto pravych stran si navic oznaéme body by = —o0 a b, = o

a pouzijeme upraveného vzorce pro pravdépodobnost pomoci distribu¢nich funkci

_ x-w)?

(B7) pi=[,' —=e 0 dx= |sub.: y ==, dy = 2dx| =

bi—u

Iy e Ty = 0 (152) — 0 ()

a vzorcu
(bi_q-1)° (bi—u)z
f]xf(x)dx =nupl [ 210-2 202 l!
3 PO /) R (VoD
§ = 0 a)dn = o + [t b

Mame-li itera¢né vypocteno feSeni, tedy zname-li odhady neznamych parametra
y a o2 a jim piislusejici pravdépodobnosti p;, miizeme spo¢itat hodnotu testového

kritéria dle vztahu

o )2
(38) XZ — {_{zl (Xi-np;)

npi
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a porovnat ji s kritickou hodnotou yZ_5(a). Je-li hodnota testového kritéria chi-kvadrat
veétsi nez hodnota kriticka, tedy padne-li hodnota chi kvadrat do kritického oboru,

zamitame hypotézu o normalnim rozdéleni na hlading, ktera je asymptoticky rovna «.

Pro ovéieni normalniho rozdéleni existuji i jiné testy. Je to napf. test, jez nejprve
definuje vybérovy obecny i centralni moment k-tého fadu a pomoci nich vybérovou
Sikmost a Spicatost. A jelikoz je znamo, Ze vybérova Sikmost normalniho rozdéleni je
rovna nule a vybérova S$picatost je rovna tfem, predpoklada se, ze vyberové veliCiny
budou t¢émto hodnotam blizké. Jde tedy o testy zalozené na charakteristikach Sikmosti a
SpiCatosti. Zmifime jes$té napf. jeden z mnoha testl normality a to, Shapirav-Wilkstv
test, ktery pouziva uspofddaného ndhodného vybéru z normalniho rozdéleni N(u, c2),
piicemz pro odhad rozptylu 62 pro o2 se pouziva specidlnich tabulek a testové
kritérium je pak zalozeno na podilu odhadovaného rozptylu a rozptylu vybérového

52/S2.

3.3  Ovérovani exponencialniho rozdéleni
Pro tuto podkapitolu vezméme jedno z dalSich znamych spojitych rozdéleni,
které je typické exponencialnim prib&hem své hustoty. Budeme tedy chtit ovéfit, zdali

dany vybér pochazi pravé z exponencidlniho rozdéleni. Vezméme vztah pro vyjadieni

jeho hustoty
39) f(x)=21e 7 pro x>0,
A

kde 2 > 0 je neznamy parametr tohoto rozdéleni.

Dale budeme postupovat podobné jako u predeslych ovéfovani, tedy rozdélime

vybér do k-tfid s krajnimi body b;. Necht’ délka tfidy je rovna h > 0, pak polozme
bi = lh,

kde i =0,1,:--,k — 1. Polozime-li navic b, = oo, vypada rozdéleni na tfidy takto:
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<0) bl)l (blibz)i (bZPb3)I Ty (bk—Zka—l)r (bk—lioo)'

Necht’ &etnosti téchto tfid jsou X; a Y <, X; = n. Distribuéni funkce exponencialniho

rozdé¢leni je dana vztahem

Fx)=1—-¢e" 7.
Tedy za ptedpokladu exponencialniho rozdéleni je pravdépodobnost, ze jednotka padne
do i-té tiidy

bi_4 bi_4

b;
(40) p;=F(;) —Fbi_1)=1—e 2—-14+e 2 =e 71 —e

pro i =12,k

Pro odhad parametru pouZzijeme jiz zndmou metodu minimdalniho chi-kvadratu.

Pro odvozeni budeme formalné uvazovat rovnost coe = = 0. Derivace je pak rovna

R
1 «k bij—1 e —bje
=5 Qi=1Xi b; b; =0
A2 i-1  _Dbi
e A —e A

Vynasobime-li obé strany A% a vytkneme prvni exponencielu, dostaneme ekvivalentni

vyjadieni
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Nyni do tohoto vztahu dosad'me za b; = ih pticemz i = 0,1,--,k — 1 a by, = o0. Soucet

pak lze ptepsat do tvaru

h

k-1 (i-1)h—ihe 2 Xy (k—1)h—00-0 _

2ict X -+ o =
1-e 4

0,

1

h
ik i (1= ) = hx| + Xl = DR =0
A

1-e

St hX;

KLihX — ==+ X (k- Dh =0,
1-e 2
k-1
k-1 __ Xi—q hX;
i=1 I’th + Xk(k - 1)h _ =1 _hl,
1-e 2
a odtud je
e_% —1_ kL hx; Y Mi-D)hx+(k—DhX, | hXp+2hXz+-+(k—1)hXj
- Y linxi+Xp(k-Dh — TElinX+(k—-DhXy kX +2RXp+-+khXg—hXy'

Polozime-li nyni vybérovy primér roven

s hX{+2hX,+---+khX
(41) X=—1—+ k,
n
muzeme psat
h T—
e~ 7= (ni( nh)
(nX—-hXy)

a hodnotu parametru A najdeme zlogaritmovanim obou stran ve tvaru

@42) 2=-

n nX-nh \ *
n)?—th
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Pfi rozdélovani hodnot do jednotlivych tfid, volime tfidy tak, aby h/ <1 a

také aby Xk/n « 1. Parametr 2 Ize pfiblizn& aproximovat vyb&rovym primérem X, coz

zjistime, upravime-li zlomek ze vzorce (42) na tvar

nX-nh __ n)?(l—%) _ —%

ot = (i)~ ()

G

Dale si povSimneme, Ze jmenovatel tohoto zlomku pro velkd n mizeme pominout a psat

Dle Taylorova rozvoje pro Iny jev y, =0
- (GY) — —
m1=-y)=n1-y)+ -0 -y)=0-y=-y,

pak logaritmu ze vztahu (42) miZzeme piepsat do tvaru In (1 —%) a provedeme-li

substituci y = % je
h h
in(1-2)= -2

Po dosazeni této rovnosti do vztahu (42) dostavame vztah

43) A=-

x| =
[l
>

Za odhad parametru A bereme tedy vybérovy prumér

(44) X =-%, ihX,
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Hodnotu odhadnutého parametru pak pouzijeme pifi vypoctu pravdépodobnosti
danych vztahem (40). Poté miizeme uréit hodnotu testového kriteria y? dle vztahu (38)
a porovnat ji s kritickou hodnotou yZ_,(a). V ptipadé, ze x* = y2_,(a) zamitame

hypotézu o exponencialnim rozd¢leni na hlading, kterd je asymptoticky rovna a.

33



4. Aplikace testii dobré shody v prikladech

Teorie odvozena v minulych dvou kapitolach je nasledné pouzita v aplikacich na
konkrétni ptiklady, jde o testy dobré shody pro rozdéleni se znamymi parametry I pro
rozdéleni, jehoz parametry nezname. Pajde o to rozhodnout pomoci teorie testovani
statistickych hypotéz o tom, zda nami sebrané data, poptipad¢ data simulovana, maji ¢i
nemaji nami piedpokladany znamy druh rozdéleni pravdépodobnosti. V naSem piipadé
rozdéleni se zndmymi parametry oveéfujeme rozdéleni rovnomérné a rozdéleni jenz je
tvofeno na zaklad¢ procentudlni skladby sortimentu. Z rozdéleni, kde parametry piimo
nezndme, je ovétovano rozdéleni Poissonovo, normalni a exponencialni. Pro vypocty a
jednotliva ovéfovani je pouzit postup odvozeny a uvedeny v predeSlych dvou
kapitolach. Pro ovéfeni spravnosti postupd, pro kontrolu a ziskani teoretického zazemi

bylo vyuzito literatury [2], [6] a [7].

4.1 Testy dobré shody pro znamé parametry
Priklad 1: (hraci kostka)

Jako prvni ptiklad si pro jednoduchost ovéime hraci kostku. Provedeme
360 hodu hraci kostkou. Pfitom pocty (Cetnosti) hozeni jednotlivych stran kostky a

hodnotu testového kriteria udava tabulka 1.

Nasim ukolem je rozhodnout, zda je hraci kostka homogenni. Ovéfit tedy na
hladin¢ vyznamnosti « = 0,05, zda rozd€leni hodnot, které padaji na kostce, je
rovnomérné s pravdépodobnosti p; = 1/6 = 0,1667 pro kazdé celé Cislo od jedné do
Sesti. Teoretické Cetnosti jsou v tomto piipade vSechny rovny 60. Pfedmétem nulové

hypotézy je tedy homogenita kostky. Alternativa pak tvrdi, Ze kostka homogenni neni.

Hodnota testového kriteria 2 je podle vzorce (17) rovna 6,1. Kriticka hodnota
kvantilu y2.o o5 je rovna 11,070, a protoZze zjisténa hodnota testového kriteria je mensi

nez kriticka hodnota, tedy nepadne do oboru pro zamitnuti nulové hypotézy ve prospéch
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alternativy, nemtzeme na hladin€¢ « = 0,05 nulovou hypotézu zamitnout. Nase kostka

je homogenni.

tabulkal: homogenni hraci kostka

strana kostky pocet hozeni xz
1 55 0,4167
2 68 1,0667
3 47 2,8167
4 58 0,0667
5 62 0,0667
6 70 1,6667
Y 360 6,1000

Hodnota testového kriteria 2 je podle vzorce (17) rovna 6,1. Kriticka hodnota
kvantilu y2., o5 je rovna 11,070, a protoze zjisténa hodnota testového kriteria je mensi
nez kriticka hodnota, tedy nepadne do oboru pro zamitnuti nulové hypotézy ve prospéch
alternativy, nemlzeme na hladin¢ « = 0,05 nulovou hypotézu zamitnout. Nase kostka

je tedy homogenni.

Uvazujme nyni kostku faleSnou, ovlivnénou zatézi, tak aby padala Sestka.
Takovouto kostkou byly nahizeny tfi série vzdy po sto hodech, tak jak to je
zaznamenano v tabulce 2. Ovéfme nyni znovu rovnomérnost kostky stim, Ze
pfedpokladame, Ze homogenni spiSe nebude. Pfitom rozdéleni padajicich hodnot je opét
rovnomérné s pravdépodobnosti p; = 1/6 = 0,1667. Teoretické cetnosti jsou pak

kazda rovna 16,6667.

tabulka 2: fale$na hraci kostka

strana

Kostky 1.série 2.série 3.série x:(1.) x%(2.) x*(3.)
4 10 9 9,6267 2,6667 3,5267

2 8 13 21 4,5067 0,8067 1,1267

3 16 14 17 0,0267 0,4267 0,0067

4 18 15 8 0,1067 0,1667 4,5067

5 26 19 18 0,5352 0,3267 0,1067

6 28 29 27 7,7067 9,1267 6,4067

> 100 100 100 22,5085 13,5200 15,6800
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Ve vsech trech ptipadech padne hodnota testového kritéria do kritického oboru,
urdeného hodnotou yZ.5 = 11,070, tedy zamitame hypotézu o rovnomérnosti kostky
ve prospéch alternativy, Ze kostka homogenni neni. Potvrdil se tedy ndmi vysloveny
predpoklad, ktery vychazel z toho, ze vime o fale$nosti kostky. Tedy ze vlivem zatizeni,

pada vice Sestek, coz jeji homogenitu porusuje.

Piiklad 2: (frgadly)

Uvazujeme obchodni sit’ prodejen prodavajicich kolace nazyvané Valasské
frgaly. Tyto specializované prodejny, kterych je na Valassku jen nékolik, prodavaji pét
druhii téchto kolacd, a to: tvarohovy, makovy, povidlovy, hruskovy a bortvkovy
(tzv. haferdk). JelikoZ maji na trhu dlouholetou tradici, je také znama struktura odbytu
prodeje jednotlivych druht (% skladba), ktera byla obchodniky prozrazena tak, jak je

uvedena v tabulce 3 popf. tabulce 4.

Prodej frgalti, kromé prodeje ve specializovanych prodejnach, probihd také
hojné¢ na rtznych kulturnich akcich, tykajicich se ptfedev§im valaSského folkloru.
Pozornost pfitom budeme vénovat akcim Masopust a Valasské folkrokovani, konané
kazdoro¢né ve ValaSském muzeu v pfirodé v Roznové pod Radhos$tém. Z pohledu
prodejce nés bude zajimat, zdali druhova skladba prodeje téchto kolaca, na Masopustu,
méla klasickou strukturu prodeje zndmou z tradice prodejen, pficemz piislusna data a
vypocty najdeme v tabulce 3. A navic nas bude zajimat, zda sloZeni druht sedmi seti
kusti kola¢ti vybranych na Valasské folkrokovani, tak jak je uvedeno v tabulce 4, je
Vv souladu se skladbou tradi¢niho prodeje. V tomto piipadé je tfeba podotknout, Ze pocty
kusii jednotlivych druhil jsou voleny na zdkladé ocekavaného prodeje, ktery vychazi

zasadné z poznatkli prodeje v letech minulych.

tabulka 3: Masopust

druh frgalu tvarohovy makovy | povidlovy hruskovy | borivkovy >
pocet kolach 99 103 86 161 51 500
% skladba 21 20 19 34 6 100
pravdépodobnosti 0,21 0,2 0,19 0,34 0,06 1
teoretické Cetnosti 105 100 95 170 30 500
XZ 0,3429 0,0900 0,8526 0,4765 14,7000 16,4620
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Z tabulky 2 vidime, Ze hodnota x? je v ptipadé akce Masopust, konané v lednu
letosniho roku, rovna 16,4620. Z tabulek je kritickd hodnota x5 déana hodnotou
9,488. Jelikoz 9,488 < 16,4620 coz znamend, ze hodnota testového kriteria padne do
kritického oboru, zamitame hypotézu o tom, Ze je struktura prodeje kolaci na
Masopustu stejna jako tradi¢ni struktura, ve prospéch alternativy, Ze struktura stejna

neni.

tabulka 4: Valasské folkrokovani

druh frgilu tvarohovy makovy povidlovy hruskovy | boriivkovy >
pocet kolaci 150 140 140 220 50 700
% skladba 21 20 19 34 6 100
pravdépodobnosti 0,21 0,2 0,19 0,34 0,06 1
teoretické Cetnosti 147 140 133 238 42 700
)(2 0,0612 0,0000 0,3684 1,3613 1,5238 3,3148

Z hodnot tabulky 4 lze fici, ze hodnota x?* je v pfipadé akce Valasské
folkrokovani rovna 3,3148 . Pfitom pfi porovnani s kritickou hodnotou 9,488 mutzeme
fici, Ze hodnota testového kriteria nelezi v kritické oblasti pro zamitnuti nulové
hypotézy. Tedy hypotézu o stejné struktufe prodeje frgali na akci Valasské
folkrokovani nelze zamitnout a mizeme fici, ze takovyto prodej ma strukturu shodnou

se strukturou tradi¢niho prodeje specializovanych prodejen.

V prvnich dvou feSenych piikladech jsme ukézali aplikaci teorie odvozené
Vv prvnich dvou kapitolach. V jednoduchém ptiklad€ s hraci kostkou bylo poukazano na
vznik teoretickych Cetnosti pfi rovnomérném rozde€leni pravdépodobnosti (po Sesti).

V ptikladé s frgaly byly teoretické Cetnosti dany z procentualni skladby sortimentu.

4.2 Testy dobré shody pro neznamé parametry

Piiklad 3: (hokejova extraliga)

V tomto piikladé se zaméfime na aplikaci teorie pro ovéfeni Poissonova
rozdéleni uvedenou v podkapitole 3.1. Pfedmétem naseho zajmu budou nyni data
z hokejovych sportovnich utkani. Zkusme ovéfit, zda pocet branek, vstielenych

Vv jednotlivych zapasech extraligy, se fidi Poissonovym rozdélenim. Mame k dispozici
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vysledky 279 hokejovych utkani, sehranych v zakladni casti Slovnaft extraligy
2008/2009. Utkani roztfidime podle poctu vstielenych branek, ptfi¢emz empirické

Cetnosti X; nami vytvorenych ¢trnacti tiid jsou dany v tabulce 5.

Dle teorie odvozené pro ovéieni Poissonova rozdéleni uvedené v podkapitole 3.1
je nejprve potieba se rozhodnout, zdali se budeme snazit dodrzet podminku pro rozsah
vybéru, podle niz musi pro teoretické Cetnosti platit np; = 5, coz vétSinou vede ke
sluc¢ovani mélo Cetnych tiid. Jelikoz jsou navic pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni
definovany do nekonecna, je tieba slucovat vzdy nékteré tfidy posledni, a to pravée ty,
jejichz pravdépodobnosti jsou velmi malé az nulové. V tomto piikladé budeme na

podminku pro rozsah vybéru dbat.

tabulka 5: hokejova extraliga

pocet empiricka « empiricka « A
vstirelenych éetn,osf péggggls) t(: ) éetvltost péggggg t(:_ teé(:t':alt(:::;e testorvé kritéri}lm
branek utkani tiid chi-kvadrat

i X gi X; pi np;
0 0 0,0020
1 4 0,0122

r 2 4 0,0381 8 0,0523 14,5926 2,9784
3 30 0,0792 30 0,0792 22,0974 2,8262
4 22 0,1234 22 0,1234 34,4393 4,4930
5 62 0,1539 62 0,1539 42,9400 8,4607
6 24 0,1599 24 0,1599 44,6148 9,5253
7 55 0,1424 55 0,1424 39,7333 5,8660
8 32 0,1110 32 0,1110 30,9626 0,0348
9 24 0,0769 24 0,0769 21,4471 0,3039
10 13 0,0479 13 0,0479 13,3703 0,0103
11 5 0,0272 9 0,0531 14,8029 2,2748
12 1 0,0141
13 0 0,0068
14 3 0,0030
15 0,0013
16 0,0005
17 0,0002
18 0,0000
19 0
20 0

> 279 1 279 1 279 36,7733
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Nejprve vezmeme Cetnosti vSech patnacti tiid. Pfitom tfidy nijak neslu¢ujeme,
volime =0 a k =15. Pro odhad parametru pouzijeme vyb&rovy prumér dany
vzorcem (30), jehoz hodnota je 4 = 6,2366. Dale je tieba spocitat pravdépodobnosti
Poissonova rozdéleni q;, pro které plati vzorec (26), pfitom Si tyto pravdépodobnosti
spocCitame alesponi pro i = 20. Ztabulky 5 je pak vidét, ze od i = 18 jsou tyto
pravdépodobnosti  nulové. Jelikoz vime, Zze pravdépodobnosti p; jsou
z pravdépodobnosti g; tvoreny dle vztahu (28), ktery vychazi pravé z onoho sluovani,
ptekontrolujeme nyni, zda vSechny ng; = 5. Zjistime, ze teoretické cCetnosti ng;
nevyhovuji nasi podmince v piipadé prvnich dvou tfid a poslednich tfid branych od

i = 12 do nekonecna. Proto tyto slouc¢ime s nejbliz§imi sousednimi tfidami.

Slouc¢enim dodrzime nasi podminku pro rozsah vybéru n = 279, pti€emz je nyni
r = 2 a pocet tfid se zmenSil na k = 10. Hodnoty empirickych Cetnosti po slouceni
udava tabulka 5. Pro takto slou¢ené je tieba odhadnout znovu neznamy parametr A. Dle
vzorce (30) vezmeme za pocate¢ni aproximaci, uvedené itera¢ni metody odhadu
nezndmého parametru A, vybérovy primér, jehoz hodnota je A, = 6,2151. Dalsi
aproximace dostaneme tak, ze dle vztahu (26) spolteme pravdépodobnosti g;
odpovidajici tomuto A, po jejichz dosazeni do vzorce (29) dostdvame dalsi aproximaci
A1 = 6,2085. Stejnym zpusobem pocitame aproximace dalsi, az do té doby, nez se
budou rovnat na Ctyfi desetinnd mista, coZ jsme si urCili pro ukonceni itera¢ni metody.
Takto dostavame A, = 6,2339, A3 = 6,2341 a A, = 6,2341. Jelikoz tfeti a ctvrta
aproximace se jiz neli$i, bereme za parametr aproximaci A; = 6,2341 a tomuto
parametru piislusné pravdépodobnosti g;. Na zakladé pravdépodobnosti g; dostaneme
dle vztahu (28) pravdépodobnosti p;. Spocitame-li nyni teoretické Cetnosti np; zjistime,
ze jsme volbou r =2 a k = 10, pfi niz doslo ke slouceni prvnich tii tfid a ¢tyf tiid
poslednich, coz je také zfetelné z tabulky 5, dodrzeli podminku pro dostate¢ny rozsah
vybéru, tedy pro vSechny teoretické Cetnosti plati np; = 5. Pro sloucenych deset tiid je
pak hodnota testového kritéria y? dle vzorce (31) rovna 36,7733. Tu porovnavame
s hodnotou kvantilu chi-kvadrat y3.o 05 = 15,5070 a jelikoz hodnota testového kritéria
padne do kritického oboru vymezeného timto kvantilem, zamitame nulovou hypotézu
ve prospéch alternativy, tedy pocty vstfelenych branek v 279-ti zapasech Poissonovo
rozdéleni nemaji. Tyto data Poissonovo rozdéleni nemaji zfejmé z divodu Cetnosti tieti
az Sesté tfidy (uvazovanych po slouceni empirickych Cetnosti do deseti t¥id), kde jim
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pfislusejici sCitance pro testové kriterium chi-kvadrat dosahuji nejvétSich hodnot a
narusuji tak zfejmé pravidelny tvar Poissonova rozdéleni. V tabulce 5 je tato skute¢nost

vyznacena tucng.

Pokud bychom si pfi odhadu parametru v tomto ptikladé stanovili podminku pro
ukonceni iteracni metody, jako rovnost aproximaci na jedno desetinné misto, mohli
bychom za odhad parametru brat jiz pocateéni aproximaci A, = 6,2151 rovnu
vybérovému pruméru dle vzorce (30). Stejnym zplisobem jako je popsano vyse,
dospéjeme k hodnoté testového kritéria 36,7588, ktera se na jedno desetinné misto
rovna hodnoté¢ 36,7733. Rozhodnuti dle kvantilu X82;0'95 = 15,507 vede rovnéz
k zamitnuti nulové hypotézy. Je tedy zifejmé, Zze pokud vezmeme za odhad parametru
pocateéni aproximaci, danou vybérovym primérem ze vzorce (30), nedopoustime se pfi
naSem rozsahu vybéru n = 279 chyby, kterd by vedla ke Spatnému rozhodnuti.
V nasem piipadé se hodnoty testovych kriterii dokonce pii zaokrouhleni na jedno
desetinné misto rovnaji. Mzeme fici, Ze vylepSeni parametru iteraéni metodou, nebylo

pro rozhodnuti testu pfili§ podstatné.

Nyni jesté uvazujme o vypusténi podminky pro dostate¢nost rozsahu vybéru
z divodu, Ze se ndm nas vybér zdd dosti velky. V tomto piipadé Zadné s Cetnosti
patnacti tfid neslu¢ujeme, za odhad parametru vezmeme vybérovy primér dle (30)
roven A = 6,2366 a pravdépodobnosti p; se budou rovnat g; poc¢itanych dle vzorce (26)
S tim, ze q; pro i = 14 bude rovna souctu vSech g; pro i = 14,---. V tomto pfipad¢ je
hodnota testového kritéria rovna 43,086 a dle kvantilu yis.¢5 = 22,362 zamitame

nulovou hypotézu o pivodu z Poissonova rozdéleni.

Pro porovnani zkusme nyni otestovat data vygenerovand generatorem
pseudonahodnych Ccislic. Pjde o vybér o rozsahu n = 279, jez ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem A1 = 6,2. Tato data sdanym rozsahem a parametrem byla
generovana proto, aby korespondovala s daty redlnymi, se kterymi jsme jiz pocitali.
Piitom ale nyni vime, Ze data Poissonovo rozdéleni maji. Cetnosti takto vytvofeného
vybéru jsou uvedeny v tabulce 6 v jeji levé ¢asti. Provadény test by mél dojit k zavéru,
ze data generovana opravdu z Poissonova rozdéleni pochazeji. Pritom budeme dbat na

podminku pro rozsah vybéru. Odhadneme parametr vybérovym primérem dle (30).
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Pro r=0 a k=15 je roven A = 6,2652. Pfi vypoctu pravdépodobnosti dle (26)
dojdeme ke stejnému slouceni tfid jako u ptikladu hokejové extraligy. Pro vypocet si
tedy stanovime podobn¢ jako v pfedchozim piikladé r = 2 a k = 10, ¢imz vyhovime

podmince nq; = 5.

tabulka 6: simulovana hokejova extraliga

Poissonovo rozdéleni zamérné poruSena data
i | empircs | enpiiki [ e | i |
branek cet)l;(-)st tid kvadrat branek cet)lg)st tiid kvadriat
i i X; i i X;
0 0
1 r 1 4 2,4534
r 2 6 10 1,4517 2 60 60 78,9256
3 26 26 0,8206 3 26 26 2,6580
4 32 32 0,1280 4 32 42 6,6009
5 56 56 4,1453 5 56 48 0,0029
6 39 39 0,6948 6 39 40 3,6118
7 32 32 1,5533 7 32 30 2,5431
8 27 27 0,5680 8 27 18 0,2561
9 24 24 0,2399 9 24 12 1,5837
10 20 20 3,0111 10 20 2 8,7666
11 13 0,2162 11 1,2204
12 12
13 13
14 14
> 279 279 12,8288 333 333 109,4769

Jako odhad parametru A bereme pfimo pocateni aproximaci dle vzorce (30)
rovnu A, = 6,233, nebot’ iteraéni metoda na upiesnéni parametru nemé v tomto piipadé
podstatny vliv na hodnotu testového kritéria ani na rozhodnuti testu. Pravdépodobnosti
q; dostaneme dle vztaho (26) a jim odpovidajici pravdépodobnosti p; dle vztahu (28).
Hodnoty teoretickych Cetnosti spliuji podminku np; = 5. Vypocteme-li jiz znamym
zpusobem dle (31) testové kriterium, dojdeme k hodnoté¢ 12,8288, ktera v porovnani
s kritickou hodnotou x3., o5 = 15,507 nepadne do kritického oboru pro zamitnuti. Tedy
pfijimdme nulovou hypotézu o tom, ze takto vygenerovany soubor dat pochazi
z Poissonova rozdéleni. Potvrdil se tedy nami vysloveny ptedpoklad, Ze test data

generovand s Poissonovym rozdélenim daty Poissonovymi potvrdi.
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Vezméme znovu jiz Vygenerovana data srozsahem n = 279 pro parametr
A = 6,2. Tato data, jak uz vime, maji skute¢né Poissonovo rozdéleni. Zkusme tato data
nyni zamérné pokazit a zjistéme, zdali nami provadény test pozna, ze porusena data se
od dat s Poissonovym rozdélenim znaéné lisi. Zménéna data a hodnota testového
kritéria jsou uvedena v tabulce 6 na pravé strané. Jak ztéto tabulky vidime, byla
zménéna Cetnost pro i = 2 a to z Sesti na Sedesat. Takovato zména by se dala uvazovat
napft., jako chyba vznikla pfi pfepisovani dat. Celkové takto dostdvame vyber o novém
rozsahu n = 333. Nejprve dle podminky pro rozsah vybéru odhadneme parametr dle
(30) pro r=0 a k=15 roven A =5,5736. Po vypoctu q; dle (26) a kontrole
podminky ng; = 5 dojdeme k zavéru, ze je tieba sloucit prvni dvé tfidy a posledni Ctyfi.
Pro slouc¢ené tfidy je pak r =1 a k = 11. Za odhad parametru A vezmeme pocate¢ni
aproximaci dle (30) rovnu A, =5,5345. Tomuto parametru odpovidaji
pravdépodobnosti gq; dle (26) a na jejich zakladé pocitané pravdépodobnosti p; dle
vztahu (28). VSechny teoretické cCetnosti vtomto piipadé spliluji podminku pro
dostatecny vybér np; = 5. Spocitame-li testové kritérium dle (31) dosp&jeme k hodnoté
109,4769, kterd nas na zéklad€ kritické hodnoty )(3;0'95 = 16,919 jasné opraviluje
k zamitnuti nulové hypotézy ve prospéch alternativy. Nami provadény test jasné odhalil,
ze na hlading « = 0,05 takto zamérné pozménény soubor dat Poissonovo rozdéleni

nema.

Jelikoz jsme doposud provadéli testovani na pomérné velkych souborech dat,
zkusme nyni provést testovani pro rozsahy mnohem mensi. Vezméme generovana data
s Poissonovym rozdélenim o parametru A = 3 po fadé¢ o rozsahu, n = 25, n = 28,
n =29, n=30,n =31, n =32 a zjistétme, zdali ndmi provadény test pozna, Ze tato
data poissonovo rozdéleni nesou, a zda je tento test v nekterych ptipadech vitbec mozno

provést V piipadé budeme li dbat na podminku np; = 5.

Provedenim testovani na takto generovanych datech jsme zjistili, Ze pro rozsahy
vybéru n = 25 az n = 29 doslo pfi provedeni stejného principu testovani, jako jsme
pouzivali vyse, pfi dodrzeni podminky ng; = 5 ke slouceni empirickych ¢etnosti do
jedné ¢i dvou tfid, az na jednu vyjimku pro n = 29, coz je nedostatecny pocet tiid
k dokonceni testu, pro jehoz dokonceni jsou potieba tiidy alespon tfi. Slouceni do
nedostate¢ného poctu tiid pak mizeme brat za varovny signal toho, Ze test provadime
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S malym rozsahem vybéru. Pokud vSak toto varovani nebudeme akceptovat a test
dokonéime tak, ze tiidy nesloucime, dojdeme v naSem ptipadé vzdy k vysledku, ktery

potvrzuje Poissonovo rozdéleni generovanych dat.

Pro vybéry generované 0 rozsahu n = 29,30,31 a n =32, tak jak je to
ukazano v tabulce 7, doslo vzdy, az na jednu vyjimku, ke slouceni do tfi téid. Pritom
odhad parametru je vzdy pocitan jako vybérovy primér, neni upfesnovan iteracni
metodou. Za zlomovou hodnotu rozsahu vybéru, od které je test proveditelny pii splnéni
podminky np; = 5 mlizeme zifejmé povazovat n = 30 a vSechny rozsahy vybéru, které
budou vétsi. V piipadé upusténi od této podminky a dokonceni testu, doSlo vzdy
Kk potvrzeni Poissonova rozdéleni generovanych dat. Pro pifipady generovanych vybéra
uvedenych v tabulce 7 slu¢ovanych do tii tfid je hodnota kvantilu )(12;0‘95 = 3,841. Jen
pro n = 29 sloucené do dvou tfid neexistuje kvantil pro rozhodnuti. Zaroven vsechny
hodnoty testovych kritérii chi-kvadrat potvrzuji nulovou hypotézu o ptivodu vybéru
Z Poissonova rozdéleni, coz jsme predpokladali, nebot’ data byla zdmérné generovéna

S timto rozdélenim, abychom mohli vyzkousSet spolehlivost testu.

tabulka 7: generované vybery s Poissonovym rozdélenim

n 29 29 30 30 31 32
3,31 | 3,07 | 3,03 | 2,59 2,6 2,13 | 2,73 | 2,17 | 3,29 | 294 | 3,22 | 3,03

i X; Slot;(éiené X; Slot;(élené X; Slot;(élené X; Slm;(élené X; slm;(éiené X; slm;(éiené
0 2 1 2 1 1 2
1 3 2 6 8 7 8 8 3
2 6 11 9 12 10 10 9 9 5 14 6 11
3 5 15 7 17 6 12 6 13 5 5 9 9
4 3 13 3) 3 3 3 12 4 12
5 6 3 0 1 ) )
6 4 2 0 1 0 1
7 0 0 2 1 2 2
8 0 0 1 0 0 0
9 0 0 0 1 2 0

10 0 0 0 0 0 0

x2 | 09059 1,3583 1,4731 1,2158 0,7740 0,8926
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Piiklad 4: (vysky studentii)

Vezméme télesnou vysku méfenou v centimetrech u dvou rocnikl studenti
osmiletého gymnazia. Jde o 180 studentd ve véku mezi 12-ti az 15-ti lety. Nasbirana
data piitom pochazeji s Cajkova gymnazia v Olomouci ze $kolniho roku 2008/2009.
Ukolem je zjistit, zdali vyska studenti ma normalni rozdéleni. Potizené hodnoty jsou
nejprve roztiidény do tfid po tfech centimetrech od velikosti 157 cm nahoru i dold.
Pfitom tato hodnota byla spodtena zhruba jako aritmeticky primér vysek. Udaje
o krajnich hodnotach intervalt a empirickych ¢etnostech nami rozdélenych tiid, tak jak

jsme uvedli, najdeme v tabulce 8.

Pro takto rozdélena data do 13-ti tfid je nejprve potieba spocitat odhady stiedni
hodnoty a rozptylu dle iteratni metody uvedené v podkapitole 3.2. Pocatecni
aproximace spoéteme dle vztahu (36). Dostaneme u, = 157,2667 a & = 34,5456.
Pfitom prvni aproximace dostaneme tak, Ze na zéklad¢ aproximaci pocatecnich
dopocitame pravdépodobnosti p; pomoci upraveného vzorce (37) a ty dosadime do
vzorci pro parametry (34) a (35). Vypoltem jsme zjistili, ze u; = 157,2660 a
002 = 34,5360. Pokud aproximace zaokrouhlime na dvé desetinna mista, vidime, Ze se
rovnaji. Na zaklad¢ tohoto poznatku a celkem zdlouhavych vypocta v iteraéni metodé,
budeme pfi dalSich vypoctech brat za odhady parametrii aproximace pocatec¢ni. Behem
dal§ich vypocti budeme dbat na dodrZeni pravidla pro dostate¢ny rozsah vybéru

np; = 5, pokud tomu nebude uvedeno jinak.

Na zakladé¢ provedené¢ho odhadu parametrli spocitame dle (37) pomoci
distribu¢nich funkci normalniho rozdéleni pravdépodobnosti p;. Z téchto dale teoretické
Cetnosti, které zkontrolujeme, zdali spliiuji podminku np; = 5, diky tomu dochazi ke
slouceni krajnich tfid s okolnimi, a to konkrétné prvnich tii a poslednich tfi. Pro osm
takto sloucenych tfid je tfeba znovu odhadnout parametry. Ty odhadneme opét dle
vztahu (36). Jejich hodnota je nyni p, = 157,25 a o¢ = 27,9875. Na zakladé téchto
parametri spo¢itame pravdépodobnosti p; ze vztahu (37) a z nich ur¢ime teoretické
Cetnosti. Ty zkontrolujeme, zda vyhovuji podmince np; = 5. Zjistime, ze tomu tak jesté
neni v ptipad¢ prvni tfidy. Tu slou¢ime dohromady s druhou a piepocitdme parametry
pro téchto sloucenych sedm tfid. Jejich hodnoty jsou dle (36) p, = 157,4167 a
0é = 24,5431. Pti vypoctu pravdépodobnosti dle (37) a jim piislusnych teoretickych
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Cetnosti zjistime, ze jiz vSechny vyhovuji podmince np; = 5. Nyni mizeme dopocitat
testové kritérium dle (38). Toto ma hodnotu 15,3663, ktera padne do kritického oboru
vymezeného kvantilem .o 95 = 9,488. Tedy zamitdme nulovou hypotézu o normalnim

rozdéleni. Vysky studentli normalni rozdéleni nemaji.

tabulka 8: vysky studenti gymnazia

intervaly empirické ervnpiriclfé pravdépo- | teoretické testové
i éetnosti cetao st dobnosti detnosti kritérium
bi'l bi Xi t;:i Pi np; chi-kvadrat
1 131 141 2
2 141 144 3
3 144 147 5
4 147 150 11 21 0,0672 12,0936 6,5592
5 150 153 15 15 0,1191 21,4450 1,9370
6 153 156 24 24 0,2011 36,2033 4,1134
7 156 159 49 49 0,2379 42,8237 0,8908
8 159 162 42 42 0,1972 35,4950 1,1922
9 162 165 17 17 0,1145 20,6139 0,6336
10 165 168 7 12 0,0629 11,3255 0,0402
11 168 171
12 171 174
13 174 183
> 180 180 1 180 15,3663

Pro zajimavost uved’'me jesté variantu, pokud bychom se rozhodli opomenout
pravidlo np; = 5 a spocitali testové kritérium pro vSech tfinact tfid. Odhady parametra
JiZ mame, mame 1 hodnoty pravdépodobnosti a teoretickych cetnosti. Testové kriterium
dle (38) ma hodnotu 22,1209, ktera v porovnani s kvantilem yZ,.09s = 18,307 padne
do kritického oboru pro zamitnuti nulové hypotézy. Tedy i pifi nedodrZeni této
podminky rozhodl test stejn¢, zamitl normalitu vySek studentd. Vysky studenti nemaji
normalni rozdé€leni zfejmé proto, Ze nesou jistou zndmku zeSikmeni a nesymetrie.
Pfitom symetrie hustoty normalniho rozdé¢leni dle stiedu, je jednou ze zakladnich
vlastnosti tohoto rozdéleni. Navic by dalsim prvkem, ktery normalitu vySek porusuje,

mohly byt nékteré neobvyklé hodnoty.

Jelikoz je zpraxe zndmo, Ze veli¢ina udavajici télesnou vySku se Ccasto
normalnim rozdélenim fidi, byl nas predpoklad také takovy. Je mozné, ze nase data by

normalni rozdéleni mit mohla Vv ptipadé, kdyz znich vylou¢ime néjak neobvyklé
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hodnoty, jez jsou vnaSem souboru dat pfedstavovany jednim velkym chlapcem
(183 cm) a jednou velmi malou divkou (131 cm). Odeberme tedy tyto dvé hodnoty a
zkusme znovu ovéfit hypotézu o pivodu takto upraveného souboru dat z normalniho

rozdéleni.

Vezméme znovu pivodni data vySek studentd gymnazia. Z nich jsme odstranili
pravé ob¢ neobvyklé hodnoty popsané vyse. Data jsme znovu setfidili okolo hodnoty,
uréené jako aritmeticky pramér, rovné 155,5 cm, do deviti tfid po ¢tyfech centimetrech.
Rozsah vybéru se zmensil na n = 178. Odhady parametra dle vztahu (36) jsou rovny
u = 158,4045 a o2 = 31,8813. Pii vypodtu pravdépodobnosti z (37) a teoretickych
Cetnosti, je pro dodrzeni pravidla np; = 5 potieba sloucit prvni dvé a posledni jednu
tiidu se sousednimi. Dostavame tak Sest tfid, pro néz jsou odhady parametr dle (36)
rovny u =158,4944 a o2 = 26,2275. Hodnoty pravdépodobnosti dle (37),
teoretickych Cetnosti a testového kritéria dle (38) najdeme v tabulce 9. Hodnota kvantilu
X3.005 = 7,814. Jelikoz hodnota testového kritéria 14,2637 padne do kritického oboru,
zamitame hypotézu o normalité dat. Nas ptedpoklad se, ani pfi tomto piistupu k fesend,

nepotvrdil.

tabulka 9: vysky studentti pfi odstranéni dvou neobvyklych hodnot

intervaly empirické elélgt):;sctl;e pravdépo- | teoretické testové

i cetnosti t¥id dobnosti ¢etnosti kritérium
bi-l bi Xi X. Pi np; chi-kvadrat
1

1 138 142 1
2 142 146 5
3 146 150 8 14 0,0486 8,6497 3,3095
4 150 154 21 21 0,1415 25,1851 0,6955
5 154 158 34 34 0,2715 48,3207 4,2442
6 158 162 69 69 0,2916 51,9099 5,6265
7 162 166 29 29 0,1754 31,2286 0,1590
8 166 170 8 11 0,0714 12,7060 0,2291
9 170 174 3
> 178 178 1 178 14,2637

Zkusme naposledy vzit vychozi data, ale rozd¢lit je do tfid po péti centimetrech
okolo aritmetického priméru 157 cm. Jde tedy o podobné setiidéni, jako bylo
provedeno poprvé, jen jsme zvétsili délku tfidy. Pfi tomto setfidéni padne do prvni téidy

jen hodnota vysky jedné velmi malé divky a do druhé dokonce hodnota zadna. Zkusme
46



proto tyto dvé tfidy uplné odebrat, pfitom tak odstranime jen jednu hodnotu z vybéru.
Rozsah testovanych hodnot nyni bude n = 179 a vzniklo nam takto devét tiid. Jako
nulovou hypotézu opét polozme ptivod dat z normalniho rozdéleni. Odhadem parametrt
dle (36) dostaneme u = 157,1648 a o2 = 36,4798. Spocitdme pravdépodobnosti dle
(37) a jim odpovidajici teoretické Cetnosti. Pro vyhovéni podmince np; = 5 dojde ke
slouceni prvnich dvou a poslednich dvou tfid s okolnimi. Pro vyslednych pét tfid maji
odhady parametrti dle (36) hodnotu u = 157,2486 a o2 = 28,2888. Hodnoty
pravdépodobnosti pfislusejicich témto parametrim spocitdme opét dle (37). Jim
odpovidajici teoretické Cetnosti splituji podminku pro rozsah vybéru, tedy spocCitdme
testové kriterium dle (38) jehoz hodnota je 4,791, jez nespada do kritického oboru pro
zamitnuti daného hodnotou y3.q s = 5,991. Miizeme tedy fici, Ze takto ndémi upravena
data, pii rozdé€leni do tfid po pé€ti, maji normalni rozdéleni. Pii tomto zplisobu feSeni se
tedy potvrdil na§ ptfedpoklad o pivodu vybéru znormdlniho rozdé€leni. Pti€emz
mizeme Fici, Ze volba tfid a odstranéni vybocujicich hodnot z vybéru ma na vysledek

testu podstatny vliv.

Kdybychom u této varianty upustili na zacatku od podminky pro dostatecny
rozsah vybéru a tfidy nijak neslucovali, dostaneme dle vzorce (38) pro vSech devét tfid
hodnotu testového kritéria 11,908. Hodnota kvantitu vymezujiciho kriticky obor je
V tomto piipadé rovna .05 = 12,592. Hodnota testového kritéria do kritického oboru

pro zamitnuti nespada, tedy pfijimame hypotézu o normalité.

Nyni jesté proved’me test na datech, o kterych vime, Ze pochazeji z normalniho
rozdéleni o rozsahu n = 180, stfedni hodnotou u = 157 a smérodatnou odchylkou
o =5. Jde o data nasimulovand generatorem pseudondhodnych cisel, kterd maji
podobnou povahu a strukturu jako data, ktera jsme jiz vySe vysetfovali. Ovéime tedy,
zdali test jednoznacné piijme nulovou hypotézu. Pfitom udaje o Cetnostech a testovém
kritériu jsou dany v tabulce 10. Data jsme ptitom roztiidili okolo hodnoty 157 do deviti
tiid o délce tfi. Pii vypoctech budeme postupovat stejné, jako u testovani realnych dat,
dle teorie odvozené v podkapitole 3.2. Nejprve odhadneme parametry dle (36), jejich
hodnota je u = 157,4833 a a2 = 26,5497. Pravdépodobnosti spocitdme dle vztahu
(37) a jim odpovidajici teoretické cetnosti zkontrolujeme, zdali spliiuji podminku
np; = 5. Zjistime, Ze je tfeba sloucit prvni a posledni tfidu se sousednimi. Pro takto
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slouc¢enych sedm tfid spoc¢itame opét parametry dle (36). Jejich hodnota je © = 157,5 a
02 = 24,1. Teoretické &etnosti spocitanych s pravdépodobnosti jiz vSechny spliuji nasi
podminku, tedy spocitame testové kritérium dle vzorce (38). Jeho hodnota je 3,222,
ktera jasné nepadne do kritického oboru pro zamitnuti, vymezeného kritickou hodnotou
kvantilu x£..05 = 9,488. Piijimame tedy nulovou hypotézu o piivodu generovanych dat
Z normalniho rozd¢€leni na hladin€ testu o = 0,05. Na takto uméle vytvorenych datech,
na ktera byl pfedem stanoven pozadavek, aby méla, normalni rozdéleni s konkrétnimi
parametry, byla pékn¢ ukazana spolehlivost testu, jez tuto skute¢nost méla potvrdit, a

také ji potvrdila.

tabulka 10: simulovana data s normalnim rozdélenim pro n = 100

intervaly empirické elvnpiriclfé pravdépo- | teoretické testové
i detnosti cetao st dobnosti éetnosti Kritérium
biy b; X t;:i P np; chi-kvadrat
1 144 147 4
2 147 150 12 16 0,0633 11,39168 1,8642
3 150 153 19 19 0,1164 20,94762 0,1811
4 153 156 30 30 0,2003 36,05593 1,0172
5 156 159 45 45 0,2401 43,20953 0,0742
6 159 162 36 36 0,2003 36,05593 0,0001
7 162 165 22 22 0,1164 20,94762 0,0529
8 165 168 9 12
9 168 171 3
> 180 180 1 180 3,222

Pokud bychom v tomto pfipad¢ upustili od podminky np; > 5. Zjistime, ze test
dana data normalnimi opét potvrdi. Testové kriterium chi-kvadrat dle (38) ma pro vSech
devét plivodné nesloucenych tfid hodnotu 2,2743, kterd nepadne do kritického oboru
vymezeného kvantilem )(g;O‘gS = 12,592. Pak pfijimdme hypotézu o pivodu

generovanych dat s normalniho rozdéleni.

Jelikoz rozsahy vybéra pii takto provedenych testech byly opét dostatecné
veliké, zkusme nyni, zdali test funguje 1 pro hodnoty vybéru mnohem mensi. Pro
zajimavost otestujme vygenerovany vybér s normalnim rozdélenim o rozsahu n = 30 a
parametry u = 157 a o = 5, ktery v piipadé ovérovani Poissonova rozdéleni stacil pro

moznost dokonceni testu i za dodrzeni podminky np; = 5. Pro dokonceni testu
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s podminkou je tfeba, aby doslo ke slouc¢eni minimalné do ¢tyf tfid a vice. Data jsme
rozdélili do osmi tiid o délce tfi, jak je to uvedeno v tabulce 11. Podle (36) spocitame
odhady parametrii, které jsou u = 156,9 a ¢? = 32,84. Pravdépodobnosti vypocteme
dle (37) a zjistime, ze teoretické Cetnosti vedou ke slouceni do vyslednych tii tfid coz je

nedostate¢né pro dokonceni testu.

Pokud podminku vypustime a spoc¢itame testové kritérium dle (38) dostaneme
hodnotu 4,7031, kterd v porovnani s kvantilem xZ., 45 = 11,07 nepadne do kritického
oboru pro zamitnuti, mizeme tedy fici, ze nasimulovana data maji normalni rozdéleni.
Ptitom nemoznost test dokoncit pfi dodrzeni podminky np; = 5 je signalizaci k tomu,
Ze testovani provadime na malém rozsahu vybéru. V piipadé realnych dat by bylo tieba

soubor dat néjakym zplisobem rozsifit.

tabulka 11: simulovana data s normélnim rozdélenim pro n = 30

intervaly empirické | pravdépo- teoretické ervnpiricl.(é testové

i cetnosti dobnosti Cetnosti cet? ,OStl kritérium
bi1 bi Xi Pi np; t;:i chi-kvadrat

1 146 149 3 0,0840 2,5205 0,0912
2 149 152 2 0,1122 3,3673 0,5552
3 152 155 7 0,1739 5,2156 12 0,6105
4 155 158 8 0,2060 6,1799 8 0,5361
5 158 161 2 0,1867 5,6018 10 2,3158
6 161 164 4 0,1295 3,8845 0,0034
7 164 167 2 0,0687 2,0605 0,0018
8 167 170 2 0,0390 1,1699 0,5891
> 30 1 30 30 4,7031

Piiklad 5: (posta)

V tomto piikladé se budeme zabyvat ovéfenim exponencidlniho rozdéleni.
Vezméme soubor dat, ktera byla ziskédna sledovanim lidi vyuZivajicich sluzeb Ceské
posty. Sledovany byly Casové intervaly mezi pfichody jednotlivych lidi na postu
k automatu pro piidéleni ¢isla do fronty. Sledovani bylo provedeno mezi tieti a Ctvrtou
hodinou odpoledne, ptfitom frekventovanost pfichodi byla celkem velkd, béhem této
hodiny postu navstivilo 85 lidi. Délky ¢asit mezi jednotlivymi pfichody byly setfidény
do jedenacti tfid po pal minuté, empirické Cetnosti pii takto zvolenych intervalech

o délce h = 0,5 minuty jsou uvedeny v tabulce 12. Ovéfme nyni, zdali délky ¢asovych
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intervall mezi jednotlivymi pfichody lidi na poStu maji exponencidlni rozdéleni.
Z praxe pfitom vime, ze data udavajici napf. intervaly mezi jednotlivymi ptichody
pozadavkl do fronty ¢i intervaly mezi selhavanim soucastek apod. se fidi nejCastéji

praveé exponencialnim rozdélenim.

tabulka 12: 1idé ptichazejici na postu

intervaly empirické eg;lt):;sctl;é pravdépo- | teoretické testové

i Cetnosti tFid dobnosti ¢etnosti kritérium
bi-1 bi Xi X, pi np; chi-kvadrat

1 0 0,5 32 32 0,3291 27,9693 0,5809
2 0,5 1 19 19 0,2208 18,7660 0,0029
3 1 15 11 11 0,1481 12,5910 0,2010
4 1,5 2 5 5 0,0994 8,4479 1,4072
5 2 2,5 8 18 0,2027 17,2258 0,0348
6 2,5 3 4
7 3 3,5 1
8 3,5 4 3
9 4 4,5 0
10 4,5 5 1
11 5 5,5 1
> 85 85 1 85 2,2269

Nejprve je dle podkapitoly 3.3 nutné odhadnout parametr exponencialniho
rozdé€leni, tento odhadneme pomoci vybérového priméru daného vztahem (40). Jeho
hodnota je 4 = 1,4059. Dale dopocitame pravdépodobnosti dle vztahu (39) a z nich
teoretické Cetnosti. Budeme se fidit pravidlem pro slucovani tfid np; = 5. Diky tomuto
dochazi ke slou€eni poslednich sedmi tifid do jedné. Pro takto sloucené empirické
Cetnosti je nyni hodnota parametru dle vztahu (40) rovna A = 1,2529. Hodnota
pravdépodobnosti, teoretickych Cetnosti a testového kritéria chi-kvadrat po slouceni, je
uvedena v tabulce 12. Jelikoz dosSlo ke slouceni do péti tiid, srovnavame hodnotu
testového kritéria spocitanou dle vzorce (44) s hodnotou kvantilu x3.,o5 = 7,814.
Nebot’ 2,2269 nepadne do kritického oboru pro zamitnuti, pfijimame nulovou hypotézu
o puvodu dat zexponencidlniho rozdéleni. Muzeme tedy fici, ze intervaly mezi
jednotlivymi piichody lidi na pos$tu se fidi exponencialnim rozdélenim, jak bylo

ptedpokladéno.
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Kdybychom u tohoto pfikladu pominuli pravidlo pro slucovani np; =5
dostaneme dle vzorce (44) hodnotu testového kritéria, ktera je pro jedenact tid rovna
9,1470. Kiritickd hodnota vymezujici obor pro zamitnuti nulové hypotézy je
X5.005 = 16,919. Jelikoz hodnota testového kritéria nepadne do kritického oboru,
pfijimame nulovou hypotézu o puvodu dat z exponencidlniho rozdéleni 1 v piipadé
neslouceni malo Cetnych tiid. Potvrdil se tedy predpoklad o tom, Ze takovyto soubor dat

z exponencialniho rozdé¢leni pochazi.

Nyni vezméme data generovana s exponencidlnim rozdélenim o rozsazich
n =20, n=30, n =50 a n=100. Data jsou pfitom vygenerovana s parametrem
A = 2 ajsou roztfizena do tfid o délce h = 1. Empirické Cetnosti pro jednotlivé rozsahy

vybéri jsou dany v tabulce 13.

tabulka 13: generovand data s exponencialnim rozdélenim

intervaly empirické empirické empirické empirické
i detnosti detnosti detnosti detnosti
bi. b Xi Xi Xi Xi
1 0 1 9 15 20 41
2 1 2 3 6 11 23
3 2 3 4 3 5 14
4 3 4 2 4 5 12
5 4 5 0 1 4 5
6 5 6 1 0 0 3
7 6 7 0 1 1 2
8 7 8 1 2
9 8 9 2
> 20 30 50 100

V prvni fadé vezméme simulovanad data s rozsahem vybéru n = 20. Hodnota
parametru odhadovana pomoci vybérového primeéru ze vztahu (40) je rovna 4 = 2,45.
Pravdépodobnosti spocitdame opét dle (39) a znichz ur¢ime hodnoty teoretickych
Cetnosti, pficemz zjistime, Ze dle pravidla pro sluCovani np; =5 bychom museli
sluc¢ovat do jedné tfidy coz je malo pro provedeni testu, které¢ vyzaduje alespon tiidy tii.
Upustime-li od pravidla pro slucovani a spocitdme testové kritérium chi-kvadrat dle
vzorce (44) pro vsech osm tfid. Jeho hodnota je 3,554. Jelikoz nepadne do kritického
oboru pro zamitnuti, vymezeného kritickou hodnotou )(2;0,95 = 12,592, pfijimame

nulovou hypotézu o ptivodu dat z exponencialniho rozdéleni na hladiné testu ¢ = 0,05.
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| pfi upusténi od pozadavku na teoretické ¢etnosti rozhodl test ve prospéch predpokladu

puvodu dat z exponencidlniho rozdéleni, se kterym byla tato data vygenerovana.

Pro generovana data z rozsahem n = 30 ma odhad parametru podle vzorce (40)
hodnotu A = 2,13. V pfipad¢, Ze dopoclitame pravdépodobnosti a z nich teoretické
Cetnosti zjistime, ze dle pravidla pro slu¢ovani bychom sloucili empirické Cetnosti do
dvou tfid, coz je pro dokonceni testu malo. Nebudeme tedy tfidy sluCovat a spocitime
hodnotu testového kritéria, ta ma v tomto piipadé¢ hodnotu 4,1650, ktera nepadne do
kritického oboru pro zamitnuti vymezeného hodnotou yZ., o5 = 11,07. Na hlading testu
a = 0,05 pfijimame hypotézu o plivodu dat zexponencialniho rozdéleni. Tedy

provadény test opét data uspeésné identifikoval jako exponencialni.

V tfetim piipadé otestujme data generovand z rozsahem n = 50. Odhad
parametru dle (40) je A = 2,76. Po vypoctu pravdépodobnosti a teoretickych ¢etnosti
slou¢ime poslednich pét tfid do jedné a dostaneme tim Ctyfi tfidy, pro které je nyni
odhad parametru roven A = 2,26. Testové kriterium ma pak po vypoltu
pravdépodobnosti a teoretickych ¢etnosti hodnotu 1,0808, ktera nepadne do kritického
oboru vymezeného hodnotou y3. o5 = 5,991. Na hladiné testu & = 0,05 pak pfijimame

nulovou hypotézu o pivodu dat z exponencialniho rozdé¢leni.

Naposledy jesté¢ otestujme data o rozsahu n = 100. Odhad parametru je pfi
pouziti stejného postupu jako vyse roven 4 = 2,34. Podle pravidla pro slu¢ovani dojde
ke slouceni poslednich dvou tfid. Pak pro takto vzniklych Sest tfid je odhad parametru
roven A = 2,32. Hodnota testového kriteria je rovna 5,6555. Kritickd hodnota je
X4.0905 = 9,488. Jelikoz 5,6555 < 9,488, prijimame nulovou hypotézu o piivodu

simulovanych dat z exponencidlniho rozdéleni.

V druhé ¢asti piikladu pro data generovand s exponencidlnim rozdélenim vzdy
test spravné rozhodl, Ze data exponencidlni rozdéleni maji. Navic je ziejmé, Ze testovani
provadéné pii dodrzovani podminky pro sluovani je mozné az pro vétSi rozsahy

vybéri.
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Bakalarska prace na téma ,,Testy dobré shody* mé nejprve vedla k sezndmeni
s potfebnym teoretickym zazemim. Nasledovalo podrobné odvozeni teorie, na které je

zalozeno testovani statistickych hypotéz typu: ,,ndhodnd veli¢ina ma exponencidlni

ree ree
1 1

rozdeleni®, ,,kostka je homogenni* ¢i ,,vySka studentl ma normalni rozdéleni, jez jsem
ucinila a uvedla v prvnich tfech kapitolach prace, coz bylo pro mé dilezité pro
pochopeni jak, a na jakém principu, testy dobré shody funguji. Pfinosnéjsi vSak pro mé
byla praktickd ¢ast vypoctl na jednotlivych piikladech, jez se pro mé stala voditkem
Kk provazani ziskanych teoretickych poznatkll s praktickym vypoctem na realné
situovanych ptikladech. Rozsifila jsem si navic ptehled o tom, co je mozno pomoci

téchto testd rozhodovat.

Béhem vypoctt jsem se setkala s nutnosti dodrzovat urcité postupy a stanovena
pravidla vedouci ke spravnému rozhodnuti testu. V piikladech jsem pouZzivala jednu
z nejznaméjsich podminek, kladenou na teoretické Cetnosti, ktera se pouziva proto, aby
doslo k zaruceni dostatecného rozsahu vybéru pro provadény test. Zjistila jsem vSak, ze
tato podminka neni pfimo nutna k dokonceni testu, ale je jen signalizitorem k tomu, ze
provadime testovani na malém rozsahu vybéru. V kazdém piipad¢, pti nedodrzeni této
podminky a dokonceni testu, rozhodl provadény test vzdy ve prospéch mého
predpokladu. Chci ale poznamenat, Ze jsem povahu dat vétSinou znala. Takovyto
vysledek testu bez dodrZeni zminéné podminky, by vSak mohl byt zpochybnitelny
Vv pfipadé€, Ze bychom povahu testovanych dat viibec neznali. Pfitom hodnotit spravnost
rozhodnuti provadéného testovani mi umoznila pravé data simulovand, o kterych jsem

védela, ze urcity typ rozdéleni maji.

Také jsem si potvrdila, Ze dostate¢ny rozsah vybéru je velmi dalezity. S ohledem
na dodrZeni podminky pro teoretické Cetnosti, kdy bylo provadéno testovani pii velkém
rozsahu vybéru, nikdy nedoslo k situaci, Ze by test nebylo mozné dokoncit. V piipade
malych rozsahtli vybéru, jsem ale nékolikrat dospéla k zaveéru, ze pifi dodrzeni podminky
rozsahu, neSlo test dokoncit. Domnivam se, ze v ptipad¢ Poissonova rozdé€leni je
hranice mozného provedeni testu, za dodrzeni podminky, né¢kde okolo rozsahu vybéru

daného tficeti a vice daty. Pro spojita rozdéleni normalni a exponencialni jsem ovéfila
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proveditelnost testu za dodrzeni podminky pro rozsah vybéru, jez je dan pomoci

padesati a vice dat.

Pro vypocCty jsem pouzivala program Excel, pomoci kterého jsem ziskala i data
simulovand generatorem pseudonahodnych ¢isel. Pritom vzhledem k vypoctim se mi
Z toho, ze ma dva parametry a hustotu, jez nelze vyjadfit explicitné. Celkové hodnotim
testy dobré shody jako silné pravidlo pro rozhodnuti statistické hypotézy. Ovéfila jsem
si, ze i pii menSich odchylkdch v hodnotach parametrti, pii zdmérném poruseni dat
dokonce i pfi nedodrzovani nékterych podminek pouzivanych pii testovani, test

spolehlivé a ditvéryhodné rozhoduje.

Prace se stala pfinosem pro rozsifeni mych znalosti z matematické statistiky.

Nejvice v oblasti aplikace teorii na realné situace. Proto vétim, ze nabyté znalosti a

zkuSenosti budu moci vyuzit i ve své dalsi praci a Zivote.
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