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Anotace

Faktorovd analyza hledd v datech obecnéjsi souvislosti, tzv. faktory, a na zdkladé
nich tvori rozklad pidvodnich dat. Jednim mozZnym pristupem je pouZiti formdlnich
koncepti jako faktori. Tato metoda vede na dobrou interpretaci rozkladu, zachy-
cujict vztah mezi objekty a faktory a vztah mezi faktory a pidvodnimi atributy.
Snahou je minimalizovat velikost rozkladu (pocet faktori). Lepsich vysledki lze
dosahnout v pripadé, kdy neni vyZadovana uplnd presnost rozkladu. Zabyvam se
vyzitim této metody v oblasti komprese obrazu. Popisuji dva mozné algoritmy
pro hleddni vhodnych koncepti tak, aby byl rozklad co nejpresnéjsi a zdroven
co nejmensi. Ddle zkoumdm vlastnosti metody, jako je vliv volby struktury rezi-
duovaného svazu, efektivita metody pro ruzné typy obrazovych dat a jak rychle
se zvysuje presnost rozkladu priddvanim dalsich faktori.
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1. Faktorova analyza

Jednim z dilezitych problému soucasné doby, kdy ndm zautomatizované pro-
cesy generuji velké mnozstvi dat, kterda jsou pro c¢lovéka prilisS objemna, je re-
dukce dimenzionality dat. Ve vstupnich datech, ve kterych jsou sledované ob-
jekty (napf. organismy) popsané pomoci pro dany ucel vyznamnych atributt
(napf. mira vyskytu v jednotlivych ekosystémech), se snazime nalézt urcité obec-
néjsi souvislosti (napf. organismy s vysokou mirou vyskytu v konkrétnich deseti
ekosystémech jsou organismy dobfe adaptované na chladné podnebi). Redukce
dimenzionality abstrahuje od specifik problému (mezi konkrétnimi deseti ekosys-
témy nejsou pro dany ucel vyznamné rozdily, jejich spolecnym faktorem ovsem
je, Ze se vSechny nachéazeji v chladném podnebi). To zjednodusuje data pro opa-
kované zkoumani a umoznuje v datech nalézt dilezité souvislosti, které nebyly
v puvodnich datech patrné.

Faktorova analyza je jednim z pristupi k redukci dimenzionality dat. Vstupni
data si lze pfedstavit jako matici popisujici vztah mezi objekty a atributy. Radky
odpovidaji objektim a sloupce atributim. Hodnota v ¢-tém fadku a v j-tém
sloupci popisuje v jaké mife nabyva i-ty objekt j-tého atributu. Faktorova ana-
Iyza se snazi v datech nalézt faktory a pomoci nich rozlozit vstupni matici na dveé
matice, prvni zachycujici vztah mezi objekty a faktory a druha zachycujici vztah
mezi faktory a atributy. Z prvni matice naptiklad vyc¢teme, ze dany organismus
se témeér nevyskytuje v suchych podnebich a z druhé matice vycteme do jaké
miry ma dany ekosystém suché podnebi. Nalezenym faktorem v tomto piipadé
byl ,,ekosystémy se suchym podnebim®. Ptivodni data lze ziskat vhodné defino-
vanym maticovym soucinem téchto matic. Soucin zde hraje roli kombina¢niho
mechanismu mezi objekty a atributy pres faktory. Problém faktorové analyzy je
tedy dan rovnici

Lsn = Amxk © Bixn,s

kde I je vstupni matice o m objektech a n atributech, A je matice popisujici vztah
mezi objekty a faktory a B je matice popisujici vztah mezi faktory a atributy.
Cislo k je pocet nalezenych faktort. Cilem je, aby pocet faktort byl co nejmensi.
Zejména by mélo byt faktori mnohem méné nez ptivodnich atributt, jinak by ne-
doslo k pozadované redukci dimenzionality a nalezeni obecnéjsich souvislosti v da-
tech. Pokud nejsou vyzadovany tuplné presné rozklady, mohou byt prijatelné i si-
tuace, kdy ma uplny rozklad vice faktord nez je ptivodnich atributi, pokud lze
najit castecny rozklad s dostatecné nizkym poctem faktori, tak aby rozklad re-
prezentoval matici, ktera je dostatecné blizka ptivodni matici.

1.1. Formalni koncepty jako faktory

Jednim z moznych pfistupi k faktorové analyze (FA) je vyuziti néstroju for-
malni konceptudlni analyzy (FCA), viz. [7]. Pojem konceptu z FCA je totiz blizky



pojmu faktoru z FA. V tomto pfipadé je potieba, aby data v maticich pochazela
z koneéné usporadané mnoziny. Jde tedy o hodnoty komparativniho charakteru
neboli stupné. Tento pozadavek je prirozeny, protoze data jsou Casto vystupem
riznych dotazniki, testti ¢i méfeni, pro které lze zavést stupnici hodnot.

Jelikoz budeme pracovat se stupni, budeme potiebovat tzv. strukturu re-
ziduovaného svazu. Reziduované svazy jsou struktury vyskytujici se ve fuzzy
logice. Reziduovany svaz (L, A, V,®,—,0,1) rozsifuje klasicky ohrani¢eny svaz
(L,N\,V,0,1) o bindrni operace ® a — na mnoziné stuptiti L, které zobectiuji lo-
gické funkce konjunkce a implikace z klasické logiky na mnozinach stupni jinych
nez {0,1} a vzajemné spliuji tzv. podminku adjunkce, ktera zajistuje platnost
odvozovaciho pravidla modus ponens. Pro pfesnou definici reziduovaného svazu
odkazuji na definici 1.3 v [3]. Volba konkrétni struktury reziduovaného svazu
zavisi na druhu zkoumanych dat.

P1i pocitani skalarniho soucinu fadku a sloupce v maticovém nasobeni z rov-
nice

I=AoB
se misto nasobeni pouzije operace ® a misto souc¢tu se pouzije operace V. Prvky
matic jsou z mnoziny L. Prvek I; ; se tedy spocita jako

L=\ (A @ By).
1<I<k
Operace ® musi byt vzhledem k operaci V distributivni, coz zajistuje, ze dana
struktura bude reziduovany svaz (viz. Theorem 1.22 z [3]).

Rozklad matice I vytvorime z forméalnich konceptti. Formalni koncept je dvo-
jice fuzzy mnozin. Prvni slozka se oznacuje jako extent a zachycuje stupen, v ja-
kém se koncept vztahuje na jednotlivé objekty (v jakém stupni se dany ekosystém
nachazi v chladném podnebi). Druhéa slozka se oznacuje jako intent a zachycuje
stupen, v jakém se jednotlivé atributy podili na konceptu (napf. prumérné roéni
teplota je smérodatnym atributem konceptu ,,ekosystémy v chladném podnebi®,
kdezto priamérné ro¢ni vlhkost neni smérodatnym atributem tohoto konceptu).
Formalni koncept musi spliiovat ur¢ity vzajemny vztah mezi svym extentem a in-
tentem, ktery zarucuje jeho maximalnost, jak dale uvidime.

Budeme pracovat s kone¢nym poctem objekti a atributi, které si pro jedno-
duchost oéislujeme. Ozna¢me mnozinu (indexti) objekta X = {1,...,m} a mno-
zinu (indext) atributd Y = {1,...,n}. Matice [ spolu s mnozinami X a Y tvofi
formalni kontext. Déle ozna¢me symbolem VY mnoZinu vech zobrazeni z mno-
ziny U do mnoziny V. Nésleduji definice zakladnich pojm.

Definice 1.1. Fuzzy mnozina F' nad univerzem U (v kontextu zvolené mno-
ziny stupna L) je zobrazeni F : U — L.

Definice 1.2. Formalni koncept (C, D) ve formélnim kontextu (X,Y,I) je
dvojice fuzzy mnozin C € LX a D € LY, které spliuji

C =D% D=C",

7



kde T: LX — LY a+: LY — L¥ jsou zobrazeni definovana

C'(y) = N\ (C(z) = L),

DHa) = \(D(y) = Ln)-

yey

Jelikoz jsou objekty a atributy ocislovany a tedy argumenty extentu a intentu
jakozto fuzzy mmozin jsou indexy, lze si tyto mnoziny predstavit jako vektory
(kone¢né posloupnosti) hodnot z L, tedy C' € L™ a D € L". Takto chapané
extenty a intenty jiz tvori rozklad matice I, jak dale uvidime. Konkrétné pokud
mame rozklad I,,x, = Amxk © Brxn sestavajici z k faktort (konceptil), pak extent
[-tého konceptu tvori /-ty sloupec matice A a jeho intent tvofi [-ty fadek matice B.

Pro kontext (X,Y,I) ozna¢me mnozinu vSech konceptt B(X,Y,I). Pro da-
nou podmnozinu koncepti F C B(X,Y, ) ozna¢me Axo Br jako rozklad tvoreny
v8emi koncepty z F (tedy k = |F|). Budeme vyuzivat nasledujicich faktd prezen-
tovanych v [4].

Véta 1.1. Pro kaZdou matici I ezistuje mnoZina koncepta F C B(X,Y, ),
tak Ze plati [ = Ax o Br.

Véta 1.2. Pokud plati I,,,x, = Apmxk © Bexn, pok existuje mnozina koncepti
F CB(X,Y,I), tak Ze plati I = Ar o Bx a pritom |F| < k.

Formélni koncepty jsou tedy vhodnymi kandidaty na faktory. Prvni véta rika,
ze pomoci formalnich koncepttt mizeme rozlozit libovolnou matici. Druha mluvi
o optimalité formalnich koncepti jakozto faktorti ve smyslu, Ze z nich lze vytvorit
minimalni rozklady.

Nékteré jiné pristupy k faktorové analyze tvori rozklad z matic nad realnymi
Cisly (napf. [2,8,10,11]) a k rekonstrukei puvodnich dat pouzivaji klasicky skalarni
soucin redlnych vektorti. Rozklady vytvorené témito metodami mohou mit jinou
doménu nez vstupni data, naptiklad mohou obsahovat zaporné hodnoty nebo
desetinné ¢isla i pfesto, ze vstupni data byla nezaporna celd ¢isla. V takto vytvo-
fenych rozkladech se tézko interpretuje role faktort a proces zpétné rekonstrukce
dat. Role konceptti jakozto faktort je pfimocara a rozklad je pritom slozen ze stej-
nych stupni jako v ptivodnich datech. Proces rekonstrukce ptivodnich dat tak lze
dobfe interpretovat. Stupen, ve kterém objekt x nabyva pivodniho atributu y je

Ly=\/ (C(z)®D(y)),

(C,D)eF

kde vytvorenym rozkladem je Ar o Bx. Jde o slozeni ptivodnich dat z konceptii
(operace \/) a pro dany koncept se bere stupeti pravdivosti vyroku ,z je objektem
konceptu a zaroven y je atributem konceptu“ (operace ®). Dilezité je zde volba
operace ®, tak aby kombinace stupni davala intuitivni vysledky. Proto muze
tato metoda byt zvlast zajimava v oblastech, kde jde zejména o nalezeni novych
znalosti v datech. Tato oblast je ale zatim mélo probadana.



1.2. Aplikace pri kompresi obrazu

Z vlastnosti formélnich konceptii plyne nasledujici véta (uvedeno v [4]).
Véta 1.3. Pro libovolnou mnozZinu F C B(X,Y,I) plati Ar o By < 1.

Postupnym pfidavanim konceptt tedy rozklad aproximuje matici I zdola (ma-
ticové porovnani < je mysleno po slozkiach). Samoziejmé v nejhorsim piipadé
z Véty 1.1. mame Ap(x y,ryo Bp(x,v,r) = 1. Typicky ale staci ve srovnani s velikosti
B(X,Y, I) maly pocet konceptti pro vytvoreni pfiblizného rozkladu Aro Bx < I,
ktery je matici I blizky. Navic nékteré koncepty pokryji vétsi ¢ast matice I nez jiné
a je tedy vyhodné je z pohledu poméru presnosti a velikosti rozkladu do roz-
kladu zaclenit. Toho lze s vyhodou vyuzit pro minimalizaci rozkladu v oblastech,
kde neni pozadovand tplna presnost rozkladu.

Jednou z moznych aplikaci je komprese obrazu. Na obrazek se 1ze divat jako
na trojici matic (R, G, B), které jsou tvofeny intenzitami pixeld obrazku v daném
kanalu. Typicky jsou tedy matice tvoreny ¢isly v rozmezi 0 az 255. Miizeme uva-
zovat strukturu reziduovaného svazu ({0, ..., 255}, min, max, ®, —, 0, 255). Ope-
race ® a — muzeme volit rizné. Provedeme rozklad matic R, G a B a pokud jsou
rozklady mensi nez ptivodni matice, doslo ke kompresi obrazu. Aby byl rozklad
o k faktorech mensi nez dany kanal obrazku o rozmeérech m x n, potfebujeme
aby platilo mk + kn < mn, tedy pro pocet faktori musi platit & < .

Metodu lze snadno ovliviiovat parametry pro kvalitu rozkladu nebo pro veli-
kost rozkladu. Mtzeme pozadovat urc¢ité procento presné pokrytych pozic v ma-
tici, coz ovlivni kvalitu rozkladu. Koncepty bychom pak hledali tak dlouho, dokud
bychom nepokryli pozadované mnozstvi pozic. Specidlnim piipadem by pak byla
hodnota 100 %, ktera by vedla na piesny rozklad. Druhym parametrem je pocet
faktort k, ktery ma piimy vliv na velikost rozkladu k(m + n) (jednotek, typicky
bajti). Parametry lze také kombinovat.

Cilem této prace je prozkoumat potencialni vyuziti rozkladu matic pomoci
formalnich konceptt pro kompresi obrazu.

1.3. Dosavadni experimenty

Metoda vznikla na Katedfe informatiky Ptirodovédecké fakulty Univerzity
Palackého v Olomouci, kde byly také provedeny prvni experimenty. Tyto experi-
menty byly provedeny s malymi mnozinami stupni o velikosti okolo péti stupmnii.
V ramci diplomové prace jsem vytvoril program, ktery implementuje faktorizacni
algoritmy a pracuje s obrazky a mnozinami stupnu {0,...,n} do velikosti 256.
Experimenty jsem provadél s mnozinou stupiii {0, ..., 255}, coz je posun k mno-
hem vétsimu poctu stupnd.



2. Algoritmy

Algoritmus by mél prohledat prostor formalnich konceptt B(X,Y,I) a vy-
brat z néj takovou podmnozinu F C B(X,Y,I), aby platilo Ar o Bx = I a po-
Cet koncepti |F| byl pfitom co nejmensi. Bohuzel [5| uvadi nasledujici tvrzeni
pro specialni ptfipad binarnich dat.

Véta 2.1. Problém nalezent rozkladu I,,x, = Apxk © Bexn pro co nejmensi k
je NP-tezky.

Bylo by totiz potieba projit kazdou podmnozinu B(X,Y, ), kterych je ex-
ponencidlné mnoho vzhledem k velikosti B(X,Y, I). Pfitom B(X,Y, ) mize mit
az exponencialni velikost viici velikosti vstupnich dat. Proto je potfeba vyuzit hla-
dovych aproximacnich algoritmui. Algoritmy budou iterativné prohledavat prostor
konceptli a vyberou vzdy jeden, ktery pokryva nejvice dosud nepokrytych pozic
v matici /, a pfidaji ho do rozkladu. To budou opakovat az do limitni podminky,
kterou miize byt procento pokrytych pozic, maximalni pocet faktori v rozkladu
nebo jejich kombinace. Nasleduje popis dvou takovych algoritmi.

2.1. Set Cover

Primocaré teseni je vyuzit hladové verze klasického algoritmu pro vypo-
¢et mnozinového pokryti (set cover). Snazime se pokryt prvky matice / mati-
cemi Cy,x1 © Dix, pro dany koncept (C,D) € F. Matice C o D pokryva pr-
vek I;; pokud C(i) ® D(j) = I;;. Vypocitame tedy nejprve cely konceptudlni
svaz B(X,Y,I) a poté z néj postupné pfidavame do rozkladu po jednom kon-
ceptu, vzdy ten, ktery pokryva nejvice dosud nepokrytych pozic matice 1.

Timto zpisobem sice neni t¥eba prochizet kazdou podmnozinu B(X,Y,I)
a i kdyz obecné pfijdeme o optimalni vysledek, vétsinou nebude vypocteny vysle-
dek o moc horsi, jelikoz je vzdy vybran koncept co poryje nejvic pozic, ale stale
je potfeba opakované prochéazet cely konceptualni svaz a algoritmus bude velmi
pomaly. Pritom nejsou primo diilezité samotné koncepty, ale jen jejich ,pokryti“,
tedy boolovské matice cover(C o D) velikosti m x n definované jako

[ 1 pokud C(i) @ D(j) = Iy,
(cover(C o D));; = { 0 jinak.
Mnoho rtznych konceptid bude mit stejné matice pokryti. Proto je vyhodné
jiz pfi samotném pocitani konceptudlniho svazu hashovat matice cover(C o D)
a ukladat jen koncepty s unikatnimi maticemi pokryti. Vypocteme tak podmno-
zinu konceptualniho svazu, ve které jsou vSechny koncepty unikatni ve své matici
pokryti, a pfi vybirani konceptli do rozkladu tak opakované neprochazime né-
které zbytecné koncepty. V sekci 5. je uvedeno do jaké miry tato optimalizace
redukuje prohledavany prostor.
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Pro vygenerovani konceptudlniho svazu B(X,Y,I) pouzivim algoritmus
FCbO prezentovany v [13]. Algoritmus 2.1. je upravenou verzi tohoto algoritmu,
zobecnénou na libovolné linedrné usporadané stupné a se zahrnutym filtrova-
nim konceptli podle jejich matice pokryti. Jedna se o rekurzivni algoritmus
a pocatecni voldni je FastGenerateFrom((P*,*"), 1, {0},cy). Spocitany kon-
cept (A, B) se ulozi, pokud ma mezi dosud uloZenymi koncepty unikatni matici
pokryti cover(A o B). Poté se z konceptu (A, B) odvodi dalsi koncepty. Argu-
menty y a posloupnost mnozin pro kazdy atribut { N, },ey plni optimaliza¢ni roli.
Pouzivaji se k ofezani prohledavaného stromu, kdy neni tieba sestoupit do vétve,
ve které by byly vygenerovany duplicitni koncepty. Vysledek algoritmu, tedy pod-
mnozina konceptuélniho svazu unikatni v maticich pokryti, je postupné stifadana
na fadku 2 algoritmu 2.1. TOPELEMENT je nejvyssi stupen (typicky 255). Pra-
cuje se s fuzzy mnozinami. Definice priniku dvou fuzzy mnozin, definice fuzzy
mnozin Y; : Y — L a definice relace ,je podmnozinou“ pro fuzzy mnoziny je
nasledujici:

(ANB)(x) = Alz)AB(x),
Yi(y) _ TOPELEMENT pokud y < j,
iy B 0 jinak,

ACB <= pro vsechna z plati A(z) < B(z).

Podrobnéjsi popis véetné diikazu korektnosti je uveden v [13].

V algoritmu 2.2. nejprve pomoci algoritmu 2.1. naplnime mnozinu kandidat-
nich konceptis C C B(X,Y,I). Zbytek je pak jiz klasicky algoritmus pro vy-
pocet mnozinového pokryti. V proménné U se udrzuji dosud nepokryté pozice
matice /. Limitni podminka na fadku 4 algoritmu 2.2. mize byt upravena,
tak aby se rozklad hledal jen do ur¢ité kvality (pomér pokrytych pozic), do maxi-
méalniho po¢tu faktori (velikost F) nebo kombinace obojiho. Z vysledné mnoziny
faktora F C B(X,Y, I) se muzZe sestrojit rozklad.

2.2. Promising Columns

Velkym problémem algoritmu 2.2. je, Zze musi nejprve spocitat vSechny kon-
cepty (fadek 1 algoritmu 2.2.). Jelikoz jich muze byt az exponencidlné mnoho vici
poctu atributi, tato samotna ,predpfiprava“ ¢asové dominuje cely algoritmus.
V élanku [4] je uveden jiny algoritmus, ktery neprochézi cely prostor koncepti.
Snazi se hledany koncept, co pokryje mnoho pozic, odhadnout pomoci tzv. ,slib-
nych sloupcti“. Béhem toho sice spoc¢itd mnoho docasnych konceptii, ale stale
mnohem méné, nez kdyby pocital cely svaz.

Nejprve uvadim definici sjednoceni fuzzy mnozin a znaceni fuzzy singletont
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Algorithm 2.1. FastGenerateFrom((4, B), v, {Ny}yev)

1

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

2
3
4
5:
6
7
8
9

: if HasUniqueCover(A o B) then
store (A, B)
: end if
: for j =y ton do
M; < N;
if B(j) <TOPELEMENT and N;NY; C BNY; then
C — AN {BOH /5
D+ Ct
if BNY; =DNY, then
put ((C, D), j) to queue
else
M; < D
end if
end if
end for
while get ((C, D), j) from queue do
FastGenerateFrom((C, D), j, {M,},ey)
end while
return

Algorithm 2.2. SetCover(/)

,_.
@

© PN g Wy

. C « FastGenerateFrom({(0%, %), 1, {0},ev)
c F+ 0
U+ {(i, j)|1i; > 0}
while U/ # () do
select (C, D) € C that maximizes |[U N {(i, j)|C (1) @ D(j) = L;; }|
F < Fu{{C,D)}
C+C\{(C, D)}
U UN{(i,7)|C) @ D(j) = I;;}
end while
return F
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(g je stupeni z L).
(AUB)(x) = A(x)V B(),

g - g pokud x =y,

Algoritmus promising columns je motivovan nasledujici vlastnosti intentu:

D= U {D(y)/y}w'

yey

Tedy kazdy intent D se sklad4 z mensich tzv. ,sloupcovych® intentt {P®)/y}+T.
U sloupcovych intentt je kladen pozadavek urcitého stupné pouze pro jeden atri-
but (sloupec matice I'). Ostatni atributy v ném maji nejvyssi mozny stuperi (uza-
vérovy operator +) co piislusny extent {?® /y}* dovoli. Algoritmus pak vychézi
z predpokladu, ze dobry intent (ten co spolu s pfislusnym extentem pokryje co nej-
vic pozic matice I) se sklada z dobrych sloupcovych intentti. Jelikoz ale nezname
hledany intent D, nemiiZeme ani sestrojit jeho sloupcové intenty {P®) /y}¥" (zévisi
na D). Proto se k hledanému intentu postupné pfiblizujeme tak, ze u dosavad-
niho nejlepsiho intentu zvysime stupen v nékterém sloupci tak, aby po zméné
pokryl co nejvice pozic. Jakoby se tim priblizime k jeho patfi¢nému sloupcovému
intentu. Po zméné stupné v sloupci je samoziejmé potieba koncept prepocitat,
tak aby to byl stale koncept.

Algoritmus 2.3. zacne od intentu nejobecnéjsiho konceptu (fadek 4 algo-
ritmu 2.3.) a snazi se ho maximalizovat opakovanym zvySovanim stupmit atributii
(fadek 6 a 10 algoritmu 2.3.), tak aby novy koncept pokryl co nejvice novych pozic

De?fy=Un{i)(DU{/y})* @) e (DU{*/y})" () = Iy},

a to opakuje tak dlouho, dokud lze pokryt vice pozic (fadek 7 algoritmu 2.3.).

2.2.1. Implementaéni optimalizace

vz

extentu DV a uzavéru DY, ktery je potfeba provést v kazdé iteraci vnitiniho cyklu
na fadku 10 algoritmu 2.3. pro uréeni mnoziny D @ 9/y, a to obecné pro kazdou
dvojici atributu y a stupné g (mnozinu neni nutné poécitat pro dvojice (y,g)
pro které plati ¢ < D(y), jelikoz se pak D U {9/y} nelisi od D). P¥i vybéru
dvojice atributu a stupné na fadku 10 algoritmu 2.3. mame spocitany pribézny
intent D = DV a extent D+ (musel byt spo¢itan pro uréeni D & 9/y v nékterém
predchozim kroku) a postupné prepoc¢itdvame novy extent a intent po tpravé D
na DU {9/y} pro kazdou dvojici atributu a stupné. DU {9/y} se od D lisi pouze
v bodé y, kde ma novy vyssi stupen g. Toho lze vyuzit pro efektivnéjsi vypocet
(DU{9/y})* a (DU {9/y})"" ze znalosti D' a D'
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Algorithm 2.3. PromisingColumns(/)

1. F+0

2: U +— {<Z7]>’IU > 0}
3: while U # () do

4: D« ¥

o Vo U {{G5) |04 @ 041 () = T}

6:  select (y,g) that maximizes |D @ 9/y|
7. while |[D®9/y| >V do

8: V<« D@9yl

o De (DU{sjyht

10: select (y,g) that maximizes |D & 9/y|
11:  end while

122 C«+ DY

13 F <« FU{(C,D)}

14: U+ U\{{i,5)|C>i) ® D(j) = I;}
15: end while

16: return F

Nejprve se podivame na (DU{9/y'})*. Ozna¢me DT = DU{9/y'} a pro dany
atribut y ozna¢me
Tey = D(y) = Ly,
rt = DY (y) = L.

zy

Potom pro D¥ a D™ 7 definice plati (pracujeme se strukturou reziduovaného
svazu ({0, ...,255}, min, max, ®, —, 0, 255))

D¥z) = IyIIGIXI/l Tays
+l — in et
D™ (x) min r,.

Pfitom pro dané x se rf lisi od 7,, pouze pro y = ¢’ a to tak, zZe T;y, < Tray
(operace — je antitonni v prvnim argumentu a D1 (y') > D(y')). Plati tedy

D™ (z) = min(D*(2), T:y,). (1)

Casovou slozitost vipoctu D+ lze tedy snizit z O(| X||Y]) na O(|X]). Priimérné
mi vyslo zrychleni celého algoritmu promising columns asi o 20 %.
Pro zrychleni vypoctu D nelze pouzit obdobny postup. Oznac¢me

riy = Di(x)—>Izy,
r;j = D'(z) = L,

14



Potom pro D' a D1 7 definice plati

" — S
D*(y) = minrg,
+4T _ st
D™ (y) min .

Ze vztahu (1) vidime, Ze D+ miiZe byt oproti D¥ mensi v libovolném bodé a tu-
diz se pro dané y mohlo zvysit libovolné rjj a je tedy nutné vztah prepocitat.
Miizeme alespon provést dil¢i optimalizaci. Pro dané y si zapamatujeme tzv. de-
finiéni argument z,, pro ktery plati D¥(y) = riyy (tedy x, = argmin,ecx Tiy).
Pokud se 7t melisi od r}  (coz znamend, ze se D™ (z,) nelisi od D¥(z,)),
pak se ani D+“(y) oproti D¥'(y) nezménilo (ostatni rezidua se mohla zvysit,
ale stéle plati mingex rit = riyy). Jinak je nutné D”T(y) prepocitat. D™ tedy
miizeme pocitat podle vztahu

pi) = { P'W) pokud D™ (z,) = DX(z,),
min,cy D™ (x) = I, jinak.

Asymptoticka Casova slozitost vypoctu D se tedy neméni a v praxi skutecné
dochazi vétsinou k prepocitavani. Primérné mi vyslo zrychleni celého algoritmu
promising columns asi o 2 %. V jednom pfipadé dokonce doslo k mirnému zpoma-
leni kvili reZii zapamatovavani si x, a testovani, zda je nutné provést piepocet.
Na rozdil od ptfedchozi optimalizace neméa tato dil¢i optimalizace tedy moc vy-
znam.

Obé optimalizace ilustruje piiklad 2.1.

> PRIKLAD 2.1. Uvazujme mnoZinu stupna L = {0,1,2}, mnoZinu ob-
jektt X = {x1, x5, 23} a mnozinu atributt Y = {41, y2, y3}. Pro jednodussi zapis
znacim v prikladu operaci min jako A. Matice I a tabulka pro Lukasiewiczovo
reziduum — na tiiprvkovém fetézci jsou dany jako

L0 2 — |0 1 2
02 2 2

I={211
02 0 11 2 2
2 10 1 2

Pocatecni koncept (D¥, D) je (0%, 0% = ({2/x1,2 /29,2 23}, {11, /12,0 Jys }).
Defini¢ni argumenty pro intent D jsou

fL’yl = I3, l’yz =T, .I‘yB = T3,

protoze pro D plati (tuénym pismem jsou oznacena aplikace rezidua, kterd urcuji
vysledek jednotlivych D(y))
Dy1)) = 2=1)A2—=>2)A(2—=0) = 1A2A0 = 0,
D) = 2=0A2—=1)A(2—=2) = 0AN1A2
D(ys) = 2—=2)A2—=1)A(2=0) = 2A1A0 = 0.

Il
[=)
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Nyni intent D rozsifime na DT = D U {!/y;}. Nésleduje vypocet jednotli-
vych D™ (x) vidy nejprve klasickym zptisobem a pak optimalizovanym zptisobem
(tuénym pismem jsou oznacena aplikace rezidua pouzita v optimalizovaném vy-
poctu).

D™ z)) = A—=1)A0—=0)A(0—2)
D™ z) = 2A(1—=1) = 2A2 = 2,

2A2A2 = 2,

D) = 1 —=2)A0=1DA0—=1) = 2A2A2 = 2,
D™ (zy) = 2A(1—=2) = 272 = 2,

D™(xs) = 1—=0A0—=2A0—=0) = 1A2A2 = 1,
D™ (xz3) = 2A(1—=0) = 2A1 = 1.

V optimalizované verzi vypoctu 53adl je nutné provést prepocet v bodech y; a ys
a neni nutné prepocitavat bod ys jelikoz

D—H(xyl) # Di(xy1)7 D—H(xys) 7 Di(xys)’ D+¢(Iyz) = Di@yz)'

Néasleduje vypocet jednotlivych DHT(y) ve stejném formatu jako vyse. Pokud
dojde k prepoctu, je potieba pro budouci vypocet aktualizovat patfiény defini¢ni
argument. Tuénym pismem jsou oznacena aplikace rezidua, ktera urcuji vysledek
jednotlivych DT (y).

DMy) = @51DAR=>2)A(1—20) = 1A2A1 = 1,
D*”(yl) = 2->1DA2=22)A(1—=0) = 1A2A1 = 1,

—~
N

D™y = 2250AC=21)A(1=2) = 0ALA2 = 0,
D (1) = D(y) = 0,

DMy = 292)AR2—=1)A(1>0) = 2A1A1 = 1,
D™M(y) = 2=2)A2=1)A(1—=0) = 2A1A1 = 1.
Pokud je vysledek nékterého D*”(y) urcen vice objekty, staci za patficny defi-
ni¢ni argument zvolit libovolny z nich. Defini¢ni argument z,, pro intent D+

je stejny jako pro intent D, jelikoz nedoslo k pfepoctu. Defini¢nimi argumenty
pro intent D1 jsou tedy napriklad

ZL'yl = T, ZL'y2 = a1, ZEy3 = T9.
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3. Reprezentace reziduovanych svazu

Programu, ktery implementuje hledani rozkladti pomoci formalnich kon-
ceptil, je potfeba néjakym zplsobem zadat strukturu reziduovaného svazu.
V 1ivodu bylo zminéno, Ze pro hledani rozkladt obrazki lze uvazovat strukturu
({0, ...,255}, min, max, ®, —, 0, 255). Nejvyssim stupném mize samoziejmé byt
i jiné ¢islo nez 255, pokud maji obrazky jinou bitovou hloubku nez 8 bitt na kazdy
kanal. Zbyva tedy zadat operace ® a —. Diky podmince adjunkce reziduovanych
svazi jedna z operaci ® nebo — jednoznacné urcuje tu druhou, staci tedy za-
dat jen jednu z nich, tfeba operaci ®. Jednou z moznosti je uvést primo jednu
ze znamych operaci ® (tfeba minimum), ale to by vybér omezovalo jen na volbu
jedné z nékolika operaci ® pfimo implementovanych programem.

Operace néasobeni ® reziduovanych svazi jsou tzv. zleva spojité t-normy
(viz. [9] nebo definice 1.27 a 1.28 z [3], pojmy lze uvazovat na libovolném fe-
tézci stupni L, ne nutné pouze na realném intervalu [0, 1]). Spojité t-normy
(viz. definice 1.36 z [3]) jsou specialnim piipadem zleva spojitych t-norem, které
spliiuji tzv. zdkon délitelnosti a A b = a ® (a — b). Pro spojité t-normy plati
tzv. Mostert-Shieldsova reprezentace, ktera mluvi o isomorfismu mezi reziduo-
vanymi svazy se spojitou t-normou a tzv. ordinalnimi souc¢ty. To umozni snazsi
reprezentaci operace ®. Nejprve ale definice ordinalniho souctu (specialni verze
definice 1.23 z [3]).

Definice 3.1. Mé&jme mnozinu indext [ = {0,1,...,n} pron € Ny a systém
{L;|¢ € I} tplnych linedrnich reziduovanych svazt L; = (L;, Ay, V4, ®;, —4, 04, 1;),
tak ze proi =0,...,n—1plati 1, = 0;,7 a L;NL;;; = {1;} a pro vSechna i, j € I,
tak ze j > i+ 1 plati L; N L; = (). Ordinélni soucet €, ;L; je Gplny linerni
reziduovany svaz (L,A,V,®,—,0,1), kde L = (J;c; Li;, 0 =09, 1 =1, aa < b
pravé tehdy kdyz bud a,b € L; aa <; b, neboa € L;, b € L; ai < j. Operace A
a V jsou dany relaci <. operace ® a — jsou definovany

b — {a@ib pokud a,b € L;,

aNb jinak,
1 pokud a < b,

a—b = a—;b pokudaLbaabe L,
b jinak.

Ordinalni soucet tedy spoji fetézce, které na sebe navazuji, a pocita na nich
tak, ze pokud stupné patii do stejného podrietézce, je vysledek shodny s vysledkem
aplikace odpovidajici operace na tomto podfetézci (s vyjimkou a — b pro pripad
a < b, kde z adjunkce musi byt vysledkem nejvyssi stupen celého ordinalniho
souctu), jinak je vysledek stejny jako v Godelové struktufe. Nyni jiz zminéna
reprezentace (verze véty 1.45 z [3]).

Véta 3.1. (Mostert-Shieldsova reprezentace) UvaZujme spojitou t-normu &
na konecném fretézci L. Pak uplny reziduovany svaz odpovidajici t-normé & je
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isomorfni s ordindlnim souctem @, LL; dplnych reziduovanych svazi L, tak Ze I
je mnozina vsech idempotenti operace ® a kaZdé LL; je Lukasiewiczova algebra
na intervalu [0;, 1;] nebo jednoprvkovd algebra.

Spojité t-normy ® jsou tedy na konecnych fetézcich jednoznaéné dany svymi
idempotenty a lze je diky této reprezentaci zadat jejich vyctem. Idempotenti roz-
sekaji stupné na podietézce, tak ze kazdy podietézec je tvoren dvéma nejblizsimi
idempotenty, kterymi je ohranicen, a stupni mezi nimi. Odpovidajici reziduovany
svaz je pak isomorfni s ordinalnim souctem téchto podietézct. Lze tedy pocitat
pfimo v tomto ordinalnim souc¢tu podle definice 3.1.

T-normy, které nejsou spojité, Mostert-Shieldsovu reprezentaci nesplnuji. Na-
priklad ji nespliuje nilpotentni minimum, které je jen zleva spojité. Reprezentace
nam vsSak dava zpusob, jak jednoduse zadat dostatecné bohatou tridu spojitych
t-norem.
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4. Pouzité nastroje

Jako soucast diplomové prace jsem vytvoril konzolovy program gfd (graded
factor decomposition), ktery najde rozklad vstupniho obrazku v zadané kvalité
pomoci algoritmu set cover nebo promising columns a ulozi jej do souboru v bi-
narnim forméatu. Z tohoto rozkladu je pak mozné ve zpétném chodu programu
gfd (viz. dokumentace programu v piiloze A.) ziskat z néj vypocteny obréa-
zek, popt. obrazky jednotlivych faktorti nebo textovou reprezentaci rozkladu.
Pro préaci s riznymi obrazkovymi formaty vyuziva gfd knihovnu CImg, ktera ex-
terné vola program convert z balicku imagemagick. Pro spréavny chod programu
gfd je tedy nutné mit balicek imagemagick instalovan (byvéa instalovan jako sou-
¢ast vétsiny linuxovych distribuci).

Program gfd umoznuje zadat spojité t-normy pomoci vyétu jejich idempo-
tentl (z nichz nékteré, jako tfeba minimum, lze zadat jménem). Pro vygenerovani
delsi posloupnosti idempotentti, které jsou od sebe stejné vzdalené, lze vyuzit
program seq (viz. dokumentace A.3.1.). Z t-norem, které jsou jen zleva spojité,
program podporuje pouze nilpotentni minimum.

Jelikoz je vypocet velmi casové naroc¢ny, byl mi zfizen pristup ke Skolnimu
pocitaci, na kterém jsem vzdalené spoustél jednotlivé vypocty pomoci programu
screen. Timto zpisobem jsem ziskal naprostou vétsinu vysledkd.

Pro zmensovani obrazkii, pro tcel zkraceni doby vypoctu, jsem pouzil program
convert (parametr -resize).

Pro sledovani pamétové zatéze algoritmi jsem pouZil program valgrind
a pro méreni ¢asu béhu algoritmt jsem pouzil program time.

Grafy jsem vytvarel v programovacim jazyce R.

Metodu jsem testoval na obrazcich ziskanych z online zdroju [1,6, 12].
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5. Vysledky

Pokud nebude uvedeno jinak, jsou vSechny pouzité obrazky jednokanalové
(Sedot6nové) nebo tiikanalové (barevné, model RGB) s 256 stupni.

5.1. Casova a pamétova efektivita algoritm

Pokud nebude uvedeno jinak, jsou vSechny uvedené ¢asy naméfené na stroji
Intel(R) Core(TM)2 Duo E8200 @ 2.66 GHz se 4 GiB RAM. Uvedené ¢asy jsou
tzv. user time, tedy cas straveny samotnym vypoctem programu, seCteno pres
vsechna jadra. System time byl vzdy zanedbatelny. Dtivod, pro¢ jsem zvolil user
time misto real time je ten, Ze user time je odolny vici vytizenosti stroje (k jed-
nomu stroji jsem pristupoval vzdalené a nebyl vyhrazen jen pro mé, nemohl jsem
tedy kontrolovat vytiZzenost stroje) a viéi poctu jader (program muze vyuzit to-
lik jader, kolik je v obrazku kanalt, pritom jsem mél k dispozici stroje se dvémi
a Gtyimi jadry). User time je tedy jakymsi ukazatelem vykonané prace. Casy lze
prevést na realny cas podélenim poc¢tem kanalt obrazku nebo poc¢tem jader pro-
cesort, ¢ehokoliv je méné. Casy jsou zméfené pro cely béh programu, tedy véetné
nacteni obréazku a uloZeni rozkladu. Tato rezie navic (typicky se jednalo o 0.01s)
ovSem vyznamneé ovliviiuje pouze ta nejkratsi méreni, ktera jsou stejné problema-
ticky méfitelnad (¢asy se pii opakovanych méfenich pohybovaly napi. od 0.008's
do 0.020s) a jejich celkovy ¢as je zanedbatelny. Méfeni jsem nékolikrat opako-
val, vétsinou t¥ikrat, podle moznosti (neopakoval jsem napfiklad méteni, které
trvalo nékolik hodin) a bral jsem pramér cast. Az na ta zminénd velmi kratka
méfeni byla vSechna méfeni velmi stabilni (vétSinou se jednotlivd méfeni lisila
az na 4. platné pozici, malokdy na 3. platné pozici).

5.1.1. Set cover — vliv struktury

Vliv volby struktury na algoritmus set cover jsem otestoval na c¢tyrech Se-
doténovych obrazcich velikosti 5 X 5 a jednom barevném obrazku velikosti 4 x 4
a nechal jsem provést tplné rozklady. Mé¢l jsem tedy k dispozici 7 tplnych roz-
kladid. Dtivod, proc¢ jsem volil tak absurdné malé obrazky je ten, ze ¢as algoritmu
rostl s velikosti obrazku velmi rychle. Naptiklad, kdyz jsem zmensil ptivodni ob-
razek na velikost 4 x 4 a pouzil z hlediska rychlosti nejhorsi strukturu, algoritmus
trval 2 vtefiny. Kdyz jsem stejny obrazek zmensil na velikost 8 x 8 a pouzil stej-
nou strukturu, vypocet jiz trval 44 hodin. Velikost jsem tedy musel volit tak,
aby algoritmus skoncil v rozumné dobé€ i pro nejhorsi strukturu.

Namérené hodnoty pro jeden z téchto obrazkt jsou uvedeny v tabulce 1.
(ostatni obrézky vedly na obdobné pozorovani, proto uvadim jen jeden). Za struk-
tury jsem zvolil vSechny struktury se spojitymi operacemi ®, které maji pravi-
delné vzdalené idempotenty (stepX z tabulky 1. udava strukturu s operaci ®,
kterd ma idempotenty nasobky X, tedy 0, X, 2X, ..., 255), a strukturu s nil-
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potentnim minimem (pro jednoduchost oznacuji celou strukturu jako nilpotentni
minimum). Tabulka uvadi pro danou strukturu pocet idempotentii operace ®, po-
¢et konceptil, pocet kandidatnich konceptt (unikatnich v matici pokryti), pocet
faktori rozkladu (algoritmem vybrané kandidatni koncepty) a ¢as béhu algoritmu
ve vtefinach.

Tabulka 1. Porovnani vlivu struktury na algoritmus set cover. Pro jednotlivé struktury
uvadi pocty konceptt, kandidatnich konceptt a faktord a c¢as vypoctu ve vtefinach
aplného rozkladu obrazku velikosti 5 x 5.

struktura idempotenttt  koncepti kandidatt faktori cas (s)
stepl (minimum) 256 222 150 5 0,015
step3 86 2688 306 5 0,016
stepd 52 5333 293 ) 0,027
step1b 18 227892 315 5 0,6
stepl7 16 173155 347 ) 0,45
stepH1 6 180124 304 6 0,53
step85 4 10002065 394 6 26
step255 (Lukasiewicz) 2 12196422 325 6 37
nilpotentni minimum 129 131989 280 5 0,37

Struktura mé enormni vliv na velikost konceptualniho svazu. Optimalizace,
ktera uchovava pouze koncepty unikatni v matici pokryti, se jevi jako naprosto
nezbytna. Viceméné bez ohledu na velikost konceptualniho svazu jsou pocty kan-
didatnich koncepttt velmi podobné. V téch horsich piipadech (vetsi konceptu-
alni svazy) tato optimalizace redukuje pocet opakované prochazenych konceptii
az o pét radd. Z tohoto divodu je ¢as algoritmu dominovan fazi prichodu kon-
ceptualnim svazem. Cas je viceméné piimo timérny velikosti svazu.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze vétsi pocet idempotentii vede na mensi
pocet konceptli. Ve skutecnosti jde ale o vhodné idempotenty pro dany obréazek.
Vetsi pocet idempotentt pouze pravdépodobnéji obsahuje vhodné idempotenty,
coz je patrné ze dvou pripadi. Prvnim piipadem je nilpotentni minimum, které
si nevedlo moc dobre, i pres svij velky pocet idempotentii. Nilpotentni minimum
méa idempotenty 0 a pak vSechny stupné od 128 nahoru. Tato nepravidelna dis-
tribuce muze za slabsi vykon, coz potvrdil i test se tfemi idempotenty, kdy jsem
za idempotenty zvolil povinné 0 a 255 a s tfetim jsem hybal. Kdyz jsem jej volil
blizko 0 nebo 255, byl vysledek podobny jako pro Lukasiewiczovo ®, kdyz jsem se
s nim blizil ke stfedu stupni, vysledek se lepsil. Druhym pfipadem je stepl5, ktery
si vedl hiife nez stepl7 a stepbl. Stepl7 a step51 obsahovaly pro tento obrazek
vhodnéjsi idempotenty. Tato pozorovani se potvrdila i pro zbylych Sest rozkladi.
Zejména stepld a stepl7 se Casto stfidaly v poctu konceptii, jelikoz maji témeér
stejny pocet idempotentt, jde spise o vhodnost idempotenti pro dany obrazek.
Stepl5 mél méné konceptl ve ¢tyfech ze sedmi pripadi, dva nejextrémnéjsi po-
méry poc¢tl konceptt byly 1:3 ve prospéch stepl7 a 2:5 ve prospéch steplb. Nil-
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potentni minimum se pohybovalo co do poctu konceptid mezi 4. a 7. mistem.
Minimum (Godel) vyslo vzdy nejlépe a Lukasiewicz vySel vzdy nejhiife, coz opét
posiluje argument vhodnych idempotentt, jelikoz minimum ma vSechny idem-
potenty a nemtize tedy byt nikdy horsi nez jind operace ® a naopak vSechny
ostatni operace ® maji alespon idempotenty 0 a 255 a nemohou tedy byt horsi
nez Lukasiewicz.

Pocty kandidatnich konceptd se mezi rtiznymi strukturami s vyjimkou mi-
nima, které mélo témér vzdy méné samotnych koncepttt nez ostatni struktury
kandidéatnich koncepti, moc nelisily a byly chaotické (nebyl patrny vliv poctu
idempotent).

Z tabulky 1. by se mohlo zdat, ze vice idempotenti vede na méné faktort,
ale to se u ostatnich rozkladt nepotvrdilo. Poc¢ty faktord pro vSechny rozklady
jsou uvedeny v tabulce 2.

Tabulka 2. Pocty faktorti tplnych rozkladii nékolika obrazkit velikosti 5 X 5 vypocte-
nych algoritmem set cover pro jednotlivé struktury.

struktura obr.1 obr.2 obr.3 obr.4 obr.5R obr.5G obr. 5B
stepl (minimum) 6 5 6 6 5 4 4
step3 6 5 6 6 ) 4 4
stepb 6 5 6 6 5 4 4
stepld ) 5} 5 6 ) 4 4
stepl7? 6 5 6 6 4 4 4
stepbl 6 6 6 6 5 5 4
step85 6 6 ) 6 ) ) 6
step255 (Lukas.) 6 6 6 6 5 5 5
nilpotentni min. 8 5 6 6 4 4 )

Pocty konceptlt mezi riznymi obrazky se také lisily vyraznéji pro horsi struk-
tury. Z obrazki velikosti 5 x 5 mél pro Lukasiewiczovu strukturu nejjednodussi

vvvvvv

vvvvvv

Nejlepsi volbou struktury se tedy jevi minimum. Minimum vede na nejmensi
pocty konceptii a kandidatnich konceptid, coz vyznamné zrychluje algoritmus
a pritom nevede na nijak horsi rozklady. Minimum je také nejstabilnéjsi pro rizné
obrazky, jelikoz mé vsechny idempotenty.

5.1.2. Promising columns — vliv struktury

Algoritmus promising columns jsem otestoval na 57 obrazcich pfevazné veli-
kosti 100 x 100 (8 z nich mélo velikost 128 x 128 a jeden byl 100 x 67), z toho
24 bylo barevnych. Mél jsem tedy k dispozici celkem 105 uplnych rozkladt
pro kazdou strukturu. Casy byly zméfené na stroji Intel(R) Core(TM) i7-2600
@ 3.40 GHz se 12 GiB RAM. Volba struktury se u tohoto algoritmu nejevila vy-
znamna, vysledky vychéazely velmi podobné pro vSechny struktury. Pro predstavu
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uvadim v tabulce 3. idaje pro jeden ndhodné vylosovany barevny obrazek veli-
kosti 100 x 100. Tabulka pro kazdou volbu struktury uvadi pocet idempotentii
operace ®, pocet faktord uplného rozkladu v kazdém kanale a dobu vypoctu
v minutach.

Tabulka 3. Pocty faktorti rozkladu jednotlivych kandlt obrazku velikosti 100 x 100
vypoctenych algoritmem promising columns pro jednotlivé struktury a celkovy cas
vypoctu v minutach.

struktura idempotenttt kandl R kandl G kanal B ¢as (m)
stepl (minimum) 256 136 131 117 13,9
step3 86 131 130 116 13,9
stepd 52 134 125 124 144
stepld 18 127 123 126 14,5
stepl7 16 124 122 118 13,9
stepb1 6 136 124 124 144
step85 4 133 128 115 13,9
step255 (Lukasiewicz) 2 140 142 133 13,8
nilpotentni minimum 129 137 132 148 134
bottomfew 9 145 141 120 144
densemid 43 128 126 119 144
sparsemid 19 129 122 122 14,5

Bottomfew je struktura se spojitou operaci ®, kterd ma idempotenty 0, 2, 4,
6, 16, 18, 52, 86 a 255. Jde tedy o protiklad nilpotentniho minima s par idempo-
tenty v nizkych stupnich. Densemid a sparsemid jsou struktury se spojitymi &,
pro které jsem idempotenty koncentroval do stfedu stupni. Stupné jsem roz-
délil do Sestin a v kazdé Sestiné jsem zvolil idempotenty v pravidelném kroku
v odlisné hustoté. Ve spodni a horni Sestiné jsem nechal pouze povinné 0 a 255.
V prostirednich dvou Sestinach jsem zvolil vice idempotent a ve 2. a 5. Sestiné
jsem zvolil méné idempotenttt. Konkrétné pro densemid jsem zvolil krok pro 2.
a H. Sestinu 8 a pro prostfedni Sestiny krok 3. Pro sparsemid jsem zvolil krok
pro 2. a 5. Sestinu 16 a pro prostiedni Sestiny krok 8. Rozmisténi idempotentii
pro tyto dvé struktury jsou znazornény na obrazku 1.

Jelikoz tedy neni na prvni pohled vliv struktury prilis patrny, provedl jsem po-
rovnani jinak. Pro kazdy obrazek jsem vypocital prumér ¢asti pres vSechny struk-
tury a jednotlivé casy struktur jsem vyjadril jako pomér viici tomuto primeéru.
Tedy napiiklad, pokud byl primérny cas pro jeden obrazek 10 minut a minimum
meélo ¢as 11 minut, dostal jsem pomér %, coz vyjadruje, Ze na tomto obrazku
si minimum vedlo o 10 % htfe nez primérné struktura. Timto zptisobem jsem
pro kazdou strukturu dostal 57 poméru (pro kazdy obrazek jeden), ze kterych
jsem spocital primér. Vysledky ukazuje tabulka 4., kterd pro danou strukturu
uvadi pramér poméri poctu faktori (ziskdno obdobné jako pro ¢as, akorat jsem
pomér vzal pro kazdy kanal, dohromady tedy jde o priamér 105 poméri), pramér
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0 0

(a) densemid (b) sparsemid

Obrazek 1. Rozmisténi idempotentt struktur densemid a sparsemid
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c¢asovych pomeérti, smérodatnou odchylku casovych pomérti a nakonec nejlepsi
a nejhorsi ¢asovy pomeér.

Tabulka 4. Porovnani vlivu struktury na algoritmus promising columns. V tabulce jsou
uvedeny pomeéry meéfenych atributt mezi strukturami. Mensi pomér znamend lepsi
vysledek. Pro jednotlivé struktury je uveden prumér poméri poctu faktort, primér
casovych pomért, smérodatnad odchylka casovych poméra a nejlepsi a nejhorsi ¢asovy

pomer.
struktura pramér f. primér ¢. sm.od. min max
stepl (minimum) 0,992 1,055 0,060 0,867 1,187
step3 0,992 1,060 0,064 0,866 1,188
stepb 0,998 1,057 0,060 0,868 1,204
steplb 0,997 1,038 0,055 0,874 1,133
stepl7 0,998 1,030 0,057 0,875 1,191
stepbl 0,993 0,984 0,048 0,805 1,067
step85 0,999 0,978 0,076 0,887 1,428
step255 (Lukasiewicz) 1,024 0,866 0,181 0,486 1,658
nilpotentni minimum 1,011 0,873 0,165 0,527 1,549
bottomfew 1,009 1,013 0,080 0,836 1,453
densemid 0,994 1,028 0,047 0,880 1,133
sparsemid 0,994 1,020 0,048 0,879 1,143

S vyjimkou Lukasiewiczovi struktury a nilpotentniho minima vysly struktury
velmi podobné. Rozdily byly v fadu procent jak u primeért, tak v odchylkéch.
Mezi nimi by se snad dala vyzdvihnout struktura step51, kterd méla dobrou kom-
binaci vSech sledovanych atributti. Vedla na jedny z nejmensich rozkladi, pfitom
byla jedna z nejrychlejsich, méla jednu z nejmensich odchylek, 3. nejlepsi nej-
lepsi ptipad a viibec nejlepsi nejhorsi pripad. Rozdily byly ovSem velmi malé.
Naopak Lukasiewiczova struktura a nilpotentni minimum se od ostatnich docela
lisily, bohuzel v nékterych ohledech smérem k hor§imu. Mély o 1-3 % horsi roz-
klady, ale zato byly o 10-20 % rychlejsi. Na druhou stranu byly zase méné stabilni
se skoro trojnasobnou odchylkou.

Z hlediska vlivu na dobu vypoctu tedy neni volba struktury pro algoritmus
promising columns kriticka. Doporucit 1ze Lukasiewiczovu strukturu a nilpotentni
minimum, které prece jen byly priimérné o néco rychlejsi, i kdyz s velkymi vykyvy.

5.1.3. Vzajemné srovnani algoritmu

Vzhledem k vySe uvedenym pozorovanim jsem pro vzajemné srovnani obou
algoritmii zvolil strukturu minimum. Dalo se ¢ekat, ze si set cover povede hur,
takze minimum, které je pro néj nejlepsi volba a zaroven nepatii k tém rychlejsim
pro promising columns, dava set coveru nejvétsi Ssanci. Porovnani jsem provedl
na ¢tyrech sedoténovych obrazcich velikosti 10 x 10. Vysledky jsou v tabulce 5.
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Jde o uplné rozklady. Tabulka uvadi ¢as vypoctu pro oba algoritmy ve vtefinach
a pocet faktori rozkladu.

Tabulka 5. Vzajemné srovnani algoritmu set cover a promising columns. Pro jednot-
livé obrazky jsou uvedeny pocty faktorid a ¢as vypoctu ve vtefinach aplnych rozkladu

vypoctenych algoritmy set cover a promising columns.
SC faktorat PC faktora ¢as SC (s) ¢as PC (s)

obr. 1 12 14 0,85 0,086
obr. 2 15 11 1,7 0,066
obr. 3 16 14 1,6 0,1

obr. 4 15 13 15 0,064

Tabulka hovoii jasné, promising columns je fadoveé rychlejsi, pritom dokonce
vede na o néco lepsi rozklady, coz mé prekvapilo. Doba vypoctu set coveru navic
roste s velikosti vstupu mnohem rychleji. Pro obrazek velikosti 16 x 16 vzrostl cas
pro promising columns na 0.17s, zatimco ¢as set coveru vzrostl na 5700s. Cena
za pocitani celého konceptualniho svazu je tedy prili§ vysoka, pfitom se ani na-
konec neprojevi v kvalité rozkladu.

5.1.4. Paméfova narocnost

Promising columns neni pamétové narocny. Kromé mista pro samotné fak-
tory potfebuje akorat misto pro t¥i docasné koncepty, se kterymi aktualné pocita
(aktudlni kandidat na faktor, jeho aktudlni nejlepsi rozsifeni a pravé ovéfovany
koncept pii hledani lepsiho rozsifeni). Zato set cover je velmi pamétové naro¢ny.
Musi ulozit alespon vsechny kandidatni koncepty, ale zejména dochéazi k prohle-
davani prostoru konceptii, béhem kterého se z aktualniho konceptu odvodi mnoho
dalsich, které je potfeba docasné ulozit, nez budou zpracovany. Pii velikosti kon-
ceptualnich svazli to je dalsi velkd nevyhoda set coveru.

Napriklad pro obrazek velikosti 10 x 10 vedl program s pouzitim algoritmu
promising columns celkem na 114 alokaci a dohromady alokoval asi 160 KiB. S po-
uzitim set cover algoritmu to bylo asi 3 miliény alokaci a dohromady asi 180 MiB.
Pro obrazek velikosti 119 x 8124 nepresahlo pro promising columns vyuziti pa-
méti 2.2 MiB. Pro stejny obrazek a set cover dosahlo vyuziti pameéti 28 GiB
(12 GiB RAM a 16 GiB swap), poté byl vypocet prerusen.

5.1.5. Shrnuti efektivity algoritmu

Vzhledem k vysSe uvedenym pozorovanim je jasnym favoritem algoritmus pro-
mising columns. Je vyrazné ¢asové i pamétove efektivnéjsi, pfitom vede minimélné
na stejné kvalitni rozklady, spise i o néco lepsi. Z tohoto divodu se ve zbytku
textu zabyvam jen algoritmem promising columns.
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5.2. Kwvalita rozkladua

Nésledujici méfeni jsem provedl na 57 obrazcich pfevazné velikosti 100 x 100
(8 z nich mélo velikost 128 x 128 a jeden byl 100 x 67), z toho 24 bylo barevnych.
Mél jsem tedy k dispozici celkem 105 tplnych rozkladt pro kazdou strukturu.

5.2.1. Uplné rozklady

Tabulka 6. obsahuje data pro uplné rozklady. Opét jsem pouzil poméry
pro kazdy rozklad (kanal obrazku). Pro kazdy rozklad jsem si tedy vyjadfil veli-
kost rozkladu pro danou strukturu jako pomeér

pocet faktord pro danou strukturu

pramérny pocet faktortt pres vSechny struktury

Z téchto poméru jsem pak sestavil tabulku, ktera pro danou strukturu uvadi
pocet idempotentli operace ®, prumér pomeéri, smérodatnou odchylku pomeért
a nejlepsi a nejhorsi pomer.

Tabulka 6. Vliv struktury na dplné rozklady. Tabulka vychézi z pomérti pocétu fak-
tord mezi strukturami pro jednotlivé rozklady. Mensi pomér znamena mensi rozklad.
Pro jednotlivé struktury je uveden primér poméra poc¢tu faktort, smérodatna odchylka
pomeéru a nejlepsi a nejhorsi pomeér.

struktura idempotentd primér sm.od. min max
stepl (minimum) 256 0,992 0,029 0,890 1,059
step3 86 0,992 0,032 0,920 1,070
stepb 52 0,998 0,031 0,924 1,148
stepld 18 0,997 0,027 0,932 1,065
stepl7 16 0,998 0,032 0,910 1,103
stepbl 6 0,993 0,033 0,895 1,059
step85 4 0,999 0,037 0,898 1,113
step255 (Lukasiewicz) 2 1,024 0,059 0,706 1,162
nilpotentni minimum 129 1,011 0,098 0,681 1,276
bottomfew 9 1,009 0,038 0,909 1,094
densemid 43 0,994 0,025 0,917 1,059
sparsemid 19 0,994 0,029 0,910 1,063

Pro uplné rozklady je volba struktury zanedbatelnéa. Snad jen Lukasiewiczova
struktura je mirné horsi. Méné stabilni je Lukasiewiczova struktura a zejména
pak nilpotentni minimum, u kterého smérodatna odchylka tvori témér 10 %.

5.2.2. Casteéné rozklady

Kvalitu ¢astecnych rozkladd jsem méril pomoci dvou metrik. Jednou byl po-
mér pokrytych pozic a druhou byla blizkost rekonstruované matice k matici pi-
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vodni. Pro urceni blizkosti jsem vychazel z primérné vzdalenosti avgdist jednot-
livych hodnot zrekonstruované matice k hodnotam ptvodni matice. Konkrétné
jsem blizkost kvantifikoval procentualné podle vztahu

avgdist
1———— -100.
( 255 >

Pomeér pokrytych pozic dava garanci néjakého poc¢tu presnych hodnot, ale viibec
nebere v potaz vzdalenost na ostatnich pozicich. Z tohoto pohledu se blizkost
jevi jako vhodnéjsi metrika. Vyse definovana blizkost je ovsem ponékud zavadeé-
jici. Typicky jiz prvnich péar faktort spliiuje 80 % kvalitu. Typické obrazky maji
vétsinu hodnot kolem stiedu a 80 % kvalita znamend, Ze jsou hodnoty primérné
vzdalené asi o 50 stupnt, tedy napiiklad misto hodnoty 130 rozklad reprezen-
tuje hodnotu 80, coz je samoziejmé velmi nekvalitni. Pro blizkost je tedy nutné
sledovat mnohem vyssi kvality.

Pro pomér pokrytych pozic jsem zvolil krok 10%. Meéfeni jsou uvedena
v tabulce 7. Az na Lukasiewiczovu strukturu neni vliv struktury vyznamny.
Lukasiewiczova struktura mé zajimavy pribéh. Zpocatku si vede primeérné,
pak si ale dlouho udrzuje v porovnani s ostatnimi strukturami zhruba o 10%
mensi rozklady. Bohuzel pro z praktického pohledu zajimavé kvality (80 % a vic)
se opét vraci k priiméru a nakonec v plném rozkladu je dokonce nejhorsi struk-
turou, jak jiz bylo uvedeno. Nilpotentni minimum mé zpocatku velké rozklady,
pozdéji se vsak dostava na druhé misto.

Tabulka 7. Vliv struktury na velikost ¢aste¢nych rozkladid spliiujicich dané procento
pokrytych pozic. Tabulka vychazi z pomért poctu faktori mezi strukturami pro jednot-
livé rozklady. Mensi pomér znamend mensi rozklad. Pro jednotlivé struktury a kvality
je uveden prumér poméru poctu faktorid nejmensich rozkladt spliujici danou kvalitu.
struktura  10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
minimum 0,98 1,02 1,03 1,02 1,03 1,02 1,02 1,01 1,00 0,99

step3 098 103 1,03 1,02 1,02 1,02 1,02 101 1,00 0,99
stepb 1,00 1,02 102 1,02 1,02 1,02 1,02 1,01 1,01 1,00
stepl5 1,00 1,01 1,02 1,02 1,02 102 1,02 1,01 1,01 1,00
stepl7 1,00 1,01 101 1,02 1,02 1,02 1,02 1,01 1,01 1,00
step51 099 099 1,00 1,00 1,01 1,01 101 1,01 1,01 0,99
step85 098 0,97 097 097 098 099 099 1,00 1,00 1,00
Lukas. 099 092 091 089 089 090 091 094 0097 1,02

pilp. min. 1,11 1,03 0,99 0,98 096 096 0097 097 098 1,01
bottomfew 0,97 1,01 1,01 1,03 101 1,01 1,00 1,00 1,00 1,01
densemid 0,98 1,00 1,01 1,01 1,02 1,02 101 101 1,01 0,99
sparsemid 1,00 0,99 1,00 101 1,01 1,02 1,02 101 101 099

Pro blizkost jsem zvolil z vySe uvedeného diivodu vysoké kvality s krokem 2 %.
Meéfeni jsou uvedena v tabulce 8. Chovani struktur je obdobné jako v poméru po-
krytych pozic, ale mnohem vyraznéjsi. Lukasiewiczova struktura méa ve stfednich
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kvalitach az o ¢tvrtinu mensi rozklady. Kvalita 96 %, pro kterou si Lukasiewiczova
struktura stale udrzuje dominantni postaveni, znamend priameérné asi o 10 stupni
mensi hodnoty (rozklady aproximuji pivodni obrazek zdola). Nilpotentni mini-
mum si opét vede velmi Spatné v nizkych kvalitach, ale mnohem lépe pozdéji.

Tabulka 8. Vliv struktury na velikost ¢asteénych rozkladii spliujicich danou blizkost.
Tabulka vychazi z pomért poc¢tu faktorti mezi strukturami pro jednotlivé rozklady.
Mensi pomér znamend mensi rozklad. Pro jednotlivé struktury a kvality je uveden
primér pomért poctu faktorti nejmensich rozkladi spliiujici danou kvalitu.
struktura  82% 84% 86% 8% 90% 92% 94% 96% 98% 100%
minimum 1,02 1,03 1,03 1,03 1,04 1,06 1,06 1,05 1,04 0,99

step3 1,00 1,00 101 1,03 1,04 1,04 1,06 105 1,04 0,99
stepb 1,02 1,02 101 1,03 1,04 105 1,05 1,05 1,04 1,00
stepl5 099 100 1,01 1,03 1,03 1,03 104 1,04 1,03 1,00
stepl7 1,00 1,00 1,00 1,02 1,04 104 1,06 1,05 1,03 1,00
step51 099 1,00 1,00 1,01 1,02 1,02 1,03 1,04 1,02 0,99
step85 0,96 096 099 098 097 097 097 097 1,00 1,00
Lukas. 0,81 080 0,78 0,76 0,76 0,77 0,75 0,76 083 1,02

pilp. min. 1,22 1,19 1,16 1,10 1,03 096 091 0,90 0,92 1,01
bottomfew 0,97 0,97 0097 097 098 0097 097 098 098 1,01
densemid 1,01 1,01 1,02 101 1,02 1,05 1,06 106 1,04 0,99
sparsemid 1,01 1,03 1,02 1,03 1,05 1,05 105 1,05 1,03 0,99

Celkové lze pro castecné rozklady urcité doporucit Lukasiewiczovu strukturu,
obzvlast pokud neni pozadavek na kvalitu vysoky. Diky mensim rozkladtim bude
vypocet i rychlejsi. Je ovsem dilezité rozliSovat mezi ¢astecnymi rozklady a tpl-
nymi. Lukasiewiczova struktura ma nejmensi castecné rozklady, ale pfitom nej-
vétsi aplné rozklady. Podobné nilpotentni minimum mé druhé nejmensi ¢astecné
rozklady (az na hodné nizké kvality), ale druhé nejhorsi tplné rozklady. Naopak
tfeba minimum patfilo v c¢astecnych rozkladech k tém nejhorsim, ale dopadlo
mezi nejlepsimi v iplnych rozkladech.

5.2.3. Prubéh rozkladu

Pribéh rozkladu jsem métil na podmnoziné obrazkia velikosti 100 x 100
(48 obrazk, 80 rozkladii). Méfeni jsem provedl ze dvou pohledi. Prvnim pohle-
dem byl primérny pocet faktorti pro danou kvalitu a druhym byl opa¢ny pohled,
tedy dosazena kvalita pro dany pocet faktort.

Namérena data z pohledu kvality jsou uvedena v tabulce 9. pro pokryté po-
zice a v tabulce 10. pro blizkost. Tabulky udavaji pro danou strukturu primérny
pocet faktort, ktery byl potieba pro dosazeni dané kvality. Na obrazku 2. jsou
pro tfi vybrané struktury namérend data prolozena kfivkou. V datech je patrny
charakter algoritmu. Zaprvé algoritmus postupné hladové vybira koncepty, co po-
kryji nejvic pozic, a zadruhé postupnym pridavanim koncepti do rozkladu klesa
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pocet nepokrytych pozic a tim klesa i pocet nové pokrytych pozic s pridavanim
dalsich konceptti. Kvalita tedy ze zacatku roste rychle, ale ¢im je rozklad vétsi,
tim efektivita pridavani dalsich koncepti klesa. V zavéru je pridavani konceptil
velmi neefektivni, kdy je tieba velikost rozkladu témér zdvojnasobit, aby bylo
pokryto poslednich 10 % pozic.

Tabulka 9. Prubéh velikosti rozkladi z pohledu procenta pokrytych pozic. Pro jednot-
livé struktury a kvality uvadi kolik bylo primérné potieba faktori v rozkladu pro spl-
néni dané kvality.

struktura  10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

minimum 3 7 13 21 30 41 53 69 89 153
step3 3 8 13 21 30 41 53 69 89 153
stepd 3 7 13 21 30 41 53 69 89 153
stepld 3 7 13 21 30 41 53 69 90 154
stepl7 3 7 13 21 30 41 53 69 89 153
stepd1 3 7 13 20 29 40 53 68 90 153
step85 3 7 12 19 29 39 52 68 89 153
Lukas. 3 6 11 17 25 35 47 63 86 158
nilp. min. 3 7 13 19 27 37 50 66 87 155
bottomfew 3 7 13 21 30 40 53 68 90 154
densemid 3 7 13 20 29 40 53 69 90 153
sparsemid 3 7 13 20 29 40 53 69 89 153

Tabulka 10. Pribéh velikosti rozkladi z pohledu blizkosti. Pro jednotlivé struktury
a kvality uvadi kolik bylo prumérné potieba faktort v rozkladu pro splnéni dané kvality.
struktura  82% 84% 86% 8% 90% 92% 94% 96% 98% 100%

minimum 12 14 17 21 25 31 40 51 70 153

step3 12 14 17 21 25 31 40 o1 70 153
stepd 12 14 17 21 25 31 39 o1 70 153
stepld 12 14 17 21 25 31 39 o1 70 154
stepl7 12 14 17 21 25 31 40 51 70 153
stepb1 12 14 17 20 25 30 39 50 69 153
step85 12 14 17 20 24 30 37 49 68 153
Lukas. 9 10 12 14 18 22 28 38 96 158

nilp. min. 10 12 14 17 20 24 31 41 61 155
bottomfew 12 14 17 20 24 30 37 49 67 154
densemid 12 15 17 21 25 31 40 51 70 153
sparsemid 13 15 18 21 26 32 40 51 70 153

Namérena data z pohledu poc¢tu faktort jsou uvedena v tabulkach 11. a 12.
Prolozeni dat primkou pro vybrané struktury je na obrazku 3. Tato data ukazuji
jaké kvality je dosazeno pro rizné miry komprese. Velikost rozkladu je stejna jako
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150 o —— Minimum 150 o —— Minimum
- - Lukasiewicz - - Lukasiewicz
-+ Nilpotentni minimum -+ Nilpotentni minimum

faktoru
faktoru

0 0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0% 3% 50%  70%  90% 82%  86%  90%  94%  98%
kvalita (%) kvalita (%)
(a) Pokryté pozice (b) Blizkost

Obrazek 2. Pribéh rozkladu z pohledu kvality

velikost pivodniho obrazku pro k = =% kde k je pocet faktorti a m a n jsou roz-

méry obrazku. Pro obrazky velikosti 100 x 100, na kterych byla data namérena,
dochazi tedy k rovnosti velikosti rozkladu a ptivodniho obrazku na 50 faktorech.
Z tabulek lze vycist, ze kdyz nechame rozklad nartist az na velikost ptivodniho ob-
razku, dostaneme kvalitu zhruba 70 % pokrytych pozic nebo 95 % blizkosti. I pfi
pouziti 100 faktori a tedy dvojnasobné velikosti rozkladu viici velikosti piivodniho
obrazku, dostaneme stale jen asi 90 % pokrytych pozic. To z hlediska mozného
vyuziti metody pro komprimaci obrazu neni dobra zprava. Pokud bychom chtéli
komprimovat alespoti na polovinu ptivodni velikosti (25 faktorti), pak se musime
spokojit s kvalitou kolem 50 % pokrytych pozic nebo 90 % blizkosti.

Tabulka 11. Prubéh procenta pokrytych pozic z pohledu velikosti rozkladt. Pro jed-
notlivé struktury a pocty faktord uvadi prumérné procento pokrytych pozic rozkladu
s danym poctem faktoru.
struktura  10f 20f 30f 40f 50f 60f 70f 80f 90f 100 f
minimum 34 45 53 61 67 73 78 83 87 91

step3 34 45 53 61 67 73 78 83 87 91
stepd 34 45 53 61 67 73 78 83 87 91
stepld 34 45 53 61 67 73 78 83 87 91
stepl7 34 45 53 61 67 73 79 8 8 91
stepb1l 34 45 %4 61 68 73 79 83 87 91
step85 35 46 55 62 68 74 79 84 88 91
Lukas. 35 48 58 65 72 77 82 8 8 92

nilp. min. 34 46 56 63 70 Y6 8 8 89 92
bottomfew 34 45 54 61 68 73 79 8 87 91
densemid 34 45 54 61 68 73 79 8 87 91
sparsemid 34 45 54 61 67Y 73 79 83 87 91

Pro predstavu co namérend data znamenaji v praxi jsem vybral dva klasické
obrazky 4. a 5. a jeden umeéle vytvoreny obrazek 6. a obrazky jsem zrekonstruoval
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Tabulka 12. Prtbéh blizkosti z pohledu velikosti rozkladt. Pro jednotlivé struktury

a poCty faktort uvadi primérné procento blizkosti rozkladd s danym poctem faktoru.
struktura 10f 20f 30f 40f 50f 60f 70f 80f 90f 100 f
minimum 83 88 91 93 95 96 97 98 99 99

step3 83 88 91 93 9 96 97 98 99 99
stepd 83 8 91 93 95 96 97 98 99 99
stepld 83 88 91 93 9% 96 97 98 99 99
stepl7 83 8 91 93 9% 96 97 98 99 99
stepd1 83 88 91 93 9% 96 97 98 99 99
step85 84 89 91 93 9 96 97 98 99 99
Lukas. 8 91 94 96 97 97 98 99 99 99

nilp. min. 8 90 93 95 96 97 98 99 99 99
bottomfew 84 89 91 93 95 96 97 98 99 99
densemid 83 88 91 93 9 96 97 98 98 99
sparsemid 83 88 91 93 95 96 97 98 98 99

100 100 -

90
80 95
70
90
60 —

kvalita (%)
kvalita (%)

50 ) 17
% —— Minimum 85 y —— Minimum
40 - - Lukasiewicz - - Lukasiewicz

30 - Nilpotentni minimum 80 - Nilpotentni minimum

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
faktoru faktoru
(a) Pokryté pozice (b) Blizkost

Obrazek 3. Prubéh rozkladu z pohledu poctu faktortu
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z rozkladu pro Lukasiewiczovu strukturu pro riizny poéet faktorti. Uplny rozklad
obrazku 4. mél v jednotlivych kandlech pocty faktort 204, 198 a 205. Osobné
bych na prvni pohled oznacil za kvalitni az verzi pro 100 faktort. Bohuzel i zde
jsou pii bliz§im prozkoumani patrné artefakty v podobé fialovych bodi a car.
Pti této velikosti je z pohledu faktorové analyzy jiz kazdy atribut nahrazen fak-
torem. Na obrazku 5., jehoz Uplny rozklad mél v jednotlivych kandlech pocty
faktorti 177, 173 a 185, jsou artefakty jesté znatelngjsi. Uplny rozklad obrazku 6.
meél 135 faktorti. Zde bych ani verzi pro 100 faktorii neoznacil za kvalitni, ale al-
goritmus zde mél tézkou tlohu, jelikoz geometrie obrazku je pozorovateli jasna
a i drobné chyby jsou snadno viditelné.

¥ W W
- -

2 e ‘i}

(a) Ptvodni obrazek (b) 100 faktora (c) 75 faktoru
| r ¥

(d) 50 faktoru (e) 25 faktoru (f) 5 faktoru

Obrazek 4. Rekonstrukce klasického obrazku pro rizny pocet faktortu

Pro vizualni predstavu jak vypadaji samotné faktory a jak probiha jejich skla-
dani uvadim obrazek 7. Na obrazku jsou vykresleny prvni tii faktory, tak jak je
algoritmus vybral pti vytvareni rozkladu pro Lukasiewiczovu strukturu. Faktory
pro takto slozity obrazek vypadaji velmi abstraktné a lze je jen stézi vizualné in-
terpretovat. Déle je na obrazku vykreslen rekonstruovany obrazek po postupném
pridavani téchto faktori do rozkladu (po pfidani prvniho faktoru je samoziejmé
rekonstruovany obrazek roven tomuto faktoru). Kazdy faktor tvoii podobrazek
rozlozeného obrazku a jejich kombinaci se k nému postupné blizime. Tato kom-
binace faktort je realizovana operaci maximum po jednotlivych slozkach. Stu-
pent 0 odpovida cerné barvé a stupen 255 odpovida bilé barvé. Kombinaci fak-
tord tedy dochézi k prekryvani svétlejsimi tony, coz je dobfe patrné z obrazku 6.
Po tfech faktorech se jiz na obrazku 7. zacina rysovat ptuvodni obrazek.
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(a)

(d) 50 faktoru (e) 25 faktoru (f) 5 faktora

Obrazek 5. Rekonstrukce klasického obrazku pro riizny pocet faktort

(a) Ptvodni obrazek

(c) 75 faktoru

(d) 50 faktoru (e) 25 faktoru (f) 5 faktoru

Obrazek 6. Rekonstrukce uméle vytvoreného obrazku pro rizny pocet faktori
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(c) Po tfech faktorech

(d) Prvni faktor (e) Druhy faktor (f) Treti faktor

Obrazek 7. Postupné prekryvani faktort

5.3. Vhodné a nevhodné typy obrazku z hlediska kom-
prese

Obecné se metodé daifi na obdélnikovitych tvarech, které jsou vodorovné
s okraji obrazku, coz je patrné z vizualni reprezentace faktori na obrazku 7.
Na obrazku 8. jsou uvedeny obrazky velikosti 100 x 100, které meély nejmensi
uplné rozklady. Velikosti uplnych rozkladi pro Lukasiewiczovu strukturu jsou
uvedeny v tabulce 13.a. Ostatni struktury vedly na podobné velikosti rozkladii.
Primeérna velikost rozkladt v Lukasiewiczové strukture pro obrazky velikosti
100 x 100 byla 158, jak bylo uvedeno v tabulce 9.

Tabulka 13. Poc¢ty faktort uplnych rozkladd vhodnych a nevhodnych obrazki.
obrazek faktoru
art21

i 1 obrazek faktort
N ) Hrad 190 205 205
ol 3 Pes 204 198 205
- 5 Kiidlo 195 203 214
art55 14 artg; ig
, ar
i?gémd iz art73 171
art33 36 (b) Nevhodné obrazky

(a) Vhodné obrazky
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a) art21

Obrazek 8. Priklady vhodnych obrazkt

(b) art23

VL
MAIF

(h) art35
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Obrazky 8.a a 8.b byly ve vSech strukturach ,rozlozeny“ na jediny faktor.
V téchto obrazcich se stale opakuje jeden Fadek (pfipad obrazku 8.a) nebo sloupec
(pfipad obréazku 8.b). Pro pfipad opakujiciho se fadku staci tento fadek vzit jako
intent a odpovidajici extent nastavit na samé jednotky, coz fadek ,nakopiruje“
po celé vysce obrazku. Obdobné pro pripad opakujiciho se sloupce, ktery vezmeme
jako extent a intent bude obsahovat samé jednotky.

Obrazek 8.c jiz vyzaduje alespon dva faktory. Pokud obrazek rozdélime
na sudé a liché vodorovné pruhy, pak jde opét o podobrazky, ve kterych se opa-
kuje jeden fadek, a lze tedy kazdy z nich reprezentovat jednim faktorem. Sedy
efekt, ktery na obrazku zptsobuje postupné ,Sednuti“ smérem ke stfedu obrazku,
principidlné obrazek nekomplikuje, jelikoz staci snizit nebo zvysit patticné stupné
v intentu, ale mize pro nekteré struktury algoritmus zmast a donutit ho vybrat
nevhodny faktor, ktery aktualné pokryva nejvic pozic, ale pozdé€ji bude stejné
cely nahrazen kombinaci jinych faktort, které budou muset byt do rozkladu stejné
pridany. Algoritmus tomuto ,odolal“ pro Lukasiewiczovu strukturu a nilpotentni
minimum, pro které mély uplné rozklady dva faktory. Ostatni struktury vedly
na tii faktory, kde pravé prvni vybrany faktor reprezentoval prevazné onen Sedy
efekt a dalsi dva faktory stejné reprezentovaly sudé a liché pruhy. Ptiklad faktort
pro Lukasiewiczovu strukturu a minimum je uveden na obrazku 9. Toto je cena,
kterou algoritmus plati za to, ze koncepty vybira postupné po jednom misto hle-
déni nejmensi podmnoziny koncepti (podmnozin je exponencidlné mnoho k poctu
koncepti).

i E

) Pivodni obrazek ) Lukasiewicz 1 ) Lukasiewicz 2
Mlnlmum 1 ) Minimum 2 Mlnlmum 3

Obrazek 9. Faktory struktur Lukasiewicz a minimum pro obréazek art83

Obrazky 8.d a 8.e byly ve vsech strukturach rozlozeny na t¥i faktory. Faktory

37



téchto dvou obrazkt pro Lukasiewiczovu strukturu jsou uvedeny na obrazku 10.
Mohlo by se zdat, ze obrazek 8.d by Sel rozlozit na faktor reprezentujici Sedy stied
a faktor reprezentujici c¢erné ¢tverecky. Musime si ale uvédomit, Ze bila barva je
stupen 255. Algoritmus tedy za¢ind na ¢erném obrazku a musi do néj pridat bilou
mrizku, kterou uz nelze reprezentovat jednim konceptem. Intent by musel obsa-
hovat samé jednotky, aby reprezentoval bilé pruhy, coz mu znemoziuje alternovat
bilou a ¢ernou v ostatnich pruzich. Kdyby byly barvy prohozeny a obrazek tedy
obsahoval bilé ¢tverecky na ¢erném pozadi, pak by jiz stacily dva koncepty, jeden
na Sedy stfed a druhy by v intentu alternoval bilou a ¢ernou barvu pro ¢tverecky
a v extentu by alternoval bilou a ¢ernou barvu pro zachovani pruhti se ¢tverecky
a vynulovani ¢ernych pruht.

) art4l 1. faktor (b) art4l 2. faktor (c) art4l 3. faktor

(d) art82 1. faktor (e) art82 2. faktor (f) art82 3. faktor

Obrazek 10. Faktory obrazku art41 a art82

Na obrazcich 8.h a 8.1 jsem chtél demonstrovat, ze velké obdélniky pomahaji
jen kdyz jsou vodorovné s okraji obrazku. Obrazek 8.i je pouhym pootocenim
obrazku 8.h, coz narusSilo vodorovnost mnoha bilych obdélnikii a pocet faktori
vzrostl ze 76 na 86. Extrémnim piikladem jsou pak obrazky 8.a a 11.e, kde pocet
faktori vzrostl z 1 na 135.

Na obrazku 11. uvadim ptiklady obrazkt co dopadly hufe. Pocty faktoru je-
jich aplnych rozkladt pro Lukasiewiczovu strukturu jsou uvedeny v tabulce 13.b.
Prvni tri obrazky jsou klasické obrazky, které dopadly o néco hif nez ostatni.
Nevidim v nich zadny spolecny faktor, ktery by rozklady vylozené kazil. Ony
se zas tak moc od primeérného poctu faktort 158 nelisi. Pokud vezmu v po-
taz jen klasické obrazky (fotky), pak se pramér pohybuje okolo 175 faktori
pro Lukasiewiczovu strukturu. U obrazku 11.d jde pak cisté o jeho slozitost.
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Obrazky 11.e a 11.f uvadim jako priklad obrazki, které by se mohly zdat jako
jednoduché, ale presto dopadly podobné jako klasické fotky. Pro srovnani jesté
uvadim, Ze aplny rozklad v Lukasiewiczové struktufe pro ndhodné vygenerovany

bili Sum vedl na 177 faktord.

(c) Kiidlo

Z

(e) art22 (f) art73

Obrazek 11. Priklady nevhodnych obrazki

Metoda si tedy vede dobie pouze pro skutecné jednoduché obrazky. I mirné

vvvvvv

nou grafiku nelze ocekavat pfilis dobrou kompresi.

5.4. SniZeni poctu stupnu

Algoritmus promising columns p¥i hledani nejlepsiho rozsiteni aktualniho kon-
ceptu prochazi mimo jiné vSechny stupné a pro kazdy z nich vypocita novy kon-
cept, coz je narocna operace. Provedl jsem tedy experiment se snizenym poctem
stuptii. Testoval jsem na klasickych obrazcich (fotkach) velikosti 100 x 100. Vy-
nechal jsem ¢ernobilé obrazky, protoze zde by pochopitelné nedoslo k zadné ztraté
kvality. K dispozici jsem mél 28 obrazki, z nichz polovina byla barevnych, celkem
jsem tedy ziskal data na 56 rozkladech.

Snizeni poc¢tu stupnil jsem provedl tak, ze jsem si zvolil tzv. redukéni faktor,
coz je ¢islo vyjadiujici kolik po sobé jdoucich pivodnich stupnt bude redukovano
na novy jeden stupen. Pro redukéni faktor R jsem redukci piivodniho obrazku
a zpétné naskalovani stupni provedl jako

UOT'

v = LEJ, vrk:v;k-R—i—R

/ / /
57 Vor, Urk S L7 Vors Urke S L’
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kde L je mnozina puvodnich stupni, L’ je novd mnozina s mensim poc¢tem stupnid,
Uor je hodnota v ptivodnim obréazku, v/ je odpovidajici hodnota v redukovaném
obrazku, v/, je odpovidajici hodnota v obrazku zrekonstruovaném z rozkladu re-
dukovaného obrazku a v, je odpovidajici hodnota v obrazku vzniklém zpétnym
naskalovanim zrekonstruovaného obrazku. Naptiklad pro redukéni faktor 8 zre-
dukuji ptuvodni stuperi 162 na 20 a misto mnoziny stupnu {0, ..., 255} pracuji
s mnozinou stupni {0, ..., 31}. Zpétné stuperi 20 naskéaluji do ptivodni mnoziny
stupnu jako 164. Ke ztraté informace zde dochazi pti redukci stupnu, kdy cely
interval ptivodnich stupni délky R abstrahuji na jeden stupen a zapomenu tak pii-
vodni pozici stupné v tomto intervalu. Pri zpétném skalovani jej pouze umistim
do stfedu ptvodniho intervalu, coz je odhad, kterym se snazim minimalizovat
chybu.

Za redukeni faktory jsem zvolil vSechny netrivialni délitele ¢isla 256, tedy cisla
2122 ... 27 tak aby byly ptivodni stupné rovnomérné rozdéleny mezi nové
stupné. Kvalitu jsem méfil pouze jako blizkost, jelikoz zpétné skalovani stupni
témér nikdy nevede presné na pivodni stupné, ale pro mensi redukcni faktory
vede na velmi blizké stupné, a pomeér presné pokrytych pozic by tak kvalitu
znacné zkresloval. Testy jsem provedl pouze pro Lukasiewiczovu strukturu.

Namérena data jsou uvedena v tabulce 14. Na kazdém tadku tabulky jsou
data pro redukéni faktor uvedeny v prvnim sloupci tabulky. Druhy sloupec udava
pocet novych stupni po redukci. Tteti sloupec udava primeérny pocet faktort
tplnych rozkladii. Ctvrty sloupec udava primérnou blizkost v procentech obrazki
ziskanych zpétnym skalovanim stupni obrazkt ziskanych z uplnych rozkladi.
Pro kazdy rozklad jsem spocital pomér

br
100

VR’

0

kde br je blizkost v procentech obrazku ziskaného zpétnym skalovanim pro re-
dukéni faktor R a vg je velikost aplného rozkladu redukovaného obrazku pro re-
dukéni faktor R. Jde tedy o pomér kvality a velikosti a vyssi hodnoty znamenaji
lepsi pomeéry. V patém sloupci je uveden primeér téchto pomeéra pres vsechny roz-
klady. Sesty sloupec tabulky ma obdobny vyznam jako ¢tvrty sloupec, pouze se
zde vychazi z ¢astecnych rozklad o padesati faktorech. Posledni sloupec udava
prumérny ¢as (user time) vypoctu pres vSechny obrazky ve vtefinach zméfeny
na stroji Intel(R) Core(TM) i7-2600 @ 3.40 GHz.

Velikost uplnych rozkladt se kupodivu z pocatku dokonce mirné zvétsuje.
K prvnimu vyznamnéjsimu poklesu velikosti rozkladi dochazi az pro redukéni
faktor 32. Blizkost vyznamnéji klesd az od redukéniho faktoru 16. Vyznamné
lepsich pomérti mezi kvalitou a velikosti rozkladu je dosazeno jen pro velké re-
dukéni faktory, kde uz je kvalita bohuzel prili§ nizka. Nezda se, Ze by snizeni
poctu stuptitt mélo vétsi vliv na ¢asteéné rozklady nez na rozklady tplné (sle-
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Tabulka 14. Vliv redukce stupiiti na rozklady. Pro dany redukéni faktor je uveden
pocet stupnt, prumérny pocet faktord uplnych rozkladd, primérna blizkost Gplnych
rozkladti, primérny pomér plnych rozkladd, primérna blizkost ¢asteénych rozkladt
s padesati faktory a primérny ¢as vypoctu rozklada.

redukéni faktor |L| faktortt blizkost (%) pomér blizkost 50 f. (%) cas (s)

(bez redukce) 1 256 176 100 1 96,6 930
2 128 179 99,8 0,98 96,8 484
4 64 181 99,6 0,97 96,9 244
8 32 182 99,2 0,97 96,8 119
16 16 176 98,4 1,02 96,4 54
32 8 158 96,7 1,16 952 21
64 4 129 93,4 1,47 92,5 6,4
128 2 79 87,5 2,78 87,1 1,1

doval jsem pouze ¢astecné rozklady o velikosti 50 faktori). Blizkost ¢asteénych
rozklad® viceméné kopiruje blizkost tiplnych rozkladt. Dochéazi zde akorat k za-
jimavému jevu, kdy se blizkost ¢astecnych rozkladi chvili nepatrné zvysuje nez
zacne ocekavané klesat. Snizeni poc¢tu stupni méa ovSem vyznamny vliv na dobu
vypoctu. Cas vypoctu klesd postupné o néco rychleji nez pocet stupit. Pokud
vsak zanedbame vylozené velké redukéni faktory, které vedou na velmi nekvalitni
vysledky, da se fict, ze ¢as klesa imérné s poctem stupni.

Na obrazku 12. je pfiklad jednoho obrazku pro rizné redukéni faktory. Jde
o rekonstrukce z uplnych rozkladt, aby slo na obrazku snadno pozorovat pouze
vliv snizeni poc¢tu stupni. Pii snizovani poctu stupnti dochazi k tzv. color ban-
dingu, ktery se projevuje na plochach s velmi plynulym prechodem mezi stupni.
Snizovanim poctu stupnii dochézi ke stale vétsim rozdilim v barveé mezi soused-
nimi pixely. Toto je obzvlast patrné na obloze obrazku od redukéniho faktoru 8
a dal, i kdyz pti bliz§im prozkoumani lze tento jev detekovat jiz pro redukéni fak-
tor 4. Za kvalitni bych stale povazoval obrazek pro redukéni faktor 4, pri kterém
je vypocetni Cas asi ¢tvrtinovy oproti pripadu bez redukce stupnii.

Obrazek 13. ukazuje, jak vypadaji zpétné naskalované obrazky z castecnych
rozkladt s 50 faktory. Z tohoto obrazku lze vidét, ze snizeni poc¢tu stupni muize
mit i kladny vliv na kvalitu ¢astecnych rozklad. Naptiklad zde se mi obrazek
pro redukéni faktor 8 jevi jako nejkvalitnéjsi. Artefakty zptisobené nepresnosti
rozkladu jsou v ném méné patrné nez na obrazcich pro nizsi redukéni faktory.
Z pohledu artefaktti se mozna za jesté kvalitnéjsi jevi obrazek pro redukéni faktor
32, zde se ale na druhou stranu uz hodné projevuje maly pocet barev.

Snizenim poctu stupnti tedy nelze dosahnout mensich nebo vyrazné kvalit-
néjsich rozkladi. Pokud jsou ovSem pfijatelné nepiesné rekonstrukce (ani aplné
rozklady nebudou rekonstruovany presné kvili ztraté informace béhem snizeni
poctu stupiii), lze dosdhnout mnohem kratsich vypocetnich ¢asti a pokud podi-
tame castecné rozklady, nemusi byt snizeni poc¢tu stupni viibec na tkor kvality.
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» r =*1h i
(g) Redukéni faktor 64

Obrazek 12. Rekonstrukce obrazki z uplnych rozkladt pro rizné redukéni faktory
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(d) Redukéni faktor 4 (e) Redukéni faktor 8

(g) Redukéni faktor 32 (h) Redukéni faktor 64 (i) Redukeéni faktor 128

Obrazek 13. Rekonstrukce obrazkt z ¢astecnych rozkladi s 50 faktory pro rizné
redukéni faktory
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Vhodnymi redukénimi faktory jsou faktory od 2 do 8, ale volba redukéniho fak-
toru bude hodné zaviset na daném obrazku.

5.5. Podvzorkovani obrazku

Podobné jako se zmensSenim poctu stupnt jsem provedl i experiment se zmen-
Senim rozmeéru vstupniho obrazku. Pro rozklad mensich obrazki je typicky po-
tfeba méné faktort a faktory jsou zaroven mensi. Naptiklad rozklad s 50 faktory
obrazku velikosti 100 x 100 m4a absolutni velikost 10 kB. Do stejné absolutni veli-
kosti rozkladu se vejde 100 faktori pro obrazek velikosti 50 x 50. Pro ¢astecné roz-
klady se tedy nabizi, zda neni vyhodné;jsi vstupni obrazek podvzorkovat, pro tento
mensi obrazek spocitat kvalitnéjsi rozklad a pak jej zpét prevést na piivodni ve-
likost. PT1i podvzorkovani samoziejmé prijdeme o néjakou kvalitu, ale mozna ji
vynahradi kvalitnéjsi ¢astecny rozklad mensiho obrazku.

Test jsem provedl na 28 fotkach velikosti 100 x 100 s celkem 56 kandaly. Tes-
toval jsem pouze Lukasiewiczovu strukturu. Podvzorkovani jsem provedl tak,
ze jsem si zvolil redukéni faktor R (konkrétné jsem zkusil redukéni faktory 2 a 4)
a kazdy ctverec ptivodnich hodnot o délce strany R jsem redukoval na jednu
hodnotu rovnou primeéru piivodnich hodnot. Dostal jsem tak obrazky velikosti
50 x 50 a 25 x 25, na kterych jsem provadeél rozklady. Zpétné zvétseni na pivodni
velikost jsem provedl tak, ze z jedné hodnoty ziskané z rozkladu jsem vyrobil ¢tve-
rec o délce strany R, ve kterém byly vSsechny hodnoty rovny hodnoté z rozkladu.
Schéma tohoto procesu je znazornéno na obrazku 14. Hodnoty v; jsou hodnoty
v ptvodnim obrazku, v je vzorek vypocten jako v = % a v je odpovidajici
hodnota reprezentovana rozkladem.

V1 | V2 v
— V| —» || —»
v Tog v

Obrazek 14. Schéma procesu podvzorkovani

Namérend data jsou uvedena v tabulce 15. Pavodni obrazky o velikosti
100 x 100 jsem podvzorkovanim zmensil a rozlozil. Z rozkladu zrekonstruovany
obrazek jsem zvétsil na ptivodni velikost a zméfil blizkost k ptivodnimu obrazku.
Tabulka uvadi primeérné blizkosti pies vSechny rozklady. Pomér pokrytych pozic
by opét zkresloval kvalitu, proto jej neuvadim. Vzdy jsem porovnaval rozklady
stejné absolutni velikosti. Naptiklad pro sloupec ,,5 kB“ jsem bral pro ptivodni ob-
razek velikosti 100 x 100 rozklad s 25 faktory, pro obrazek velikosti 50 x 50 rozklad
s 50 faktory a pro obrazek velikosti 25 x 25 rozklad se 100 faktory. Na obrazku 15.
jsou hodnoty z tabulky prolozené kiivkou.

V nizsich velikostech rozkladi podvzorkovani skutecné pomaha. Naptiklad
rozklad s absolutni velikosti 1 kB pro obrazek velikosti 25 x 25 je z hlediska bliz-
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Tabulka 15. Vliv podvzorkovani obrazku na rozklady. Tabulka pro dany rozmér ob-
razku a danou velikost rozkladu v kilobajtech uvadi primeérnou blizkost z rozkladu
zrekonstruovanych a na ptivodni velikost zvétsenych obrazki k pivodnim obrazktm.
rozmér ob. 1kB 2kB 3kB 4kB 5kB 6kB 7kB 8kB 9kB 10kB
100 x 100 81,9 86,8 89,6 91,5 929 939 948 955 96,1 96,6
50 x 50 89,8 93,1 944 952 956 958 959 959 959 959
25 x 25 93,1 93,7 93,7 93,7 93,7 93,7 93,7 93,7 93,7 93,7

100 —

S
7
o
X
N
ie)

85 7 —— 100 x 100

- - 50x50

80 - 25x25

I I I I I I I I I I

1KB 3KB 5 KB 7KB 9 KB

velikost rozkladu

Obréazek 15. Srovnani blizkosti obrazkt s riznym stupném podvzorkovani

kosti priimérné zhruba stejné kvalitni jako pro obrazek velikosti 100 x 100 rozklad
o velikosti 5kB. Se zvysujici se velikosti rozkladt se kvalita rozkladi podvzor-
kovanych obrazk® postupné ustali a dale se nezlepsuje. Primérné pocty faktort
uplnych rozkladt byly 176 pro obrazky velikosti 100 x 100, 83 pro obrazky ve-
likosti 50 x 50 a 38 pro obrazky velikosti 25 x 25. Rozklady obrazka velikosti
25 x 25 tedy dosahuji své maximalni kvality kolem velikosti rozkladu 2kB a roz-
klady obrazkt velikosti 50 x 50 kolem velikosti 8 kB. Podvzorkovanim se tedy
spiSe omezuje maximalni mozna kvalita, ale dokud ji neni dosazeno, je podvzor-
kovani z hlediska blizkosti vyhodné.

Na obrazku 16.b je vySe uvedenym zptisobem zpétné zvétseny obrazek, ktery
vznikl podvzorkovanim ptivodniho obrazku 16.a na velikost 25 x 25. Na obrazku
jsou patrné ,kosticky“ pixeld velikosti 4 x 4 stejné barvy. Ty vznikaji, pokud
se zvétsuje vyse uvedenym jednoduchym zptisobem, a kazi vizualni dojem z ob-
razku. Zkusil jsem misto toho obrazek zvétsit programem convert s paramet-
rem -resize a vysledek je zobrazen na obrazku 16.c. Program convert pravdé-
podobné implicitné pouziva pri zvétsovani nékterou ze supersamplingovych me-
tod. Nevyhodou tohoto pfistupu je naopak viditelné rozostieni obrazku. Vysledek
je ale vizualné prijatelnéjsi, i kdyz numericky bude obrazek primeérné vzdalenéjsi.
Metodu zpétného zvétsovani lze samoziejmé volit riizné.

Na obrazku 17. jsou srovnany dva rozklady velikosti 5kB. Pii této veli-

45



(a) Ptvodni obrazek (b) jednoduché zvétseni (¢c) program convert

Obrazek 16. Dveé riizné metody zpétného zvétseni

kosti dochézi k polovi¢ni kompresi ptivodniho obrazku velikosti 100 x 100. Ob-
razek 17.b je rekonstrukei ¢astecného rozkladu s 25 faktory bez podvzorkovani.
Obrazek 17.c vznikl zvétsenim pomoci programu convert obrazku zrekonstru-
ovaného z rozkladu velikosti 50 faktori ptvodniho obrazku podvzorkovaného
na velikost 50 x 50. Na jednu stranu podvzorkovani umozni pii stejné velikosti
tvorit rozklady s vétsim poctem faktori, coz vede na méné artefakt v obrazku,
na druhou stranu je ale zase obrazek pii rekonstrukci velmi rozostien.

(a) Pavodni obrazek (b) bez podvzorkovani  (c) podvzorkovani na 50 x 50

Obrazek 17. Rekonstrukce obrazku z rozkladu velikosti 5 kB
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6. Diskuze

Pristup k faktorové analyze pomoci nastroji formalni konceptualni analyzy
a pouziti konceptil za faktory je pomeérné nova metoda, poprvé publikovana
v roce 2009. Metoda je zajimava z teoretického hlediska a pravdépodobné si najde
mnoho aplikaci, ale ¢isté z hlediska komprese obrazu se mi nejevi jako vhodna.

Soucasné uspésné kompresni algoritmy vychéazi prevazné z poznatki o lidském
zraku a vyuzivaji téchto znalosti k uchovani co nejvétsiho mnozstvi kritické infor-
mace a redukci méné vyznamné informace. Naptiklad metoda JPEG pfevadi data
z prostorové domény do frekvencni domény a k nejvétsi redukei kvality dochazi
ve vysokych frekvencich, které lidsky zrak nedokaze tak dobie vnimat. To vede
na dobré kompresni poméry, aniz by se pritom obrazek néjak viditelné zhorsil.
Zde prezentovana metoda vybira faktory, které pokryji co nejvic hodnot piivodni
matice, bez ohledu na jejich ,dutlezitost“. Nevyhoda tohoto pristupu je patrna
napiiklad z obrazkt 4. a 5. I pro velké pocty faktori stale dochazi k viditelnym
artefaktim v obrazku, které velmi kazi celkovy dojem z obrazku. Z hlediska prii-
meérné blizkosti na pixel se par nepokrytych a velmi odlisnych hodnot nejevi jako
kritické, ale ve vysledném obrazku se pak naptiklad objevi fialova ¢ara na svétlém
pozadi. Z tohoto divodu si myslim, Ze metoda neni vhodna, pokud jde o zacho-
vani vizualni kvality obrazu vnimané ¢lovekem. Naopak by metoda mohla najit
uplatnéni v oblastech strojového zpracovani obrazu, kde jde o kvalitu méfenou
v néjaké numerické metrice. Pro tento ptipad lze i vybér samotnych koncepti
upravit tak, aby co nejvic vyhovoval dané metrice.

Ve vysledcich jsem uvedl, ze celkova ,blizkost® je vhodnéjsi hodnoceni kvality
rozkladu nez pomér pokrytych pozic. V algoritmu se pfitom koncepty vybiraji
pravé podle pokrytych pozic, i kdyz by se dalo mérit, jak moc dany koncept
priblizi rozklad vstupnimu obrazku. Musime si ale uvédomit, ze pfi rekonstrukci
obrazku se koncepty kombinuji po slozkach operaci maximum. Operace maximum
vybira jednu hodnotu. I kdyz tedy budeme mit k dispozici koncept, ktery rozklad
hodné priblizi k obrazku, muze pozdéji pridanim dalsich konceptt dojit k prekryti
puvodnich hodnot a ,,pfinos“ tohoto konceptu je rdzem snizen. Z tohoto diivodu
je podle mé rozumné vybirat koncepty na zakladé pokrytych pozic, coz je jedina
jista kvalita, kterou koncept do rozkladu piinese. I kdyz bude pozdéji do roz-
kladu pridan koncept, ktery zduplikuje pokryti nékteré pozice, nebyla alespon
tato pozice pfi jeho vybéru do kvality zapocitana, coz zvysuje Sanci, ze pokryje
vice dosud nepokrytych pozic.

Dalsim problémem metody je pak jeji samotny vykon. Pro vyssi kvality me-
toda velmi ¢asto ani nekomprimuje, spise naopak. Co se ¢asu vypoctu tyce, i kdyz
vezmeme algoritmus promising columns, uplny rozklad bézného obrazku velikosti
100 x 100 trva asi 10 minut (¢as je zhruba timérny poctu faktort, takze ani ¢as-
tecné rozklady nebudou nijak rychlé). Cas navic rychle roste s velikosti vstupniho
obrazku. Pro obrazky velikosti 128 x 128 to uz je asi 25 minut. Pro vstupy s re-
alnou velikosti je algoritmus nepouzitelny. Prostor konceptii je prosté prilis velky
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(i promising columns prohledava nemalou ¢ast prostoru konceptii). Velmi by po-
mohlo, kdyby se prislo na zpiisob, jak primo spocitat jen maly pocet konceptii
s velkym piinosem ke kvalité rozkladu a algoritmus by pak vybiral jen z téchto
koncept.

Pt1i pripadném nasazeni metody v kompresnim algoritmu je vhodné ji dopl-
nit néjakym predzpracovanim dat a efektivnim uloZenim vysledného rozkladu,
podobné jak to délaji soucasné kompresni algoritmy. V tivahu ptipada naptiklad
snizeni poctu stupni a podvzorkovani vstupnich dat a volba efektivniho kédovani
pro ulozeni rozkladu. Z tohoto diivodu jsem neprovedl zadné srovnani s existuji-
cimi metodami, jelikoz zde prezentovand metoda by byla spise jadrem néjakého
potencidlniho kompresniho algoritmu.

Oblasti dalsitho zkouméani metody by mohla byt volba jinych barevnych mo-
deli nez jen RGB, jako tfeba modeld HSL nebo HSV, popiipadé prevod obraz-
kovych dat do frekvenéni domény.

48



Zaveér

Vyuziti forméalnich konceptt jako faktori pro faktorizaci matic je novym pii-
stupem k faktorové analyze. Jednou z moznych aplikaci této metody je vyuziti
castecnych rozkladi, které pouze aproximuji rozkladanou matici, pro kompresi
obrazu.

V diplomové praci jsem se zabyval moznostmi této aplikace a provedl jsem fadu
experimentli, pro jejichz icel jsem vytvoril program implementujici dva algoritmy
provadéjici faktorizaci matic. Program je katedfe k dispozici pro dalsi pifipadny
vyzkum v této oblasti. Metoda se mi nejevi jako vhodna pro kompresi obrazu. Po-
mér komprese a kvality neni dobry a obraz zrekonstruovany z ¢astecnych rozkladi
i pro velké pocty faktori casto trpi artefakty, které vazné kazi dojem z obrazu
vnimany ¢lovékem. SpiSe bych mozné vyuziti metody vidél v oblasti strojového
zpracovani obrazu, kde je kvalita obrazu meéfena riznymi numerickymi metri-
kami. Dalsim nedostatkem metody je velikost konceptualnich svazt vstupnich
obrazkl. Ukéazalo se, ze i obrazek velikosti 5 x 5 mize mit readlné miliény kon-
ceptil a i efektivnéjsi ze dvou znamych algoritmu stale prochazi nemalé mnozstvi
téchto konceptti. To vede na prili§ dlouhy ¢as vypoctu algoritmu, ktery znemoz-
nuje pripadnou aplikaci metody v kompresnim algoritmu.

Experimenty jsem provedl s mnozinou stupnt o velikosti 256. S takto velkou
mnozinou stupnt nebyly dosud provedeny zadné experimenty. 7 testtt vyplynuly
nékteré poznatky, jako tfeba vliv volby struktury na oba algoritmy z hlediska veli-
kosti a kvality rozkladd a doby vypoctu algoritmu, velikost konceptualnich svazii
pro rizné struktury, vhodné a nevhodné typy obrazki pro rozklad, jak rychle
se zvySuje kvalita pridavanim dalsich faktortd, vliv sniZzeni poc¢tu stupnu a vliv
podvzorkovani. Nékteré z téchto poznatki byly jiz znamé.

Nestihl jsem provést nekteré dalsi experimenty jako tfeba podivat se na vliv
snizeni poc¢tu stupni a podvzorkovani pro dalsi struktury nez jen Lukasiewiczovu,

volbu jinych barevnych model nez jen modelu RGB nebo prevod obrazkovych
dat do frekvencéni domény. I presto jsem dosahl vSech cilid prace.
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Conclusions

The use of formal concepts as factors for matrix decomposition is novel approach
to factor analysis. One possible application of this method is utilization of partial
decompositions which merely approximate decomposed matrix for the purpose
of image compression.

In this diploma thesis I have studied the potential of this application and have
done numerous experiments. I have developed a program implementing two al-
gorithms for matrix decomposition for the purpose of experiments. This program
is available to department for potential further research in this area. I do not
see the method as being suitable for image compression. Its compression to qua-
lity ratio is not good and image reconstructed from partial decompositions often
suffers from artifacts even for high number of factors, which severely corrupts hu-
man perception of the image. The method is in my opinion more suitable in areas
of machine image processing, where image quality is measured by various nume-
ric metrics. Further drawback of the method is the size of the conceptual lattices
for input images. It turned out, that even image of size 5 x 5 can realistically
have millions of concepts and even the more efficient of the two known algori-
thms still has to process a large number of those concepts. That leads to far too
long computation time, which disables potential use of the method in compression
algorithm.

I have done the experiments with set of grades of size 256. None experiments have
been done with such large set of grades yet. Couple observations have emerged
from these experiments, such as structure choice impact on both algorithms influ-
encing size and quality of decompositions and computation time, size of the con-
ceptual lattices for different structures, types of images suitable and not suitable
for decomposition, how fast does the quality increase by adding further factors,
impact of reducing number of grades and impact of subsampling. Some of these
observations were already known.

I have not managed to do in time some further experiments such as observing
impact of reducing number of grades and subsampling for other structures than
just Lukasiewicz one, choice of other color models than just RGB model or trans-
forming image data into frequency domain. I have still achieved all goals of this
thesis.
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A. Dokumentace programu gfd

A.1. Pouziti
gfd [Volby] INFILE QUTFILE

A.2. Popis

Program gfd rozklada vstupni obrazek na faktory s vyuzitim formélnich kon-
cepti za ucelem (potencialné ztratové) komprese. Program nacte obrazek INFILE
a zapisSe jeho rozklad do OUTFILE v internim formétu programu gfd. V dekompres-
nim mdédu (parametr -d) nacte gfd rozklad INFILE a vypocita z néj odpovidajici
obrazek, ktery ulozi do OUTFILE (format obrazku je dan pfiponou).

A.3. Parametry

Parametry -q, -f, -a a -1 ovliviiuji kompresni méd (-d neuvedeno). Podobné,
parametry -s a -t ovliviiuji dekompresni méd (-d uvedeno). Parametr -r ovliv-
nuje oba maody.

-r Vypise pocty faktort v rozkladu pro kazdy kanal obrazku. Pfi pouziti Set
Cover algoritmu v kompresnim médu se jesté pred pocty faktort vypise
pro kazdy kanal fadek se tfemi ¢isly. Prvni ¢islo je pocet konceptil v kon-
ceptudlnim svazu. Druhé ¢islo je pocet kandidatnich konceptu (koncepty
s unikatni matici pokryti). Posledni ¢islo je pocet kolizi pti hashovani kan-
didatnich konceptt (uréeno pro sledovani vykonu).

-d Piepind do dekompresniho médu. V argumentu INFILE je ocekavan rozklad
vytvofeny programem gfd.

A.3.1. Parametry ovlivinujici kompresni moéd

-q QUALITY Minimalni pozadovana kvalita rozkladu v procentech. Nizsi hod-
noty vedou na lepsi kompresi. Mozné hodnoty pro argument QUALITY jsou
celd ¢isla od 1 do 100. Implicitni hodnota je 100.

-f FACTORS Maximalni pocet faktor v rozkladu pro kazdy kanal obréazku.
Nizsi hodnoty vedou na mensi rozklady na tkor kvality. Mozné hodnoty
argumentu FACTORS jsou kladna celad cisla. Implicitné neni pocet faktort
limitovan.

Pokud jsou uvedeny oba parametry -q a -f, hledani rozkladu je ukonceno
jakmile je splnéna libovolna z téchto dvou podminek.
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-a ALGORITHM Zvoli pouzity algoritmus. Mozné hodnoty pro argument
ALGORITHM jsou sc pro algoritmus set cover nebo pc pro algoritmus promi-
sing columns. Implicitné je pouzit algoritmus promising columns.

-i STRUCTURE Struktura reziduovaného svazu definujici operace nasobeni ®
a reziduum —. MoZné hodnoty pro argument STRUCTURE jsou bud luk
(Lukasiewicz), god nebo min (Godel, taky zvana jako minimum) a nilmin
(Nilpotentni minimum) pro pojmenované struktury, nebo posloupnost ¢ar-
kou oddélenych idempotenti (napt. 0,50,100,255) udavajici ordinalni sou-
cet. Idempotenti musi byt celd ¢isla od 0 do 255. Posloupnost musi obsa-
hovat alespori stupent 0 a nejvétsi stupeii (jednotku operace ®, typicky
255). Nejvétsi idempotent je povazovan za nejvétsi stupeni. V piipadé po-
jmenovanych struktur (luk atd.) je nejvétsim stupném 255. Implicitné je
zvolena Lukasiewiczova struktura pro algoritmus promising columns, nebo
minimum pro set cover.

Posloupnost stejné od sebe vzdéalenych idempotentt 1ze vygenerovat pri-
kazem seq -s , 0D KROK DO. Napriklad posloupnost 0,100,200,255 lze
zadat jako -i “seq -s , 0 100 2557 ,255.

A.3.2. Parametry ovliviujici dekompresni méd

-sIN Navic vygeneruje posloupnost obrazkl reprezentujici postupné pridavani
faktord. Jeden obrazek je vytvoren pro kazdy faktor. Jeho jméno je slo-
zeno z argumentu OUTFILE a poradového ¢isla, ve kterém byl faktor vybran
béhem hledani rozkladu. Tento obrazek reprezentuje, co dany faktor do ob-
razku pridava. Dalsi obrazky jsou vytvoreny pro celkovy obraz po pridani
kazdého faktoru. Jejich jména jsou vytvofena obdobnym zplsobem jako
u obrazki faktori, navic s pfedponou ,,upto“ pred poradovym ¢islem. Tento
obrazek reprezentuje celkovy obraz po pridani prvnich K faktort, kde K je
poradové ¢islo uvedeno v nazvu tohoto obrazku. Argument N je volitelny
(pouziti napt. -s10 nebo jen -s) a pokud je uveden, posloupnost obrazkii
je generovana jen pro prvnich N faktorti. Uvedeni 0 za N ma stejny vyznam
jako neuvedeni parametru -s, tedy sekvence obrazk® nebude generovana.
Tento parametr mize snadno zptiisobit vygenerovani stovek obrazkt, takze
je tfeba jej pouzivat opatrné.

-tPATH Navic ulozZi textovou reprezentaci rozkladu. Argument PATH je volitelny
(pouziti napt. -tmyfile.txt nebo jen -t) a udava kam se mé textova re-
prezentace ulozit. Pokud neni argument PATH uveden, misto vytvofeni ja-
kyjrchkoliv obrazkt pouze ulozi textovou reprezentaci do OUTFILE. Rozklad
je zapsan jako posloupnost ¢iselnych matic. Prvni je uvedena matice vypo-
¢itaného obrazku, potom matice extenti a posledni matice intent (matice
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jsou oddéleny prazdnym Fadkem). Toto je provedeno pro kazdy kanél. Na-
priklad textova reprezentace rozkladu RGB obrazku bude obsahovat 9 ma-
tic, prvni tii pro ¢erveny kanal, dalsi ti pro zeleny kanal a nakonec posledni
tfi pro modry kanal.

A.4. Priklady pouziti

Minimalni pouziti se vSemi implicitnimi hodnotami je
gfd img.png dcmp.gfd
pro vytvoreni rozkladu dcmp.gfd obrazku img.png a
gfd -d dcmp.gfd rimg.png

pro zpétnou rekonstrukei rozkladu demp . gfd na obrazek rimg.png. Pro nejmensi
¢astecny rozklad s kvalitou alespon 50 % v Gédelové struktuie a s vypisem poctu
faktorti pouzijeme naptiklad

gfd -q 50 -i god -r img.jpg dcmp.gfd

Pro rekonstrukci ve formatu tiff a s vygenerovanim prvnich deseti faktort po-
uzijeme napiiklad

gfd -ds10 dcmp.gfd rimg.tiff

Pro volbu algoritmu set cover, vypis sledovanych statistik a velikost rozkladu
maximélné 50 faktort v Godelové strukture nad mnozinou stupnu {0,1,2, 3,4}
(obrazek by mél obsahovat pouze hodnoty do stupné 4, aby mél rozklad smysl)
pouzijeme naptiklad

gfd -ra sc -f 50 -i 0,1,2,3,4 prettydark.png dcmp.gfd

Pro rekonstrukci s vypisem poc¢tu faktori, vygenerovanim vsech faktori a uloze-
nim textové reprezentace do souboru dcmp.txt pouzijeme napiiklad

gfd -drs -tdcmp.txt dcmp.gfd rimg.png

Pro pouhé vypsani rozkladu do souboru dcmp.txt bez vytvofeni rekonstruova-
ného obrazku pouzijeme naptiklad

gfd -dt dcmp.gfd dcmp.txt

Pro nejmensi ¢asteény rozklad s kvalitou alespori 85 %, ale maximéalné se 100 fak-
tory (i za cenu nesplnéni pozadované kvality), ve struktufe s operaci ®, kterd ma
idempotenty {0, 3,6, ...,255} pouzijeme napiiklad

gfd -q 85 -f 100 -i “seq -s , 0 3 255~ img.png dcmp.gfd

Pro vygenerovani posloupnosti idempotenti jsme zde pouzili externi program seq
dostupny na Unixovych systémech.
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B. Obsah prilozeného CD
bin/
Linuxova binarka programu gfd.

data/
Ukazkova data pouzita pro potieby obhajoby prace

doc/
Text diplomové prace ve formatu PDF a ZIP archiv se zdrojovym textem
tohoto dokumentu a vSemi potiebnymi zdroji.

src/
Kompletni zdrojové texty programu.

readme.txt
Instrukce pro instalaci a spusténi programu a pozadavky pro jeji provoz.
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