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ABSTRAKT

V disertacni praci je studovano modelovani Cinnosti neuronové sité se zamérenim na
vicevrstvou doprednou neuronovou sit (MLP — Multi Layer Perceptron). V této asto
uzivané strukture neuronové sité je nové vyuzito asové proménnych neuroni (time-
varying neurons) spolu s analogii pfi modelovani hyperstruktur linearnich diferencialnich
operatord. Za pomoci koncového lematu a definované hyperoperace je definovana u dané
prechodové funkce hyperstruktura sloZzena z neuroni. U téchto struktur zkoumame jejich
vlastnosti s akcentem na usporadané struktury.

KLICOVA SLOVA

Struktura a funkce doptedné neuronové sité, Matematicky model neuronové sité Casové
proménné neurony, Struktury linedrnich diferencialnich operatori, Analogie struktur ¢a-
sové proménnych neuronii, Teorie hyperstruktur a automatl, Modelovaci funkce, Spoj-
nicovy prostor.

ABSTRACT

The dissertation thesis investigates the modeling of the neural network activity with a
focus on a multilayer forward neural network (MLP — Multi Layer Perceptron). In this
often used structure of neural networks, time-varying neurons are used, along with an
analogy in modeling hyperstructures of linear differential operators. Using a finite lemma
and defined hyperoperation, a hyperstructure composed of neurons is defined for a given
transient function. There are examined their properties with an emphasis on structures
with a layout.
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structures of time-varying neurons, Theory of hyperstructures and automata, Modeling
functions, Join space.

SMETANA, Bedfich. Algebraizace a parametrizace pfechodo- vych relaci mezi struktu-
rovanymi objekty s aplikacemi v oblasti neuronovych siti. Brno, 2020, 93 s. Dizerta¢ni
prace. Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta elektrotechniky a komunikacnich techno-
logif, Ustav matematiky. Vedouci prace: prof. RNDr. Jan Chvalina, DrSc.



PROHLASENI

Prohlasuji, ze svou dizertacni praci na téma ,Algebraizace a parametrizace prechodo-
vych relaci mezi strukturovanymi objekty s aplikacemi v oblasti neuronovych siti“ jsem
vypracoval samostatné pod vedenim skolitele dizertacni prace a s pouzitim odborné
literatury a dalSich informacnich zdroji, které jsou vSechny citovany v praci a uvedeny
v seznamu literatury na konci prace.

Jako autor uvedené dizertacni prace dale prohlasuji, ze v souvislosti s vytvorenim
této dizertacni prace jsem neporusil autorska prava tretich osob, zejména jsem nezasahl
nedovolenym zplsobem do cizich autorskych prav osobnostnich a/nebo majetkovych
a jsem si plné védom nasledkil poruseni ustanoveni §11 a nasledujicich autorského za-
kona ¢. 121/2000 Sb., o pravu autorském, o pravech souvisejicich s pravem autorskym
a o zméné nékterych zakonid (autorsky zakon), ve znéni pozdéjsich predpist, véetné
moznych trestnépravnich disledki vyplyvajicich z ustanoveni ¢asti druhé, hlavy VI. dil 4
Trestniho zakoniku ¢.40,/2009 Sb.

podpis autora



PODEKOVANI

Rad bych podékoval vedoucimu dizertaéni prace panu prof. RNDr. Janu Chvalinovi,
DrSc., za odborné vedeni, konzultace, trpélivost a podnétné navrhy k praci.



Obsah

Uvod

1 Zakladni poznatky — prehled soucasného stavu

1.1
1.2

1.3

Problematika vyvoje neuronovych siti . . . . . . . . ... .. ... ..
Biologicka inspirace neuronovych siti . . . . . . ... ... L.
1.2.1 Rozdéleni neuronovych siti . . . . . . . ... ...
1.2.2  Priklady neuronovych siti . . . . .. ... ..o

Prostredky algebraizace vicevrstvé dopredné neuronové sité . . . . . .

2 Cile disertacni prace

3 Vlastni vysledky

3.1 Parametrizace relaci . . . . . ... ..o
3.1.1 Parametrizace relaci pomoci morfisma . . . . .. .. ... ..
3.2 Modely grup a hypergrup umélych neuronta . . . . . . .. .. ... ..
3.2.1 Grupy a hypergrupy linearnich diferencidlnich operatorii
3.2.2  Grupy a hypergrupy umélych neurona . . . . .. .. ... ..
3.3 Model iterovanych ¢asové proménnych neuronti. . . . . . .. ... ..
3.3.1 Struktury ve vicevrstvé perceptronové siti (MLP) . . . . . ..
3.4 Resitelnost grup a hypergrup umélych neuront . . . . . . . . ... ..
3.5 Rada polohypergrup ¢asové proménnych umélych neuronti a souvise-
jicich hyperstruktur . . . . . .. ... oo
3.6 Systémy fragmenti umélych neuronovych siti . . . . .. .. ... ..
3.6.1 Charakterizace tranzitivni akce . . . . . .. ... .. ... ..
3.6.2 Dukazy charakterizacnich vét . . . . . . .. ... .. .. ...
Zaveér
Literatura

Seznam symboli, veli¢in a zkratek

12
16
20
28

35

36
36
36
40
40
42
49
52
o4

60
64
74
75

83

84

93



Seznam obrazku

1.1  McCullochiiv a Pittstiv model neuronu [86] . . . . . . . ... ... .. 9
1.2 Funkce XOR - dvouvrstvy perceptron [122] . . . . .. ... ... ... 10
1.3 Struktura mozku [75] . . . . ..o 13
1.4 Biologicky neuron [73] . . . .. ... ..o 14
1.5 Biologicky a formdlnf neuron [114] . . . . . . .. ... ... 14
1.6 Tabulka pfenosovych funkef [34] . . . . . .. .. ..o 15
1.7 Neuronovésité [7T9] . . . . . . . ... 17
1.8 Geometricka interpretace funkce neuronu [114] . . . . . . .. ... .. 18
1.9 Neuronova sit — rozpoznani znaka [113] . . . . . ... ... ... ... 19
1.10 Dopiedné (feed forward) neuronova sit [113] . . . . . .. .. ... .. 22

1.11 Gradientni metoda adaptace neuronové sité [16] . . . . . . . ... .. 23



Uvod

Prace je motivovana ideou zobecnéni funkce casové proménného neuronu a pomoci
analogie s linedarnimi diferencidlnimi operatory a jejich algebraickymi strukturami
tvorit a zkoumat algebraické struktury téchto neuront na podkladé funkce dopredné
neuronové sité - vicevrstvého perceptronu MLP (vicevrstvy perceptron — multilayer
perceptron). Jiz profesor Otakar Borivka [17] a zejména predni predstavitel této ma-
tematické skoly profesor Frantisek Neuman [91, 92, 93| ve svych publikacich z oblasti
linearnich diferencialnich rovnic vyuzival algebraizace a geometrizace studovanych
objektt s akcentem na pologrupy a grupy. Také fenomén neuronovych siti a jejich
¢innosti a nalezeni novych souvislosti s algebraickymi strukturami a rovnéz moz-
nost nového pohledu na tyto sité byla dalsi motivaci této prace, zejména poznatky
Tima Koskely [76] z oblasti ¢asové proménnych neuront, Geoffreye Hintona [110] a
Christophera M. Bishopa [16] z oblasti funkcionality vicevrstvych neuronovych siti.

Hlavnim cilem této prace je konstrukce modelu umélého neuronu v dopredné
vicevrstvé neuronové siti s vybranou prenosovou funkei a s vyuzitim poznatki z ob-
lasti linedarnich diferencialnich operatort vytvorit hyperstuktury umélych neuronu
a tim vytvorit potencidl k novému pohledu na funkcionalitu neuronovych siti zvolené
struktury a prenosové funkce.

V pribéhu zpracovani projektu této prace byly nejprve vybrany a popsany alge-
braické struktury pouzité v dalsim vyzkumu umeélych neuront [65]. Mnoho zajima-
vych vysledkt tykajicich se zkoumani slucitelnych vztahti na algebrach bylo ziskano
I. Chajdou, J. Niederlem, B. Pondélickem, J. Rachiinkem, B. Zelinkou a dal$imi
(napt. [104, 45, 46, 47, 48]). V ¢lancich vyse uvedenych autori je substitucni vlast-
nost (SP — substituéni vlastnost — substitution property) binarnich vztaht na dané
algebre povazovana za typ kompatibility. Pro vyzkum chovani umélych neuronu
vzhledem k prenosové funkei je vyznamny pojem funkéni parametrizace nebo funkéni
rozklad. V teorii obecnych vstupné-vystupnich systémi, kterymi jsou triady S = (X,
S, Y), jsou pojmy jako funkéni rozklad obecnych systémi a globalni reakce, defino-
vany jako dilezité koncepty. V této souvislosti jsou zkoumany kompatibilni relace
na vytvorenych strukturach a hyperstrukturach umélych neuronti véetné parametri-
zace pomoci endomorfismi. V kontextu funkéni struktury dopredné neuronové sité
byly zkouméany moznosti koncepttt kompatibility binarnich relaci topologickych pro-
stortl a jejich mozného uplatnéni v hyperstrukturach. Dalsi poznatky ve zkoumanych

Stézejni pro dalsi vyzkum algebraickych struktur tvorenych umélymi neurony do-
predné neuronové sité bylo vyuziti vlastnosti zvolené prenosové funkce spolu s ana-
logii s konceptem linearnich diferencidlnich operatorti. Ziskané poznatky umoznily

vytvorit koncept grup a hypergrup linearnich diferencialnich operatori a jejich vlast-



nosti. Nejprve z vlastnosti propagacni funkce a Cliffordova neuronu (CN) spolecné
s poznatky Hintona [108, 110] byl vytvoren funk¢ni zapis ¢innosti neuronové jed-
notky. Dalsim krokem byla volba vstupt a vah neuronové sité jako funkce argu-
mentu ¢ z linearné usporadané casové mnoziny 7. Tato matematickd konstrukce a
zobecnéni neuronové sité umoznila dalsi vyzkum vlastnosti algebraickych struktur

umeélych neuronti.



1 Zakladni poznatky — prehled soucasného
stavu

1.1 Problematika vyvoje neuronovych siti

Vyzkum neuronovych siti je disciplina, ktera mimo matematiky a statistiky spojuje
jiz. od pocatku dalsi védni obory, od psychologie a fyziologie, pres fyzikalni aspekty
siteni a filtraci signalii a také elektromagnetické vlastnosti latek. Vyvoj v této ob-
lasti nebyl vzdy primocary a vzhledem k rozsdhlé a dynamicky se vyvijejici védni
discipliné s mnoha odlisné fungujicimi priklady siti a také vzhledem k vlastnimu fun-
govani siti je nezbytné popsat v zakladnich rysech mimo vyvoj také dulezité zastupce
neuronovych siti.

Moderni pohled na neuronové sité zapocal v roce 1940 s praci Warrena McCullo-
cha a Waltera Pittse, kteri ukazali, Ze sité z umélych neuronti mohou v zasadé
pocitat s libovolnou matematickou nebo logickou funkei. Vytvorili pritom velmi
jednoduchy matematicky model neuronu, ktery je zakladni bunkou nervového sys-
tému [10, 20, 110, 85]. Ciselné hodnoty parametru v tomto modelu byly bipolarni,
tj. z mnoziny {—1,0,1}. V roce 1957 Frank Rosenblatt navizal na tyto poznatky
tzv. perceptronem, ktery je zobecnénim McCullochova a Pittsova modelu neuronu
pro realny ¢iselny obor parametrii. Tato sif byla postavena Frankem Rosenblattem
a jeho tymem [107] s cilem naucit ji schopnost rozpoznavat vzory. Pro tento mo-
del navrhl ucici algoritmus, o kterém matematicky dokazal, Zze pro dana tréninkova
data nalezne po koneéném poctu kroku odpovidajici vdhovy vektor parametru (po-
kud existuje) nezavisle na jeho poc¢ateénim nastaveni. Cinnost této sité analogicky
uplatnuje mimo jiné také myslenky akademika Viléma Laufbergera a jeho vzruchové

teorie fungovani pameéti [77].
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Obr. 1.1: McCullochiv a Pittsiv model neuronu [86]



Ptvodni jednoduché struktura forméalniho neuronu s binarnim vystupem a jedno-
vrstevna neuronova sit — jednovrstvy perceptron — nevyhovovala velkému mnozstvi
tloh, které nelze vyjadrit jednoduchym linedrnim vektorovym prostorem. Pokraco-
vanim vyvoje v tomto sméru je vicevrstvy perceptron (MLP).

Vyuziti zejména ttivrstvého perceptronu a poznatky pouziti perceptronu pii roz-
poznavani vzoru se snahou analyzovat rizné koncepty véetné omezeni popisuje Frank
Rosenblatt v knize o neurovypoctech Principles of Neurodynamics [106] a byva proto
povazovan za zakladatele oboru neuronovych siti.

Nésledovala prace Donalda Hebba [36], ktery navrhl, na zakladé podminéného
reflexu (teorie Pavlova), mechanismus pro uceni formélnich neuroni [36]. Kratce
po objevu perceptronu Bernard Widrow se svymi studenty vyvinul dalsi typ neu-
ronového vypocetniho prvku, ktery nazval ADALINE (adaptivni linedrni neuron —
ADAptive LInear NEuron) [120].

Po obdobi prudkého vyvoje a prehnanych ocekavani doslo vlivem prace Marvina
Minského a Seymoura Paperta [84] z roku 1969 k ttlumu prostiedki, podporujicich
vyzkum neuronovych siti. Tito védci vyuzili svého vlivu, aby diskreditovali vyzkum
neuronovych siti, nachazejici se v krizi, ve snaze prevést financéni zdroje z této oblasti
na jiny vyzkum v oboru umélé inteligence. Zakladem kampané byla jejich vyzkumna
zprava publikovana v roce 1969 pod nazvem Perceptrons. V této knize Minsky a Pa-
pert vyuzili pro svoji argumentaci znamého trivialniho faktu, Ze jeden perceptron

nemiize pocitat jednoduchou logickou funkci XOR.

XOR(x,,73)

B

@] Ty

Obr. 1.2: Funkce XOR - dvouvrstvy perceptron [122]

Tato funkce, oznacovana jako exkluzivni logicky soucet, poskytuje pro dva vstupy
logickou vystupni hodnotu 1 jen tehdy, kdyz se oba vstupy lisi. ReSenfm problému je

vyuziti dvouvrstvé sité se tfemi neurony, pro tuto sit nebyl znam ucici algoritmus,
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ktery podle autort vzhledem ke slozitosti nebylo mozné vytvorit, coz bylo vSeo-
becné prejato a povazovano za matematicky dokazané. Dalsi vyvoj proto probihal
skryté napiiklad v oblasti adaptivnich algoritmi. Az na pocatku 80. let badatelé
v oblasti neurovypoctu zacali podavat vlastni grantové projekty zamérené na vyvoj
neuropocitaci a jejich aplikace. Podporu stejné jako napriklad pii vyvoji internetu
poskytla americkd grantova agentura DARPA (Agentura ministerstva obrany pro
pokrocilé vyzkumné projekty — Defense Advanced Research Projects Agency), ktera
zacala financné podporovat vyzkum zejména diky ¢innosti programového manazera
Ira Skurnicka, brzy néasledovaly dalsi organizace podporujici zédkladni i aplikovany
vyzkum. Objevila se fada zajimavych talentu jako Shun-Ichi Amari, James Ander-
son, Kunihiko Fukushima, Stephen Grossberg, Teuvo Kohonen a David Willshaw.
Velkou zasluhu na dalsim vyvoji oboru neuronovych siti mél svétové uznavany fyzik
John Hopfield, ktery se v osmdesatych letech zacal zabyvat neurovypocty [40]. V le-
tech 1982 az 1984 dokazal souvislost nékterych modelii neuronovych siti s fyzikalnimi
modely magnetickych materialti. Pozdéji podle néj byly nazvany tzv. Hopfieldovy
sité fungujici na principu autoasociativni pameéti. Sit ma pevnou topologii s ,,n* neu-
rony, které jsou zapojeny cyklicky. VSechny neurony jsou zaroven vystupni. V roce
1986 publikovali své vysledky badatelé z tzv. PDP skupiny (Parallel Distributed
Processing Group). V ¢lanku Davida Rumelharta, Geoffreyho Hintona a Ronalda
Williamse popsali ucici algoritmus zpétného siteni chyby (backpropagation) pro vi-
cevrstvou neuronovou sit [108]. Tim padly divody opusténi této oblasti vyzkumu,
obsazené v knize Minského a Paperta. Nésledovaly dalsi vyznamné objevy vcetné
vyuziti alternativnich neuronti. Roku 1987 se v San Diegu konala prvni vétsi konfe-
rence s vyhradnim zamérenim na neuronové sité. IEEE International Conference on
Neural Networks uvitala pres 1700 tcastnikt s jasnym vysledkem zaloZeni mezina-
rodni spolecnosti pro vyzkum neuronovy siti INNS (International Neural Network
Society). Vznikd fada svétozndamych cCasopisu jako jsou Neural Networks, Neural
Computation, IEEE Transactions on Neural Networks. I Ceska republika ziskava
v roce 1991 mezinarodni casopis Neural Networks World. Od roku 1987 fada uni-
verzit na celém svété zakldda nové vyzkumné ustavy s timto zamérenim. Mimo
vyvoje neuropocitacti se v dnesni dobé se predevsim vypocty simuluji na klasickych
PC stanicich, avsak mnozstvi aplikaci naléza cestu i do mobilnich zarizeni. Neuro-
nové sité jsou oblasti zdjmu vyzkumu vojenskych, civilnich, komerénich organizaci
a univerzitnich pracovist s casopisy, které se soustieduji na tuto problematiku. Ani
poté vsak neni vyvoj neuronovych siti primocary. Koncem devadesatych let az po
rok 2005 jsou neuronové sité zatlaceny do pozadi jinymi modely (support vector
machines (SVM)). Od roku 2006 aZ po soucasnost nastava renesance neuronovych
siti s akcentem na hluboké sité (mnoho vrstev). Hlubokym ucenim (Deep Learning)

oznacujeme soubor algoritmu vyuzivanych pro strojové uceni. Obvykle se pouzivaji
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u neuronovych siti. Neuronové sité, které obsahuji mnoho vrstev a vyuzivaji me-
tod Hlubokého uceni, se nazyvaji Deep Neural Networks. Hluboké neuronové sité
s u¢enim bez ucitele nebo s generativnim ucenim jsou urceny k zachyceni korelace
pozorovanych nebo viditelnych dat, pro analyzu vzoru nebo pro tcely syntézy. Sif
se tedy snazi nalézt spojitosti mezi daty na zakladé samotnych dat a nikoli na za-
kladé jejich popisu nebo klasifikac¢ni t¥idy. Nejrozsirenéjsi a nejbéznéjsi jsou modely
zalozeny na energii (Energy-based deep models). Typickym predstavitelem je za-
kladni model autoenkodéru (Deep autoenencoders). Dalsim vyznaénym zastupcem
této kategorie je Hluboky Boltzmannuv stroj (Deep Boltzmann machine). Jedna se
o zvlastni pripad obecného Boltzmannova stroje (Boltzmann machine). Tento model
obsahuje mnoho vrstev skrytych proménnych. Proménné v ramci jedné vrstvy nejsou
vzajemné propojeny. Kazda nasledujici vrstva Hlubokého Boltzmannova stroje za-
vnitini reprezentace dat. Myslenku vicevrstevnych siti publikoval ukrajinsky teore-
tik Alexej Ivachnénko se svymi kolegy v roce 1966. Jeho algoritmus Group Method
of Data Handling byl vyvinut jako nastroj pro nalezeni zavislosti v komplexnich ne-
linedrnich vicerozmérnych systémech, jejich predikci (predpovédi) a aproximaci [71].
Propagatory hlubokého uceni jsou Yoshua Bengio, Geoffrey Hinton a Yann Le Cun
z CIFAR (Kanadsky institut pokroc¢ilého vyzkumu) v Torontu, zndmy mezi kolegy

téz jako ,kanadska mafie®.

1.2 Biologicka inspirace neuronovych siti

Vztahy mezi vnéjsim prostiedim a organismem, i mezi jeho ¢astmi, a prislusna reakce
na vnéjsi podnéty i na vnitfni stavy organismu probiha sifenim vzruchii z jednot-
livych ¢idel, tzv. receptort, které umoznuji prijimat mechanické, tepelné, chemické
a svételné podnéty, smérem k jinym nervovym bunkam, které tyto signaly zpracova-
vaji a privadi k prislusnym vykonnym organim, tzv. efektoriim. Tyto vzruchy se po
projekénich drahéch, kde dochézi k prvnimu predzpracovani, kompresi a filtraci in-
formace, dostavaji az do mozkové kiry, ktera je nejvyssim ridicim centrem nervového
systému. Na povrchu mozku miizeme rozlisit celkem Sest primarnich vzajemné pro-
pojenych projekcnich oblasti odpovidajicich priblizné smyslim, ve kterych dochazi
k paralelnimu zpracovani informace. Neuron — nervova buiika, je zadkladni funkéni
a histologicka jednotka nervové tkané. Sklada se z téla — soma s jadrem, a z do-
stredivych (dendriti) a odstredivych (axoni) vybézki. Z axonu obvykle odbocuje
rada vétvi, tzv. terminalil, zakoncenych blanou, kterd se prevazné styka s vybézky,
tzv. trny, dendriti jinych neuronti. K pfenosu informace pak slouzi vyse zminéné

unikatni mezineuronové rozhrani, tzv. (chemickd) synapse [73, 75].
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Obr. 1.3: Struktura mozku [75]

Zakladni myslenkou pii konstrukci neuronovych siti je analogie s ¢innosti lid-
ského mozku. Tato oblast byla predmétem zajmu zakladateli kybernetiky Norberta
Wienera a Johna von Neumanna. Cinnost lidského mozku je velmi slozita zalezi-
tost, jak ukazuji i popularné publikované poznatky patologt [75], a jeho vyzkum je
také ovlivnén etickymi hledisky. Zakladnim stavebnim kamenem nervové tkané je
specializovana bunka-neuron, ktery prenasi impuls pri prekroc¢eni prahové hodnoty
pomoci synapsi elektrochemicky. Synapse jsou kulové nebo knoflikovité vystupky.
Pocet synapsi je nékolik tisic az set tisic, pocet propojeni nervové bunky mozku je
az peét tisic.

Na zakladé analogie byl vytvoren koncept formalniho neuronu. Princip ¢innosti
formalniho neuronu je v literature objasnovan na zakladé rozliseni dvou znakti — na
podkladé percepce, rozeznavani znakt u perceptronu jako dichotomické rozdéleni
vstupnich dat na dvé mnoziny predstavujici prvky dvou ¢asti vektorového prostoru.

Obecné je funkce umélych neuronovych siti dana zobrazenim:

{7}y = {v},

kde ¥ je vektor vstupniho signalu ze vstupniho vektorového prostoru, y je vektor
vystupniho signalu z vystupniho vektorového prostoru, které mohou mit rtzné di-
menze. Cinnost neuronové sité lze charakterizovat:

o velkym poctem soucasné pracujicich formalnich neuront,

o paralelnim zpracovanim, které kromé jiného muze radikdlné zvysit rychlost

zpracovani,
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Obr. 1.4: Biologicky neuron [73]

 neurony typicky pracuji zpravidla (témér)autonomné, asynchronné s distribu-
ovanym Tizenim,

e mneurony jsou husté propojeny, pricemz spoje jsou charakterizovany rtiznymi va-
hami, které jsou proménné a zpusobuji se schopnosti uceni flexibilitu a odolnost

sité.

Dendrit 1
Ranvierowy Synapse

@
schwannowy . /

buriley : W,

' Myelinova pochva
i yelnova p | ®/

Obr. 1.5: Biologicky a formalni neuron [114]

Zékladem matematického modelu neuronové sité je tedy formalni neuron. Obecné

ma n redlnych vstupt, které modeluji dendrity a urcujici vstupni vektor
Tr= (1’1, ,l’n)
Tyto vstupy jsou ohodnocovany realnymi synaptickymi vahami, které tvori vektor

w = (wl, ,wn)
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Formalni tpravou lze docilit toho, ze prenosova funkce bude mit nulovy prah a vlastni
prah neuronu se zapornym znaménkem budeme chapat jako vahu, tzv. bias wg = ~6

dalsiho formalniho vstupu zy = 1 s konstantni jednotkovou hodnotou.

Nazev pfenosové | Vstupné-vystupni Ikona | Funkee v
funkce relace MATLAB
Skokova pFenosova A=l R hardlii
funkce a=1 nz=0
icka a = -1 0 :
S!me'trltll:a skokova a n< Eaiin
piFenosova funkce a=+1 nz0
Linearni pfenosova a=n purelin
funkce
e L a=0 n<0
Sfturlwan’a linearni a=n 0Znzl satlin
pFenosova funkce
a=1 n=l1
Symetricka saturovana a=-1 n<-l
linearni pfenosova f. a=n =lsnzl satlins
a =1 nx=l1
Standardni logisticka MR - logsig
. . l+e =
sigmoida
e e ;
Hyperbolicky tangens a=— == tansig
e €
Pozitivni linearni a=0 n<0 . .
slin
a=n 0<n po
SoutéZiva a = 1 neuron with max n .
t
a = 0 all other neurons COTpe

Obr. 1.6: Tabulka pfenosovych funkei [34]

Prilozena tabulka je vyc¢tem pouzivanych prenosovych funkeci véetné symboliky
a nazvu v MATLABu, jehoz moduly (Matlab Simuliuk a Neural Network Toolbox)
se casto vyuzivaji k simulaci neuronovych siti. Pii konstrukci neuronovych siti je
mozné kombinovat struktury s odliSnymi prenosovymi funkcemi.

Oznaceni hodnoty vnitiniho potencidlu je y_in, kde
n
y_ in= Zwixi.
i=1

po dosazeni hodnoty b(wg = b — bias) vyvolava vystup (stav) y neuronu Y, ktery
modeluje elektricky puls axonu. Nartst vystupni hodnoty y = y in pri dosazeni

hodnoty potencidlu b je dan aktiva¢ni (prenosovou) funkei f.
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Vybér aktivacni funkce zna¢nou mirou predurcuje tlohu sité. Zapis vystupni

hodnoty neuronu v maticové formeé lze vyjadrit jako:
y=Wixx+Db,

kde matice pro pripad jednoho neuronu ma jen jeden radek. Vystupni a vstupni
produkt umélych neuronti miize byt stejnym zptisobem interpretovan jako vektory
vstupnich nebo vystupnich linedrnich vektorovych prostori. Nyni muze byt neuro-
novy vystup vicevrstvé neuronové sité psan podle podminek zapisu maticové formy
jako:
n__ en nen—1 n—1len—2 1 1 2 n
yr = (WP (W2 ... (Wix +b7) +b)--- + b")

pro n-vrstvou neuronovou sit. U vystupt 1ze rozlisit minimalné:

e Binarni vystup — vyuzivany zejména pro klasifika¢ni tilohy, kdy vystupni vrstva
obsahuje pocet neuront, ktery odpovida poctu cilovych kategorii. Sif se poté
uci, aby pro kazdy vstupni vektor reagovala odezvou, jez bude exkluzivné
obsahovat jednicku na misté pro rozpoznanou kategorii.

o Redlny vystup — je typicky pro aproximacni ilohy funkci apod.

Technicky prakticky realizovany model, ptivodné tvoreny soustavou potenciome-
tri a motort [107], napodoboval funkei biologického neuronu, kde pienos signalu
probiha elektrochemicky. K pfenosu informace zde slouzi unikatni mezineuronové
rozhrani, synapse. Z funkéniho hlediska lze synapse rozdélit na excitac¢ni, které umoz-
nuji rozsireni vzruchu v nervové soustaveé, a na inhibi¢ni, které zptusobuji jeho ttlum
[73, 75]. Pamétova stopa v nervové soustavé vznika pravdépodobné zakédovanim sy-
naptickych vazeb na cesté mezi receptorem (¢idlem orgénu) a efektorem (vykonnym
organem). Mira podrazdéni neuront prostrednictvim impulzi od jinych neuront po
dosazeni urcité prahové hodnoty zpusobi vznik impulzu, kterym pres axon a synapse
podréazdi dalsi neuron. Obdobné také matematicky model mize pracovat s pevnou
prahovou hodnotou [106, 114]. Biologicka inspirace hraje pfi vyvoji neuronovych siti
dilezitou roli pri analogickém modelovani struktury umélé neuronové sité a postup-

ném vyzkumu fenoménu umélé inteligence.

1.2.1 Rozdéleni neuronovych siti

Ke klasifikaci neuronovych siti mizeme pristupovat z riznych smért pohledu. Po-
uzivanym pristupem je déleni siti dle formy vstupnich dat, jak ukazuje diagram
z ¢lanku ,,An introduction to computing with neural nets“ od Richarda P. Lipp-
manna uverejnény v casopise IEEE ASP MAGAZINE v dubnu 1987 [79]. V tomto
schematu déleni dale vyuzivame rozdéleni na sité s ucitelem a bez ucitele a posléze
klasifikatory neuronové sité na zakladé nejblizsich klasickych statistickych algoritmi,

charakterizovanych rozdélenim nahodné veliciny, kde klasifikator rozhoduje, ktera
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trida vysledkii nejlépe, tj. s nejvyssi pravdépodobnosti reprezentuje vstupni data.
V tomto pojeti dle Lippmanna je neuronova sit charakterizovana cistou topologii
(poCet neuront a jejich vzajemné propojeni v siti urcuje tzv. architekturu (topolo-
gii) neuronové sité)!, charakteristikami uzli (umélych neurontt) a pravidly tykajic
se vycviku nebo uceni. Mimo adaptacniho mechanismu uceni sité je dulezita faze
predpripravy dat a to zejména u rozpoznavani obrazii a teci, kde nelze zajistit tré-
novanost sité dostatecnou saturaci vzory. V této situaci se vyuziva snizeni poctu
parametri zavedenim pomocnych proménnych (features). Pamét umélého neuronu
neni samostatna jednotka, ale je rozprostiend ve vstupni ¢asti formou vahovych ko-
eficienti. Pomoci téchto koeficientii je systém schopny zapamatovat si informace.
Toto pojeti odpovida starsi predstavé o funkci paméti jako zafixovanému zptsobu
spojeni synapsi, nebo také jako synaptické sily, kdy vzruch mize byt opakované pre-
hran, kde hraje dilezitou ilohu ¢ast mozku zvana hipokampus. V posledni dobé pro-
biha vyzkum, ktery ukazuje dilezitost ribonukleové kyseliny (RNA) u senzorickych
neuronti a moznost chemického prenosu nékterych casti paméti, zatim provéreno u
vhodného druhu laboratornich mofskych plzu Zej [9]. Vzhledem k tomu, Ze tato sub-
stance ovliviiuje jadro neuronu, lze zde najit analogii s vyuzitim ¢asové proménnych

neuront v umeélych neuronovych sitich.

Obr. 1.7: Neuronové sité [79]

U novéjsich publikaci se vyuziva pro interpretaci neuronovych siti poznatki
z oblasti linedrnich vektorovych prostori a geometrické interpretace c¢innosti sité.
V tomto pojeti je neuronova sit nastrojem pro prenos dat ze vstupniho do vystup-

niho vektorového prostoru. Obvykle uzivanym prikladem pro objasnéni ¢innosti sité

!Topologie (z feckého topos - misto a logos - studie) je obor matematiky, opirajici se o velmi
obecny vyklad pojmu prostor (topologicky prostor). Studuje takové vlastnosti ttvari, které se
nemén{ pti oboustranné spojitych transformacich [87]. Topologie siti se zabyvé zapojenim riznych
prvkia do poditadovych siti a zachycenim jejich skutecné (redlné) a logické (virtudlni) podoby
(datové linky, sitové uzly) [33]. Jako takovd je soucdsti teorie grafli a zasahuje tedy i do matematiky.
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je rozpoznavani dvou prvnich pismen abecedy v analogii s ¢cinnosti mozku zaka prvni
tridy. K lepsimu pochopeni funkce jednoho neuronu v tomto pojeti ndm pomuze ge-
ometrickd predstava nacrtnuta na obrazku.

T
wo+ Y o, wiri =0

[ ]
[.r?', aztle K,
wo Z:'zl wizf >0

—;y:l

[ ]
[21,--9zn] € Eq
wp + Z:'zi wiz; <0
— =0

Obr. 1.8: Geometrickd interpretace funkce neuronu [114]

Vstupy neuronu lze chapat jako souradnice bodu v n-rozmérném euklidovském,
tzv. vstupnim prostoru £,. V tomto prostoru ma rovnice nadroviny (napt. v Es

n
primka, v F3 rovina) tvar: wy + Y. w;z; = 0. Tato nadrovina déli vstupni prostor na

i=1

dva poloprostory. Soufadnice bodi [z], ...,z ], které lezi v jednom poloprostoru,

spliuji nasledujici nerovnost:

n
wWo + szl’j— > 0,
i=1

body [z7,...,x,] pak splnuji nerovnost

n
wo + Zwix; < 0.
i=1
Pokud lezi bod v prvnim poloprostoru, je neuron aktivni, v druhém pasivni. Synap-
tické vahy vcetné biasu jsou koeficienty nadroviny. V prikladu skoldka pak rozdéleni
muze byt zndzornéno takto:

V pripadé analogie se skoldkem jsou vahy nastaveny ndhodné a neuron neu-
réi vSechny hodnoty spravné. Teprve pri tpravé vah a natoceni nadroviny dojde
k tpravé (za pomoci ucitele). V pripadé vicevrstvé sité se skladaji ucinky jednot-
livich neuront. Sffeni a zpracovani informace na cesté v siti je umoznéno zménou
stavll neuronu lezicich na této cesté. Stavy vSech neuront v siti urcuji tzv. stav neu-
ronové sité a synaptické vahy vsech spoju predstavuji tzv. konfiguraci neuronové sité.
Neuronova sit se v ¢ase vyviji, méni se propojeni a stav neuront, adaptuji se vahy.

V souvislosti se zménou téchto charakteristik v case je celkova dynamika neuronové
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1w = Z;.:] wir: =0

Obr. 1.9: Neuronova sit — rozpoznani znaku [113]

sité v této interpretaci rozdélena do tii dynamik a tii rezimi prace sité: organizacni
(zména topologie), aktivni (zména stavu) a adaptivni (zména konfigurace). Pro spe-
cifikaci konkrétniho modelu neuronové sité staci, kdyz definujeme jeho organizac¢ni,
aktivni a adaptivni dynamiku.

e Organizacni dynamika specifikuje architekturu sité a jeji pfipadnou zménu.
Zména topologie se vétsinou uplatnuje v ramci adaptivniho rezimu tak, ze sit
je v pripadé potreby rozsifena o dalsi neurony a prislusné spoje. Avsak orga-
nizac¢ni dynamika prevazné predpokladd pevnou architekturu neuronové sité,
ktera se jiz neméni. Z pohledu organiza¢ni dynamiky rozlisujeme v zasadé dva
typy architektury: cyklicka (resp. rekurentni) a acyklickd (resp. doprednd) sit.
V pripadé cyklické topologie existuje v siti skupina neuronti, ktera je zapojena
v kruhu (tzv. cyklus).

o Aktivni dynamika specifikuje pocatecni stav sité a zpusob jeho zmény v case
pri pevné topologii a konfiguraci. V aktivnim rezimu se na zacatku nastavi
stavy vstupnich neuronti na tzv. vstup sité a zbylé neurony jsou v uvedeném
pocatecnim stavu. VSechny mozné vstupy, resp. stavy sité, tvori tzv. vstupni
prostor, resp. stavovy prostor neuronové sité. Po inicializaci stavu sité probiha
vlastni vypocet. Spojity model je zadan diferencidlni rovnici, v praxi vétsi-
nou jde o diskrétni proces. Podle toho, zda neurony méni sviij stav nezavisle
na sobé nebo je jejich aktualizace Fizena centrélné, rozliSujeme asynchronni
a synchronni modely neuronovych siti.

o Adaptivni dynamika specifikuje poc¢atecni konfiguraci sité a zptsob zmény vah
v siti v ¢ase. VSechny mozné konfigurace sité tvori tzv. vahovy prostor neuro-

nové sité. V adaptivnim rezimu jsou na zacatku nastaveny vahy vsech spoju
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v siti na pocatecni konfiguraci (napi. nahodné). Po inicializaci konfigurace sité
probihé vlastni adaptace. Podobné jako v aktivni dynamice se obecné uvazuje
spojity model se spojitym vyvojem konfigurace neuronové sité v case, kdy
vahy sité jsou (spojitou) funkeci ¢asu, ktera je obvykle v adaptivni dynamice
zadana diferencialni rovnici. Vétsinou se vsak predpoklada diskrétni c¢as adap-
tace. Cilem adaptace je nalézt konfiguraci sité ve vahovém prostoru, ktera by
v aktivnim rezimu realizovala predepsanou funkci. Jestlize aktivni rezim sité se
vyuziva k vlastnimu vypoctu funkce sité pro dany vstup, pak adaptivni rezim
slouzi k uceni (,,programovani®) této funkce. Existuji stovky tspésnych ucicich
algoritmi pro rizné modely neuronovych siti. Nejznaméjsi a nejpouzivanéjsi
ucici algoritmus je backpropagation — algoritmus zpétného siteni chyby — pro
vicevrstvou neuronovou sit.

Dalsim kritériem rozdéleni neuronovych siti mize byt zptusob uceni neuronové
sité, zda se uci sit sama, bez cizi pomoci, nebo zda k tomu pouziva vnéjsi asistenci.
Podle toho rozlisujeme:

« uceni bez ucitele,

e uceni s ucitelem.

Oba tyto druhy uceni jsou pouzivany v praxi pri uc¢eni umélych neuronovych siti

a neuropoc¢itacl na nich zalozenych.

1.2.2 Priklady neuronovych siti
Oblasti vyuziti neuronovych siti

Pro praktické testovani i provoz neuronovych siti lze pouzit programy s moduly
pro tvorbu neuronovych siti na konvencénich pocitacich. Moznosti tohoto software
ukazuji i moznosti pouziti neuronovych siti. Jednim z kvalitnich a zndmych softwart
je STATISTICA od Stat Soft, podle kterého lze moznosti vyuziti shrnout. Od tohoto
software je mozné navic nalézt informace k tzv. automatizovanym neuronovym sitim,
které predstavuji pomocnika pro tvorbu neuronové sité do jisté miry eliminujici
nutnost hlubsich znalosti o konfiguraci sité a jeji tvorby. Menu programu umoznuje
vyuzit neuronové sité v téchto oblastech analyzy:

o Regrese — regresni analyza se zabyva predpovidanim spojité proménné na
zakladé vstupu (spojitych ¢ kategorickych prediktort — nezavislych promén-
nych).

» Klasifikace — neboli zatazovani do t¥id. Na zakladé klasifikace drovné cilové
proménné a kombinace vstupi, které ke konkrétnimu vysledku vedou, bude vy-
tvoren model, ktery dokéze klasifikovat nova data. Sem lze zaradit i motivacni
priklad s rozpoznavanim vzort pfi rtznych zdrojich naptiklad ru¢né psanych

rukopist. Dalsimi ¢astymi priklady jsou bankovni problémy, které resi otazky
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bonity klienta, schopnost jeho splaceni, ale také problémy typu poslat ¢i ne-
poslat pacienta na podrobné vysetreni, detekce spamu apod.

+ Casové Fady(regrese) — slouzi k modelovani spojitych proménnych, které
prochazi vyvojem v ¢ase, resp. casovych rad. V této situaci mizeme vybrat bud
pouze jedinou zavislou proménnou, kde model bude vychazet ze zpozdénych
hodnot této casové rady, nebo méame moznost zvolit dalsi proménné, které
budou tuto fadu vysvétlovat.

« Casové fady (klasifikace) — tento typ analyzy pouZijeme tehdy, je-li nase ci-
lova (zévisld) proménnd kategorické povahy. Zavislou proménnou lze vysvétlo-
vat opét pouze svym , historickym® pribéhem v case, pripadné je mozné zvolit
dalsi spojité i kategorické prediktory jako nezavislé vysvétlujici proménné.

o Shlukova analyza — tento typ analyzy nepouziva zavislou proménnou (uceni
bez ucitele), cilem je detekovat netrivialni shluky v datech. Jde o tzv. Kohone-
novu sit. Vstupem jsou pouze hodnoty (vstupnich) nezévislych proménnych.
Tento typ problému je soucasti analytické metody Data miningu a Text mi-
ningu, jako metody ziskavani informaci bud z obecné datové nebo jen textové
datové mnoziny dat casto i z otevienych zdroji, kde se s vyhodou uplatiuji
neuronové sité.

Technologii neuronovych siti lze pouzit prakticky v kazdé situaci, v niz je ci-
lem nalezeni nezndmé proménné nebo vlastnosti na zakladé znamych pozorovani
nebo nameétenych hodnot (tzn. v nejriuznéjsich typech regresi, klasifikaci a casovych
fad), je-li k dispozici dostateéné mnozstvi historickych dat a existuji-li mezi nimi
objektivni vztahy nebo mnozina vztaht (neuronové sité jsou relativné tolerantni
k Sumovym jevum) existuje také redlna Sance, Ze je bude mozno prostfednictvim
neuronovych siti modelovat. Je mozné zminit celou radu oblasti, jako je automa-
tické Tizeni, kybernetika, umeéla inteligence, optimalizace a expertni systémy, fizeni
procesu, kde lze nalézt priklady jako je monitorovani strojniho zafizeni v primys-
lovych procesech a prubézné nastavovani ridicich parametri, samoobsluzné mecha-
nismy subsystému napt. fizeni sklenikt, budov, dopravni signalizace, samoucici se
zahradni a zemédélska technika, rozpoznavani poruch strojii, nasledné planovani
preventivni idrzby, provozovani stroju (napt. odhady spotteby paliv na zakladé sni-
manych méreni), planovani vyuziti prostoru, strategie maximalizace vykrmu hospo-
darskych zvitat, rozpoznavani kvality vyrobku. Dalsimi rozsahlymi oblastmi vyuziti
jsou zpracovani obrazu a Teci s priklady — optické rozpoznavani texti, pisma, ob-
razu a podpist, dale v 1ékatstvi (diagnostika) — vyhodnocovéani 1ékarskych snimku
(napr. odhad velikosti tumoru prostaty), — detekce a ohodnoceni v mediciné (napf-.
detekce epileptickych zachvatii), v ekonomice, marketingu a v expertnich systémech
v této oblasti — predpovéd finanénich ¢asovych fad (i chaotickych) — predikce vyvoje

sménnych kurzt, a v dilezité oblasti jako je komprese dat, transformace a analyza
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signdlu — komprese obrazku — diagnostika vysledki (napf. rozpoznavani odbérovych
diagramu, ...). Tento vycet lze doplnit o nové mobilni aplikace pro prekladani mlu-
veného textu, rozpoznavani obli¢eju pri identifikaci osob a vyuziti pretrénovani sité

(neuronova sit Caffe v projektu Deep Dream) k tvorbé art grafiky.

Dopiedna (feed forward) neuronova sit

Vstupnivrstva  Pruni skryta Druha skryta  Vystupni vrstva
wrstva vrstva

Obr. 1.10: Dopfedna (feed forward) neuronova sit [113]

Nejrozsitenéjsi zptisob propojeni neuronti se sigmoidni aktivaéni funkei jsou vice-
vrstvé dopfedné neuronové sité. Tyto vicevrstvé sité (MLP — Multilayer Perceptron)
pouzivaji k uc¢eni Backpropagation (BPE — Back Propagation Errors)- algoritmus
zpétného sifeni chyby. Podminkou je definice biasu ve vystupni a vnitfni vrstvé
neuronti. Bias odpovida vahové hodnoté pritazené spojeni mezi danym neuronem a
fiktivnim neuronem, jehoz aktivace je vzdy 1. Mezi dvéma sousednimi vrstvami je
uplné propojeni neuront, tedy kazdy neuron nizsi vrstvy je spojen se vSemi neurony
vrstvy vyssi. Minimalni pocet vrstev je tTi, vstupni, vystupni a alespon jedna vnitini
vrstva.

Metoda pouzivana pro adaptaci neuronové sité nad danou trénovaci mnozinou
se nazyva backpropagation, nebo-li metoda zpétného siteni. Tato metoda adaptace
spoc¢iva v opacném Siteni informace smérem od vrstev vyssich k vrstvam nizsim.
Béhem adaptace neuronové sité metodou backpropagation jsou srovnavany vypo-
¢itané aktivace yi s definovanymi vystupnimi hodnotami ¢, pro kazdy neuron ve
vystupni vrstvé a pro kazdy tréninkovy vzor. Na zakladé tohoto srovnani je defi-
novana chyba neuronové sité, pro kterou je vypocitan faktor 6 (k = 1,...,m), jez
odpovida ¢asti chyby, ktera se $if{ zpétné z neuronu Y}, ke vS§em neurontim predcha-

zejici vrstvy majicim s timto neuronem definované spojeni. Podobné lze definovat
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i faktor d; (j =1,...,p), ktery je ¢asti chyby sifené zpétné z neuronu vnitini vrstvy
Z; ke vSem neurontim vstupni vrstvy, jeZ maji s timto neuronem definované spojeni.
Uprava véhovych hodnot wj), na spojenich mezi neurony vnitini a vystupni vrstvy
zavisi na faktoru ¢, a aktivacich z; neurontt Z; ve vnitini vrstve. Uprava véhovych
hodnot v;; na spojenich mezi neurony vstupni a vnitini vrstvy zavisi na faktoru d;
a aktivacich x; neuronti X; ve vstupni vrstvé. Pro aktivacni funkci pak pozadujeme
nasledujici vlastnosti: musi byt spojita, diferencovatelnd a monoténné neklesajici.
Nejcastéji pouzivanou aktivacni funkei je proto standardni (logickd) sigmoida a hy-
perbolicky tangens. Chyba sité E(w) je vzhledem k tréninkové mnoziné definovana
jako soucet parcidlnich chyb sité E;(w) vzhledem k jednotlivym tréninkovym vzortum

a zavisi na konfiguraci sité w:

kde parcidlni chyba Ej(w) sité pro [-ty tréninkovy vzor (I = 1,...,q) je umérna
souctu mocnin odchylek skutecnych hodnot vystupu sité pro vstup I-tého tréninko-

vého vzoru od pozadovanych hodnot vystupti u tohoto vzoru:

Ei(w) = 2 (e — t)?.

2 keYy

Cilem adaptace je dosazeni globalnitho minima u chyby sité, avsak tato chyba sité
primo zavisi na komplikované nelinearni slozené funkci vicevrstvé sité, proto pred-
stavuje tento cil netrivialni optimaliza¢ni problém. Pro jeho feseni se v zakladnim
modelu pouziva nejjednodussi varianta gradientni metody, kterd vyzaduje diferen-

covatelnost chybové funkce. Nazorné ukazuje metodu obrazek:

N

E

;
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Obr. 1.11: Gradientni metoda adaptace neuronové sité [16]

Na obrazku je schematicky zndzornéna chybova funkce E(w) tak, ze konfigu-

race, ktera predstavuje mnohorozmeérny vektor vah w, se promita na osu z. Chybova
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funkce urcuje chybu sité vzhledem k pevné tréninkové mnoziné v zavislosti na kon-
figuraci sité. Pri adaptaci sité hledame takovou konfiguraci, pro kterou je chybova
funkce minimalni. Za¢neme s ndhodné zvolenou konfiguraci w®, kdy odpovidajic
chyba sité od pozadované funkce bude pravdépodobné velka. Pii adaptaci sestro-
jime v tomto bodé w(® ke grafu chybové funkce tecny vektor (gradient) g—f; (w(o))
a posuneme se ve sméru tohoto vektoru o €. Pro dostateéné malé e tak ziskdme
novou konfiguraci w® = w©® + Aw® | pro kterou je chybova funkce mensi nez
pro pivodni konfiguraci w®, tj. E(w®) > E(w™). Cely proces konstrukce teéného
vektoru opakujeme pro w a ziskdme tak w® takové, ze E(w®) > E(w®), dokud
se limitné nedostaneme do lokalniho minima chybové funkce. Ve vicerozmérném va-
hovém prostoru tento postup presahuje nasi predstavivost. I kdyz pii vhodné volbé
koeficientu uceni (o) tato metoda vzdy konverguje k néjakému lokdlnimu minimu
z libovolné pocatecni konfigurace, neni viibec zaruceno, ze se tak stane v redlném
case. Obvykle je tento proces ¢asové velmi narocny i pro malé topologie vicevrstvé
sité (desitky neuroni1). Pro dosazeni globalniho minima je pak tfeba tuto funkci
modifikovat (ndhodné vnaseni Sumu do konfigurace sité apod.) Ackoliv vlastni popis
uciciho algoritmu backpropagation je formulovan pro klasicky von neumannovsky
model pocitace, presto je ziejmé, ze jej 1ze implementovat distribuované. Pro kazdy
tréninkovy vzor probihd nejprve aktivni rezim pro jeho vstup tak, Ze informace se
v neuronové siti Sifi od vstupu k jejimu vystupu. Potom na zakladé externi infor-
mace ucitele o pozadovaném vystupu, tj. o chybé u jednotlivych vstupt, se pocitaji
parcialni derivace chybové funkce tak, ze signal se $iti zpét od vystupu ke vstupu.
Vypocet sité pri zpétném chodu probiha sekvencéné po vrstvach, pritom v ramci
jedné vrstvy miize probihat paralelné.

Problémem modelu vicevrstvé neuronové sité s adaptacnim algoritmem backpro-
pagation je (kromé minimalizace chybové funkce) volba vhodné topologie pro feSeni
konkrétniho praktického problému. Nejsou znamy vztahy mezi vstupy a vystupy,
které by se daly vyuzit pti ndvrhu specidlni architektury. Pouziva se vicevrstva to-
pologie s jednou nebo dvéma vnitinimi vrstvami za predpokladu, ze uéici algoritmus
backpropagation zobecni prislusné vztahy z tréninkové mnoziny ve vahach jednotli-
vych spoji mezi neurony. Otazkou jsou pocty neuront ve vnitinich vrstvach. Pocet
neuronti vstupni vrstvy Ny, je dan poc¢tem vstupt a vystupni vrstvy poctem vystupii
neuronové sité. Pocty neuronti Nj ve skrytych vrstvach nelze stanovit presné, pro
praktické aplikace vsak staci vétsinou dodrzet podminku Ny > min(N,y, N;,), kde
Ny je pocet neuront vystupni vrstvy. Taktéz neexistuje ani exaktni pravidlo pro
stanoveni po¢tu drovni neuronové sité. Pro vétsinu praktickych tiloh jsou postacujici
tTi arovné: vstupni, jedna skryta a vystupni, pricemz vstupni troven pouze opakuje
vstupni signaly (y} = x;), v piipadné potieby ji lze vyuzit pro transformaci vstup-

nich hodnot. Problematikou jejich aproximativnich vlastnosti se zabyvalo mnoho
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spojitych funkci vice proménnych pomoci spojitych funkci jedné proménné. Nejprve
je tfeba definovat nékteré vybrané pojmy:
o+ Prostor vSech spojitych funkei nad kompaktnim prostorem? X (oznacovany

C(X)) se stejnomérnou normou:
1] = sup | f(z)].
reX

+ Prostor £, funkci, pro néz je |f|P integrovatelnd na mnoziné X, s tzv. L,

normou: 1
=] _ 1r@pda]”.

V prostoru R" c¢asto za kompaktni X C R” uvazujeme jednotkovou krychli Z".

Véta 1. Budte n > 2 prirozené ¢islo a f(xq,...,x,) spojita funkce f : I" — R. Pak
existuji spojité funkce jedné proménné v, a ¢py (p=1,...,n5¢=1,...,2n+1) tak,

ze plati:
2n+1 n
flzr, oo zn) = Z Yy ( ¢pq(xzp)> .
q=1 p=1

V' alternativnim zdpisu potom takto:

KaZdou vicerozméernou redlnou spojitou funkci f(xq,...,x,) n-proménnych lze
presné vyjadrit jako linedrni kombinaci konecného poctu spojitych nelinedrnich funkci

jedné promeénné:
2n—+1 n
f((lﬁ,...,l’n) = Z qqu ¢PQ(‘TP)
q=1 p=1

kde 1, ¢ jsou nelinedrni funkce jedné proménné.

Zde jednotkova krychle Z" predstavuje kompaktni podprostor R". Prostor vsech
spojitych funkei nad kompaktnim prostorem X C R™ pak oznac¢ujeme jako C(X),
s vyznacenim dimenze ve vlastnich vysledcich potom jako funkcionalni krychle.

Obecnéjsi modifikace této véty byla predstavena Spredlerem a Lorentzem |80,

113] V této varianté se zapis zménil na:

2n—+1 n
flxy, ... x,) = z_:l P ( > )\pqqﬁq(xp)) ) (1.1)

2Kompaktni mnozina, nebo také kompaktni prostor, je takovd mnozina bod@ topologického
prostoru, ze z kazdého jejtho pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat pokryti konecné. Tato defi-
nice v topologii zobecniuje a formalizuje intuitivni pfedstavu konec¢ného objemu. V Eukleidovskych

prostorech jsou kompaktni mnoziny pravé omezené a uzaviené podmnoziny.|[87]
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Zde jedna funkce 1 nahradila vSechny 1, a funkce ¢,, jsou nahrazeny vyrazem
NP, kde A je redlnd konstanta a ¢, jsou monoténné rostouci funkce. Navic, ¢
nezavisi na funkci f, kterou vyjadiujeme, ale jsou pro danou dimenzi stejné.

Kolmogorovovu vétu lze vyuzit i pro bézné perceptronové sité, pokud nebudeme
trvat na presném vyjadreni funkce, ale spokojime se s jeji libovolné presnou aproxi-
maci. V tom pripadé dostaneme sif se dvéma skrytymi vrstvami perceptronu, kde
jednotky v prvni, resp. druhé skryté vrstvé budou aproximovat funkce v, resp. ¢.

Pro dalsi popis funkcionality neuronové sité v souvislosti s aproximaci v Kolmo-

gorove vété je uziteéné uvést definici topologického prostoru:

Definice 1. [87] Topologickym prostorem nazveme mnoZinu X spolecné se systémem
T podmmnozin X, spliujici ndsledujici axiomy:

e Jer, Xer,

e sjednocent libovolného poctu (tj. konecného, spocetného i nespocetného) mnozin

2T lezi v T,

e prunik konecného poctu mnozin z T leZi v T.

Systému T Tikdme topologie® na X. MnoZiny v T pak nazveme oteviené mnoZiny,
jegich doplnky v X uzavrené mnoZiny.

Konkrétni topologicky prostor bjvd casto oznacovdn jako (X, T).

Poznamka 1. Kolmogorova véta vznikla jako soucast reSeni tfinacté ¢asti Hilbertovy
prednasky [39] Matematické problémy, prednesené na 2. Mezindrodnim kongresu
matematiki r. 1900 v Parizi, kterd ma nazev ,Nemoznost feseni obecné rovnice sed-
mého stupné pomoci funkei dvou proménnych® V této ¢asti D. Hilbert predklada
problém inspirovany nomogramem?, ktery se tykd jedné z nejstarsich tloh mate-
matiky — Tesitelnosti algebraickych rovnic. Obecna teorie aproximace je definovana
pomoci zakladnich pojmt matematické topologie:
o Podmnozina V' C X topologického prostoru (X, 7) je oteviend, kdyz ke kaz-
dému z € V existuje okoli obsazené ve V. Mnozina F' C X je uzaviena, je-li
X \ F oteviena.
e Pro A C X definujeme uzavér A jako nejmensi uzavienou mnozinu obsahujici
A. Déle fikdme, ze A C X je husta v X, je-li A = X, tedy uzdvér této mnoziny
je jiz cely prostor.
Topologicky prostor X je Hausdorffiv, kdyz pro kazdou dvojici riaznych bodt x1, xs €
X existuji oteviené mnoziny Uy, Us C X takové, ze x1 € U,z € UsalUy N Uy = ().
Plati, Zze kazdy prostor s topologii indukovanou metrikou je Hausdorfftiv.

3Pojem topologie se také pouziva pro matematickou disciplinu.

4Nomogram je specidlni graf, ktery umoziuje provadéni vypocéti pomoci jednoduchjch geo-
metrickych konstrukei a ¢tenim piimo v tomto grafu. Nejjednodussim typem nomogramu je graf
funkce v kartézské soustavé souradnic [1].
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Definice 2. Necht U je trida funkci, T jeji podmnoZina a p metrika na U. Tridu
T nazveme aproximdtorem vzhledem k (U, p), je-li T hustd v U (vzhledem k topolo-
g1t indukované metrikou p). Je-li trida funkci T aproximdtorem vzhledem ke tridé

spojitych redalngjch funkci (nebo L, funkci), nazveme ji univerzdlnim aproximdtorem.

Vyuziti Kolmogorovovy véty v neuronovych sitich navrhl v roce 1987 Hecht-
Nielsen [37], ktery si vsiml, ze vzorec (1.1) pripomind zapis funkce realizované siti
se tremi vrstvami. Vstupni vrstvu takové sité tvori n vstupnich jednotek, ve skryté
vrstvé je 2n + 1 jednotek a jedna jednotka je vystupni. Mezi vstupni a skrytou
vrstvou jsou pfechodové funkce pocitajici hodnoty A?¢,, prechodovou funkei mezi
skrytou a vystupni vrstvou je 1. Tento poznatek byl pozdéji prokazan pravé pro
aproximac¢ni funkei neuronové sité.

Nejvice vysledkt o univerzalni aproximaci neuronovych siti se tyka perceptrono-
vych siti s jednou skrytou vrstvou. Tyto sité jsou v praxi ¢asto pouzivanym modelem
a jedna skryta vrstva je v jistém smyslu minimalni architektura zachovavajici rysy
vicevrstvych perceptronti. Motivaci pro vyzkum aproximacnich vlastnosti moznosti
modelu aproximovat nejriznéjsi funkce. Nasledujici poznamka ukazuje jejich apro-

ximacéni moznosti pti jednoduché zédkladni strukture:

Pozndmka 2. o Je-li aktivacni funkce omezend a nekonstantni, pak perceptro-
nova sit s jednou skrytou vrstvou muze aproximovat kazdou funkei z A,, s libo-
volnou presnosti za predpokladu, Ze je k dispozici dostatecné mnoho jednotek
ve skryté vrstve.

o Je-li aktivac¢ni funkce spojitd, omezena a nekonstantni na kompaktni mnoziné
X C R", pak muze dopredna sift s jednou skrytou vrstvou ¢ aproximovat
kazdou funkci g € C'(X) libovolné presné (ve smyslu |g — ¢| < e pro libovolné

malé ¢), je-li k dispozici dostatetné mnoho neuronu ve skryté vrstve.

Tento problém organizacni dynamiky a optimalniho poétu vrstev a neuronti tizce
souvisi s adaptaci a generalizaci neuronové sité, schopnosti vystihnout spravny
vysledek na novych datech. S tim 1izce souvisi princip rozdéleni datového souboru,
ktery neuronové sité implicitné pouzivaji:

o Trénovaci mnozina — ndhodné vybrana ¢ast dat, ktera slouzi pro uceni sité.

o Testovaci mnozina — dalsi ¢ast dat slouzici k zastaveni trénovani, aby nedoslo

k preuceni site.
« Valida¢ni mnozina — zbytek dat, na kterém ovérime konecnou kvalitu modelu.
Jde o data, kterda dosud model k dispozici nemél.

P1i uceni pomoci algoritmu backpropagation se prilis mala sit zastavi v néjakém
meélkém chybovém lokdlnim minimu, kdy je tfeba doplnit dalsi neurony. Ptilis bo-
hata architektura sice pri uc¢eni mnohdy umozni nalézt globalni minimum chybové

funkce, ale prilis zobecnuje tréninkové vzory véetné jejich nepresnosti a chyb a pro
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nenaucené vzory dava chybné vysledky, tj. Spatné generalizuje. Tomuto pfesnému
zapamatovani tréninkové mnoziny bez zobecnéni zakonitosti v ni obsazenych se rika
preuceni (overfitting). Pri¢inou muze byt maly rozsah trénovaci mnoziny nebo
prilisnd komplexnost systému (napt. ptilis mnoho skrytych neuront v neuronové
siti). ReSenim je zvétSeni trénovaci mnoziny, snizeni sloZitosti systému nebo riizné
techniky regularizace jako je zavedeni ndhodného Sumu (coz v zdsadé odpovidé roz-
sifeni trénovaci mnoziny), zavedeni omezeni na parametry systému, které v dusledku
snizuje slozitost popisu naucené funkce, nebo predc¢asné ukonceni (prubézné testo-
vani na validacni mnoziné a konec uceni ve chvili, kdy se chyba na této mnoziné
dostane do svého minima). Dalsi moznou chybou je pretrénovani sité (overlear-
ning). V idedlnim piipadé konverguje celkova chyba na trénovaci mnoziné k nule
(= stav stoprocentni natrénovanosti sité na trénovaci mnozinu), zatimco chyba sité
na testovaci mnoziné nejprve klesa a nasledné roste. Stav minima chyby na testovaci
mnoziné je optimalnim okamzikem pro ukonceni uceni, nebof od tohoto okamziku
dal sit ztraci svou schopnost zobecnovat a je prilis fixovana na trénovaci mnozinu —

stava se pretrénovanou.

1.3 Prostredky algebraizace vicevrstvé dopredné neu-

ronové sitée

Matematické modelovani predstavuje transformaci z aplikacni oblasti do oblasti ma-
tematicky reSitelné formulace umoznujici teoretickou a numerickou analyzu pro-
blému. Po uchopeni podstaty problému spociva dalsi postup v analyze ziskanych
poznatki, objeveni dalSich souvislosti a nalezeni jejich mozného uplatnéni v praxi.
K tomuto tcelu se pouzivaji modelovaci casové funkce. Dopredna neuronova sit,
ktera byla cilem vyzkumu této prace, je casto predmétem vyzkumu modelovani
z dtvodu jejiho castého pouziti a vyvoje aplikaci. Na neuronovou sit je mozné apli-
kovat poznatky z analyzy a filtrace signalii, z oblasti zobrazeni vektorovych prostor,
z pohledu topologie z oblasti grafti a také poznatky z teorie systému. Tyto poznatky
byly zkoumané v fadé obsahlych publikaci [16, 20, 34, 113, 114]. V fadé z nich se
objevuji aproximace neuronové sité, napriklad v knize od C. M. Bishopa [15] (Neural
Networks for Pattern Recognition) je uveden modelovy ptiklad aproximace pomoci
polynomt véetné moznych problémt pii volbé aproximacni funkce. Tato prace, jak
jiz bylo Tec¢eno v tivodu, je motivovand ideou zobecnéni funkce ¢asové proménného
neuronu a pomoci analogie s linearnimi diferencialnimi operatory a jejich algebraic-
kymi strukturami tvorit a zkoumat algebraické struktury téchto neuronii na pod-
kladé funkce dopredné neuronové sité — vicevrstvého perceptronu MLP. Pro tento

ucel bylo vyuzito poznatki z oblasti linedarnich diferencidlnich operatort, algebraic-
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kych struktur a hyperstruktur a orientovanych grafti.

Vybrané poznatky o algebraickych strukturach a hyperstrukturach

Pri modelovani a zkoumani funkce dopredné neuronové sité byly uplatnény poznatky
ziskané zkoumanim vlastnosti hyperstruktur. Multistruktury nazyvané také hyper-
struktury patii k ¢asti moderni algebry, ktera je stale cilem vyzkumu a aplikace.
Pojem hypergrupy byl zaveden jiz v roce 1934, na 8. kongresu skandinavskych ma-
tematiki, kde Fréderic Marty [82] poprvé predstavil tuto teorii, a na ného navazali
Dresher a Ore [27]. Teorie hyperstruktur a zejména teorie hypergrup je obsazena
v nékolika oblastech matematiky jako je geometrie (deskriptivni, sféricka, projek-
tivni) [26], grafy a hypergrafy a bindrni relace, usporadané mnoziny a zejména svazy,
usporadané algebraické struktury, automaty, kryptografie, kody, obecné systémy,
uméld inteligence, polygroupy (aplikované v kombinatorice), pravdépodobnost, fuzzy
mnoziny a nékteré dalsi aplikace a specialni konstrukce. Teorii hyperstruktur je vé-
novano mnozstvi publikaci, véetné [6, 41, 42, 43|, kde lze najit dalsi zajimavé apli-
kace. Jednim z cili vyzkumu neuronové sité bylo nalézt aplikaci téchto poznatki
pri modelovani funkce neuronové sité. Pro aplikaci konceptu teorie hyperstruktur je

uzitecné vychazet ze zakladnich poznatki [53, 62

Definice 3. Necht H je neprdzdnd mnoZina a % je zobrazeni kartézkého soucinu
H x H do systému vsech neprdazdnych podmnozin mnoziny H (béZné oznacované
P*(H)). Dvojice (H, *) se nazijvd hypergrupoid. Pro kazZdé dvé neprdzdné podmnoziny
AaB mnoZiny H a x € H definujeme:

AxB= |J axb, Axz=Ax{z}, x*B={z}«B.
acA,beB

Definice 4. Hypergrupoid (H, ) se nazgva polohypergrupa, kdyz pro vsechna a,b, c €
H plati (axb) x c=ax (bxc), tim rozumime, Ze

U u*c= U a*v

uEaxb vEDb*c

Hypergrupoid (H,*) se nazjvd kvazihypergrupa, kdyz pro kazdé a € H plati ax H =
H = H xa. Tato podminka se nazyvd reprodukcni zdkon (aziom).

Pojem hypergrupy popisuje nasledujici definice [65]:

Definice 5. Hypergrupa je asociativni hypergrupoid (H, ), tj. a.* (bxc) = (axb)*c
pro libovolnou trojici a,b,c € H, splnujici reprodukcni axiom: ax H = H xa = H
pro libovolny prvek a € H.
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Podhypergrupoid hypergrupy (H, ) je dvojice (S, %), kde S« S C S C H. Po-
znamenejme, ze relace incidence neprazdnych mnozin A, B, tedy A N B # (), se
v literatute o hyperstrukturach obvykle oznacuje A ~ B.

Pri konstrukei algebraickych struktur na bazi neuronii dopredné sité je vhodné
pripomenout pojem spojnicovy prostor. Spojnicové prostory byly zavedeny Walte-
rem Prenowitzem a Jamesem Jantosciakem [102] pfi zkoumani jistych geometricky

motivovanych nekomutativnich struktur.

Definice 6. Hypergrupa (H,*) se nazyvd transpozicni hypergrupa nebo také (neko-
mutativni) spojnicovy prostor, jestlize splniuje axiom transpozice: Pro kazdou ctverici
a,b,c,d € H ze vztahu b\ a = ¢/d plyne a xd =~ b * ¢, kde mnoziny b\ a = {z €
H;aebxa}, ¢/d={x € Hyc € xxd} se nazjvaji levd a pravd estenze (nékdy téz

levy a pravy zlomek).

Dtlezita je v problematice neuronové sité otazka usporadani a tedy i uspora-
danych algebraickych struktur. Tyto otazky spolecné s nékterymi poznatky teorie

grafti vstupuji do Sirsi problematiky optimalizace funk¢nosti neuronové sité.

Definice 7. Usporddanou grupou rozumime trojici (G,e,<), kde (G,e) je grupa
a binarni relace < je usporaddni na G takové, Ze pro libovolnou trojici x,y,z € G

plyne z vlastnosti x <y také roz <yez, zex < zey.

V usporadané grupé je symbolem [a)< oznacen hlavni konec generovany prvkem
a € G, definovany takto: [a)< = {z € G;a < z}. Tvrzeni o vlastnostech hypegrupy,
definované pomoci vyse uvedeného pojmu, oznacujeme jako ,koncové lemma*“. Na-
sledujici véta, které je rozhodujici pro dalsi konstrukei struktur umélych neuront,
je dokdzano v [55, 57] (Ceskd verze je dokdzana v [51], s. 146, 147):

Véta 2. Necht mdame usporddanou grupu (G, e, <). Pro kaZdou dvojici prvki a,b €
G definujeme hyperoperaci * na mnoziné G takto: a*b = [a eb)< . Potom (G, %) je

hypergrupa, kterd je komutationi, prave kdyz grupa (G, e) je komutationd.

Nyni necht A* je volny monoid slov nad nad libovolnou (neprazdnou) abecedou
A; predpokladejme, Ze e znamend prazdné slovo.

V souladu s [28], [59] a dalsimi publikacemi, automatem mame na mysli trojici
A= (S, A,9), kde S, A jsou libovolné mnoziny (A # 0), které se — v daném poradi —
nazyvaji mnozinou stavii (nebo stavovou mnozinou), mnozinou vstupnich symbolu
(nebo vstupni abecedou) a 0 : S x A — S je zobrazeni, nazyvané prechodova funkce,
které splnuje tyto dvé podminky:

e J(s,e) = s pro libovolny stav s € S, (axiom identity).

o J(s,ab) = d§((s,a),b) pro libovolny stav s € S pro libovolny pér slov a,b € A*

(axiom homomorfismu ). Je tfeba poznamenat, Ze prechodova funkce ¢ : .S x
A* — S je obvykla extenze funkce pristiho stavu 5&0) S xA— S
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Automat A; = (51, A, 1) je povazovan za podautomat automatu A = (S, A, J)
jestlize S C S, d(s,a) € S; pro libovolny stav s € S; a libovolné slovo a € A* a dale
91 =0T (S x A*), tj. &1 je restrikce prechodové funkce § na S; x A*.

Pro § # T C S oznacujeme 0(T, A*) = {d(t,a);t € T,a € A*}. (v [7], [22]
je tento operator oznacen pouze jako 9, tj. §(T) znamend vyse uvedenou mnozinu
v citovanych zdrojich). Jestlize T je singleton, tj. T" = {t}, piseme §(¢, A*) misto
d({t}, A%).

Necht A = (S, A, ) je automat. Definujeme bindrni operaci na mnoziné stavi S
mnoziny A takto:

sot=4(s,A*) U i(t, A*).

pro libovolny par stavii s,t € S. Ponévadz A* obsahuje prazdné slovo e, ziskdme
s,t € sot, tudiz sot. # () a také komutativita této hyperoperace je rovnéz ziejma.
Dale, s> = (s, A*) takZe sot = s> Ut? a plati:

s =505 =500(s, A*) = Uses(s,ay S0t = 0(5, A*) U Uyess,ae) 0(, A*) =
= s>Ud(d(s, A*), A*) = s> U {d(d(s,a),b);a € A*), b€ A*)} =
= s2U{d(s,ab);ab € A*A* = A*} = s2 U {d(s,c);c € A*} = s> U (s, A%) =

=s2Us? = s

tj. s € s> = s3 pro libovolny stav s € S. V disledku toho je hyperoperace o
asociativni a ziskdvame poznatek, ze (5, 0) je kvazi-usporddand hypergrupa. Totéz
také vyplyva z faktu, ze s ot= {u € S;(s,u) € r nebo (t,u) € r} = r(s) Ur(t),
kde 7 je tranzitivni uzavér relace v na mnoziné stavi A((s,t) € v jestlize d(s,a) =t
pro né&jaky vstupni symbol a € A), ktery byl uzit a studovan M. W. Warnerem
v [118]. Pravé definovand kvazi-usporadana hypergrupa (s,o) je nazyvana stavova
hypergrupa automatu A = (5, A, §) oznacena také jako H(A). Pro dalsi vyzkum jsou
dilezité také typy kompatibility binarnich relaci.

Typy kompatibility binarnich relaci

Pro dalsi vyzkum algebraickych struktur je dilezity koncept relacni kompatibility
(slucitelnosti) na hypergrupach (H,-): Substitu¢ni vlastnost - SP

Definice 8. Substitucni vlastnost - SP [65, 44] Rekneme, Ze bindrni relace
R C H x H md substitucni viastnost
e proniho typu (SP-1) jestlize pro libovolnou ctverici a,b,c,d € H, pro niz

plati aRb, cRd mdme (a-c) R (b-d)®, tj. pro kaZdé x € a - c zde je néjaké

SRelace R je definovana takto: X RY pro X, Y C H, jestlize pro Vz € X, Jy € Y s vlastnosti
zRy a pro Vy € Y3z’ € X s vlastnosti 2/Ry’. Déle X R Y znamend, e proVz € X aVy € Y
plati zRy.
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y € b-d takZe plati xRy a naopak, tak Ze pro libovolné y € b-d zde existuje
néejaké x € a - ¢ s vlastnosti xRy,

e druhého typu(SP-2) jestlize pro libovolnou ctverici a,b,c,d € H a zdroven
aRb, cRd plati R(a-c) = R(b-d) (zde, jak je uvedeno vijse, R(X) = {y €
H|3z € X s vlastnosti xRy} ),

e tretitho typu(SP-3) jestlize a,b,c,d € H, aRb, cRd implikuje (a-c) R (b-d),
tj. pro libovolny par (z,y) € (a-c) x (b-d) pak mdme xRy.

Parametrizovatelnost pomoci endomorfismt. O relaci R C H x H tek-
neme, ze je parametrizovatelnd pomoci mnoziny @ zobrazeni defini¢nitho oboru
DR do H jestlize pro libovolny péar (a,b) € R zde existuje f € & tak, Ze plati
fla) =ba{(z,f(z)) | = € DR} C R, tj. R = U{grf|f € ®}, kde binarni relace
grf ={(a, f(a)|la € DR}) je grafem zobrazeni f : DR — H. Kvuli stru¢nosti piseme
pouze f misto grf. O relaci R C H x H Tekneme, Ze je parametrizovatelnd pomoci
mnoziny endomorfismi (dobrych endomorfismi) nebo kratce parametrizovatelnd po-
moci endomorfismi (dobrijch endomorfismi) jestlize je parametrizovatelna pomoci
& C End(H,-) (P C GEnd(H,")).

Zachovani mnozinového systému. Necht () # &y C P(H). Relace R C HxH
je nazyvana & y-zachovavajici (& g-reflektujici nebo & y-vracejici), jestlize zachovava
(vraci) ¢leny &y, tj. X € &y implikuje R(X) € &y (R~ (X) € &y, tj. R~ je &y-
zachovavajicl). Zde R~ je inverzni relace k R (cf. [74], ktera je také oznacena jako
R, RY jinde a nazyvana jako inverze nebo konverze relace k R, pfipadné opacna
relace k R.).

Véta 3. Necht (G,-),(H,-) jsou kvazi-usporadané hypergrupy, R C G x H je celo-
doménovd relace parametrizovatelnd homomorfismy hypegrupy (G, -) do hypergrupy
(H,-). Pak plati ndsledujici tvrzeni:
1. Relace R je €Q-refiektujici.
2. Pro libovolny pdr x,y € G mdme R(z -y) C R(x) - R(y).
3. Pro libovolnou neprdzdnou podmnozinu X, Y C G plati R(X-Y) C R(X)-R(Y)
(zejména R(X?) C [R(X)]?).

Véta 4. Necht (G,-),(H,-) jsou kvazi-usporadané hypergrupy, R C G x H je celo-
doménovd relace parametrizovatelnd dobrymi homomorfismy hypegrupy (G, -) do hy-
pergrupy (H,-). Pak R splnuje (1), (2), (3) z Véty 3 a navic ndsledujici podminky:
1. Relace R zachovdvd multiplikativné uzavrené podmmnoziny, tj. je QQ-zachovdva-
jici.
2. Pro libovolny pdr (a,b),(c,d) € R x R a libovolny pdr (z,y) € (a-c) x (b-d)
plati R(x) N (b-d) #0 # (a-c) N R (y).

Dikazy uvedenych vét a dalsi zdroje lze nalézt v ¢lanku [44].
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W-kompatibilita W-kompatibilita (kompatibilita Wallaceho typu) je kompa-
tibilita bindrnich relaci mezi algebraickymi strukturami, studovand A. D. Wallacem

v roce 1960. Je motivovana kompatibilitou na topologickych prostorech.

Definice 9. [63] W—kompatibilita. Relace R C H x H se nazjvd kompatibilni
ve Wallaceové smyslu nebo zkrdcené W-kompatibilni s hypergrupou (H,-), jestlize
pro kaZdou podmnozinu X C H plati: R~ (E.(X)) C E. (R (X)). Symbolem R~ je
oznacena relace inverzni k relaci R. Pritom E,(0) = 0, F,(X) = X UX?*U ... U
X", n € N.

Algebraizace pomoci linearnich diferencialnich operatori

Pti bliz§im pohledu na funkcionalitu dopfedné neuronové sité je ze vztahu (1.1)
ziejma role prenosové funkce. PTi jeji vhodné volbé pii modelovani algebraickych
struktur je patrna podobnost s linedrnim diferencialnim operatorem.

Jestlize ke kazdé modelovaci funkci nalezneme jeji prvni a druhou derivaci a poté
z prvni a druhé derivace sestavime linearni diferencialni rovnici druhého fadu, mu-
zeme 7 takto sestavené diferencidlni rovnice ziskat linearni diferencidlni operator
druhého tadu. Obecné lze tento pristup rozsitit do dimenze n pro linearni dife-
rencidlni operatory n-tého radu. Tyto operatory uvazujeme jako prvky mnozin, na
kterych lze zavést rozlicné binarni hyperoperace a studovat jejich vlastnosti. Tento
postup uziti linedrnich diferencidlnich operatorti ziskanych z linedrnich diferencial-
nich rovnic vychazi z prace profesora Otakara Bortvky a jeho nasledovniki, jako je
napt. profesor Neuman [58, 59, 60, 61], ale i dalsi autori studuji z hlediska algebraic-
kého pristupu linearni diferencidlni operatory. V téchto vysledcich lze najit motivaci
nejen pri hledani reseni diferencidlnich rovnic.

Predpokladejme, zZe existuje zobrazeni A z prostoru funkci F; do prostoru funkei
F», a ze funkce f € Fy, takova, ze f je obrazem u € Fi, tj. f = A(u) . Diferenci-
alni operdtor je reprezentovan jako linedrni kombinace koneéné generovana u a jeho
derivacemi vyssiho stupné. Vezméme v tivahu poznatky z oblasti linearnich diferen-
cidlnich rovnic. Zde je pouzit tvar operatoru obycejnych linearnich diferencidlnich

rovnic v této formeé: .
Lu = S i)D", (1.2)
k=0
kde podle praci britského matematika Olivera Heaviside D* = dci—kk, pr(x) je spojita

funkce na néjakém intervalu J C R, k =0,1,...,n — 1, p,(x) = 1, to znamena, ze

L,(y) = 0 je linearni homogenni diferencialni rovnice ve tvaru:

y" (z) + nz::pk(x)y(k)(x) = 0.
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Tyto operatory tedy tvori levé strany obycCejnych linearnich diferencialnich rovnic

n-tého radu.
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2 Cile disertacni prace

Predlozena disertacni prace se zabyva parametrizaci prechodovych relaci struktu-
rovanych objektii v oblasti hypergrup a automatu s aplikaci v oblasti neuronovych
siti s vhodnou strukturou, aktivacni funkci, s cilenym zjednodusenim modelu. Ve
vyzkumném projektu, ktery popisuje disertacni prace, je zkoumana problematika
dopredné neuronové sité s akcentem na algebraické struktury konstruované na béazi
umeélych neuront. Oblast neuronovych siti je velice Siroka s mnoha aplikacemi a moz-
nostmi jejich uplatnéni. Proto je vyzkumnym polem disertacni prace jen tzka vy-
brand soucast problematiky neuronovych siti — algebraické struktury v jednoduché
dopredné siti s aplikaci ¢asové proménnych neuront. V souvislosti se strukturami
a multistrukturami jsou studovany jejich vztahy v souvislosti s parametrizaci relaci.
Je zkouman pojem feSitelnosti, modely iterovanych umélych neuront, akce grup
a hypergrup casové proménnych neuront, a také usporadani zachovavajici zobrazeni
v fadé hypergrup ¢asové proménnych neuront urcitych vlastnosti. Ziskané poznatky
mohou byt pouzity pti dalsim rozvoji neuronovych siti. Hlavni cil prace, kterym je
prozkoumani vlastnosti algebraickych struktur v oblasti neuronovych siti a jejich
dalsich vlastnosti, bude konkretizovan pomoci nasledujicich dil¢ich cili:

1. Zkoumat moznosti parametrizace relaci.

2. Navrzeni konstrukce algebraickych struktur na vicevrstvé neuronové siti s vy-
branou ptrechodovou funkci. Pouziti analogie s jiz dfive zkoumanymi modely
pro vytvoreni grupy neuront s vyuzitim c¢asové proménnych neuron.

3. Zkoumat vlastnosti vytvorené neuronové algebraické struktury a doplnit vy-
sledky tykajici se Tesitelnosti a dalsich vlastnosti relaci mezi strukturami a hy-
perstrukturami ¢asové proménnych neuronii dané grupy.

4. Zkoumat akce struktur a hyperstruktur casové proménnych neuront a modely
iterovanych ¢asové proménnych neuront.

5. Zkoumat systém soucasti neuronové sité z pohledu teorie grafii a usporadanych

mnozin.
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3 Vlastni vysledky

3.1 Parametrizace relaci

3.1.1 Parametrizace relaci pomoci morfismi

Tvrzeni 1. Necht (G,x), (H,-) jsou komutativni hypergrupy, R C G x H je celo-
doménovd relace parametrizovatelnd pomoci homomorfismi hypergrupy (G, *) do hy-
pergrupy (H,-). Pak R((X)y) C (R(X)) pro libovolnou neprdzdnou podmmnoZinu
Xcaght

Diikaz. Predpokladejme R = U f, pro vhodny systém homomorfismu f, : (G, ) —
yel’

(H,-), 0 # X C G. Ponévadz f, C R pro kazdé v € I' mame f,(X) C R(X), coz
implikuje (f, (X)) € (R(X)) na zdkladé monotonie operatoru ( ) a tak U (f,(X)) C
~vel

(R(X)). Pak plati

R = (U ) (00 = U A0 € U HC0) < (ROO)
0

Nyni vezméme v ttvahu mono-unarni algebru (H, f), tj. neprazdnou mnozinu H
a zobrazeni f: H — H. Oznatme Ny = N U {0} = {0,1,2,...} a definujme bindrni
relaci na H takto:
Ry = {(z, f™(x))|x € H,m € No — {1}}.

Snadno se vidi, Ze Ry je kvazi-uspofddani na H coZ je uspofddani pravé tehdy,
kdyz transformace mnoziny f : H — H ma maximalné jednoprvkové cykly, tj.
smycky. KW-ekvivalence ~; (Kuratowského-Whyburnova typu) na mono-undrni
algebte (H, f) je definovand takto: x ~; y = f"(y) pro néjaky par m,n nezdpornych
celych ¢isel. Bloky této relace ekvivalence se nazyvaji orbity mnozinové transfor-
mace f: H — H, podalgebry (K, f | K), kde K € H/ ~ se nazyvaji komponenty
mono-unarni algebry (H, f).

Priklad. Tento jednoduchy priklad ukazuje, zZe parametrizovatelnost dobrymi
endomorfismy binarni relace na hypergrupé neimplikuje substituc¢ni vlastnost. Vez-
méme v tivahu Peanovu algebru vSech kladnych celych cisel (N, f), kde f(n) =n+1
pro kazdé n € N. Oznacme Ny = NU {0} a definujme zobrazeni ¢,1 : N — N jako
o(l) =1, pn)=n—1pron > 2, Y1) =¢((2) =1a(n) =n—2pron > 3.
Nyni definujme Cy X = kg\l fH(X) , kde f* je k-ta iterace f. Nyni pro libovolné

0

HX)y je uzavérovy operator na H, ktery kazdé podmnoziné X piitazuje nosi¢ podhypergrupy
hypergrupy H, a to nejmensi vzhledem k mnozinové inkluzi ktery obsahuje podmnozinu X.
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z,y € N definujeme z -y = Cr{x,y}. Pak (N,-) je komutativni ¢astecné uspora-
dand hypergrupa a relace R = ¢ U je parametrizovatelnd pomoci endomorfismt
o, (N;-) = (N,.). Dale (1,1) € R, avsak (f(1), f(1)) = (2,2) ¢ R takze R
nema SP vlastnost na mono-unarni algebte (N, f). Podobnym zptsobem muzeme
definovat relaci na N, parametrizovatelnou pomoci endomorfismu hypergrupy (N, -),
ktera také nemé SP-1 na (N, ).

Tvrzeni 2. Necht H je neprdzdnd mnozZina o f : H — H je surjektivni zobrazeni
které neobsahuje Zadny cyklus , tj. f(H) = H a f"(x) # = pro libovolny pdr (x,n) €
H x N. Necht (H,*s) je hypergrupa definovand pomoci x x;y = Ry(x) U Rs(y) pro
libovolny par x,y € H. Pak plati nasledujici tvrzeni:

1. Relace R C H x H je parametrizovatelnd pomoci endomorfismi mono-undrni
algebry (H, f) pravé tehdy, kdyZ je parametrizovatelnd pomoci dobrijch endo-
morfismi hypergrupy (H,*y).

2. Jakdkoli relace R C H x H parametrizovatelnd pomoci dobrijch endomorfismi
hypergrupy (H,*;) md substitucni vlastnost (SP) on (H, f) a md substitucni
vlastnost prontho typu (SP-1) na (H,xy).

Diikaz. (1) Na zakladé véty 7.1 z [51], s. 186 monoid endomorfismii mono-unarni
algebry (H, f) (tj. monoid vSech zobrazeni do sebe mnoziny H, coz komutuje s f)
korespondujici s monoidem vsech dobrych endomorfismt hypergrupy (H,*y). (Ve
skutecnosti monoidy mnozinovych transformaci, které nesou odpovidajici morfismus,
jsou si rovny.) Z tohoto rovnostniho tvrzeni vyplyva bod (1) okamziteé.

(2) Necht z,y € H je par prvku takovych, ze xRy. Pak pro vhodny dobry
endomorfismus ¢ hypergrupy ((H, *;) mame ¢ C R a ¢(z) = y. Protoze podle [51],
Véty 7.1 plati po f = fop, pak f(y) = f(e(x)) = ¢(f(z)), proto f(z)Rf(y)
a dostavame poznatek, ze relace R méa SP vlastnost s ohledem na mono-unarni
algebru (H, f). Nyni predpokladejme (a,b), (c,d) € H x H, aRb, cRd. Pak zde
jsou dobré endomorfismy ¢, : (H,-) — (H,-) takové, ze ¢ C R, C R, p(a) =
b,(c) = d. Pfedpokladejme = € a - c¢. Pak pro né&jaké k € No\{1} bud z = f*(a),
nebo x = f¥(c). Protoze podle Véty 7.1 [51]. v, € End(H, f), tj. fo = of,
fY =f, mame bud

p(x) = o(f*(a) = fFlp(a) = f¥(b) € b-d,
nebo

U(@) =9(ffe) = fH((e) = fH(d) € b-d,

takze zde existuje y € b-d, y = ¢(x) nebo y = () tak, ze plati xRy. Jestlize
y € b-d pak — podobné jako vyse pro néjaké m € No\{1} bud y = f™(b), a nebo
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y = f™(d) a pak bud
y = ["(p(a)) = ¢(f"(a)), kde f"(a) € a-c,

nebo

y = ") = v(f"(c), kde f"(c) € a-c,

takze zde existuje x € a-c tak, ze plati x Ry.Tudiz relace R ma substitucni vlastnost
prvniho typu (SP-1) na hypergrupé (H, *y). O

Definice 10. O bindrni relaci R na algebre (A, F') nebo respektive na uzdvéro-
vém prostoru (A,C) tekneme Ze je homomorfni ve smyslu Grimeisena, kratce G-
homomorfni, jestlize pro kaZdou dvojici a,b € A s (a,b) € R zde existuje p €
End(A, F) nebo respektive ¢ € End(A,C) tak, Ze plati ¢ C R a p(a) = b.

Poznamka 3. Je ziejmé, ze binarni relace R na (A, F) (podobné pro uzavérovy
prostor) je G-homomorfni pravé tehdy, kdyz zde existuje mnozina ® C End(A, F)

takova, ze R= U ¢.
ped

Definice 11. O bindrni relaci R na algebre (A, F) rekneme, Ze je G-uzdvérové
homomorfni, jestlize pro kaZdou dvojici prvki a,b € A s (a,b) € R zde existuje
v € End(A,Cr) tak, zZe plati ¢ C R a p(a) = b, tj. jestlize je G-homomorfni na
(4, Cr).

Je zrejmé, Ze homomorfni vztahy G-homomorfni a G-uzavérové homomorfni
jsou celodoménové. V nasledujicim textu jsou vSechny uvazované vztahy celodo-
ménové. Ve shodé s pojmem substitucni vlastnost budeme také pouzivat terminy:

G-homomorfnost a G-uzavérovou homomorfnost.

Tvrzeni 3. KazZdd G-homomorfni relace na libovolné mnoZiné stavi néjakého auto-

matu je G-uzdvérové homomorfni.

Pozndmka 4. G-uzavérova homomorfnost neimplikuje ani substitu¢ni vlastnost (SP),
ani G-homomorfnost, (SP) neimplikuje ani G-homomorfnost ani G-uzavérovou ho-
momorfnost a G-homomorfnost obecné neimplikuje (SP). Vezméme tedy v uvahu
l-unarni algebru (N, f)kde f(n) = n + 1 pro kazdé n € N. Definujme zobrazeni
,® mnoziny N do sebe tim, Ze polozime ¢(1) = 1, p(n) = n — 1 pro n > 2
(1) = ¥(2) = 1ayvm) =n—2pron > 3. Polozme R = ¢ U. Pak R je
evidentné G-homomorfni relace na (N,C}), kde CrX = o<1LgJ 1H(X) pro kazdou
<oo

podmnozinu X C N, tj. R je G-uzdvérové homomorfni na (N, f). Plati (1,1) € R,
ale (f(1), f(1)) = (2,2) ¢ R, tim padem R nemd (SP). Protoze pro libovolné zob-
razeni g : N — N s vlastnosti ¢ C R zde plati g(1) = g(2) = 1, v dusledku toho
g ¢ End(N, f), a relace R neni G-homomorfni.
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Pro dikaz druhého tvrzeni polozme G = {a,b, c} a ozna¢me zapisem & komu-
tativni grupoid (ve skute¢nosti pologrupu) (G, o), kde binarni operace o je ddna
pravidlem: Pro z,y € G polozime xoy = b pravé tehdy, kdyzx =y =aazoy=cv
opa¢ném piipadé. Necht P je reflexni relace na G takova, ze (b,a) € P a {(c,b) € P.
Pak P ma (SP) vzhledem k &, ale libovolné zobrazeni ¢ C P s ¢(b) = a neni
endomorfismus & pro ¢(a) = a,p(aoca) = a # b = p(a) o p(a). Dale (oznacujic
C' jako korespondujici algebraickou uzavérovou operaci na &) mame C{a} = G,
C{b} = b,c, C{c} = {c}, proto uvazované zobrazeni ¢ neni rovnéz uzavérovy ho-
momorfismus prostoru (G, C).

Nakonec uvazujme aditivni pologrupu kladnych celych ¢isel (N, +) a reflexivni re-
laci R = {(m, n)y:m,n €N, € {1,2, 3}} OznaCme pomoci ¢, zobrazeni-identitu
idy a pomoci @i : N — N,k = 2,3 zobrazeni definované pomoci ¢(n) = k - n pro
k=23 akazdé n € N, mame R = L?j Y a zaroven g, k = 1,2, 3, jsou endomor-
fismy (N,+), takze R je G-homomol;f_‘rii. Na druhé strané, (1,2) € R, (1,3) € R,
ale (2,5) ¢ R . Je tfeba poznamenat, ze konecnost & v prvni Casti vySe uvede-
ného dikazu neni pro dany protipiiklad nezbytna. Muze byt nahrazen grupoidem
®; = (Gy,0) definovanym néasledovné: necht (Gy,>) je Tetézec typu w* s nejvét-
Sim prvkem s a pro a,b € G; polozime a o b = min{x : max{a,h} < x} jestlize
a#s#baaob=svopaéném pripadé. Déle (a,b) € R, jestlize a = b nebo a
je predchidce prvku b. Pokud se omezime na unarni algebry (s libovolnym poctem

unarnich operaci) dostaneme:

Tvrzeni 4. Kazdd G-homomorfni relace na libovolné undrni algebre md substitucni
vlastnost (SP).

Dikaz. Necht R je G-homomorfni relace na unarni algebte (A, F). Pro a,b € A
takové, Ze (a,b) € R, zde existuje ¢ C R,p € End(A,F) s p(a) = b. Pak pro
libovolnou operaci f € F' mame ¢(f(a)) = f(o(a)) = f(b), tj. (f(a), f(b)) € R pro
kazdou operaci f € F. O

Véta 5. Bud (A, f) 1-undrni algebra, {(A;, f;);i € I} systém vsech jejich kompo-
nenti, In = {i € I;cardA; > 1}, F = {f?, f3}. Predpoklddejme, Ze je splnéna presné
jedna z techto podminek:
1° i € I implikuje bud f? = f; a nebo f? = idy,,,
2° i € Iy implikuje A; = A,
3° i € Iy implikuje A; = AN AY kde (ASCY, f;) je obousmérny) nekonecényj fetézec
a A} # 0,
4° i € 1y implikuje bud (A;, fi) je obousmeérny nekonecny rtetézec, nebo A; =
B; N D;, kde (D;, f;|D;) je jednosmérny nekonecény retézec s prunim prvkem
d,B; =AY a f(z) =d pro kaZdé x € B;.
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Pak kazdd G-uzdvérové homomorfni relace na 2-undrni algebre (A, F') md (SP) vzhle-
dem k (A, f) a (A, F).

Dikaz. Necht a,b € A je par prvku s vlastnosti (a,b) € R. Zde existuje endomorfis-
mus g algebry (A, Cr) takovy, Ze g(a) = ba (x,g(x)) € R pro kazdé x € A. Ponévadz
pro kazdé a € A plati Cp{a} = {f*(a) : K =10,2,3,..} a CpX = UX CpF{x} pro
) #X C A, mame dle Véty 3.2,4.1 z [52] g € End(A, f), takze g(ffae)) = f(g(a)) =
f(b). Proto (f*(a), f*b) € R pro k=1,2,3,. O

Z vyse uvedené véty muzeme ziskat nékteré dusledky, napt. nasledujici:

Disledek 1. Necht 8 = (A, {f1, fo}) je 2-undrni algebra takovd, Ze fi, fa jsou per-
mutace mnoziny A a
1° fi*h # hfl pro kazdé n € N, libovolné konstantni zobrazeni h mnoziny A do
sebe a k = 1,2,
2° fifa = faf,
3° fi=f
Pak kazda G-uzavérové homomorfni relace na algebie U ma substituéni vlastnost

(SP).

Dikaz. Bud a € A libovolny prvek a existuje zde b € A s vlastnosti f1(b) = a.
Polozme g(a) = f2(b). Evidentné g je zobrazeni mnoziny A do sebe. Pro kazdé z € A
zde existuje y € A takové, ze fi1(y) = x a existuje z € A takové, ze fi1(z) = fa(y).
Pak ¢*(z) = g(g(z)) = g(f(y)) = f(2) a fi(z) = fily) = £2y) = fofilz) =
fifa(2) = fi(¢%(2)), tj. f} = fig®. Ponévadz zobraze fi je vzdjemné jednoznacné
fi = g% Déle, ¢*(z) = g°g(z) = f1fo(y) = f2f1(y) = fof(x), tj. fo = g°. O

3.2 Modely grup a hypergrup umélych neuroni

3.2.1 Grupy a hypergrupy linearnich diferencialnich operatort

Postup pouzity pti konstrukei algebraickych struktur navazuje na prace Sedesatych
a sedmdesatych let minulého stoleti, kdy zacal vyzkum diferencialnich rovnic pomoci
algebraického a geometrického pristupu. Zejména Otakar Borivka a jeho spolupra-
covnici rozvijeli tuto cestu vyzkumu.

Vyznamny reprezentant uvedené skoly Frantisek Neuman ve svém piispévku [91]
napsal: ,Algebraické, topologické a geometrické néstroje spolu s metodami teorie
dynamickych systémii a funkcionalnich rovnic umoznuji resit problémy tykajici se
globalnich vlastnosti feseni v kontrastu k pfedchozim mistnim zkouméanim a izolova-
nym vysledkim.“ Tyto myslenky jsou urc¢itym motivac¢nim faktorem dale popsanych

konstrukei.
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Zvazujeme pro dalsi postup linearni diferencialni operatory tvaru:
n
k=0

kde DF = dci—kk, pr(x) je spojitda funkce na néjakém otevieném intervalu J C R, k =
0,1,....,n—1, p,(x) = 1,. Tedy L,(y) =0 je linedrni homogenni obycejna diferen-

cidlni rovnice tvaru:

YO + Tl @) = 0

Usporadanou grupou myslime (jako obvykle) trojici (G, -, <), kde (G, -) je grupa
a < je reflexivni, symetrickd and tranzitivni binarni relace na mnoziné G takova, ze
pro libovolnou trojici x,y, 2z € G s vlastnosti x < y platitaké z-2 <y-z, z-x < z-y.
Déle [a)< = {z € G;a < z} je hlavni konec generovany a € G. K jakémukoli prvku
a € G je prifazena dvojice zobrazeni A\, : G — G, p, : G — G, které se nazyvaji leva,
respektive pravd translace?, urcend prvkem a € G, tj. A\y(z) = a -, p,(z) = z - a.
(Samoziejmé v pripadé komutativni grupy (G,-) mame A\, = p,).) VSimnéme si,
ze grupa s usporadanim (G, -, <) je usporadana grupa pravé tehdy, kdyz vsechny
jejl levé a pravé translace \,, pq,a € G jsou usporadani zachovavajici, tj. izotonni
zobrazeni do sebe uspofddané mnoziny (G, <).

Pripomenme v predchozim textu uvedenou Vétu 2, znamou jako ,,koncové lemma‘,
ktera je dulezita pro dalsi konstrukei struktur umélych neuront (dokazana v [55, 57],
Ceskd verze je dokazana v [51], s. 146, 147).

Necht (G, -, <) je usporddand grupa. Definujme hyperoperaci * : G x G — P(G)*
pomoct

axb=la,b)<(={r € G;a-b<z})

pro kazZdou dvojici prvki a,b € G. Pak (G,*) je hypergrupa, kterd je komutativni
pravé tehdy, kdyz grupa (G,-) je komutationi.

Aplikace vyse uvedeného lemmatu a mnoho novych vysledku jsou obsazeny v pri-
spévcich Michala Novaka. Pro piiklad lze uvést alespon tituly [94, 95, 96].

Pro popis nasledujicich vysledkt je uzit podobny zapis, ktery byl publikovany
v [57]. R zde zna¢i mnozinu vsech realnych ¢isel, J C R je otevieny interval (ohrani-
¢eny nebo neohraniceny), C*(.J) je okruh (s ohledem na obvyklé séitani a ndsobeni

funkei) vSech redlnych funkei se spojitymi derivacemi az do fadu k > 0 vcetné. Je

2Levé translace. Necht A znaéi libovolnou grupu a a libovolny prvek v A. Pfifadime-li ke
kazdému prvku x € A prvek ax € A, obdrzime jisté zobrazeni grupy A do sebe. ProtoZe rovnice
ax = b, v niz b znadi libovolny prvek v A, méa jediné feSeni x € A, je to prosté zobrazeni grupy A
na sebe, tj. permutace grupy A. Tato permutace grupy A se nazyva levé translace uréend prvkem
a a oznacuje se gt. [18]
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uzit zapis C(J) misto C°(J). Pro kladné celé &islo n > 2 je oznacena pomoci A,, mno-
zina vSech linearnich homogennich diferencidlnich rovnic n-tého radu se spojitymi

realnymi koeficienty definovanymi na J, tj.

Y™ 4+ pp 1 (2)y " - po(2)y = 0,

(cf. [55, 57, 91, 92, 93]), kde p, € C(J), k =0,1,...,n— 1, po(z) > 0 pro libovolné
x € J (to neni zasadni omezeni). Oznac¢me L(po,...,pn—1) : C*(J) — C"(J) vyse
uvedeny linedrni operator definovany pomoci

L(po, -+ s pn1) ) = 4™ + pp_i(2)y" ™Y + - po(a)y

a polozme
LA, (J) = {L(po, -+ ,pn-1);pk € C(J), po > 0}.

Déle No(n) = {0,1,...,n — 1} a d;; je oznaceni pro Kroneckerovo delta, d;; =
1 — §;5. Pro libovolné m € Ny(n) znac¢ime jako LA, (J),, mnozinu vSech linearnich
diferencialnich operatoru n—tého radu Lo(po, - ,pn—1) : C*(J) — C(J), kde py €
C(J) pro libovolné k € Ny(n), pm € C(J), (tj. pm(z) > 0 pro kazdé = € J). Pri
pouziti vektorového zapisu p(x) = (po(x), - ,pn_1(z)), z € J mizeme psat pomoci
skalarniho soucinu L, (po)y = y™ + (p(x), (v, ¢/, --- ,y™ D).

Nyni definujeme binarni operaci ,,0,,* a binarni relaci <,,, na mnoziné LA,,(J),,
takto:

Definice 12. Pro libovolny par L(p), L(q) € LA(J)m, P = (Po,---+Pn-1), ¢ =
(Goy - - -y Gn_1) polozime L(p) o,, L(§) = L(10), © = (uo, ey Up_1), kde

k() = pm () qr () + (1 — Ok )pi(2), z € J

L(p) < L(q) kdykoli pi(x) < qi(x), k € No(n), pm(2) = gm(z), x € J.

Evidentné (LA, (J)m, <) je usporddand mnozina.

V ¢lanku [57] je uveden nastin dikazu nésledujiciho lemmatu:
Lemma 1. Trojice (LA, (J)m, om, <m) je usporddand (nekomutativni) grupa.
V nasledujici kapitole je uvedena konstrukce grupy a hypergrupy umeélych neu-

ronu pomoci vyse uvedeného pristupu.

3.2.2 Grupy a hypergrupy umélych neuronii

Neurony jsou c¢asto zminovany jako atomy neuronovych vypocti. Z téchto jednodu-
chych vypocetnich jednotek jsou vybudovany vsechny neuronové sité. Vystup vypo-

¢itany neuronem miuze byt vyjadien pomoci dvou funkei y = g(f(w, x)). Podrobnosti
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vypoctu spocivaji v nékolika krocich: V prvnim kroku vstup do neuronu, z := {z;},
je asociovan s vahami® neuronovych spojeni, w := {w;}, zapojenim tzv. propagacni
funkce f. To lze povazovat za vypocet aktivacniho potencidlu z presynaptickych
¢innosti. Z tohoto vysledku pak tzv. aktivaéni funkce g vypocita vystup neuronu.
Vahy, které napodobuji synaptickou silu, tvori nastavitelné vnitini parametry neu-
ronu. Proces prizpusobovani vah (pfi trénovani neuronové sité) se nazyva uceni.

Z biologického hlediska je vhodné pouzit integrac¢ni propagacni funkci. A proto
vhodnou volbou je pouzit vaZzeny soucet vstupu f(w,r) = > w;z;, coz znadi, ze
aktivacni potencial se rovna skalarnimu soucinu vstuptu a vah. \Z/e skutecnosti nejpo-
pularnéjsi propagacni funkce od isvitu neuronovych vypocti je vSak ¢asto pouzivana
v mirné odlisné formé:

flw,x) =3 wi; + 6, (3.1)

Zvlastni vaha © se nazyva bias. Aplikaci O(x) = 1 pro z > 0 a O(x) = 0
pro x < 0, jak ukazuje vyse uvedena aktivacni funkce, prinasi slavny perceptron
Rosenblatta. V tomto ptripadé funguje funkce © jako préh.

Kromé (3.1) existuji samozrejmeé i dalsi mozné propagaéni funkce. Pokud je (3.1)
doplnéno o identitu jako aktivacni funkce a skuteéné domény maji skuteény linearni
neuron ziskame y = > w;r; + ©. Tento skutecny linedrni neuron lze povazovat
za priklad Cliffordova rlleuronu. Oznacuje €, , jedinecnou univerzalni Cliffordovu
algebru odpovidajici standardnimu kvadratickému prostoru (RFF4 Q), Q(x) = 2*
a ®pqr geometricky soucin algebry €, ., (srov. [20], kap. 2, ¢ast 2.1) muzeme Tici,

ze Cliffordtv neuron (CN) vypocita nasledujici funkei z (€, ,,)" do €, 4,

- Zwl ®p7q7rp :I:Z + @.
i=1
([20], Definice 3.1).

Je treba poznamenat, ze hluboké neuronové sité obsahuji mnohonasobek neli-
nearnich skrytych vrstev, coz z nich déla velmi expresivni modely, které se mohou
naucit velmi komplikované vztahy mezi svymi vstupy a vystupy.

Pro odhad parametri sité navrhl Hinton aj. [110] algoritmus wake-sleep. Jako
modely slouzi ¢; = o <Z 5iP;; + <I>09> pro pozici ,wake“a p; = o (Z 5,0k + @09>
pro pozici ,,sleep“. Podobné pravdépodobnostni funkce se vyskytuji v popisu modelu
tzv. Omezenych Boltzmannovych stroji ([110].

Formalni popis architektury obecné neuronové abstraktni pyramidy obsahuje

formalné podobnou funkci uvedenou vyse, danou matematickym modelem umélého

neuronu. Zakladni prvek zpracovani se sklada z projekénich jednotek Py a jedné

3Kazdému takovému spojeni je pfifazena vdhova hodnota (w1, ws,...,w,), kterd uréuje pro-
pustnost. [114]
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vystupni{ jednotky. Aktivita a!;,, € R funkce buiikky na pozici (i, j) pro pole funkci

ijk
k ve vrstvé [ v Case t je vypocteno takto:

Py
zgkl = Yu kal ijkl +Ukl .

Vystupni jednotka vypocita vazeny soucet projekénich potenciali bw 1 € R s va-
hovymi faktory popsanymi pomoci v;, € R. Do souctu je také priddna hodnota
zkresleni (bias) v);, neZ je predéana vystupni prenosovou funkei 1y;.

Vypocet individualnich projekénich potencidlti popisuje:

ki / »0
Ui = Pr (Z wzgati/j/k/l/+wkl> :
g=1
Procesni prvek, ktery pocitaji funkéni bunky, se sklada z projekénich jednotek
Py a vystupni jednotky, kterd produkuje aktivitu awkl Vystupni jednotka vypocita
vazeny soucet potenciali bijkl jednotlivych projekci a preda soucet pomoci prenosové
funkce 1y;. Kazda projekéni jednotka vypodita vazeny soucet aktivit al, gy S vaho-
vymi faktory popsanymi pomoci w}i € R. Pocet ptispévku na projekei p je Q.
Kromé toho je pred predanim souctu prostiednictvim projekéni prenosové funkce
#P, pridéna hodnota zkresleni (bias) why.
Nyni si pfipomenme znamy matematicky popis formalniho neuronu [64]
Necht F': R — R je obecna nelinearni (nebo po ¢astech linedrni) funkce prenosu.

Potom lze akci neuronu vyjadrit timto modelem:

().

kde z;(k) je vstupni hodnota v diskrétnim case k, pro i = 0,...,m, w;(k) je hod-
nota vahy v diskrétnim case, pro i = 0,...,m, b je bias, y;(k) je vystupni hodnota
v diskrétnim case k.

Vsimnéme si, ze v nékterych velmi zvlastnich pripadech muze byt prenosova
funkce F' také linearni. Prenosova funkce definuje vlastnosti umélého neuronu a miize
to byt jakakoli matematicka funkce. Obvykle se voli na zakladé problému, ktery
umély neuron (uméld neuronova sit) pottebuje vyresit, a ve vétsiné pripadu je pre-
vzata (jak je uvedeno vyse) z nasledujici mnoziny funkei: skokova funkce, linearni
funkce a nelinearni (sigmoida) funkce.

Dalsi vyzkum je veden tivahou o urc¢itém zobecnéni klasickych umélych neuronii
zminénych vyse, spocivajici v tom, Ze vstupy x; a vahy w; budou funkcemi argumentu
t nalezejiciho do linedrné usporadané (¢asové) mnoziny 7' s nejmensim prvkem 0.
Jako mnozinu indext pouzivaime mnozinu C(.J) vsech spojitych funkei definovanych

v otevieném intervalu J C R. Oznac¢me tedy W mnozinu vSech nezapornych funkeci

44



w : T"— R tvoricich podpolookruh okruhu vsech redlnych funkci jedné realné pro-
ménné z : R — R. Ozna¢me pomoci Ne(w,) = Ne(w,1,...,w,,) pro r € C(J),

n € N zobrazeni .
yr(t) = > wr k() (t) + by,
k=1

které bude nazyvano umélym neuronem s biasem b, € R. Jako AN(T) oznac¢ujeme
soubor vsech takovych umélych neuront.

Neurony jsou obvykle oznaceny velkymi pismeny X, Y nebo X;, Y;, nicméné
pouzivame také symbolické znaceni Ne(w), kde w = (wy, ..., w,) je vektor vah.

Predpokldddame pro zjednoduseni ze prenosové funkce (aktivacéni funkce) ¢, o
(nebo f) jsou stejné pro vSechny neurony ze souboru AN(T') nebo roli této funkce
hraje identita f(y) = y.

Nyni podobné jako v pripadé souboru linearnich diferencialnich operatort vyse
zkonstruujeme grupu a hypergrupu umélych neuronti. Oznacme jako d;; Kronecke-
rovo delta, 7,5 € N, tj. 6;; = d;;, =1 a d;; =0, pro 7 # j.

Predpokladejme, ze Ne(w,), Ne(w,) € AN(T), r,s € C(J), W, = (W1, .., Wrp),
Ws = (Ws1y .+, Wsp),

n € N. Necht m € N, 1 < m < n je takové celé cislo, Ze w;.,, > 0. Definujeme
Ne(w,) -m Ne(w,) = Ne(w,),

kde

u_;u = (wu,la cee >wu,n) = (wu,l(t)a s >wu,n(t))>
1L7u7k(t) = wnm(t)ws,k(t) + (1 — 5m7k)wr7k(t),t eT,

a samoziejmé, neuron Ne(w,) je definovan jako zobrazeni y,(t) = i w () (t) +
by, t € T, b, = b.b, Déle pro par Ne(w,), Ne(w,) neuroni ze soulsaliu AN(T') po-
lozime Ne(w,) <, Ne(Ws), w, = (wp1(t),...,wrn(t)), ws = (wWsa(t),..., wsn(t))
jestlize w, k(t) < wsk(t), k €N, k#m a wy;m(t) = wsm(t), t € T, se stejnym bia-
sem. Evidentné (AN(T'), <,,,) je usporadand mnozina.Vztah (kompatibility) binarni
operace ,,-,,“ a usporadani <,, neuroni AN(T") je dano timto tvrzenim analogickym

s vyse uvedenym.

Lemma 2. Trojice (AN(T), -, <m) (algebraickd struktura s uspordddnim) je uspo-

radand nekomutativni grupa.

Dukaz. 1. Operace ,,-,“ je evidentné asociativni.
2. Necht w(t) = (wi(t),...,w,(t)), kde wi(t) = dgm pro libovolné ¢t € T. Pak
neuron Ne(w) uréeny pomoci y(t) = > wg(t)xk(t) + 1 je neutralnim prvkem
k=1

pologrupy (AN(T), ), tj. jednotkou vzhledem k binarni operaci ,,-,“.

45



3. Inverzni prvky: Definujme
Wi (t) = (Wi (1))~ (W (t) + 1)dkm — wi(t),
prot € T a libovolné k = 1,2,... n. Pak inverzni prvek k neuronu Ne(w),
y(t) = 3 wy(t)xp(t) + b v rAmei pologrupy (AN(T), -,,,) je neuron Ne(w),
k=1

urceny pomoci 3(t) = Z We(H)Zp(t) + 071

4. Kompatibilita relace usporadanl <,n 8 binarni operaci -, (substituéni vlast-
nost):
Predpokladejme, ze Ne(w,), Ne(w,), Ne(w,) € AN(T) jsou takové neurony,
ze Ne(w,) <,, Ne(wy), tj. Wy m(t) = wem(t), w.r(t) < wsi(t) pro libovolny
index k € {1,2,...,n}, k#m, tT.
Ozna¢me Ne(w,) = Ne(w,) -m Ne(w,), Ne(wp) = Ne(wWs) - Ne(w,), kde
Wo(t) = (War(t), .., Wan(t)), Wp(t) = (wpa(t),..., wpn(t)), t €T.
Pro libovolny index k € {1,2,...,n} mame

Wa k() = Wrom (D) Wk (1) + (1 = S )wyr i (t),

wbﬁ(t) = ws7m(t)wu7k(t) + (1 — 5km)ws7k(t), te T,

Ponévadz w, (1) = wsm(t), wep(t) < wsp(t), k #m, t € T, pro k = m zde
plati:
Wam (1) = Wy (D) Wy (1) = W () Wy (t), t €T

a pro k # m mame
Wa k(1) = Wyn () Wy kg (t) + Wy (1) < We ()W k() + ws i (t) = wpi(t), t €T,

takze
Ne(w,) -m Ne(w,) <,, Ne(Ws) -, Ne(,).

Podobné ziskavame platnost
Ne(wWy) -m Ne(W,) <., Ne(w,) -m Ne(ws). O
Pri oznaceni
ANy (T),, = {Ne(W); W = (wq,..., w,), w, € C(T), k=1,..., n, wy,(t) =1},
dostavame nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 5. Necht plati T = [0,ty) C R, ty € RU{o0}. Potom pro jakékoli kladné
celé c¢islon € N, n > 2, a pro jakékoli celé cislo m takové, Ze 1 < m < n, pologrupa

(AN (1), m) je invariantni podgrupou grupy (AN(T)m, -m)-
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Dikaz. 1. Predpoklddejme, ze Ne(w,), Ne(ws) € (ANy(T),, jsou libovolné neu-
rony. Pak
Wy = (Wen (1), ..oy Wem(t), oo, wen(t)),

Wy = (Ws1(t), ..., Wen(t), ..., wsn(t)),

kde wy (1) = 1, wsn(t) = 1. Evidentné formélni neuron Ne(w),

kde W(t) = (w1(t),..., wu(t)) s wi(t) = Ogm, t € T, pracujici prostrednictvim
y(t) = 2 we(t)ze(t) + 1,
k=1

coz je samozrejmé neutralni prvek grupy (AN(7T),,, -m) a také nalezi k AN (T),,.

Oznacime-li Ne(w,) = Ne(w,) - Ne(ws), Wy = (Wy 1, .., Wy,) Mame
wv,m(t) = wnm(t) (ws,m(t))_l =1

pro libovolné ¢t € T, takze Ne(w,) € AN{(T),,, v ¢ehoz dusledku ziskdme, ze
(ANy(T)m, 'm) je podgrupa grupy (AN(T)m, m).
2. Nyni predpoklddejme, ze Ne(w,) € AN(T),,, Ne(ws) € ANy (T),,, kde @, (t),

ws(t) jsou vektory vyse uvedené funkce. Pfi oznaceni
Ne(w,) = Ne *(10,) -m Ne(Ws) -m Ne(iw,),

kde W, (t) = W(t) = (wy1(t), ..., wun(t)), t € T, pak plati W, ., (t) =
(W (£)) ™ oy W (£) i Wy (t) = Wem(t) = 1 pro libovolné ¢t € T, takZe

Ne(w,) € ANy(T),,, coz znamena, 7Ze
Ne Y (Ws) - ANY(T) - Ne(s) € ANy (T)ym,

proto grupa (ANy (7)), -m) je invariantni podgrupou grupy (AN(T"),,, “m)-
Ul

Jestlizem, n € N, 1 < m < n—1, pak uréity vztah mezi grupami (AN,.(7"),,, ‘),

(LA(T)n11, ©my1) je obsazen v nésledujicim tvrzent:

Tvrzeni 6. Nechtty € R, tg >0, T = [0, to) C R am, n € N jsou celd cisla, takovd,
ze 1 < m < n— 1. Definuyme zobrazeni F' : AN,(T),, — LA, (T)ms1 timto pra-
vidlem: pro libovolny neuron Ne(w, € AN, (T),,, kde @, = (wp1(t), ..., we.n(t)) €
[C(T")]™ polozime F(Ne(w,)) = L(wy1,..., Wrpn) € LAL(T)my1 s akei:

) & A

L(wr,la ey wnn)y(t) = daim + Z wnk(t)w, Yy € (Cn(T)
k=1

Pak zobrazeni F' : AN, (T),, = LA, (1)1 je homomorfismus grupy (AN, (T)m, *m)
do grupy (LA (T)m41, Om+1)-
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Dikaz. Uvazujme Ne(w,), Ne(ws) € AN, (T),, a oznacme F'(Ne(w,
Wyp), F(Ne(Ws)) = L(ws, ..., wsy). Oznacme Ne(w,) = Ne(w,) -
plati

) = L(wyq, ...,
m ( s)' Zde

F(Ne(w,) - Ne(wy)) = F(Ne(wy)) = L(wy, - - ., Wan),
kde
B ) =06+ 500,

Plati wy 1 (t) = Wy mi1 (D) ws x(t) + Wk (t), k # m, & Wy mi1(t) = Wemp1 () Ws i1 ().
Pak je L(wy1,..., Wypn) = L(Wr1, ..oy Wep) m L(wsy, ..., wsy,) = F(Ne(W,)) -m
F(Ne(ws)). Neutralni prvek Ne(w) € AN, (7)., je tak zobrazen na neutralni prvek
grupy (L, A(T)mi1, ‘me1), tedy zobrazeni F' @ (AN, (T )1, -m) = (LnA(T)mt1, Om+1)
je grupovy homomorfismus. O

Nyni pomoci konstrukce popsané ve vyse uvedeném Lemmatu 2 ziskame ko-
necnou transpozic¢ni hypergrupu (nazyvanou také nekomutativni spojovaci prostor).
Ozna¢me P(AN(T),,)* potenéni mnozinu AN(T),, sestavajici ze vSech neprazdnych

podmnozin této mnoziny a definujme binarni hyperoperaci
*m - AN(T),,, x AN(T),,, — P(AN(T),,)*
podle pravidla
Ne(W,) %y, Ne(Ws) = {Ne(w,); Ne(w,) -m Ne(ws) <,, Ne(uw,)}

pro vsechny pary Ne(w,), Ne(ws) € AN(T),,. Podrobnéji, pokud
W(u) = (Wyiy. ey Wun), W(r) = (Wei,..., Wrp), W(s) = (Ws1,..., Wsn), pak
Wy (E) W, () = w%m( )y Wen (D)ws g (t) + Wi g (t) < wyi(t), jestlize k #m, t € T.
Potom mame, ze (AN(T),,, *,,) je nekomutativni hypergrupa. Vyse definovand in-
variantni (nazyvana také normaélni) podgrupa (ANy(T),., -m) grupy (AN(T)., -m)
je nesend mnozina podhypergrupy hypergrupy (AN(T"),,, *,,) a ma urcité vyznamné
vlastnosti.

Pomoci zobecnéni metod ze ¢lanku [57] ziskdme po prozkoumani konstruovanych

struktur tento vysledek:

Véta 6. Bud T = [0,ty) C R, ty € RU {oo}. Pak pro kazZdé prirozené cislo
n € N,n > 2, a pro jakékoli celé cislo m takové, Ze 1 < m < n, hypergrupa
(AN(T), *pm), kde

AN(T),, = {Ne(,); @, = (wra(t), - .., wyn(t)) € [C(T)]", wym(t) > 0, t € T,

je transpozicni hypergrupa (tj. nekomutativni spojovact prostor) takovd,

ze (AN(T),, *m) je jeji subhypergrupa, kterd je
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- dnvertibilni (tj. Ne(w,)/Ne(wWs) N ANy (T),, # O implikuje Ne(ws)/Ne(w,) N
ANy (T # 0 a Ne(w, )\ Ne(ws) NANy(T),, # O implikuje Ne(ws) \ Ne(w,) N
AN (T),, # 0 pro kaZdou dvojici neuroni Ne(w,), Ne(ws) € AN{(T),,,

- uzavrend (tj. Ne(w,)/Ne(wy) C ANy (T),,, Ne(w,) \ Ne(w,) C ANy (T),, pro
kazdou dvojici Ne(w,), Ne(w,) € ANy (T),,,

- reflexivni (tj. Ne(w,) \ ANy(T),, = ANy(T),,/Ne(w,) pro libovolny neuron
Ne(w,) € AN(T),, a

- normdlni (tj. Ne(w,) * AN1(T"),, = ANy (T),, * Ne(w,) pro libovolny neuron
Ne(&,) € AN(T),».

Pozndmka 5. Ur¢ité zobecnéni formalniho (umélého) neuronu lze ziskat expresi li-

nearniho diferencialniho operatoru n-tého radu. Pripomenme vyraz formélniho neu-

ronu s vnitinim potencidlem y_;, = > wi(t)xk(t), kde Z(t) = (z1(t),. .., x,(t)) je
k=1
vektor vstupt, w(t) = (wy(t),. .., wy(t)) je vektor vah. Uzitim biasu b uvazovaného

neuronu a prenosové funkce o muzeme vystup vyjadrit jako

—0<Zwk +b>

Nyni uvazujme kmenovou funkci v : J — R, kde J C R je otevieny interval;

vstupy jsou odvozeny od funkce u € C"(J) nasledovné: Vstupy x1(t) = u(t),zo =

dzgt), o Tp(t) = dtn 0] , n € N. Déle bias b = bodd%t). Jako vahy pouzivame spoji-
tou funkci wy, : J - R, k=1,..., n—1.
Pak vzorec

et )

je popis akce neuronu Dn ktery bude nazyvan forméalnim (umélym) diferencidlnim

neuronem. Tento pristup umoznuje vyuzit prostoru reseni odpovidajicich linearnich

diferencidlnich rovnic.

3.3 Model iterovanych casové proménnych neuroni

V linedrnich modelech je vystupem modelu linearni funkce vstupnich proménnych.
Existuje nékolik zptsobt, jak mohou byt tyto funkce zobecnény. Jednou z metod
je pouziti monoténni nelinedrni aktivaéni funkce g(a), kterd zpracovava linearni

kombinaci prvki ve tvaru:

flz,w)=g <w0 + Zwlarl> )

i=1
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Jednou pozoruhodnou volbou pro aktivacéni funkci je logisticka sigmoidni funkce,

ktera zobrazuje interval (—oo, 00) na interval (0, 1):

1

gla) = ?xp(a)

Funkce f(x,w) se nazyva diskrimina¢ni funkce, protoze oddéluje tiidy navzajem.
Ve statistické literature jsou casto uvadény modely s logistickou sigmoidni aktivacni
funkei jako logisticka diskriminace.

V piispévku [38] je definovana ,sendvicova“ operace ,0“ pro jakykoli prvek a
pologrupy (S, ) na stejné mnoziné S. Operace ,0* je definovana pravidlem z o y =
x-a-y, (r,y € S). V ramci této operace je mnozina S opét pologrupou; autor pii-
spévku [38] oznacuje tuto pologrupu (S, a) a nazyva ji variantou S. Varianty polo-
grup jsou zkoumany v ¢lancich [70, 38|, kde lze nalézt dalsi literaturu, véetné clanku
vénovanych variantam pologrup binarnich vztaht zpracovanych Karem Chase. Uva-
dime zde odstavec 5 [38] tykajici se ¢astecného usporadani pro reguldrni pologrupy.
Pripomenme, Ze pologrupa S je povazovana za regularni, pokud je jakykoli prvek
x € S regularni, tj. existuji y € S takové, ze xryxr = x. Pripomenme, Ze pro pravidel-
nou pologrupu S ¢astecné Nambooripadovo usporadani < na S miize byt definované
jako

x <y pravé tehdy, kdyzzx € y-S-yax=2-y o

pro nékteré ' € V(y). Mnozina V (y) je definovdna jako
Viy)={ueSiy-uv-y=yau-y-u=u}.

Dalsi dulezity poznatek se nachazi v ¢lanku [38], kde autor dokéazal Vétu 5.1:

Bud S regularni pologrupa a necht relace p je definovand na S jako
xpy prave tehdy, kdyz existuje a € S takové, ze z,y € E((S,a)),

(podmnoZina vsech idempotentnich prvki varianty (S,a)), jez spliuje podminku x o
y=yox =x z (S,a). Pak p shoduje se s c¢astecnym Nambooripadovim uspordddnim
na S a tak je sam o sobé cdstecnym uspordadanim na S.

S ohledem na pravé zminénou vétu od Hickeye mtiZzeme binarni strukturu AN(7")
modifikovanou jako variantu pologrupy umélych ¢asové proménnych neuront s no-
sicem AN(T") . Je znamo, ze monoid veskerych linearnich transformaci vektorového
prostoru je regularni (ve smyslu konceptu regularity J. von Neumanna), takze mu-
zeme vytvorit pravidelnou podpologrupu grupy AN(T'), protoze transformace ur-
¢ené neurony s nulovymi biasy jsou ve skutec¢nosti linearni. Tato pologrupa je ozna-
¢ena jako SAN(T'), pologrupa mize byt vybavena Nambooripadovym usporadanim
<, a tak miiZzeme vytvorit mnozinu komutativni rozsahlé hypergrupy na mnoziné

SAN(T), kde hyperproduktem libovolnych dvou neuront je sjednoceni hornich koncti
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(tj. kuzelu) generovanych kazdym z téchto neuront. Je zfejmé, ze univerzalni bindrni
operace na jakékoli varianté pologrupy je zvlastnim piipadem Vougiouklisovy binarni
P-hyperoperace [116, 117].

Pripomenme, Ze hypergroupoid je dvojice (G, -), kde - : G x G — P(G) je binarni
hyperoperace. Pokud je tato hyperoperace asociativni, tj. a-(b-c) = (a-b)-c pro jakou-
koli trojici prvku a,b,c € G (kde a- (b-¢) =U{a- x|z € b- c}), pak hypergroupoid
(G,-) se nazyva polohypergrupa. Polohypergrupa (G, -), ktera spliuje reprodukéni
axiom (tj. a -G = G = G - a pro jakékoli a € G) se nazyva hypergrupa - srov.
(66, 23, 24]. Nyni predpokladejme, ze (G,-), (H,-) jsou polohypegrupy. Zobrazeni
f: G — H je povazovano za homomorfismus (resp. dobry homomorfismus) polohy-
pergrupy (G, -) do polohypergrupy (H,-), pokud pro libovolny péar prvka z,y € G
méme f(z-y) € f(z)- f(y) (vesp. f(z-y) = f(z)- f(y))

Definujme nyni koncept P-hypergroupy podle Thomase Vougiouklise [116, 117]:

Definice 13. Necht (G, ) je pologrupa a P C G, P # (). Hyperoperace ¥ : GxG —
P(G) definovand jako |x,y] — x Py, i.e.xxy = xPy pro libovolny par [x,y] € P x P
je oznacovana jako P-hyperoperace v G. Pokud

v+ (yx' 2) = xPyPz = (z +" y) «¥ 2

plati pro kaZdou trojici x,y,z € G, pak je P-hyperoperace asociativni. Pokud je

uspokojen i axiom reprodukce, je hypergrupoid (G, *¥) povaZovdin za P-hypergrupu.

Je ziejmé, Ze pokud (G, -) je grupa, pak také (G, *¥) je P-hypergrupa. Pokud je

mnozina P singleton?, pak je P-operace ¥ obvyklou jedno-hodnotovou operaci.

Definice 14. O podmnozine H C G rekneme, Ze je a sub-P-hypergrupa hypergrupy
(G, *T) jestlize plati P C H C G a (H,*") je hypergrupa.

Tvrzeni 7. ( [115] str.16). Necht (G1,-), (Ga,-) jsou dvé grupy, f € Hom(G1,G2)
a P C Gy. Pak je homomorfismus f dobrym homomorfismem mezi P-hypergrupami
(G1,*7) a (G, +T).

Vice o diskutovanych tématech viz [70, 78, 115, 116, 117].

Oznac¢me tedy S C C(7T') libovolnou neprazdnou podmnozinu a necht plati
P ={Ne(w,(t));u € S} € AN(T).
Pak definujeme

Ne(ai(t)) * Ne(ti(t)) = Ne(@(t)) - P - Ne(d, (1)) =

4V matematice, singleton, také znimy jako jednotkovd mmnoZina, je mnozina s piesné jednim
prvkem. Napiiklad mnozina {0} je singleton obsahujici prvek 0. Termin je také pouZzivin pro 1-tici
(posloupnost s jednim ¢lenem) [112].
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= {Ne(@y(t)) -m Ne(Wu(t)) -m Ne(wy(t)); u € S}

pro libovolny par neurontt Ne(w,(t)), Ne(w,(t)) € AN(T), zde ziskdme P-hypergrupu
umeélych casové proménlivych neuronti. V pripadé, Ze mnozina S je singleton, tj. P
je jednoprvkova podmnozina AN(T'), ziskand struktura je variantou AN(T'). VSim-
néme si, ze libovolny homomorfismus f € EndG pro grupu (G, -) indukuje dobry
homomorfismus P-hypergrup (G, *"), (G, */")) a jakykoli automorfismus vytvaii
izomorfismus mezi vysSe uvedenymi P-hypergrupami.

Hypergrupy uvazované v tomto pripadé jsou hypergrupy ve smyslu Martyho [82].

3.3.1 Struktury ve vicevrstvé perceptronové siti (MLP)

V monografii [76] bylo navrzeno nékolik rtznych architektur neuronovych siti pod
dohledem, zalozenych na modelu umélého perceptronu. Podle zminovaného autora
(Timo Koskela) jsou nejoblibenéjsi siti vicevrstvé perceptronové sité (MLP) a sité
radialni funkce zdkladt (RBF)®. V ¢ésti odstavce 3.3 zdroje [76] (Supervised Lear-
ning) je kratce zhodnocena populdrni vicevrstva sit Perceptron a jsou predstaveny
sitové architektury zalozené na strukturach zpozdéni a opakujicich se pripojenich.
Vicevrstevna perceptronova sit (MLP) je nelinedrni model sestévajici z mnoz-
stvi neuroni (jednotek) usporddanych do vice vrstev, které vytvareji zobrazeni
y = f(z,w) mezi vstupem x a vystupem y, upraveny vahami w. Slozitost MLP
sité lze zménit z témér linearniho modelu na vysoce nelinearni model zménou poctu
vrstev, poc¢tu jednotek v kazdé vrstvé a hodnot vah. Typicka jedina skryta vrstva
architektury MLP sité s K vystupy vede k modelu fi(z,w),k=1,..., K s vdhami
w. Funkéni formu modifikovanou c¢asové proménnymi vstupy a vahami prot € T

popisujeme takto:
Fula(t) w(t)) = wo(t) + wi(t) (wio(t) + zwu 7i(t))+
+ wa(t) (wao(t +ngl i) + -+
+ W1 (8) (wm-1.0() + Z W14 (t)i(t) ) +

+wm (wmo +Zwmz z )

SNeuronové sité typu RBF (Radial Basis Functions) jsou tifvrstvé neuronové sité. Zakladni
vlastnosti téchto siti je ze aktivaéni funkce je typu RBF. RBF funkce jsou takové které jsou ur-
Ceny svym stfedem a pro argumenty se stejnou vzdalenosti od tohoto stfedu davaji stejné funkéni
hodnoty [76].
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MLP je casto povazovan za obecny semi-parametricky model, coz znamena, ze
efektivni pocet parametri muze byt mensi nez pocet dostupnych parametri. Efek-
tivni pocet parametri urcuje slozitost modelu. Pro malé vahy je sitové zobrazeni
témér linearni a ma nizkou efektivni slozitost. Je to proto, ze centralni oblast sig-
moidalni aktivac¢ni funkce mize byt aproximovana pomoci a linearni funkce.

Pr1i oznaceni logistické aktivacni funkce g a pokud indexy 7, j odpovidaji vystup-

nim a skrytym jednotkdm, model f(z,w) s vdhami w dava tvar:
f((t),w(t)) = g(wo(t)) +wi(t)g(wio(t) + zwu xit))+
+ wy (t) (wgo +ngl )+ -
+ W1 ()9 (wim—r0(t) + Z Wi (H)7:(1))+

+ Wy, (1) (wmo +Zwmz 74 )

kde ¢asovy parametr ¢t patii do casové skaly T.

Jako urcity model pouzivajici iteraci umeélych neuronti lze pouzit konstrukci
kaskady, tj. akci aditivni grupy (Z,+) vsech celych ¢isel na grupé AN(T). Tato
struktura je motivovana konstrukei uvedenou ve zdroji [54] s. 48.

Obvykle je regularizace potfebna, aby poskytovala dobrou generalizac¢ni schop-
nost pro nepouzité vzory béhem tréninku. Tradicneé slozitost MLP byla kontrolovana
pred¢asnym zastavenim nebo metodou rozpadu vah [29].

Dopredné vicevrstvé sité jsou architektury, kde jsou neurony spojeny do vrstev
a spojeni mezi vrstvami jde pouze jednim smérem, ze vstupni vrstvy do vystupni
vrstvy. Mezi neurony ve stejné vrstvé neni zadné spojeni. Mezi vstupni a vystupni
vrstvou muze také byt jedna nebo nékolik skrytych vrstev.

Bud (Z,+) aditivni grupa vsSech celych ¢isel. Necht Ne(w,(t) € AN(T) je libo-
volny, ale pevné dany umély neuron s vystupni funkei y,(t) = i We (1) T5 (1) + bs.
Oznac¢me jako s : AN(T) — AN(T) levou translaci v grupé éka_slovych proménnych

neuronu urcenou prvkem Ne(w(t)), tj.
As(Ne(wp(t))) = Ne(ws(t)) -m Ne(wy(t))

pro libovolny neuron Ne(w,(t)) € AN(T'). Dale ozna¢me pomoci A} r-tou iteraci A,
pro r € Z. Definujme projekci 7s : AN(T') x Z — AN(T') pomoci

Ts(Ne(wp(t)),r) = A (Ne(wy(t)).
Je snadné vidét, ze dostavame obvyklou (diskrétni) transformacni grupu, tj. akci
(Z,+) (jako fazova grupa) na grupu AN(T), takze jsou splnény nasledujici dva po-
zadavky:
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1. ms(Ne(wy(t)),0) = Ne(w,(t)) pro libovolny umély neuron Ne(w,(t)) € AN(T),
2. my(Ne(wy(t)),r+u) = ms(ms(Ne(wy(t)), ), u) pro vSechna cela ¢isla r,u € Z a
libovolny umély neuron Ne(w,(t)). Poznamenejme, Ze pravé ziskana struktura
se v ramci teorie dynamického systému nazyva kaskada.
Na fazové mnoziné, tj. nosi¢i grupy AN(T), definujeme bindrni hyperoperaci
(ur¢enou tzv. stavovou hypergrupou automatu). Takze pro libovolny par neuront
Ne(wpy(t)), Ne(w,(t)) definujme

Ne(uip(t)) * Ne(uy(t)) = ms(Ne(uwy(t)), Z) U ms(Ne(wy(t)), Z) =

{XS(Ne(w,(t));a € Z} U {A(Ne(wy(t));: b € Z}.

Potom mame * : AN(T) x AN(T') — P(AN(T")) je komutativni binarni hypero-
perace a protoze Ne(w,(t)), Ne(wy(t)) € Ne(wy(t)) * Ne(wy(t)), dostaneme po-
znatek, ze hypergroupoid (AN(T'),*) je komutativni extenzivni hypergrupa [54,
66, 23, 24, 95, 116]. Pomoci jeho vlastnosti lze charakterizovat urcité vlastnosti
kaskady (AN(T),Z, ). Hypergrupu (AN(T),*) lze nazvat fazovou hypergrupou
dané kaskady:.

Mezi elementarnimi pojmy teorie dynamickych systému je koncept invariant-
nich podmnozin fazové mnoziny kaskady (X, Z, 7,) a koncept kritického bodu. Pod-
mnozina M fdzové mnoziny X kaskady (X,Z,w,) se nazyva invariantni, kdykoli
mw(x,r) € M, pro vSechna x € M a vSechna r € Z. Kritickym bodem kaskady je
invariantni singleton. Je zfejmé, ze podmnozina M neuronu, tj. M C AN(T), je
invariantni v kaskdadé (AN(T'), Z, 7s), kdykoli se jedna o nosnou mnozinu podhyper-
grupy hypergrupy (AN(T'),*), tj. M je uzaviena s ohledem na hyperoperaci x, coz

znamena M « M = |J axbC M. Kromé toho je invariantni také sjednoceni nebo
a,be M

prunik libovolného neprazdného systému M C AN(T).

3.4 Resitelnost grup a hypergrup umélych neuronii

Pro prezentaci nasledujicich vysledkii vyzkumu algebraickych struktur na mno-
ziné umélych neuroni je uzitecné pripomenout nékteré zdkladni pojmy z teorie
fad grup. Vice podrobnosti viz napi. [11, 60, 66, 30, 31, 35, 68]. Je-li G grupa,H
jeji normalni podgrupa, tj. normalni délitel, piseme H <1 G°. Posloupnost podgrup

H;(i=0,1,...,n) grupy G takovych, ze
l=Hy<xH«<---<H, <H,=G (3.2)

je povazovan za subnormalni fadu grupy G, odpovidajici faktorové grupy H;/H; 1

(1 =1,2,...,n) jsou nazyvany faktory rady (H).

6Pojmy norméalni podgrupa, normélni délitel a invariantni podgrupa splyvaji v teorii grup.
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Definice 15. ( [11, 57, 60, 35]). Jestlize G je grupa, pak o jeji subnormdlni radé
l=Hy<xH<---<H,1<H,=G

rekneme, Ze je resitelnd, jestlize vsechny faktory H;/H;—1(i = 1,2, ...,n) jsou komu-
tativng, tedy jsou abelovskymi grupami. Pokud grupa G md alespon jednu resitelnou

subnormalni radu, pak se G nazyvd resitelnd grupa.

Pozndmka 6. Je ziejmé, ze libovolna abelovska grupa je fesitelnd, nicméné existuji
resitelné grupy, které nejsou abelovské. V literature lze nalézt dobte zndmé vysledky
tykajici se Tesitelnych grup. Zminme nékteré z nich. Zaprvé je to slavna Feitova—
Thompsonova véta aneb véta o lichém tadu, ktera rika, ze kazda konecnd grupa
lichého Tadu je TeSitelnd. Dokézali to Walter Feit a John Griggs Thompson (1962,
1963) [30, 31]. Dale kazda konecna grupa fadu |G| < 100 kromé 60 je Tesitelna. (Za
tyto informace a dalsi podrobnosti jsou oba autori podle svych slov velmi zavazani
profesoru Vaclavu Havlovi.) Libovolna p-grupa G, tj. |G| = p™ pro néjaké prvocislo
p je Tesitelna. Je-li K < G, pak grupa G je Tesitelna prave tehdy, kdyz K a G/K
jsou Tesitelné. Grupa je reSitelna pravé tehdy, kdyz obsahuje subnormélni radu,
jejiz vsechny faktory jsou resitelné. Zejména primym produktem konecného poctu
fesitelnych grup je opét fesitelna grupa. Ovsem zadnd konecna grupa G stupné 5 a
vice neni resitelna. Dalsi dulezité informace lze nalézt v literatute [11, 60, 66, 68, 30,

31, 35]. Pripomenme, 7e podgrupa G’ grupy G generovand mnozinou komutatort
[a,b] = a b tab

viech part [a,b] € G x G se naz§va komutant grupy G. Komutant G” grupy G’
se nazyva druhy komutant grupy G. Obvykly zapis je G’ = GV, G" = G®, atd.
Obecné G+ = (GMY. Komutant G™ je také nazyvan jako n-ty derivat grupy G

a fetéz komutanti grupy G,
G=G95a0 553 5...
se také nazyva odvozeny Tetézec grupy G.

Véta 7. (Veta 1. [57], [103], Véta 5., s.117) Bud G grupa. Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(i) Grupa G je tesitelnd.

(ii) Existuje kladné celé ¢islo n takové G = 1.

(iii) Erxistuje subnormdini rada grupy G, kterd je resitelnd.

Nyni mtzeme pouzit reverzni piistup. Z dtvodi, které jsou ziejmé z dalsiho

textu, je pouzito nasledujici oznaceni:
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Priklad Piedstavme konkrétni ptiklad. Pojmenujme strukturu [C(J)]* = C(J) x
C(J) x C(J) jako funkciondlni krychli, pak oznac¢me grupu ([C(J)]3,02), s prvky
1

p(z), qz) € [C(I), pla) = (po(@), pr(2), p2(2)), d(z) = (q0(7), q1(2), ga2(x)), poté
definujeme

[C(J)z]g = {p(z) = (po(x), p1(2), p2(x)); P € C(J), p2() # 0,2 € J},

a bindrni operaci oy : [C(J)o]? x [C(J)2]> — [C(J)o]® definujme takto:

plx) o q(x) = (po(x), p1(x), pa(2)) 02 (qo(2), 41 (2), ga2())
= W(pa()go(x) + po(2), p2(%)q1 () + p1(2), p2(2)ga (),

() m@) 1)
ol (70)) ™ = ) ). ) = (2200, 2D ) i,

Tyto formulace s analogii operatorti maji dostatecné obecnou podobu, ktera uka-

zuje cestu k vyTeSeni vysSe zminéného problému. Nicméné feseni tohoto problému
(tj. otazka fesitelnost grupy (C(J),,o.,)) se zda byt prozatim oteviena.

Na zdkladé vySe uvedenych tivah ziskdme poznatek, Ze [C(J)z, 02]® je nekomu-
tativni grupa s neutrdlnim prvkem é(xz) = (0,0,1) (kde é(x) oy plz) = p(z) pro
libovolny prvek p(z) € [C(J)a, 09]3. Inverzni prvek k p(z) = (po(z), p1(2), p2(2)) je
uveden vyse. Je zfejmé, ze

- oo (i(x -1 _ T o ) o _po((l?) _pl(x) 1
o) o (7)) = (o), (o), o) o (22000, 20000 )

(pen) | pen) i) :
- (P ), PO ), 22— (0.0,0) = )

Podobné ziskame neutralni prvek ze soucinu vyse uvedenych vektora z funkcio-
nalni krychle v opa¢ném poradi.

Oznacme

[Cac(J)2)® = {(po(x), p1(x),7); po, p1 € C(J)},r € R,r #0

[Ca1(J)2]® = {(po(), p1(x),1); po, p1 € C(J)}.
Pak muzeme vyslovit vétu:
Véta 8. Necht J C R je otevieny interval. Grupoidy ([Ca1(J)2)?, 02),
([Coc(J)a]3, 02) jsou podgrupy grupy ([C(J)s]?,09) - pruni z mich je komutativni -

a mame

([Ca1(J)2]?, 02) < ([Cac(J)2)?, 02) <1 (IC(J)2]?, 02).
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Dikaz. Evidentné

(0,0,1) € [Cy1(J)a)? C [Cac(J)a)?.

Pokud (po(), p1(2),7), (q0(2), q1(2),5) € [Cac(J)2,02)* (s 7,5 € R,r # 0 # 5)
jsou vektory spojitych funkci, pak mame:

(ne)or (2),7) o2 o)) 5)7 = (o) (o) oo (220, 2, 1)

= (@) = Za0(2). (@) — “r(2), - ) € [Cac(T )P

Podobné
(po(x),p1(2), 1) 02 (qo(x), @1 (2),1) € [Cac(J)a].
Takze ([Cai(J)2]?, 02), ([Cac(J)2]?, 02) jsou podgrupy grupy ([C(J)]?, 02). Déle,

(po(),p1(2),1) 03 (qo(x), 1 (), 1) = (po(x) + qo(z), p1(w) + @1 (), 1)

= (QO($)>Q1(17)> 1) O2 (p0($)>p1(17)> 1)7

pro libovolné vektory spojitych funkei (po(z), p1(z), 1), (qo(x), q1(z),1) € [Cay(J)o)?,
v diisledku ¢eho? grupa ([Coy(J)2)?, 02) je komutativni.
Nyni pro libovolné vektory (po(z), p1(z), pa(x)) € [C(J)o]?

a (qo(z), q1(z),r) € [Cac(J)2]® ziskdme:

(po(@), p1(@), p2(2)) ™" 02 (q0(@), a1 (), ) 02 (po(@), p1 (@), p2())

:<_po<x> p) 1

pi(x)
pa(x)’ pa(z) pa(x)
= (gpo(x),gol(x),r) , kde ka(x) = T(pk(x) + Qk(x))> k=0,1.

Protoze (QOO(‘I)> gOl(fL’),’f’) € [CQC(J)2]3> plati

) oy (rpo() + qo(x), rp1(w) + q1(x), rp2())

(p0($)>p1($)>p2($))_1 O2 [Czc(J)z]g o3 (po(x), pr(), pa(z)) C [Czc(J)2]3>

3

tudiz ([Coc(J)2)?, 02) je normélni podgrupa grupy ([C(J)s]?, 05).

Podobnym zptsobem ovérime, ze

(po(), p1(x), p2(2)) ™" 02 [Car(J)2]® 02 (po(), pr(x), pa(x)) C [Car ()]’

pro libovolny vektor (po(x), p1(z),7) € [Cac(J)2]?. Z toho divodu

([Ca1(J)2]?, 02) < ([Cac(J)2)?, 02) <1 (IC(J)2]?, 02).
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Véta 9. Necht J C R je otevieny interval. Grupa ([C(J)q]3, 02) vSech vektori spo-
jitych funkcti je resitelnd.

Dijkaz. Oznac¢me G = (|[C(J)2)?, 02). Prvni derivace G, tj. prvni komutant grupy G

je jeho podgrupa generovana vsemi komutatory tvaru

(po(x), p1(2), p2(2)) ™" 02 (q0(2), u (), go(2)) !

o9 (po(2), p1(), pa(x)) 02 (qo(2), ¢1(2), g2()),
kde (po(z),p1(x), pa(x)), (qo(2), q1(x), g2(x)) € [C(J)s]. Vzhledem k vyse uvede-

nému komutatoru
()" 02 (q(2)) ™" 02 plx) 03 ()
_ <_po(l“)Q2(l“) +ro(z)  pi(@)ge(z) + qu(z) 1 )
p2(z)q2(z) p2(2)g2(z) 7 p2(z)g2(z)
02(p2()qo(x) + po(@), p2(®)q1 () + p1(2), p2(7)g2())
_ <qO(93)(p2(93) — 1) +po(@)(1 — g2(2)) qu@)(p2(z) — 1) + pr(2)(1 — g2()) 1)
p2()q2(z) ’ p2(2)qa() ’

nalezi do grupy ([Co1(J)2]?, 02), plati,ze G’ je podgrupa posledni vyse uvedené grupy.

Uvazujme libovolny pér vektort (ug(z),u1(x),1), (vo(x),v1(x),1) € ([Ca1(J)2]?, 02).
Druh4 derivace G, tj. druhy komutant G” grupy G = ([C(J)2]3, 02) je jeho podgrupa

generovand mnozinou vsech komutatort
(Uo(l’),ul(l’), 1)_1 O2 (Uo(l’),vl(l’), 1)_1 O2 (Uo(l’),ul(l’), 1) O2 (Uo(l’),vl(l’), 1)

= (—uo(2), —u1(2), 1) 02 (—vo(x), —v1(x),1) 02 (uo(x) + vo(2), u1(z) + v1(z), 1)
= (—(uo(2) +vo(2)), — (w1 (x) +v1(2)), 1) 02 (ug(z) +vo(2), ur(x) +v1(x), 1) = (0,0,1)
proto G” = {(0,0,1)} coz je trivialni podgrupa (tvofend pouze jednotkou) grupy
G = ([C(J)9)3, 09). V diisledku ¢ehoz
{(0,0,1)}=G"c G cGY =g,

proto grupa ([C(J)z]3,02) je TeSitelna.

3

Povsimnéme si, ze abychom rozhodli, zda grupa G’ je ekvivalentni's ([Ca1(J)2])?, 02)

nebo ne, vyzaduje dalsi ovéreni. To spoc¢iva v otazce, zda libovolnou spojitou funkci

f € C lze vyjadrit ve formé koeficienti operatoru

LY (p()) 02 L7 (q(@)) 02 L(p()) 02 L(q()).-

Véta 10. Vise definovand grupa (AN(T),e,,) umélych neuroni je resitelnd.
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Dikaz. Ozna¢me G = (AN(T), e,,). Prvni derivace G’ grupy G, coz znamena prvni

komutant grupy G, je jeji podgrupa generovanda vSemi komutatory tvaru
Ne ' (@,) e, Ne () @, Ne(w,) o, Ne(i,),

kde Ne(w,), Ne(ws) € AN(T). Protoze uvedeny komutétor ma podobu

wr,l 1 wr,n ws,l 1 ws,n
Ne | — ey yeeey— o, Ne|— e ey — ..,
Wr.m Wr.m Wy m Ws,m Ws,m Ws,m
Ne (WrmWs1 + Wety oy W We s -« - Wy W + Wy ) =
N Ws,mWr,1 + Ws,1 1 Ws,mWyrn + Ws,n
el — N T R e,
Wy mWs,m Wy mWsm Wy mWs,m
Ne (WrmWs1 + Wty .oy WemWsmy -+ oy Wy W, + Wy ) =
N (wr,m - 1)u}s,l + (1 - ws,m)wr,l 1 (wr,m - 1)ws,n + (1 - ws,m)wr,n
(& P
Wy mWs,m Wy mWsm
€ ANy(T),,

ziskdme poznatek, ze podgrupou grupy (AN(T'),e,,) generované vsemi komutatory
vyse popsaného tvaru je pravé grupa (AN;(7),,, ,,). Pfedpokladejme, Ze k je kladné
celé ¢islo, 1 <k <n, k#ma f e C(T) je libovolna funkce a poté volbou w; ,,(t) =
1, Wem(t) = 2+ 1 a w,i(t) = —LE (12 + 1) zjistime, ze

1
o () = Ds®) & (1= wam(tune(t)) =
_tzwr,k(t) B
el f),teT.

V popsaném tvaru tedy muze byt vyjadrena libovolna kontinudlni vaha z vyse uve-

deného neuronu. Proto G’ = (AN;(T),,, ®,,). Déle uvazujme libovolny par neuronu
Ne(wyi, ..., 1, .. wun), Ne(Wya,... 1, .., wypp) € ANy (T,

Na zékladé tvah, které jsou obdobné vyse uvedenym, mame:

Ne_l(w%l, ce Lo W) ey, Ne_l(wm, oL wy ) e,
Ne(wya, 51y wun) @m Ne(wy 1, .oy 1, wyy) =
Ne(=wy1,. .y 1o, —Wyp) 8p Ne(—wy 1, ...y 1,00, —wy ) e,
Ne(wyy +Wyay-e oy 1y Wy + Wyp) =
Ne(—(wyi+wy1),. .1, o0, —(Wyntwyn))emNe(wy1+wy 1, .-y 1y oo, Wy +Wy )

= Ne(0,...,0,1,0,...,0),

tedy druhd derivace G” je trividlni grupa, ktera obsahuje pouze identitu.

Proto jsme ziskali jako vysledek
{Ne(0,...,0,1,0,...,0)} =G" C G =G = G = (AN(T), »,,),

z toho duvodu je grupa (AN(T), e,,) Tesitelna. O
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3.5 Rada polohypergrup ¢asové proménnych umélych
neuronii a souvisejicich hyperstruktur

Dalsi konstrukce navazuje na vyse definované pojmy hypergrupoid, polohypergrupa
a hypegrupa, definované v predchozim popisu algebraickych struktur.

Hypergrupy, které jsou popsané v nasledujici kapitole, jsou struktury ve smyslu
F. Martyho [49, 82]. Pfipomenme také uziti lemmatu (nazyvaného také jako koncové
lemma -srovnej [61, 94, 95, 96, 97]). Jako (kvazi-)uspofdadanou pologrupu chapeme
trojici (S, -, <), kde (S,-) je pologrupa, (5, <) je (kvazi-)uspordadand mnozina, tj.
mnozina S majici reflexivni a tranzitivni binarni relaci ,<“ a pro vsechny trojice

prvkl a,b, c € S plati implikace a < b=a-c<b-c,c-a<c-b.
Pro dalsi vyzkum mnozin umélych neuront pouzijeme jiz uvedenou Vétu 2.
Necht (S, -, <) je (kvazi-)uspordadand pologrupa. Definujme bindrni hyperoperaci
x: 9 xS = P*(S)jakoaxb={zr € S;a-b<x}.

Pak (S,x*) je polohypergrupa. Navic, jestlize pologrupa (S,-) je komutativni, pak je
polohypergrupa (S, *) také komutationi a kdyz (S, -, <) je (kvazi- )uspordadand grupa,
pak je polohypergrupa (S, ) také hypergrupou.

Nyni budeme konstruovat fadu grup a hypergrup umeélych neuront pomoci urcité
analogie s fadou grup diferencidlnich operatori popsanych v [61].

Ozna¢me pomoci LA, (J) (pro otevieny interval J C R) mnozinu vsech linear-
nich diferencidlnich operatort L(p,—_1,...,00), po # 0, pr € C"(J), tj. okruh vsech

spojitych funkei definovanych na intervalu J, chovajici se jako

L(pn-1s- - p0)y(x) )+ Z (@ ,y €C"(J)
a obsahujici binarni operaci

L(qn—b B >q0) o L(pn—b s >p0) = L(qun—l + dn—1,---,4q0P1 + Q1>QOPO)-

Nyni ozna¢me jako LA, (J) mnozinu viech operatorii L(qn,...,q), o # 0, qx €
C(J) v akci jako

L(gns - q0)y( qu ), o # 0, qx € C(J)

s podobné definovanymi bindrnimi operacemi, takze LA, (J), LA, (J) jsou nekomu-

tativni grupy. Definujme zobrazeni F), : LA, (J) — LA, _1(J) pomoci

Fn(L(pn—h cee >p0)) = L(pn—2> cee >p0)
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a ¢, : LA(J) — LA,_1(J) pomocf

¢H(L(pn—1> s >p0)) = Z(pn—% s >p0)'

Tak 1ze snadno ovérit, ze obé zobrazeni F, a ¢,, pro libovolné n € N, jsou
grupové homomorfismy.

_ wn,n+1 — wn+1,n+2_ wn+2,n+3_ wn+3,n+4
LA (J) ———— LAy (J) ——— LAy o(J) ——— LA 3(J) ————

id, id,, id,, id,
! ¢n+1 - ¢n+2 i ¢n+3 3 ¢n+4
LA, (J) — LA, 1(J) ——— LA, 5(J LA, 3(J

(1) Lnia(J) o Lhna() o Lhnial) ——

Nyni zvazme grupy casové proménnych neuront (AN(T),,, «,,,) z Tvrzeni 7 a vyse
definovany homomorfismus grupy (AN, (7)., *m) do grupy (LA, (T)m+1, ©mi1). Po-

tom muzeme zménit diagram nasledujicim zptisobem:

_ W'ﬂ,n+1 _ Wn+1,n+2_ Wn+2,n+3_ ﬁn+3,n+4
AN (T —5 ANt (T ——2 AN,y (T ) AN, 5(T)m L
idy, « idy iy . idy o . 1dpt3 )

n+1 n+2 n+3 n+4

ANW(T)m o ANp1 (T)m o ANno(T)m o ANnis(T)m

*
n+2 n+3 F

n+4

Pomoci Koncového lemmatu a vysledkt teorie linearnich operator miizeme popsat

také zobrazeni morfismii v posloupnostech grup linearnich diferencialnich operatori:

LAp(J) ———— LAps1(J) ——— LApia(J) ——— LA, 5(J) ———— -+
Fn+1 Fn+2 Fn+3 Fn+4

tak jako analogicky v posloupnostech grup ¢asové proménnych neuront:

(3.3)

AN, (T)yy —— AN, 1 (T), ——— AN, 1 o(T)yy ——— AN, 3(T), —
Fra 2 43 Fria

Véta 11. Necht T = [0,ty) C R, tp € RU {0}, n € N takové, Zen > 2, m € N

takze m < n. Necht (HAN, (1), *m) je hypergrupa ziskand z grupy (AN, (T)m, om)

pomoci Turzeni 6. Predpokladejme, Ze F, : (AN,(T)m, om) — (AN,_1(T ), om) jsou

vyse definované surjektivni grupy homomorfismi. Pak F,, : (HAN, (1), *m) —

(HAN,,_1(J)m, *m) jsou surjektivni homomorfismy hypergrup.

Poznamka 7. Druha posloupnost (3.3) muze byt tedy bijektivné zobrazena na po-

sloupnost hypergrup
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HAN, (7)o ¢ HAN 1 (T o HAN,po(T)yn o HAN (T oo -

*
n+1 n+2 n+3 Fn+4

s vazebnymi surjektivnimi homomorfismy F;,. Proto je bijektivni zobrazeni vyse

uvedenych posloupnosti funktorialni.

Nyni prejdéme ke konceptu automatu, ktery byl vyvinut jako matematicka in-
terpretace systému realného zivota, které pracuji na diskrétnim casovém méritku.
Pomoci binarni operace zietézeni fetézcu vstupnich symboli ziskavame automaty
se vstupnimi abecedami disponujicimi strukturou pologrupy nebo grupy. Berouc
v ivahu hlavné strukturu danou prechodovou funkei a zanedbéavaje vystupni funkce
s vystupnimi mnozinami ziskdme velmi uzitecné zobecnéni konceptu automatu zva-
ného kvazi-automat [8, 19, 61, 24].

Predstavme si tedy koncept automattu jako akci ¢asové proménlivych neuronii.
Navic necht systém (A, S, ) sestdva z mnoziny stavii neprazdnych ¢asové promén-
nych neuronu A C AN(T),,, libovolné pologrupy jejich vstupt S a necht zobrazeni
0: A xS — A spliuje nasledujici podminku:

5(0(a,r),s) =d(a,r-s)

pro libovolné a € A a r, s € S. Podminku lze chapat jako analogii konceptu kvazi-
automatu, jako zobecnéni automatu Mealyho typu. Vyse uvedend podminka se né-

kdy nazyva Podminka smisené asociativity (MAC - Mixed Associativity Condition).

Definice 16. Necht A je neprdzdnd mnozina, (H,-) polohypergrupa a § : Ax H — A

zobrazeni splnujici podminku.:
d(d(s,a),b) € 6(s,a-b) (3.4)

pro libovolnou trojici (s,a,b) € A x H x H, kde §(s,a -b) = {0(s,x);x € a - b}.
Trojice (A, H,0) se nazyvd kvazi-multiautomat se stavovou mnozinou A a vstupni
polohypegrupou (H, ). Zobrazeni § : A x H — A se nazgvd prechodovd funkce (nebo
funkce ndsledujiciho stavu) kvazi-multiautomatu (A, H,9). Podminka (3.4) se nazgvd
Generalizovand podminka smisené asociativity (nebo-li GMAC - Generalized Mized

Associativity Condition).

Pravé definované struktury se také nazyvaji akcemi polohypergrup (H, -) na mno-
zinadch A (nazyvanych stavové mnoziny).

Neuron Ne(w) se chova jak je popséno vyse:
y(t) = > wi(t)z;(t) +b,
i=1

kde i =0,...,n, w;(t) je hodnota vahy ve spojitém case, b je bias a y(t) je vystupni

hodnota ve spojitém case t. Zde je funkce prechodu F' funkci identity.
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Nyni predpoklddejme, ze vstupni funkce z; jsou diferencovatelné az do libovol-
ného radu n.

Uvazujeme linearni diferencialni operatory L(m,w,, ..., wq) :
CY(T) x --- x C"(T) — C™(T), tj. C"(T) x --- x C(T) = [C(T)]"**,

definované jako

dkl’k(t)

L(m, wn, ..., wo)x(t) = mb+ > wi(t)——>,
k=1 dt

x(t) = (zo(t), z1(t), ..., 2,(t)) € CY(T) x --- x C*(T) = [C™(T)]"".

Pak ozna¢me LNe, (T') jako aditivni abelovskou grupu linearnich diferencialnich
operatori L(m,wy, ..., wp), kde pro L(m, wy, ..., wq), L(k,w},...,w}) € LNe,(T)
s biasem b definujeme

L(m,wy, ..., wo) + L(s,w, ..., wy) = L(m + s, w, +w,, ..., wy+ wy),
kde
L(m + s,w, +w),...,wo +wy)z(t) = (m+ s)b+ Z(wk(t) + wk(t))W’

t €T and z(t) = (zo(t), 21(t), ..., 2, (t)) € [C™(T)]" .

Predpokladejme, ze wy(t) € C*(T), a definujme zobrazeni

8, : C*(T) x LNe,(T) — C™(T)

jako
S d"x(t) n
Sn(x(t), L(m,wy, ..., wp)) = mb+x(t) +m+ > wi(t) T z(t) € CY(T),
k=0
kde w,, ..., wy jsou vahy odpovidajici vstupiim a b je bias neuronu odpovidajici

operatoru L(m,wy,...,wy) € LNe,(T).

Véta 12. Necht LNe,(T), C*(T) jsou vyse definované struktury a 6, : C*(T) x
LNe,(T) — C*(T) je vyse definované zobrazeni.Pak trojice (C"(T'), LNe,(T), 6,)
je akci grupy LNe,(T) na grupé C"(T), tj. kvazi-automat se stavovym prostorem

C™(T) a s abecedou LNe, (T) se strukturou grupy umélgch neuronii.

Dikaz. Ovéime podminku smiSené asociativity (MAC). Predpokladejme, 7e © €
C™(T) a L(m,wp, ..., wo), L(k,un,...,ug) € LNe,(T). Pak mame

On(On(z(t), L(m,wy, ..., wo), Lk, tp,...,up))) =
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= 0p(mb + x(t) +m + zn: wi(t)

i d
=kb+mb+a(t)+m+k+ Y wp(t)——=+ Y u(t)—5—= =
= dt dt

= (mAk)b+alt)+m+k+ zn:(wk(t) o (1) 0

= 0n(2(t), L(m + k,wp(t) + un(t), ..., wo)(t) + uo)(t)) =
= (Sn(l'(t), L(m>wn> s >w0) + L(k>un> s ,Uo)),
Takze podminka MAC je splnéna. O

Uvazujme interval 7' C R a okruh C(7") vSech spojitych funkci definovanych na
intervalu. Necht {¢g; k € N} je posloupnost endomorfismi okruhu C(7"). Oznac¢me
A, xN(T),, jako EL-hypergrupu umélych neuroni konstruovanych vyse, s vektory
vah dimenze n + k € N(= {1,2,3...}). Necht [C(T)|"** = C(T) x C(T) x --- x
C(T) (n + k-krat) tj. C(T)]"** je n + k-dimenziondln{ kartézsk4 krychle. Ozna¢me
pomoci @y : [C(T)]"F — [C(T)]"*~1 extenzi gy, takze @ (W) = @p(wr, - . ., Wnir_1,
Wnik) = (w1, ..., Wyig—1). Ozna¢me zobrazeni Fy : A,k N(T),, — App 1 N(T),,
definované jako Fi(Ne(w)) = Ne(wy) s Wy = (wy, ..., Wpik). Vezméme v potaz

skryté mnoziny hypergrup A, N(T),, disponujici vyse definovanou usporadajici

relaci:

pro W = (wy, ..., Wnig), 4= (Uy, ..., Unsx) € [C(T)]"T*
mame @ < @, kdyz w, < u,,r = 1,2,....,n+ k aw, < u,. Nyni pro Ne(w),
NG(Q_[) S An—l—kN(T)m takové, Ze W = (wb s >wn+k)> U = (ub s >un+k)> NG(lﬁ) S

Ne(u), coz znamend W < U (w,, = u,, a biasy korespondujicich neuronu jsou stejné)
pak mame ¢ (W) = (wi,..., wWpip-1) < (U1, Unsg1) = @x(U), coz implikuje
Fol(@) < Fi(iD).

Nésledné zobrazeni Fy : (A xN(T)m, <) = (Apsx—1N(T),n, <) zachovava uspo-
radani, tj. jedna se o poradkovy homomorfismus hypergrup. Koneénym vysledkem
nasich uvah je néasledujici posloupnost hypergrup umeélych neuront a propojeni ho-
momorfismui:

F} F: F F)
AN, (T ———— AN,y (1) LI K AN (T 2 ANt (T - .

3.6 Systémy fragmentii umélych neuronovych siti

Z neuronovych siti Ize ziskat nékteré fragmenty, zejména ve tvaru konecnych stromu
[69]. Protoze stromy a lesy jsou zvlastni usporadané mnoziny a v algebraizovanych

formach jsou zkouméany podrobné, lze vyuzit nékteré vysledky tykajici se vlastnosti
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stromi a lesti a také vlastnosti monoidu jejich transformaci. Nékteré vysledky se
ziskaji pro nekonecné lokalné konecné stromy, tj. stromy obsahujici fetézce nekonec-
nych délek, avsak stromy tohoto tvaru mohou byt omezeny vhodnymi kongruencemi.
Transformacni stromy jsou zalozeny na konceptu regularity monoidu jejich lokalnich
automorfismi, coz bylo dalsim dil¢im cilem vyzkumu.

Pri konstrukei multistruktur umélych neuront pouzivime vhodné zcela prirozené

usporadani, které je definovano na mnoziné AN(T') odpovidajicich umélych neuroni.
Mimo to neuronové sité obsahuji i konecné stromy jako své subsystémy.
Pozndmka 8. Aby nedoslo k zaméné casovych fad T se stejné pojmenovanou stro-
movou strukturou, je pouzito v této ¢asti prace tucné pismo v nazvu casové sady
[69]. Vice informaci o algebraickych strukturach umélych neuront lze nalézt také v
[66], [67].

V nasledujici ¢asti je konstruované stromové usporadani v kolekci umélych neu-
roni AN(T). Zvazme neurony Ne(w,), Ne(w,) € AN(T) definované pomoci funkei:

yr(t) = zi: wi(t)zk(t) + by, (3.5)

Uo() = 3" wn(B)am(t) + by t € T (3.6)

v daném poradi, kde symboly r, s oznacuji konecné posloupnosti nezapornych celych
c¢isel. Jestlize r = [ry,79,..., 7], s = [$1,89,..., 8] jsou takové posloupnosti (vek-
tory), pak polozime r < s kdyz k < lar; = 81,79 = Sa,...,7, = s;. Kofen stromu je
urcen posloupnosti s jednim prvkem r = [0] nebo r = [r,], r, € N. Pak pro neurony
Ne(w,), Ne(ws) podobné definujeme Ne(w,) < Ne(ws) kdykoliv r < s.

Charles Wells popisuje v ¢lanku [119] mimo jiné lokalné kone¢né stromy s tranzi-
tivni akei monoidu jejich lokalnich automorfismu (tj. izotonni transformace restrikei,
které jsou na omezenych intervalech poradkovymi izomorfismy) a grupy automor-
fismu (Véta 1) definovanych na téchto stromech. Vyrazem netrivialni lokalné konecny
strom (les ve vhodnéjsi terminologii) se rozumi nejméné dvouprvkova ¢astecné uspo-
radand mnozina, jejiz vSechny dudlni hlavni idedly jsou dobfe usporddané majici
ordinalni ¢islo maximalné w tj. ordinalni ¢islo mnoziny N vsSech kladnych celych
¢isel). Pri vyuziti vysledku ¢lankt [52], [50], [119] a [121] zabyvajicich se urcitymi
algebraickymi a topologickymi charakteristikami lokalné konecnych a dolnich lesti
s tranzitivnimi akcemi lokalnich automorfnich monoidi na jejich nosnych mnozinach
je v dalsim vyuzito konstrukce souboru umélych neuronii z predchozich casti préce.
V kategorii lokalné konec¢nych stromu a lest hraji dilezitou roli tzv. lokalni izomor-
fismy nebo lokalni automorfismy. Tato zobrazeni byla popsana Charlesem Wellsem
v jeho prispévku [119] a zkouména v nékterych dalsich pracich [13, 56, 58]. Du-

lezitou vlastnosti pologrup a monoidi, ktera je studovana v mnoha dokumentech,
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je koncept regularity zavedeny Johnem von Neumannem pro okruhy v roce 1936
- cf. [21]. To se blizi pojmu pseudoinverznich matic a také retrakéni konstrukei struk-
tur. Zejména v ¢lanku [14] jsou zkoumdany usporadané regularni pologrupy vcetné
prirozené uspotradanych pologrup - s Nambooripadovym usporadanim - a odkazy
zminéného ¢lanku [14] obsahuji literaturu vénovanou témto tématum. Tyto otazky
jsou zkoumany v dalsi ¢asti textu prace. Vyznam hlavnich vét také spociva v tom,
ze ukazuji, ze za predpokladu tranzitivni akce lokalnich automorfnich monoidi na
lokalné konecnych lesich tyto mohou byt opatieny Alexandrovovou topologii [2], [3]
(tj. kvazi-diskrétni ve smyslu [25] kap. V.) tak, zZe lokalni automorfni monoid se
shoduje s monoidem vsech lokalnich homeomorfism nebo s monoidem vsech uza-
vienych spojitych zobrazeni do sebe v doté¢eném prostoru. Navic pro jakykoli par
riznych bodi existuji topologie s vyse zminénymi vlastnostmi semi-separujici tyto
body.

Terminologie tykajici se stromi pouzivana v dalsi ¢asti prace je znama v litera-
tufe (z ruznych hledisek) pohledu) - srov. [83], [119]. V souladu s [119] fikame, Ze
usporddand mnozina (7', <) je horni lokdlné konecny les, pokud vSechny jeho du-
alni hlavni idedly jsou dobie uspofadany s ordindlnim &islem nanejvys w. Rikdme,
ze (T, <) je dolni lokdln¢ konecénsj les, pokud (T, <7!) je hornim lokalné konecnym
lesem. Souvisly horni (dolni) lokalné konecny les se nazyva horni (dolni) lokdlné ko-
necny strom. Tim padem horni lokélné koneény strom je usporddand mnozina, coz
je horni polosvaz, jehoz vsechny ohranic¢ené intervaly jsou konecné retézce. Korenem
horniho (dolniho) stromu je nejvétsi (nejmensi) prvek tohoto stromu. Rikame, 7e
les je anti korenny, jestlize zadny z jeho maximalnich stromt neméa koren. Pomoci
Max (7,<) (Min (7, <)) oznac¢ujeme mnozinu vSech maximélnich (miniméalnich)
prvki (7', <). Hlavni (duélni) idedl (T, <) generovany prvkem z € T je oznacen
(x]< nebo (z] ([x)< nebo[z)). Interval s poc¢atecnim prvkem s a koncovym prvkem ¢,
tj. mnozina {z|s < x < t} je oznacena pomoci [s,t]; s < t, je minéno [s,t] = {s,t}.

Izotonni zobrazeni f lesa (stromu) (7', <) do sebe je povazovano za lokdlni au-
tomorfismus (T, <), pokud pro jakykoli par prvka s,t € T, s < t, restrikce f|[s,1]
je izomorfismus Tetézce [s,t] na Tetézec [f(s), f(t)]. Monoid vsech mistni automor-
fismu lesa (7', <) bude oznacen LA(T, <). Jako obvykle o monoidu S (s jednotkou
e) se Tika, Ze ma akci na mnoziné X, pokud je ddno zobrazeni w : S x X — X
takze m(e,z) = x, m(s152,x) = w(s1,7(s2,x)) pro vsechna x € X, s1, 59 € S.
Pro submonoid F' symetrického monoidu (X*,-) z X poloZime 7 (f,z) = f(z) pro
f e F, x e X. Monoid F operuje tranzitivné na X, pokud pro jakykoli par prvka
x1,T9 € X, existuje zobrazeni f € F, takové, ze f(z1) = xs.

Necht f je transformace - tj. zobrazeni do sebe mnoziny 7. Monoid Cr(f) =
{g € TT|fg = gf} se nazyva centralizdtor transformace f (v symetricky monoid

(TT,-)). Ve shodé s [6] 1ze definovat binarni operaci o na lokalné kone¢ném stromu
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(T, <) nasledovné.

Predpoklddejme, ze (T, <) je horni lokalné konecny strom. Pro s,¢ € T polozime
d(s,t) = card[t,supq{s,t}] — card[s,sup{s,t}] (oba kardindly na pravé strané jsou
konecfné). Pak polozime s ot = tt (kde t* je néslednikem t), pokud d(s,t) > 0
at ¢ Max(T, <). Pokud je t nejvétsim prvkem (7, <), pak s = t a polozime sot = t.
Déle s ot = s* kdykoli d(s,t) < 0. Pokud (T, <) je dolni lokdlné kone¢ny strom,
bereme v ivahu strom (7, <7!) a nasoben{ jeho prvki, jez je definovdno s ohledem na
usporadani <!, které vytvari strukturu horniho stromu na 7. Monoid endomorfismi
grupoidu (7}, o) je oznacen jako End(Tj, o).

Pojem (konecné) stromové algebry predstavil Ladislav Nebesky v [89]. Zobec-
néni tohoto pojmu pro pfipad nekoneénych nosici zkouma Bohdan Zelinka v [121],
kde mimo jiné charakterizuje stromové algebry realizované (neorientovanymi) stro-
movymi grafy. Nejprve popisme nékteré potfebné terminy z [121]. Stromovd algebra
A = (T, P) je algebra s nosi¢em (nosnou mnozinou) 7" a s jednou ternarni operaci
P, ktera splnuje nasledujici podminky pro libovolné prvky ¢, u,v,w z T :

1. P(t,t,u) =t,

2. P(t,u,v) = P(u,t,v) = P(t,v,u),

3. P(P(t,u,v),u,w) = P(t,u, P(v,u,w)),

4. P(t,u,w) # P(u,v,w) # P(t,v,w) = P(t,u,w) = P(t,v,w).

Necht A = (T, P) je stromova algebra, t,u € T. Omezeny interval A urceny t
a u je mnozina S(t,u) = {x € T|P(t,u,x) = x}. Necht xg,z1,x2,... je nekonecna
posloupnost po dvou ruznych prvka 7' s témito vlastnostmi: S(xg, z;) C S(xo, Tit1)
pro kazdé kladné celé ¢islo ¢ a pro kazdé y € T existuje kladné celé ¢islo ¢ tak, ze
x; ¢ S(xg,y). Pak mnozina D,, = OLj S(zg,x;) se nazyva neohraniceny interval A
s pocatecnim prvkem x. Stromovélélgebra A se nazyva diskrétni, pokud interval
S(u,v) v A pro jakékoli dva prvky ¢, u jeho nosice je konecny. Véta 12 z [121] 1ik4, ze
existuje vzajemna korespondence mezi presné diskrétnimi stromovymi algebrami a
stromovymi grafy G = (T, H) dand pravidlem: P(t,u,v) je (jediny) spole¢ny vrchol
cesty v G spojujici t a u, cesty v G spojujici t a v a cesty v G spojujici u a v.

Necht (7, <) je lokdlné konecny les ve smyslu vyse uvedené definice. Oznac¢me
pomoci (7, p<) reflexi orientovaného grafu (v kategorii orientovanych grafi a ho-
momorfismt) urcené symetrizaci, tj. tp<s pravé tehdy, kdyz ¢ < s nebo s < t.
Jestlize {(T},<)|i € I} je soubor vSech maximalnich stromu lesa (7', <), pak po-
moci A; = (T}, FP;), pro i € I, oznac¢ujeme diskrétni algebru stromu odpovidajici
(neorientovanému) stromovému grafu (73, p<). Predpokladejme, ze A = (T, P) ob-
sahuje alespon jeden neohraniceny interval D; a ozna¢me E(D;) konec A urceny
Dy, tj. mnozinu vSech neohranic¢enych intervalt A tak, ze prisecik z kazdého z nich

s Dy je také neohraniceny interval. Definujme na F(D;) ternarni operaci P* timto
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zpusobem: P*(D,, D,, D,,) = D, N D, N D, pro jakoukoli trojici D,,, D,,, D,, prvku
z E(Dy). Je snadné ovétit, ze (E(Dy), P*) je stromova algebra nazyvand koncova
stromova algebra ur¢end neohrani¢enym intervalem D; algebry A - izomorfni s al-
gebrou A; odpovidajici izomorfismus ¢ : (T, P) — (E(D;), P*) je definovan jako
p(z) = D, € E(Dy) pro libovolné x € T

Blizsi informace o teorii retrakti pro usporadané mnoziny lze nalézt v [105] a dal-
sich referencich citovanych tamtéz. Podmnozina Q usporadané mnoziny (S, <) je re-
trakce (.5, <), pokud existuje zobrazeni zachovavajici usporadani g : (S, <) — (Q, <)
(nazyva se retrakce), coz je identické zobrazeni na Q. V souladu s tim predstava o
usporddané podmnoziné (A, <) lokdlné konecného lesa (T, <) je povazovana za LA-
retrakci lesa (T, <), pokud existuje lokdlni automorfismus g : (7, <) — (4,<) -
nazyva se LA-retrakci — takovou, Ze g|A = id4. Je tfeba poznamenat, ze nékteré
vysledky z teorie retraktti usporadanych mnozin lze prenést na uvazovany pripad,
napt. kazdy maximalni fetézec lokalné konecného stromu je jeho LA-retrakei (srov.
[105], str. 104). Minimalita LA-retrakce znamend minimalni vzhledem k prirozenému
usporadani podle mnozinové inkluze.

Alexandrovovym topologickym prostorem (nazyvanym také kvazi-diskrétni) ma-
me na mysli ve shodé s [2], [3] dvojici (X, 7), kde X je mnozina a 7 je zcela aditivni
topologicka uzavérova operace na X. Kvazi-diskrétni Ty-prostory byly podrobnéji
prozkoumany pravdépodobné poprvé v [5]; odtud vyplyva uzitecnost pojmu spo-
jitych uzavienych zobrazeni (zjednodusené zobrazeni) takovych prostorti. Monoid
vSech uzavienych deformaci (tj. uzavienych spojitych zobrazeni do sebe) topolo-
gického prostoru (X, 7) s obvyklou kompozici zobrazeni jako ndsobeni je oznac¢eno
S(X, 7). Zobrazeni f topologického prostoru (X, 7) do (Y, o) se nazyva lokalni ho-
meomorfismus, pokud pro jakykoli bod x € X existuje 7-okoli O, bodu x tak, ze
restrikce f|O, je homeomorfismus O, na f(O,). Monoid vSech lokéalnich homeomor-
fismu (X, 7) do sebe znacime LH(X, 7). Body z, y topologického prostoru se nazyvaji
semiseparované ([25]) pokud existuji okoli O,, O, bodu z,y, takové, ze y ¢ O, a
z ¢ O,. Pokud navic O, N O, = 0, pak body z,y se nazyvaji oddélené. Topolo-
gicky prostor je povazovan za perfektni, pokud neobsahuje izolované body. Lokélné
konecné stromy a lesy lze ziskat ze struktur neuronovych siti - viz nize.

Soubor vSech kladnych celych ¢isel je oznacen jako N a Ny = N U {0}. Zékladni
pojmy teorie pologrup lze nalézt v [21], pojmy tykajici se ¢astecné usporadanych
mnozin (nazyva se kratce v anglickych zdrojich ,posets®) v [12]. Nékteré z nich
jsou dilezité pro nasledujici konstrukce. Takze (vzhledem k [12]) je délka konec-
ného fetézce K = {z1,...,z,} typu n € N definovana jako I(K) = n — 1. Obecnéji
je délka [(P) castecné usporadané mnoziny P definovdna jako supremum (nejmensi
horni hranice) délek Tetézci v P. Lokélné konecnou ¢asteéné usporadanou mnozinou

mame na mysli tiidénou ¢asteéné usporadanou mnozinu ve smyslu [12, s. 5], tj. jaky-
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koli fetézec mezi libovolnymi dvéma srovnatelnymi prvky je konecny. Viz také zdroj
[111] vénovany urcitym transformacénim pologrupdm cCastecné usporadanych mno-
zin, které spliuji podminku, Ze mezi kazdou dvojici srovnatelnych prvki existuje
nasyceny Tetézec spojujici tyto prvky. Izotonni zobrazeni poc¢atku do sebe se nazyva
endomorfismus ve shodé s [4]. Lokdlni automorfismus ¢astecné usporadané mnoziny
(M, <) je endomorfismus f mnoziny (M, <) takovy, ze pro jakykoli par a,b € M,
a < b restrikce fl[a,b]< je poradkovy izomorfismus [a,b]< (= {z|a < x < b}) na
interval [f(a), f(b)]< (cf. [119] pro lokalné konecné stromy a lesy). Monoid vSech en-
domorfismu (lokélnich automorfismil) ¢astecné usporddané mnoziny (M, <) je ozna-
¢en jako End(M, <) (LA(M, <)). V souladu s teorii retraktt- (srov. [105]) definujeme
LA-retrakci ¢astecné usporadané mnoziny (M, <) jako podmnozinu A mnoziny M
tak, ze zde existuje lokalni automorfismus g : (M, <) — (A, <) — nazyvany LA-
retrakce — s vlastnosti g|A = id4 .

Pro S C M oznacujeme pomoci (S]< ([S)<) idedl (dudlni ideal) mnoziny (M, <)
generovany S. Idedly (duélni idedly) ¢astecné usporadanych mnozin se v literature
nazyvaji také dolni mnoziny (horni mnoziny). Pokud je S singleton, pak se odpo-
vidajici ideédly nazyvaji hlavni idedl a piseme napr. (z]< namisto ({z}]<. Lokéalné
konecnym stromem mame na mysli souvislou lokalné konecnou castecné uspora-
danou mnozinu, jejiz kazdy hlavni ideal je bud konecny fetézec (korenovy lokélné
konecny strom), nebo fetézec typu w? (zde <? znamena dualni uspoiddani k <). Jak
jiz bylo vyse popsano, lokalné koneény korenovy strom je také tplny dolni polosvaz
s ohledem na dané usporadani. Dalsi informace o lokalnich automorfnich monoidech
lokalné konecénych stromi a lest jsou zpracovany v [119], [13] a [58]. Jestlize prvek b
pokryva prvek a, piseme [a,b]< = {a, b} (tyto dvouprvkové fetézce se také nazyvaji
primarni fetézce). Pokud je z prvkem lokalné konecného stromu, pak =z~ je jedi-
necny prvek pokryty x (predchiidcem ), zatimco 2 je mnozina vSech nésledovniki
x, tj. 2t = {y|r < y}. Mnozina vSech maximdlnich (minimélnich) prvka (M, <) je
oznacena Max(M, <), Min(M, <). Symbol & se pouziva pro ordinalni sumu.

Plné transformacni (nebo symetricky) monoid mnoziny M je oznacen jako ob-
vykle T);. Pouzivame klasicky vysledek C. G Dosse ([21], §1.9, cvieni 1) ktery ik4,
ze Ty je vzdy regularni.

Charakterizace neprazdnych ¢astecné usporadanych mnozin (které nejsou fe-
tézci) béznymi endomorfnimy monoidy je podle A. J. Aizenstatové [4]. Pokud jde

o Tetézce, viz §1 uvedeného zdroje.

Véta 13. ([4], Véta 2.6) Bud (M, <) neprdzdnd édstecné usporadand mnozina, kterd
neni ani retézcem, ani protiretézcem. Pak End(M, <) je reguldrni, pokud (M, <)
splnugje alespon jednu z ndsledujicich podminek:

1. Ezistuje par protiretézcu My, My, takze (M, <) = My ® M.
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2. Existuje dvouprvkovy rozklad My, My mnoziny M a par proki (a,b) € My x Mo
tak, Ze pro x,y € M mdme x < y pravé tehdy, kdyz bud x = a, y € Ms, nebo
r € Myay =0b.

3. M ={ay,as,a3,b1,bs,b3}, a3 < by, as < by, a1 < by, ag < bz, ag < by, az < bs
(tj. (M, <) je koruna se sesti proky).

4. Existuje pdr proki (a,b) € M, takze M = {a} & My @& {b}, kde My = M \
{a,b} # 0 je protiretézec.

Okamzitym disledkem véty 13 je nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 8. Necht (T, <) je strom, ktery neni retézcem, takze End(T, <) je requldrni.
Pak (T, <) je lokalné konecny korenovy strom délky 1.

V pravé zminéném piipadé mame LA(T, <), ktery je isomorfni k symetrické
grupé mnoziny Max (7, <). Nyni charakterizujeme lokalné koneény strom, jehoz lo-
kalniho automorfni monoid je regularni. S pouzitim vysledku L. A. Skornjakova
([109], Véta 1) dostaneme (viz také [13] Véta 2.1):

Tvrzeni 9. Necht (T,<) je lokdlné konecny strom bez korene. Pak LA(T, <) je
requldrni prave tehdy, kdyz T = K UMax(T, <), kde (K, <) je Tetézec typu w’ ® w.

Pozndmka 9. V pripadé korenovych lokalné koneénych stromi Véta 1 z [109] neni po-
uzitelna pro rozdil mezi lokalnimi automorfismy korenového stromu a endomorfismy
monounarni algebry danych funkei predchtidce. Pouzijeme metodu dvou invariantt
- jmenovité stupné a urovné funkci. Funkce stupné byla zavedena M. Novotnym v
(98], [99] za tcelem konstrukce homomorfismi monounarnich algeber. Pro nékteré

aplikace viz napt. [100] a [101].

V dalsim textu (7, <) znamena kofenovy lokdlné konecny strom s kofenem
(nejmensi prvek) t,. Bude se déle nazyvat stromem. Ozna¢me Ord t¥idu vsech or-
dinéali, oo symbol, ktery nepatii do Ord. Polozime o < oo pro vsechny ordindly
a. Déle T je podmnozinou vsech t € T, takze existuje Tetézec K C [t)< typu
w, T° = Max(T, <). Necht je a € Ord, a > 0 a predpokladejme, ze T je defino-

vano pro vSechny [ < a. Pak polozime

T*={teT\(T>ulJ 1|t c |J T} (3.7)
a<f a<f
Stejné jako v [98], [99] lze prokdzat, Ze existuje nejmensi ordinal ¥, takze T = ()

pro vSechny s > dpa T =T>°U |J T¢ s nesouvislymi s¢itanci ([98], Lemma 2.3
a<dp

nebo [99], §3). Pak definujeme ordindlni funkci dr : T'— Ord U {oo} jako dr(t) = «
pro vSechny ¢t € T%. Ordindl dr(t) je oznacovan jako stupen prvku t v (7', <).

Pripomenme si, ze vyskova funkce hr : T — Ny je definovdna takto: hp(t.) = 0
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a hr(s) = hr(t) + 1 pro kazdé s € t* a libovolné ¢ € T. Nezdporné celé ¢islo hp(t)
je povazovano za vysku t € T.

Z definice funkce dr snadno vyplyva, ze dr(T) C Ny implikuje existenci celého
¢isla k € Ny, takze dr(t) < k pro libovolné t € T, tj. dr(t.) € Ny. To odpovida
skutecnosti, ze strom (7', <) ma koneénou vysku (tj. ma koneénou délku jako uspo-
rddand mnozina - [12], 1., 3). Proto je vyska lokalné konecného kotrenového stromu
(T, <) bud Max{hr(t)|t € T}, pokud existuje maximum, nebo w v opacném pripadé.

Pro libovolné t € T polozime
L(t) = {s € T|dr(s) = dr(t)}, (3.8)

L(t) se nazyva uroven uréend prvkem t. Je ziejmé, Ze existuje nejvyse spocetnd
podmnozina S C T tak, ze

T=JL(t) (3.9)

tes
s nesouvislymi s¢itanci a v pripadé koneéného stromu (7, <), tento rozklad se sho-
duje s tdrovni rozkladu stromu uvazovaného v ¢lanku [32].

Pomoci funkei dp, hr definujeme binarni relaci o a t¥i terndrni vatahy or, op, or
na mnoziné T' takto:

Dvojice (t1,t3) € T x T patii k or pravé tehdy, kdyz t; # to, hr(t1) = hr(ts) a
dr(s) = dr(t) pro libovolny par (s,t) € (t1]< X (t1]< uzlt stejné vysky (tj.: hr(s) =
hr(t)).

Daéle fekneme, Ze trojice (t1,t2,t3) € T x T x T spliuje podminku:

A pokud t; # t; pro i # j a hr(t;)) = hr(t;) pro libovolny par indext i,j €

[1,2,3),
3

B pokud pro libovolnou trojici (s1, 2, s3) € [ (t:i]< uzlt stejné vysky mame
i=1

dr(s1) < dp(se) < dr(ss),

B’ jestlize (s,t) € op pro n&jaky par (s,t) € (t1]< % (t1]< uzlt stejné vysky,
B" pokud pro u € (t1]< N L(ta2 A t3) zde existuji uzly a,b € L(t1) N (u]<, takze
tiNa € (u,ti]<, (a,ta) € or, dr(ta) < dr(b) a {t € [t2 At3)<, (b,t) € o1} =
{ts},
C pokud t; Aty =t Nts,
of jestlize t; ANty = tg
C" | pokud t; Aty < ts At
Nynf definujeme ternarni relace or, op, oy timto zpiisobem:
Trojice (t1,t2,ts3) patii do por pravé tehdy, kdyz spliuje (A), (B), (C), patii do
or pravé tehdy, kdyz splituje (A), (B/), (C/), a nakonec (t1,ty,t3) € op pravé tehdy,

1 1

kdyz tato trojice vyhovuje (A), (B"), (C).
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Charakterizacni véta o regularité LA(T, <) bude formulovana pomoci relaci
or, 0, Or-
Poznamka 10. 7 definice funkci dr, hr vyplyva, ze pro par s,t € T existuje f €
LA(T, <) takova, ze f(s) =t pravé tehdy, kdyz hp(s) = hr(t) a dr(u) < drp(v) pro
libovolny par (u,v) € (s]< x (t]< prvki stejné vysky (srov. [100], str. 172, podminka
(C!) nebo véta v [90]).

Lemma 3. Necht (T, <) je strom (t1,to,t3) € TXT XT je trojice vzajemné odlisnijch
uzlu stejné vysky. Nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. Ezistuje f € LA(T, <), takze f(t;) = tiy1 proi=1,2.
2. Bud (t1,t2,t3) € or nebo (s,t) € or pro pdr (s,t) € (ta]< X (ts]< a podminky
(B), (C/) jsou splnény .

Dikaz tohoto Lemma 3 najdete v [56].

Lemma 4. Pokud je monoid LA(T, <) requldrni a trojice (t,t2,t3) € or spliuje
podminku (C/ ), pak spliiuje také podminku (B/ ).

Dikaz. Pokud (ty,ts,t3) € or, pak podle Lemma 4 existuje f € LA(T, <) tak, ze
f(t;) = tiy1, i = 1,2. Z odpovidajici modifikace konstrukce K (Pozndmka 10) zde

vyplyva ze f lze definovat tak, ze
F7H(t2) C Lty) N (t Aty t]<. (3.10)

Protoze f € LA(T,<) je regularni, mame fgf = f pro nékteré g € LA(T, <).
Ozna¢me s = t; A g(t). Potom podle 3.10 s* € (t; A ty,t]<. Necht ¢ je prvkem
L(s") N (to)< (priisecik je singleton). Protoze f([t1 A ta, g(t2)]<) a g([t1 A ta, ta]<) =
[t1 A ta, g(t2)]< kde f(s') =t g(t') = s mame dp(s) = dr(t) pro libovolny péar
(5,t) € (g(ta)]< x (ta)< uzli stejné vysky, tedy (s,t) € or, tj. trojice (t1,ts,ts)
spliiuje podminku (B/). O
Lemma 5. Necht (T,<) je strom konecné vyjsky, takZe op C op U op. Potom pro
kazZdy uzel t € T plati ndsledujici tvrzeni:

1. Restrikce dr|t™ je nejuyse dvouhodnotovd.

2. Pokud dr|tt je dvouhodnotovd, pak dr(sy) = max{dr(s)|s € tT} pro presné

jeden uzel sy € t+.

Driikaz. 1. Necht t € T je libovolny uzel, t; € tT, 1 = 1,2, 3, je trojici vzadjemnd
odlisnych uzlt, takze dp(t;) < dp(tis1) pro i = 1,2. Pak (ty,ts,t3) € or \ op,
(t1,ta, t3) vyhovuje (B'), coZ znamend dp(t;) = dr(ts).

2. Predpokladejme t; € t*, ¢ = 1,2,3 opét, dr(t1) < dr(t;), j = 2,3. Stejnym
zpusobem jako vysSe ty # t3 implikuje dr(t1) = dr(t2), tedy ty = t3.
Il
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Hlavnim vysledkem uvedenym v tomto odstavci je nasledujici véta:

Véta 14. Necht (T, <) je lokdlné konecny korenovy strom. Monoid LA(T, <) je
requldrni prdvé tehdy, kdyZ md strom konecnou vjsku a relace op U oy je extenze

relace or, tj. or C Q/T U g;.

Dikaz této veéty 14 lze nalézt v [56].

Pro ilustraci uvedenych zjisténi konkrétnimi ptiklady lze pouzit mimo jiné stro-
mové usporadani jazykt nad koneénymi abecedami. Takze vzhledem ke konecné
mnoziné A nazvané abeceda oznacujeme A* (jako obvykle) volny monoid slov nad
A (s prazdnym slovem A jako jednotkou). Zvazme nésledujici usporadani < na A*:
Pro u,v € A* polozime u < v praveé tehdy, kdyz uw = v pro néjaké w € A*. Je
ziejmé, ze jakykoli jazyk T C A*, T # 0, ktery je idedlem ¢dstetné usporadané
mnoziny (A*, <) je kofenovy lokdlné konecny strom s kofenem A. Poznamenejme,
ze misto aa . ..a (n- krat) piseme a™.

Priklady.

1. Je zfejmé, ze bindrni strom ({0, 1}*, <) vsech kone¢nych slov nad dvouprv-

kovou abecedou {0, 1} nemé regularni monoid vsech lokélnich automorfismu.
Monoid LA(T™, <), kde T" = U L, Lo = {A} a Lj je mnozina vsech slov

0<k<n
o délce k tvorena 0 a 1, je regularni tehdy a jen tehdy, kdyz n < 1.

2. a Necht n > 2 je celé ¢islo, {(K;,<);0 < i < w} je soubor konecnych dis-
junktnich fetézct, takze Ko méa typn+1 a K;, j > 1, ma typ n. Pfedpo-
kladejme 0 ¢ | K; a polozme (11, <) = {0} B[(Ko, <)+ > (K}, <)),

1<i<w

0<i<n
kde symboly +, " znamena kardindlni ¢astku (pres antiretézce).

b Pro jakékoli celé ¢islo i, takze 1 < i < w predpokladame i||z, K; < x pro
libovolné « € K; a navic ¢ ¢ K; pro libovolné j s vlastnosti 1 < j < w.
Oznacujeme (15, <) = {0} & 1<Z {K:} & ({i} + K;)).

¢ Polozme T5 = [0,n] C R a defi_riflgume funkci f : T'— T timto zpusobem:
flx) = [z] (celd ¢ast ¢isla x) pro vSechna x € T\ N a f(k) = k-1
pro libovolné celé ¢islo k,0 < k& < n. Déle pro r,s € T polozime r < s,
pokud f™(s) = r pro néjaké nezdporné celé ¢islo m. Pak (T}, <), k =
1,2, 3 jsou diskrétni korenové stromy vysky n, takze cardT] = cardTs =

Ng, cardTy = 2%, které maji reguldrni monoidy lokalnich automorfismi.

Pozndmka 11. Pouzitim véty 2.4. z [81] ziskame okamzité nasledujici charakterizaci
regularnich prvku LA(T, <), coz lze také primo dokazat: Transformace f € LA(T, <)
je regularni prvek monoidu LA(T, <) prave tehdy, kdyz (¢) f(T) je LA-retrakt (T, <),
(17) existuje podstrom (77, <) stromu (7, <) tak, ze restrikce f|T7 : (T1,<) —
(f(T), <) je isomorfismus.
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3.6.1 Charakterizace tranzitivni akce

Hlavni vysledky predchozich tvah popsanych v tvodu kapitoly jsou formulovany

v nasledujicim textu [69].

Véta 15. Necht (T, <) je lokdlné konecny horni nebo dolni les, {(T;,<)|i € I} bud
soubor vsech mazimdlnich stromi (T, <). Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. Monoid LA(T, <) operuje tranzitivné na mnoziné T .

2. Usporadand mnozina (T, <) nemd zZddné mazimdlni nebo minimdlni proky.

3. Pro kazdé 1 € I a kazdy prvek t z diskrétni stromové algebry A; = (1}, P;)
existuji < - srovnatelné proky x,y € T;, x #t # y, takze Pj(x,y,t) =t.

4. Pro libovolny v € I a jakykoli prvek t € T; existuji alesport dva rizné koncové
stromové algebry (E(Dy), P*), (E(D,), P*) tak, Ze D, U D, je minimdlni LA-
retrakt stromu (T;, <)

5. Pro jakékoli i € I, (T;,0) je jednoduchy’ grupoid s vlastnosti End(T},0) =
LA(T;, <).

Véta 16. Necht A = (M, P) je diskrétni stromovd algebra, < je uspordddani na
mnoziné M takové, aby (M, <) byla horni nebo dolni polosvaz. Grupa automorfismi
Aut(M, <) operuje tranzitivné na M, pokud jsou splnény nasledujici dve podminky:
(i) Pro libovolny prvek t € M existuji < - porovnatelné proky x,y € M,z #t #vy
takové, Ze P(x,y,t) = t.
(ii) Pro kaZdou dvojici proki t,u € M mdme card{z|z < t} = card{z|z < u}
pokud (M, <) je horni polosvaz, nebo card{z|t < x} = card{z|u < x} pokud
(M, <) je dolni polosvaz.

Véta 17. Necht (T, <) je lokdlné konecny horni nebo dolni antikorenny les,
{(Ti,<)]i € I} je soubor vsech mazimdlnich stromi lesa (T,<). Ndsledujici pod-
minky jsou ekvivalentni:

1. Monoid LA(T, <) operuje tranzitivné na mnozine T.

2. Na mnoziné T ezistuje perfekini Alexandrovova topologie T, takovd, Ze LA(T, <
) =S(T, 7).

3. Pro kazZdou dvojici rizngch prvki a,b € T existuje perfektni Alexandrovova
topologie 1,5, na mnoziné T, takZe LA(T, <) = S(T', 7.5) a body a,b jsou semi-
separované v prostoru (T, T,p).

4. Ezistuje Alexandrovova topologie na mnozineé T, takze LA(T,<) = LH(T, o)
a kardinalita o -uzdveru jakékoli neprazdné podmmnoziny T je nekonecnd.

5. Pro jakgkoli par ruznych prokid a,b € T existuje Alexandrovova topologie o,
na T s vlastnostmi z podminek 4 a takové, Ze body a, b jsou semiseparované

v prostoru (T, o4p).

"Grupoid, ktery nem4 vlastni idedly [88].
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Pozndamka 12. Monoid lokalnich homeomorfismi LH(7T', o) z podminek 4, 5 véty 17
muze byt nahrazen monoidem otevienych deformaci (tj. otevienych spojitych zob-
razeni uvazovaného prostoru do sebe) a tvrzeni zistavaji platna. Nyni ukazeme, ze
véta 17 je opravnéna, tj. pouzité pojmy — jako uzaviena deformace, oteviena defor-
mace, mistni homeomorfismus se neshoduji v pripadé Alexandrovovych prostori —
tj. kvazi-diskrétnich prostort. Zvazme mnozinu vsech nezapornych celych ¢isel N a
topologii levého uspotadani 7~ na N; takze uzévéry singletonti {n} C N jsou mno-
ziny 7 {n} = {n,n + 1,n + 2,...}. Definujme zobrazeni f : N — N polozenim
f0)=1,f(n) =npron > 1. Ziejmé f € S(N,77), f ¢ LH(N,77) a f neni ote-
viend deformace prostoru (N, 77) také. Na druhou stranu f je oteviena deformace
dudlniho prostoru (N,77), f ¢ S(N,77) a soucasné f ¢ LH(N, 7). Déle polozme
g(n) = n+1 pro kazdé n € N. Zobrazeni g je topologické vlozeni prostoru (N, 77) do
sebe, proto g € LH(N, 77) NLH(N, 71). AvSak ¢ neni otevienou deformaci prostoru
(N,77)agé¢ S(N,71).

3.6.2 Dukazy charakterizacnich vét

Dikazy vét uvedené v predchozim odstavci jsou rozdéleny do posloupnost dikaza

pomocnych lemmat.

Lemma 6. Necht (T, <) je horni nebo dolni lokdlné konecniyj les. Monoid LA(T, <)
operuje na mnoziné T tranzitivné pravé tehdy, kdyz Max(T, <) U Min(T, <) = (.

Diikaz. Toto tvrzeni bezprostfedné vyplyva z [25] -tvrzeni (a) Véty 1. O

Lemma 7. Necht {(T;,<)|i € I} je soubor vsech maximdlnich stromi lokdlné ko-
necného lesa (T, <). Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) Max(T, <) UMin(T, <) = 0.
(ii) Pro libovolné i € I a kazdy prvek t z diskrétni stromové algebry A; = (T}, P;)
existuji < - srovnatelné proky x,y € T;,x #t # y tak, Ze Pj(x,y,t) =t.
(iii) Pro kazdé i € I a jakykoli prvek t € T; existuji alespori dva rizné konce
stromové algebry (E(Dy), P*), (E(D,), P*) tak, Ze D, U D, je minimdlni LA-
retrakt stromu (T;, <).

Diikaz. Implikace (i) = (ii) bezprostiedné vyplyva z definice diskrétni stromové
algebry A; realizované stromem (7}, <); podminka (ii) fika jinymi slovy, Ze jakykoli
prvek stromové algebry A; je vnitinim prvkem vhodného ohraniceného intervalu,
ktery je retézcem vzhledem k usporadani <.

(i) = (iii): Necht ¢ € I je libovolny index, t € T; bude libovolny prvek. Podminka
(ii) znamend, ze stupen vrcholu ¢ stromového grafu (7;, p;) je alespon 2 a navic

r < t < y pro vhodny zapis. Pouzitim matematické indukce konstruujeme retézce
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Dy, D, typu w,w*, resp., piitom D, U D, je Fetézec (s ohledem na <) typu w* + w,
tedy stromové algebry (E(D,), P*), (E(D,), P*) jsou riizné. Pro kazdy prvek z € T;
oznacuje f(z) jedineény prvek D, U D, tak, Ze 6(x, f(z)) = 0. Pak f : T; — D, U D,
je LA-retrakt a D, U D, je evidentné minimalni LA-retrakt stromu (7T}, <).

(iii) = (i): Tento dusledek dokazujeme pro horni les. Dikaz pro piipad dol-
niho lesa je podobny. Pfipustme nejprve, ze Max(T, <) # (. Pro a € Max(T, <)
oznac¢me (T}, <) strom, jehoz nejvétsi prvek je a. Podle bodu (iii) strom (7, <)
obsahuje nejméné dva rtizné nekonetné fetézce D,, D, (typu) w*), z nichz kazdy
je LA-retraktem (7}, <) (odpovidajici retrakce jsou definovany podobné jako vyse).
D U D, tedy nemiize byt minimalni retrakt.

Nyni pripustme, ze Max(T, <) = 0 a Min(7, <) # 0. Necht b € Min(7', <) bude
libovolny prvek a ¢ € [ index takovy, ze b € T;. Podle (iii) existuji dva rtizné neohra-
nicené intervaly Dy, D, algebry stromu A; = (T}, P;) tak, ze D, U Dy je minimalni
LA-retrakce (T}, <). Pak D, U D, nem4 horn{ hranici. ProtoZe v opa¢ném pifpadé,
pokud ¢ oznacuje libovolnou horni hranici D, U Dy, pak jakykoli lokalni automor-
fismus g pfitazujici k prvku = > a prvek g(x) € D, U Dy, neni LA-retrakei. Protoze
D, U Dy je neohranicens (jako podmnozina (T}, <)), presné jeden z intervalti Dy, D,
- feknéme D, je Fetézec typu w. Protoze Dy # D,, je mnozina Dy N D, konecna.
Oznaéme d nejvétsi prvek D, N D, a polozme R = (D, + D;)U {d} (kde + znamena
symetricky rozdil mnozin). Protoze (R, <) je Tetézec typu w* + w, jedna se o LA-
retrakei (7, <). Ale R;D;7 U Dy, coz je spor. Proto Min(T, <) UMax(T, <) =0. O

Lemma 8. Necht (T, <) je lokdlné konecny les. Pak Max(T, <) UMin(T,<) = 0
pravé tehdy, kdyz pro kazdy mazimdlni strom (T}, <) lesa (T, <) grupoid (T;,0) je
jednoduchy a End(T;, o) = LA(T;, <).

Dikaz. (Uvazujeme pouze pripad horniho lesa; v pripadé dolniho lesa je dikaz ana-
logicky.)

Predpokladejme Max (7T, <) U Min(T, <) = (. Necht (T}, <) je libovolny maxi-
malni strom lesa (T, <), A # () je oboustranny idedl grupoidu (77}, o). P¥ipustme, Ze
T;\A#0atye T\ A Protoze ty neni minimalni prvek (T}, <), existuje t; € Tj,
takovy, ze t7 =tgat, ¢ A (prot,ot; = ty). Protoze t ot = t* pro kazdy prvek
t € T, mame, ze A je dudlni idedl uspordadané mnoziny (7;, <), takze ty < a pro
nekteré a € A. Potom aoty =ty 0a =ty ¢ A, coz je spor. Proto A = T,.

Nyni dokdzeme rovnost LA(7;, <) = End(T;, o).

Predpokladejme f € LA(T;, <),a,b € T;. Pokud d(a,b) <0 méme aob=a", f(ao
b) = f(a™). Polozme ¢ = a V b. Potom card[f(a), f(c)] = card[a,c] = card[b,c] =
card[f(b), f(c)], proto o(f(a), f(b)) < 0 a odtud f(a)o f(b) = (f(a))". Protoze f
zobrazuje dvouprvkovy fetézec [a, at] izomorfné na dvouprvkovy fetézec [f(a), f(a™)],
mame (f(a))™ = f(a™h), takze f(aob) = f(a)o f(b), tj. LA(T;, <) C End(T7},o0).
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Predpoklddejme nyni, ze f € End(7;,0), a,b € Tj,a < b. Necht tg < t; < --- < t,
je takovy fetézec, ze t; € Ty, tg = a, t, = b,tiy1 =t proi =0,1,...,n — 1. Potom
tooty =ty = ty, v disledku toho f(t)) = f(tooto) = f(to) o f(to) = (f(to))". Od-
tud dostévame, ze interval [a,b] stromu (7}, <) je izomorfni s intervalem [f(a), f()],
proto plati f € LA(T;, <), tj. End(7;, 0) C LA(T;, <) Proto LA(T;, <) = End(T;, o).

Nyni ptipustme Min(7;, <) # () pro néjaky maximalni podstrom lesa (T, <).
Predpokladejme ¢y € Min(7;, <) a polozme A = T; \ {to}. Pak pro kazdou dvojici
prvkit € T, a € Amadmetoa € A, aot € A, coz znamena, ze A je pravym idedlem
grupoidu (T}, o), coz je v rozporu s predpokladem. Proto Min (7}, <) = (). P¥ipustme,
ze strom (T}, <) ma nejvétsi prvek s. Za predpokladu LA(T;, <) = End(T},0) a so
s = s, nasledné f(s) = f(sos) = f(s)o f(s), tj. f(s) = s pro kazdy lokalni
automorfismus f stromu (7;, <). Protoze Min(T;, <) = 0, strom (7}, <) obsahuje
klesajici Fetézec typu w* s nejvétsim prvkem s, s = tg > t; > ... Polozme g(t;) = t;11
proi=1,2,...,a g(t) = g(t;) pro jakykoli prvek t € T; s vlastnosti §(¢;,t) = 0. Pak
LA(T;, <), ale g(s) =t # s, coz je spor. Proto Max(T, <) U Min(T, <) = 0. O

Lemma 9. Necht (T, <) je lokdlné konecny horni (dolni) les. Pokud Max(T, <) = ()
Min(T, <) = 0), pak existuje transformace f € TT s vlastnosti Cp(f) = LA(T, <).

Diikaz. Lokalné koneény horni les (7', <) bez maximalnich prvku je funkéni graf né-
jaké transformace f mnoziny 7' (bez pevnych bodi). Pro kazdy prvek ¢ € T' mame
f(t) =t*. Pfedpokladejme g € Cr(f), t € T. Potom (g(t))" = f(g(t)) = g(f(t)) =
g(t"). Pomoci matematické indukce ziskdme pro kazdou dvojici t1,ts € T, t; <
to, ze restrikce gl|[t1,t2] je poradkovy izomorfismus intervalu [t1,?2] do intervalu
[9(t1), 9(t2)]. Pokud g € LA(T, <), t € T, pak f(g(t)) = (9(t))" = g(t*) = g(f (1)),
takze g € Cp(f). Proto mame Cr(f) = LA(T, <) v pripadé horniho lesa.

Pokud (7', <) je dolni les, pak kazdy z jeho prvki ma nanejvys jednoho pred-
chidce. Pro t € T'\ Min(T, <) polozime f(t) = s, kde s™ = ¢; pokud ¢t € Min(T, <)
polozime f(t) = t. Druha ¢ast dikazu je podobna té predchozi. O

Pozndmka 13. S ohledem na Lemma 9 dostaneme snadno nésledujici tvrzeni: Pokud
(T, <) je horni lokdlné konecny les, f : T'— T je zobrazeni takové, ze f(t) = t* pro
kazdé t € T\ Max(T,<) a f(t) =t pro t € Max(T,<) a Cp(f) = LA(T, <) pravé
tehdy, kdyz Max(T, <) = ().

Lemma 10. Necht (T, <) je lokdlné konecny strom bez mazimdlnich a minimdlnich
proki. Pro kaZdou dvojici rizngch prvki a,b € T existuje perfektni Alexandrovova
topologie 1,5 na T, takze LA(T,<) = S(T,7.p) a body a,b jsou semiseparované

v prostoru (T, Tap).

Dikaz Lemmatu 10 najdeme v [58].
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Pozndmka 14. Zobecnéni Lemmatu 10 pro lokalné konec¢ny les je evidentni, protoze
z diikazu uvedeného lemmatu vyplyva, Zze neni podstatné, zda je zvazovano zobrazeni
do sebe lokalné konecného stromu nebo zobrazeni stromu do jiného stromu. (Vsechny
stromy by mély byt bez maximalnich a minimalnich prvki.) Pojem strom v Lemma

10 tak muze byt nahrazen pojmem lesa a tvrzeni ziustava pravdivé.

Lemma 11. Necht (T, <) je lokdlné konecny horni (dolni) antikorenny les, T bud
perfekini Alexandrovova topologie na T, takze S(T,T) = LA(T, <).
Pak Min(T, <) =0 Max(T,<)=10).

Diikaz. Predpokladejme, Ze (T, <) je horni les. Protoze Max(T, <) = (), poloZenim
f(t) = t* pro libovolné ¢t € T, mame Cr(f) = LA(T, <) podle Poznamky 13.
Necht {(7;,<)|i € I} je soubor vSech maximélnich podstromu lesa (T, <). Protoze
Cr(f) = S(T, 1), podle [13] Véta 4.1 nastava presné jeden z nasledujicich piipadi:
1. Min(7;, <) = 0 pro vSechna i € I.
2. i € I implikuje, ze bud (7}, <) je fetézec typu w*+w nebo T; = K;UMin(T;, <),
kde (K;, <) je Fetézec typu w* + w a Min(T;, <) # 0.
3. i € I implikuje, ze bud (T}, <) je Tetézec typu w* 4w nebo T; = Min(T}, <)UT,
kde Min(T}, <) # 0 (card T, = Ry) a pro kazdou dvojici prvki s € Min(T}, <
), t € T, plati s < t.
S ohledem na vyse uvedené podminky 1, 2, a rovnost Cr(f) = S(T, 7) snadno zjis-
time, ze vsechny komponenty 7T}, i € I, jsou uzaviené podmnoziny (7, 7). Ptipustme
Min(T;, <) # 0 pro né&jaké i € I. Necht t € Min(T;, <) je libovolny prvek a polozme
X =T;\ {t}. Pokud t* =z pro nékteré x € X, definujeme zobrazeni g : T — T
takto: g(t) = x, g(s) = s pros €T, s #t. Je ziejmé, ze g € Cr(f) = S(T;, ) takze
79(X) =g(7X) = X, tedy X = 7¢9(X) = 779(X) = 7X. Pokud prvek z # t majici
vlastnost 7 = ¢+ neexistuje (tj. (T}, <) je fetézec typu w) g : T — T definujeme néa-
sledovné: g(s) = s™ pro s € Tj, g(s) = s pro s € T\ T;. Predpoklad ¢ € 7X implikuje
(s ohledem na skutecnost g € S(T,7) a 7 -uzavienost 1;), ze Tg(X) = g(7X) = X,
tj. t € 7X = X - coz je spor. Proto t ¢ 7X, tj. mnozina X je uzaviena. Pak {t}
je oteviena podmnozina, jejiz existence je v rozporu s predpokladem perfektnosti
prostoru (7, 7). Nasledné mnozina Min(T;, <) je prazdna.
Pokud (T, <) je dolni les, definujeme transformaci f pomoci predchudct prvku

lesa (T, <) a dukaz rovnosti Max(T, <) = () shoduje se s tim predchozim. O

Véta 18. Jestlize (T,<) je lokdlné konecny antikorenny les, pak S(T,T) =
= LA(T, <) pro néjakou perfektni Alexandrovovou topologii T na mnoziné T pravé
tehdy, kdyz existuje Alexandrovova topologie o na T tak, Ze LH(T, o) = LA(T,<) a

o-uzdver jakékoli neprazdné podmnoZiny mnoZiny T je nekonecny.
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Diikaz. Necht 7 je perfektni Alexandrovova topologie na T, takze S(T,7) = LA(T, <
). Ozna¢me pomoci o Alexandrovovu topologii dudlni k 7. Nejmensi o-okoli jaké-
hokoli bodu =z € T je t-uzaver t{x}, tedy S(T,7) = LH(T, o). Protoze (T, <)
neobsahuje zadny maximalni nebo minimélni prvek a kazdy lokalni automorfismus
g € LA(T, <) takovy, ze g-obraz mnoziny T je Tetézec typu w* + w, je uzaviena de-
formace (7, 7), mame 7{t} je fetézec pro kazdé t € T'. Déle, f* € S(T, 1) pro kazdé
n € N (kde f(t) = t* prot € T), tedy 7{t} je kofindlni podmnozina lesa (T, <)
v pripadé horniho lesa a koinicidlni podmnozina (7', <) v pripadé dolniho lesa. V
dusledku toho o -uzavéry singletonu jsou nekonecné. Nyni ¢ méa byt Alexandro-
vova topologie na T, kterd spliuje podminky lemmatu. Potom ¢* (duélni topologie
k o) m4 tuto vlastnost: S(T,0*) = LA(T,<!) = LA(T, <) a prostor (T,c%) je
perfektni. O

Véta 19. Necht (T, <) je lokdlné konecny les. Pro jakoukoli dvojici riznyjch prvki
a,b €T existuje perfektni Alexandrovova topologie 7,4, takze S(T,7,5) = LA(T, <)
a body a,b jsou v prostoru (T, T,p) semiseparované prdvé tehdy, kdyz pro jakoukoli
dvojici ruzngych proki c,d € T ezistuje Alexandrovova topologie 0.4 na T, kterd md
ndsledujici vlastnosti:

(i) LH(T, 0,0) = LA(T, <),

(i) card o.q4X > Ng pro kazdou neprdazdnou podmnozinu X C T,

(7ii) body c,d jsou semiseparované v prostoru (T, ocq).

Diikaz. Podobné jako v diikkazu Véty 19 pomoci dualni topologie dostavame ekviva-

lenci vyse uvedenych podminek. O
Dikaz vety 15. Schéma dikazu je nasledujici (1 - 5 jsou odpovidajici podminky):

]l «— 2 — 3

7 1 7 (3.11)
4

5

Ekvivalence 1 <= 2 je ddna Lemmatem 6, implikace 2 — 3 — 4 — 2

Lemmatem 7 a ekvivalence 2 <= 5 je dana Lemmatem 8. O
Diikaz Veéty 16. vyplyva z véty 15 s ohledem na [25] véta 1, ¢ast (b). O

Diikaz vety 17. Schéma implikaci je nasledujici:

(3.12)

_ == N
W ==

N
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Implikace 1 = 3 vyplyva z Lemmatu 10 s ohledem na Poznamku 14 a Lemmatu
6. Implikace 3 = 2 je trividlni, 2 => 1 je ddna Lemmatem 11 s ohledem na Lemma
6. Ekvivalence 3 <= 4 je stanovena ve Vété 18 a ekvivalence 3 <= 5 ve Véteé
19. ]

Pozndmka 15. Charakterizace obsazené ve Vété 17 byly ziskany pod zakladnim
predpokladem antikofennosti uvazovanych stromi. Charakterizace bez tohoto pred-
pokladu nebo ptilezitostné s predpokladem existence vétve ve vSech stromech se
zdaji byt otevienym problémem. Dalsi specidlni feseni problémii nevyplyvajicich z
vyse uvedenych tvah, je otazka realizace monoidii lokalnich automorfismti kone¢nych

stromt uzavienymi deformacemi topologického prostoru.

Prezentovana teorie lokalné konecnych stromu a lest s jejich transformacemi je
aplikovatelna v oblasti struktur umeélych neuronovych siti. Poznamenejme, ze sku-
tecné neuronové sité jsou biologickymi soustavami, protoze jejich hlavni prvky, tedy
neurony a synapse, jsou realnymi biologickymi objekty. Prvky umélych neuronovych
siti jsou naopak abstraktnimi entitami v podobé formalizované struktury, vlastnosti,
procesi, projevi a chovani neuronti a synapsi, takze umélé neuronové sité lze po-
vazovat za systémy (ku piikladu v pojeti teorie systému Masarovic¢e-Takahary), vy-
uzivané k modelovani chovani neuronové sité clovéka a k feseni i nebiologickych
problémii. Neuron jakozto zékladni prvek nervové soustavy (neuronové sité) clovéka
je tedy v intencich teorie systému mikrobiologickou soustavou (systémem). Umélé
neuronové sité svou strukturou a procesy v nich probihajicich napodobuji skutecné
neuronové sité, pricemz procesy napodobovani jsou spojeny s procesy vytvareni mo-
delli. Pro umélou neuronovou sit je charakteristické, ze do ni vstupuje vstupni signal
X = {x1,22...,2,} a vystupuje z ni signal vystupni ¥ = {y1,y2...,yn}. Model
funkce neuronové sité je tedy jistou transformaci vstupniho signalu X na vystupni
signal Y.

V ramci architektur neuronovych siti pripomenme - coz bylo uvedeno jiz v ivodu
préace - Ze vrstvené neuronové sité se skladaji z téchto entit[72]

a) vstupni vrstvy - ma rozmeér m,, (index udava pocet prvki - neuront), pricemz
kazdy prvek dostava na svém vstupu pouze jednu slozku x; vstupniho signalu,

b) skrytych vrstev - jejich pocet oznac¢ujeme rs a rozmér s-té vrstvy znacime m,

¢) vystupni vrstvy - rozméru my,, pti¢emz z kazdého prvku vystupuje pouze jedna
slozka ;.

Prvky skrytych vrstev jsou propojeny vzajemné i se vstupni a vystupni vrst-
vou zpusobem kazdy s kazdym. V jednotlivych vrstvach neurony propojeny nejsou.
Srovnej doprednou neuronovou sif na obrazku 1.10, str. 22 v §1.2.2, véetné odkazu
na publikaci [113] J. Simy a R. Nerudy.
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V téchto zavéreénych tvahach strucné poukazeme na moznosti vyuziti pred-
chazejicich teorii a naznacime jejich navaznost na oblast neuronovych siti. Nej-
prve piipomenme praci Anny Jakovlevny Aizenstatové [4] o reguldrnich pologru-
pach endomorfismi usporadanych mnozin. Podle véty 2.6 ze zminéné prace (rov-
néz strana 68-69 této disertace) je monoid End(M, <) vSech endomorfismu (tedy
izotonnich transformaci do sebe) usporddané mnoziny (M, <), kterd neni Tetéz-
cem ani protifetézcem, regularni pravé tehdy, kdyz ¢astecné usporadana mnozina
(M, <) mé jeden ze ¢tyt tvaru uvedenych ve vété 2.6 - mezi které také patii or-
dindlni soucet dvou protifetézci a Sestikoruna. Poznamenejme, Ze Sestikorunou se
rozumi Sestiprvkova uspofddand mnozina (M, <), M = {ay,as,as, by, ba, b3}, v niz
a1 < by, a3 < bg, ag < by, ag < bs, az < ba, az < bs (pricemz {a1,as,as}, {b1,b2, b3}
tvori protiretézce). Podle véty 2.6 tedy uvazujeme-li fragmenty neuronové sité tvo-
fené vstupni vrstvou a skrytou vrstvou nebo skrytou vrstvou a vystupni vrstvou
vrstevné neuronové sité dostavame usporadané mnoziny neuront jejichz monoidy
endomorfismii jsou regularni. Rovnéz Sestikoruna neuront je usporadanad mnozina s
regularnim monoidem endomorfismti.

Uvedme déle konkrétni piiklad konecného podstromu vyse zminéné vrstevné
neuronové sité s regularnim monoidem lokalnich automorfism.

Bud T = {tg,t1, 2, t3, 51, S2}, pricemz usporadani < na stromu 7" je definovano
takto: to je kofen, tedy nejmensi prvek usporddané mnoziny (7', <), tg < tp, k =
1,2,3, t3 < s1, t3 < s9, (trojice (to, t1,ta,t3) a dvojice (s1, s2) tvori protiretézce, tedy
t1,ta, 81,82 jsou maximdlni prvky stromu (7', <).) Nyni lze ovérit - napf. vyctem,
tedy sestrojenim vsech lokélnich automorfismi stromu (7', <), ze monoid LA(T, <)
obsahuje 36 prvki, véetné identického automorfismu ¢dy : T — T. Déle lze ukazat, ze
kazdy z lokélnich automorfismu f € LA(T, <) je regularnim prvkem tohoto monoidu

- ukdzeme tento fakt na jednom prikladu: Oznacme

f . to tl tg tg S1 S9
to tl tg tg S1 S9 .
Zde f-obrazy uzlia (neuroni) v prvnim radku jsou uzly (neurony) umisténé pod nimi

v druhém radku této matice typu 2 x 6.

Definujeme zobrazeni g : T'— T predpisem
B to t1 T2 ts S1 So
g to ti 1ty S2 s2)

faf(to) = fg(to) = to = f(to),
faf(t) = fg(tz) = ta = f(t1),

Potom plati
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f9f(t2) = fy(ts) = f(t2)(= f(ts)),
fof(ts) = fy(ts) =ts = [f(ts),
f9f(s1) = fg(s1) = s1 = [(s1),
f9f(s2) = fg(s1) = s1.= [(s2),
tedy fgf = f. Podobné lze ke kazdému zobrazenf f € LA(T, <) zkonstruovat zob-

razeni g € LA(T, <) s vySe uvedenou vlastnosti. Naznacenym postupem lze tedy
ovérit, ze monoid LA(T, <) je regularni.

Teorie, prezentované v predchézejicich paragrafech umoznuji podrobnéjsi vnitini
analyzu stromovych fragment vrstevnych neuronovych siti a rovnéz konstrukce
transformaci neuronovych siti kompatibilnich s jejich strukturou. Dale pak graf-
tingova (roubovaci) aritmetika (coz je jistd modifikace aritmetiky ordinalni) posky-
tuje moznost dalsich konstrukeci vertikalnich propojovani neuronovych siti. To vse

skyta naméty pro dalsi studium a rozvijeni této aktudlni problematiky v budoucnu.
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Zavér

Disertacni prace na téma Algebraizace a parametrizace prechodovych relaci mezi
strukturovanymi objekty s aplikacemi v oblasti neuronovych siti se zabyva paramet-
rizaci prechodovych relaci strukturovanych objektii v oblasti hypergrup a automati
s aplikaci v oblasti neuronovych siti s vhodnou strukturou, aktivac¢ni funkei, s ci-
lenym zjednodusenim modelu. Vzhledem k rozsahu oblasti neuronovych siti a také
odlisnému zpusobu fungovani neuronovych siti véetné matematického podkladu bylo
nezbytné nejprve vymezit zékladni oblast zkoumani neuronové sité. Touto oblasti se
stala doprednéd neuronova sit - vicevrstevnaty perceptron (vicevrstvy perceptron —
multilayer perceptron). Pti nasledné analyze byla nalezena analogie s oblasti linear-
nich diferencialnich operatori, ktera spolu s poznatky o parametrizovatelnosti relaci
mezi strukturovanymi algebraickymi objekty umoznila na bazi funkcionality jed-
notlivého neuronu konstruovat algebraické struktury umeélych neuront. Volba vah a
vystupt, zavislych na argumentu ¢t umoznila vytvorit model ¢asové proménného neu-
ronu, pii omezené volbé prenosové funkce (identita), stejné pro celou neuronovou sit.
Hlubsi analogie umoznila vytvoreni grupy a hypergrupy umeélych neuronti, za vyuziti
kompatibility relaci definovat usporadani na téchto strukturach. Dalsim postupem
bylo definovat binarni relaci a souvisejici usporadani na mnoziné umélych neuront.
Definice invariantni pologrupy a homomorfniho zobrazeni mezi strukturami umélych
neurond a algebraickymi strukturami linearnich diferencidlnich operatorti oteviela
dalsi moznosti popisu vlastnosti téchto struktur. Dalsi faze vyzkumu spocivala v de-
finici bindrni hyperoperace zobrazeni z kartézského soucinu grupy umeélych neuronti
do jeji potencéni mnoziny a popisu vlastnosti transpozi¢ni hypergrupy umeélych neu-
ront. Volba sigmoidni prenosové funkce umoznila konstrukeci P-hyperstruktur. Jako
model, pouzivajici iteraci umeélych neuront byla pouzita konstrukce kaskady - akce
aditivni grupy vsech celych ¢isel na grupé umélych neuronti. Vektorovy charakter
dat v dopfedné neuronové neuronové siti a definice struktury spojitych funkei byly
uzity pri rozsiteni poznatki o fesitelnosti grup a hypergrup umélych neuront. Gru-
pové homomorfismy pouzité v kaskadé ukazaly dalsi souvislosti mezi strukturami
a hyperstrukturami umélych neuronti. Parcidlni pohled na ¢asti struktur dopredné
neuronové sité jako na lokalné konec¢né korenové stromy a jejich algebraické struktury
prinesl dalsi pohled na modelovani struktur a hyperstruktur umeélych neuront. Tyto
poznatky oteviraji dalsi moznosti vyzkumu neuronovych siti s uzitim algebraickych

struktur véetné hyperstruktur.
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Seznam symbolii, veli¢in a zkratek

ADALINE adaptivni linearni neuron — ADAptive LInear NEuron

CIFAR Kanadsky institut pokroc¢ilého vyzkumu — Canadian Institute for
Advanced Research

CN Cliffordiv neuron — Clifford neuron

DARPA Agentura ministerstva obrany pro pokrocilé vyzkumné projekty —
Defense Advanced Research Projects Agency

DSP c¢islicové zpracovani signalti — Digital Signal Processing

GMAC Generalizovand podminka smisené asociativity — Generalized Mixed
Associativity Condition

IEEE Institut pro elektrotechnické a elektronické inzenyrstvi — Institute of
Electrical and Electronics Engineers

INNS Mezinarodni spole¢nost neuronovych siti — International Neural
Network Society

GMDH Skupinova metoda zpracovani dat — Group method of data handling

MAC Podminka smisené asociativity — Mixed Associativity Condition

MATLAB pocditacovy program pro praci s maticemi, grafy, neuronovou siti... —
matrix laboratory

MLP vicevrstvy perceptron — multilayer perceptron

PDP Skupina paralelniho distribuovaného zpracovani — Parallel

Distributed Processing Group

poset castecné usporadana mnozina — partially ordered set

SP substitucéni vlastnost — substitution property

SP1 substitucéni vlastnost prvniho typu — substitution property of the
first type

SP2 substitucéni vlastnost druhého typu — substitution property of the
second type

SP3 substitucéni vlastnost tretiho typu — substitution property of the
third type

SVM metoda podpurnych vektori — Support vector machines

W-kompatibilita W-kompatibilita — kompatibilita Wallaceho typu

XOR Exkluzivni disjunkce
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