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Anotace

Teorie extrémnich hodnot je v soucasné dob¢ aplikovana v mnoha oblastech, které se
dotykaji bézného denniho Zivota. Velmi intenzivné jsou vyuzivany naptiklad v klimatologii,
kdy se snazime odhadnout nejvyssi kvantily napt. pritoku vody, teplotu ovzdusi.

Proto abychom mohli takovéto jevy exaktné popsat, vytvaiime statistické modely,
které jsou zavislé na hodnotach parametrii vysledné limitni ndhodné veli¢iny. V takovych
pfipadech se v odpovidajicich modelech, které¢ jsou vytvafeny predevSim pomoci
pravdépodobnostnich rozdé€lenich, zajimadme spiSe o chvosty téchto rozd€leni nez o jejich
centralni ¢asti.V teorii extremalnich hodnot se touto problematikou zabyva tzv. véta Fisher —
Tippet — Gnédenko — de Haan. Je znamo, ze limitni ndhodna veli¢ina je tfiparametrické
extremalni rozdéleni tzv. zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot. Pro vySetfovani extrémnich
udalosti je dilezity predevsim ,,shape® parametr, ktery 1ze popsat pomoci EVI (extremal value
index). Proto jsou tak vyznamné odhady tohoto indexu. Pomoci znalosti tohoto indexu
muzeme popsat, jak jsou tézké chvosty rozdéleni vysledné distribu¢ni funkce limitni ndhodné
veli¢iny.

V préci se zabyvame piedevSim semiparametrickymi odhady EVI, které jsou zaloZeny
na k nejvyssich poradkovych statistikach. Systematicky u kazdého odhadu ukazujeme jeho
tvorbu a zdkladni vlastnosti od konzistence az po asymptotickou normalitu. Prace byla
zaméfena na vyuziti metody bootstrap pii tvorbé téchto odhadl, proto metodu bootstrap
zavadime a obecné studujeme. Dale uplatiiujeme pro kazdy odhad tzv. bootstrapovou metodu
»optimal sample fraction®, kterd nam umozni nalézt optimalni volbu hodnoty k a tim i
hodnotu EVI.

Pro zakladni odhady EVI jsme prostudovali a zjednodusili algoritmy metody ,,optimal
smaple fraction®. Zjistili jsme, jaké jsou jeji optimalni vstupni hodnoty, aby vysledek byl
zpracovan v co moznd nejkratSim Case a zaroven presné. Kromé klasickych odhadi EVI jsme
se zabyvali také odhady, které jsou souhrnné nazyvany MVRB(Minimum-Variance reduced-
Bias) a PORT(Peaks over Random Treshold). Pro tfidu téchto odhadd jsme také piipravili
bootstrapové algoritmy.

Vysledky vySe uvedené jsme aplikovali pro piipad kvantilové regrese. Vyuzili jsme
poznatky uvedené v Dienstbier (2011) a pomoci vét 5.8 - 5.10 jsme mohli na danou situaci
pouzit metodu ,,optimal sample fraction* na odhad typu Pickands. Vysledkem bylo nalezeni
odhadu EVI chyby v regresnim linearnim modelu (pfedpokladame, ze tato chyba pochazi
z rozdé¢leni z Fréchetovy sféry ptitazlivosti).

Pro dalsi praci je mozné vylepSovat stavajici algoritmy a piedevsim aplikovat metodu
»optimal sample fraction na dalsi typy odhad EVI.

Klicova slova: Teorie extrémnich hodnot, EVI, metoda optimal sample faction,
kvantilova regresni analyza, bootstrap



Summary

Nowadays, the extreme value theory is applied in many fields that are related to
everyday life. For example, it is very often used in climatology, where the aim is to estimate
high quantiles of a water discharge, air temperate etc.

To describe such events we build statistical models which depend on unknown
parameters of the limit random variable. In these probability distribution models we are
interested rather in the tails of these distributions than in their central parts. In the extreme
value theory this problem is treated by the Fisher — Tippet — Gnédenko — de Haan theorem. It
Is known that the resulting distribution is the generalized extreme value distribution which is a
distribution with three parameters. For the description of extremal events the shape parameter
is of the highest interest. This parameter can be described by extreme value index (EVI). That
makes the estimation of this index very important. Using this index we can quantify the
thickness of the tails of the limit distribution function.

This work is devoted to the semiparametric estimation of EVI which is based on the k
highest order statistics. For each estimate we show its construction and its basic properties as
its consistency or asymptotic normality. The work is focused on application of bootstrap
methods for estimation. That is why the bootstrap methods are introduced and studied as well.
We apply a bootstrap method called “optimal sample fraction* that allows us to find the
optimal choice of value k as well as EVI.

We studied and simplified the algorithms of the “optimal sample fraction” method for
basic EVI estimations. We found out what are its optimal initial values for the result to be
processed as fast and exact as possible. Besides the EVI estimation we deal with so called
MVRB (minimum-variance reduced-bias) and PORT (peaks over random treshold)
estimators. Also we developed bootstrap algorithms for the class of these estimators. The
above mentioned results were applied in a linear regression model.

In the future the current algorithms can be improved or the “optimal sample fraction*
method can be applied on other types of EVI estimators.

Keywords: extreme value theory, extreme value index, optimal sample fraction
method, quantile regression.
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Uvod

1. Uvod

Teorie extremalniho rozdéleni (dale EVT — Extremal Value Theory) ma své koteny
v roce 1920, kdy Leonard Tippet nalezl zplisob feSeni ulohy pfetrzeni vlakna baviny. Toto
pretrzeni nastavalo pii jistych stavech, kdy bylo vlakno nejtenci. Pfi feSeni této ulohy bylo
zapotiebi vytvofit pravdépodobnostni model, ktery by kvantifikoval chovani vldkna. Jde
o prvni modelovou situaci, kterd vedla k Setfeni extremalniho stavu, extremalni udalosti.

S pomoci Ronalda Fishera vymezil novou statistickou disciplinu, ktera nalezla
v kratké dobé velké praktické uziti. Teoretickym ramcem byla tzv. Fisher-Tippetova véta
(Fisher, Tippet (1928)). Na jejim zakladé bylo mozno zacit studovat udalosti, které maji svou
extremalni povahu nebo nastavaji vzacné a ojedin€le. Soubézné fesil problémy minimalizace
mnoziny nahodnych veli¢in i Fréchet (1927). Zéasadni krok k roz$ifeni a formalizaci vyse
uvedeného tvrzeni provedl Boris Vladimirovi¢ Gnédénko (Gnedenko (1943)), ktery
syntetizoval a formalizoval vSechny znalosti o extremalnich jevech ve své zdsadni véte
z EVT.Roz$ifenim a Upravou ptedchoziho tvrzeni je posledni verze zakladni véty EVT,
kterou zformuloval v roce 1972 Laurens de Haan (de Haan (1972)).

Pomoci teorie zalozené na ptedchozich tvrzenich se dafi feSit mnoho uloh
extremalniho typu z riznych oblasti védy a zivota. V soucastné dob¢€ jsme obklopovani pojmy
o extrémech v pocasi (orkany, ptilivové viny typu tsunami, prudké zvraty teplot, napt. Clauset
(2009)), v hydrologii (extremalni stavy v povodi fek, Katz (2002), Bruneti (2004)), v biologii
(vyzkum DNA, Joyce (2008)), v ekonomii (zména hodnoty cennych papirti, pojistovnictvi
Farmer (1999), Embrechts (1997)), ve fyzice (slunecni aktivita, Sibergleit (1999),
kosmologie, Colombi (2011)), ale i ve spoleCenskych védach (sociologie Kaiser (2013),
psychologie Cooligan (2009)). Je tedy zfejméd snaha po popisu takovych jevl, po jejich
mozném piedvidani. Takovy popis nabizi klasickd i nova teorie extremalnich statistik.

VSechny tyto oblasti maji piimé etické, socidlni, ekonomické a jiné piesahy
do béZného zivota celé spolecnosti. To je jeden z vyznamnych divodi k mohutnému rozvoji
teorie 1 praxe extremalnim statistiky v poslednich desetiletich. Ve skute¢nosti mohou mit
vzacné udalosti (jevy) katastrofické nasledky pro lidskou spole¢nost, pro piirodu i ptirodni
prostiedi a to prosttednictvim jejich dopadu na realné Zivotni prostfedi. Metodika pro odhad a
predikci vzacnych udélosti je vyuZivana k zachrané ohroZenych ptirodnich zdrojl, k tvorbé
klimatologickych modeld, k modelovani vzniku zemétfeseni, vin tsunami a podobnych
méfitelnych piirodnich jevi jako jsou naptiklad teplota, sraZky a povodné. Situace, kdy mame
do ¢inéni s velkymi riziky nebo s velmi nizkou pravdépodobnosti piekro€eni resp. podkroceni
vysokych nebo nizkych hodnot.

Vyse uvedené teoretické vlastnosti 1 praktické aplikace byly uvedeny a rozvijeny
ve vyznamnych monografiich Coles(2001), Beierland(2004), Castilo(2005), de Haan,
Ferreira(2006), Resnick(2007) a mnoha tisici ¢lancich.

V kapitole 2. predkladané prace ukazujeme zékladni vlastnosti z teorie extremalnich
hodnot. Vénujeme se predevsim budovani této teorie, hledanim tzv. podminek 1. a 2. fadu,
pomoci nichZ je mozno nalézt rizné typy semiparametrickych odhadt zédkladniho parametru
extremalniho rozdéleni. Jde o parametr EVI — extreme value index. Jsou popsany tfi zédkladni
varianty tzv. sfér pfitazlivosti. V této kapitole se zabyvame konstrukci zakladnich odhada
EVI(extremal value index). U kazdého odhadu se zabyvame jeho vlastnostmi vcetné
konzistence a asymptotické normality. V zavéru kapitoly se zabyvame popisem nékterych
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novéjsich odhadi EVI. Poznamenejme, Ze v soucastné dobé je znamo né&kolik desitek
takovych odhadi

Protoze se v kapitole zamétujeme predevsim na semiparametrické ptistupy, popiSeme
dale v kratkosti parametrické pfistupy k feSeni problematiky EVT. Jednim znich je
Gumbeluv ptistup neboli postup, ktery se nazyva metoda blokovych maxim. Jde 0 metodu,
ktera vyuziva metodu maximalni vérohodnosti pro odhady parametru (4,6, a) aplikované

na distribuéni funkci extremalniho rozdéleni EV, ((x;;», kde EV,(x) je nasledujici
distribu¢ni funkce extremalniho rozdéleni

1
exp(—(1+ax) a,1+ ax>0, a #0
EVp(x) =
exp(—exp(—x)),x € R, a=0

Vypocetni detaily tohoto pfistupu lze nalézt v ¢lancich Hosking (1985), MacLeod
(1989), Prescott, Walden (1980), (1983) a Smith (1985). Protoze je tato metoda numericky
velmi obtizné feSitelna, rozvinuly se dalsi alternativni metody. Jednou z nich je metoda
PWM(probability weighted moment) zavedend v ¢lancich Landwehr at al. (1979) a
Greenwood at al. (1979), jde o zajimavou alternativu k metodé¢ maximalni vérohodnosti.
Hlavni myslenka této metody je porovnani hodnot momenta

E(XP(F(X)(1 - F(X))%),
kde p, r , sjsou realna ¢isla sjejich empirickymi verzemi, podobné jak se to provadi
Vv klasické momentové metodé.

Dalsi parametrické metody 1ze najit v literatufe: Jde naptiklad o metodu linearniho
nejlepsiho nevychyleného odhadu uvedeného v ¢lanku Balakrishnan, Chan (1992), klasickou
metodu momentli uvedenou v Christopeit (1994), metodu odhadu minimdalni vzdéalenosti
Dietrich, Hiisler (1996).

V tieti kapitole se vénujeme teoretickym zakladim metody bootstrap. Jsou zde
uvedeny a studovany postupy, které zavedl ve své monografii Hall (1992). Zde popisuje
principy redukce odchylky (bias) pomoci metody bootstrap, ukazuje piimou aplikaci
Edgeworthova rozvoje naptiklad nalezeni ptesného intervalového odhadu a nachézi i formule
pro presnost metody bootstrap. V monografii Hall (1992) jsou uvedeny zéakladni principy
Edgeworthova a Cornish-Fisherova rozvoje a piedev§im jsou pouzity pro zpiesnéni
bootstrapu a pro ukazani rychlosti a piesnosti konvergence této metody. V knize je také
nacrtnuta zakladni myslenka metody ,,sample fraction® — nalezeni vztahu mezi velikosti
jednotlivych casti vybéru a velikosti vlastniho zékladniho vybéru. V samotné kapitole
ukazujeme pomoci teoretickych nastroji — Berry-Essenovy nerovnosti, Polyovy véty a
silného zakona velkych ¢isel konzistenci metody bootstrap. Hlavnim teoretickym vysledkem
jsou dale véty 3.14 a 3.15, které dokazuji konvergenci metody bootstrap s.j., za jistych
podminek. Ve zbylé casti kapitoly se zabyvame vyuzitim Edgeworthova rozvoje
v bootstrapu.

V kapitole 4. se zabyvame praktickym teoretickym odvozenim zakladnich postupi
pro vyuziti metody bootstrap pfi aplikaci na jednotlivé typy odhadi EVI. Jedna se postupné
o Hilliv odhad, momentovy odhad, Pickandstiv odhad a odhad MVRB. Na vsechny tyto
odhady jsme aplikovali metodu ,,sample fraction®, kterou myslenkové pfipravil Hall ve své
monografii z roku 1992. Ukazuje se, ze vlastni aplikace je pro jednotlivé metody unikatni,
protoze pouzivame vzdy jiné postupy jak pro dikaz konvergence metody, tak i pro jejich
vlastni realizaci. Pro kazdy typ odhadu vzdy odvodime algoritmus, ktery budeme v dalSim
vyuzivat. V této casti také odvodime teoreticky konvergenci metody PORT a ukdZeme i
algoritmus pro vlastni vypocet EVI pomoci této metody. ZavéreCnd cast je vénovana
simulacni studii, v niz jsme vyuzili vyse uvedené algoritmy pro jednotlivé typy odhadi a
pro rtizné hodnoty jejich zdkladnich parametri. Zajima nas rychlost procedury v zavislosti
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na poctu prvka zdkladniho vybéru, zajima nas také hodnota AMSE(asymptoticky druhy
moment), optimdlni pomér pro jednotlivé odhady, vztah mezi jednotlivymi castmi
konstruovanych mnozin atd. VSechny tyto moznosti jsme zobrazili pro jednotlivé odhady, ale
1 mezi nimi navzdjem. Grafy 1 vlastni algoritmy jsme realizovali pomoci software
Mathematica.

V matematice se velmi casto setkavame s konstrukcemi, které jsou zalozené
na metodé¢ nejmensich Ctvercl. Jde o pfirozenou metodu, kterda umoziuje méfit odchylky
mezi mnozinami udaji. Velké vyuziti mé tato metoda napiiklad v numerické matematice a
také ve statistice a to predevSim v regresni analyze. Protoze jsme schopni analyzovat stale
pfesnosti matematického modelu, ktery jsme pro danou situaci pfipravili. Protoze je
matematicky model naseho svéta stochasticky, nebude nikdy dostateéné ptesny. Chceme vzdy
navrhnout model, ktery bude popisovat realnou situaci co nejlépe. Je proto nutné najit vhodné
kritérium, pomoci néhoz rozhodneme, zda je ndmi navrzeny model dobry nebo dokonce
nejlepsi.

Intuitivnim kritériem se mize zdat vyjadrit chybu jako soucet rozdilti mezi skute¢nymi
a modelovanymi hodnotami. Ukazuje se, Ze takové kritérium mé& mnoho zaporl. hlavni
spociva v tom, ze velké zdporné chyby se kompenzuji velkymi kladnymi chybami. Dal§im
kritériem muiZe byt soucet absolutnich hodnot pfislusnych chyb. Odtud je jiZ jen maly krok
Kk riznym metodam nejmensich ¢tvercu., ktera se uziva v Sirokém méfitku.

Ukazuje se ovSem, ze modely zaloZené na absolutnich chybach 1épe popisuji naptiklad
ptipady s dlouhodobymi strukturalnimi zménami nez modely zalozené na metod¢ nejmensich
¢tverci. Tato regrese je nékdy znama pod zastupnymi nazvy — LAD (Least Absolute
DeviatianValue) modely, MAD (Minimum Absolute Deviation) modely, medidnova regrese a
L; - modely. Také v modelech sextrémnimi pozorovanimi je kritérium nejmensich
absolutnich chyb robustnéjsi nez metoda nejmensich ctvercii. Odtud je jiz jen krok k tomu
pouzivat napiiklad v situacich s extrémnimi hodnotami nebo naptiklad v ptipadé, kdy
nahodné chyby nejsou popsany normélnim rozdélenim jiné kritérium ptesnosti. Budeme chtit
v takovychto modelech studovat analogie postupli uvedenych vyse. Pro takovéto piipady se
V praxi pouziva necelych 45 let stary postup — kvantilova regrese.

V clanku Koenker, Bassett (1978) se poprvé objevil popis kvantilové regrese.
V druhém ¢lanku Koenker, Bassett (1982) zavedli autofi novou tfidu testd heteroskedasticity,
zalozenou na kvantilech a prokézali, Ze tyto testy jsou robustni, na rozdil od podobnych testi
zaloZenych na metod€ nejmensich ctvercl rezidui.

Specidlnim pfipadem metody kvantilové regrese je zminéna medidnova regrese.
Pomoci ni odhadujeme medidn zavisle proménné pomoci hodnot nezdvisle proménnych.
Postup je v podstaté velmi podobny metodé nejmensi ¢tvercl s tim rozdilem, ze pomoci
metody nejmensSich ¢tverci odhadujeme podminéné pruméry zavisle proménné, zatimco
medidnova regrese minimalizuje soucet absolutnich hodnot rezidui.

Teoretické zaklady kvantilové regrese nalezneme naptiklad v Koenker (2005).

V posledni paté kapitole jsme se nejprve zabyvali teoretickym zavedenim kvantilové
regrese. Poté jsme uvedli zdkladni vlastnosti kvantilové regrese. V tieti Casti této kapitoly
jsme uvedli nékolik zakladnich vlastnosti kvantilové regrese. Ctvrta ast obsahuje model
kvantilové regrese véetné jeho feSeni. Soustfedili jsme nejen na vypolty piislusnych
regresnich funkci, ale pfedev§im na jejich grafickou realizaci. Posléze jsme vyuzili znalosti
z kapitoly 4, vysledki prace Diensbier(2001) a pouzili jsme metodu bootstrap na stanoveni
odhadu parametru tvaru rozdé€leni chyb v linearnim regresnim. Vysledkem jsou postupné véty
5.7 — 5.10. V zavéru této kapitoly jsme zrealizovali rozsahlejsi simulacni studii na toto téma
véetné mnoha grafickych vystupti.
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2. Extremalni rozdéleni

2.1. Uvod

Hlavnim zajmem statistiky extremalnich hodnot je nalézt moznou limitu vybérovych
maxim resp. minim posloupnosti nezavislych a stejn¢ rozdélenych nahodnych veli¢in.

Necht' {X;,X,,...,X,} je ndhodny vybér, tj. posloupnost n nezavislych a stejné
rozdélenych (i.i.d.) ndhodnych veli¢in (n.v.), a necht F je jejich distribuéni funkce (d.f.).
Symbolem X;., , i=I,...,n oznaéme i-tou porfadkovou statistiku, v dal§im textu budeme
pracovat s uspofadanym nahodnym vybérem {Xj.,,X2.n, o) Xpint-- Specidlné X;.,, a Xy
representuji vybérové minimum resp. vybérové maximum. Vzhledem k jednoduchému vztahu
mezi  vybérovym  minimem a  vybérovym = maximem, plati = totiz, Ze
m, = min({X,X,, ..., Xp}) = —max({—X1, —X,, ..., =X }), je ziejmé, Ze stali vySetiovat
jen problematiku vybérovych maxim. Ozna¢me dale symbolem M,, = max({Xy, X5, ..., Xn}).
Pro rozdéleni M,, je mozné nalézt jeji d.f. Pro vSechna XeR zfejmé plati

n

Fy (x) =P(M, <x) =PX; <x,X; <x,..,.X, <x) = HP(Xi < x) = F"(x).

=1

2.2. Extremalni limitni véty
Zajima nas predev§im chovani vybérovych maxim pro libovolnou velikost vybéru.
Plati nasledujici tvrzeni

Véta 2.1

Necht F je vySe uvedena d.f. posloupnosti n.v. {Xi,X,,..,X,} a necht
x* = sup{x; F(x) < 1}. Potom

P
maX(Xl,Xz,"‘,Xn) _)X*' n— o,

P
kde — oznacuje konvergenci v pravdépodobnosti.
Diikaz:

Mame dokazat, ze pro V€ > 0 je
lim P(|My — x| 2 €) = 0
Plati
P(IMy—x*|=2€)=P(Mp=x"+e)V(M, <x* —¢€)) =
=PM,=>x"+€)+PM, <x*"—€)=0+PM, <x"—¢€)=
= F™"(x* — €).
Protoze x* = sup{x; F(x) < 1}, je

lim P(|M,, — x*| = €) = lim F*(x* —€) = 0.
n—->oo n—>oo

Podle hodnoty X* je mozné ur¢it i nasledujici limitu
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: 0, x<x*
lim F™(x —>{ ’ .
n-oo (x) 1, x=x
Odtud vyplyva, ze je nutno pro ziskdni limitni ndhodné veli¢iny, kterd nebude
degenerovana, provést normalizaci ndhodné veli¢iny (je rovna maximu uvedenému ve veété
2.1).
Ptredpokladejme tedy, ze existuji realné posloupnosti a,, > 0 a b,, takové, ze

max(X1,X3,, Xn)—bn
an
konverguje v distribuci k nedegenerované nahodné veli¢iné U s distribu¢ni funkci G

(2.1)

Mn=bn By (2.2)

an
neboli
lim F*(a,x + b,) = G(x) ,
n—oo

v kazdém bodé¢ spojitosti funkce G, kterd neni degenerovana.

2.3. Sféry pritazlivosti
Dfiive neZ vyteSime problém nalezeni limitni funkce G, uvedeme dvé dilezité definice.

Definice 2.2
Necht F je d.f., pro kterou existuji realné posloupnosti {a,, > 0}, {b,} takové, Ze plati

lim P(M,, < a,x + b,) = lim F"(a,x + b,) = G(x), (2.3)
n—oo n—oo

pro kazdy bod spojitosti G. Potom fekneme, Ze F je ve sféfe pritazlivosti G (domain of
attraction) a ozna¢ujeme F € D(G).

Definice 2.3

Rekneme, Ze dvé d.f. F; a F, jsou stejného typu (distribution functions of the same
types), jestlize existuji dvé realna ¢islaa > 0, b takova, Ze

F;(x) = F,(a x + b) pro vSechna realna Cisla x. (2.4)
Jsou — li tedy F; a F, stejného typu, pak vyplyva z vyse uvedeného, Ze existuji
parametry polohy a méfitka takové, ze dané distribu¢ni funkce patii do stejné mnoziny
distribu¢nich funkei, které jsou invariantni vzhledem ke zméné méfitka a posunuti (nazyvaji

se také location — scale family).

Problém nalezeni vySe uvedeného rozd€leni postupné tesili Fisher a Tippet (1928),
Gnedenko (1943) a zformalizoval a uptesnil de Haan (1970).

Véta 2.4

Jestlize je F € D(G), potom limitni distribu¢ni funkce G je jednim ze tii typi:
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. A(x) = exp(—exp(—x)), x ER;

0, x<0
I @ (x) = {exp(—x‘“), x>0 a>0;

exp(—(—x)%),x<0,a>0
1 sva(x)z{ p( (1 ))x>0 ,

kde parametr « je oznacovan jako tzv. shape parametr nebo parametr tvaru. Tento
parametr popisuje chovani chvostu d.f. F v nekone¢nu.

Diikaz jednotlivych verzi véty je mozno najit postupné ve vyse uvedenych clancich.
V nejnovéjsi verzi je zalozen na feSeni funkcionalnich rovnic.

Jednotlivé druhy vysledné d.f. G jsou oznacovany nasledujicim zptisobem:

I.  Jde o tfidu rozdé€leni typu Gumbel.
Il.  Jde o tfidu rozdéleni typu Fréchet.
[1l.  Jde o tfidu rozdéleni typu Weibull.

Jednotné bylo toto vysledné rozdéleni popsano v Jenkinson (1955) a je oznaCovana
jako rozdéleni extremalnich hodnot. Takto jsou oznaovana rozdéleni, jejichz d.f. je typu

G,(x) = exp (—(1 + yx)_%),l +yx >0, (2.5)

kde y je realna hodnota a pro y = 0 se prava strana interpretuje jako exp(—e™).
Hodnotu y nazyvame indexem chvostu d.f. F (alternativné je oznaCovan také jako Extreme
Value Index — EVI). Mezi shape indexem a a indexem chvostu y je nasledujici vztah:

Ttidal.  Prohodnotua =0jey =0

Ttida II. ~ Pro hodnotu y > 0 je index chvostu definovan jako a = i >0

Ttida III.  Pro hodnotu y < 0 je index chvostu definovan jako & = — ]l/ >0

Poznamenejme, Ze hodnoty parametru y =0,y > 0ay <0 distribu¢ni funkce G,
odpovidaji kvalitativné naprosto odliSnym rozd€lenim pravdépodobnosti. Proto odhad
na zakladé pozorovani je zdkladnim problémem z teoretického hlediska, ale ptfedevSim
z pohledu konkrétnich aplikaci. Velmi vyznamné je rozliSeni piipadu y = 0 (exponencialni
pravy chvost) a ptipad y > 0 (algebraicky, t€Zky pravy chvost).

Definice 2.5
Necht F je d.f.,, pak funkce U(t) dana vztahem

U = inf{y;F(y) >1 —3},t >1
t
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a nazyva kvantilova funkce chvostu (tail quantile function).
Uved’'me nékteré vlastnosti kvantilové funkce chvostu:
1. Funkce U(t) je neklesajici na intervalu < 1; o).

2. UQ1) = inf{x; F(x) = 0} = x,, kde x, je levy koncovy bod F.
3. U(mw) = tlim U(t) =inf{x; F(x) = 1} = sup{x; F(x) < 1} = x*

Na nasledujicich obrazcich jsou ilustrovany dvé rtizné kvantilové funkce chvostu.

Kvantilova funkce chvostu Normalni rozdéleni ; : 0
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40000 +

20000 |

1 2 3 4 5

Graf 1 - Kvantilova funkce chvostu normalniho rozdéleni

Kvantilova funkce chvostu Pareto ; » 0

2 3 4 5
Graf 2 - Kvantilova funkce chvostu rozdéleni Pareto s parametry 1,1

Kvantilova funkce chvostu normalniho rozdéleni nabyva v odpovidajicich bodech
mnohem vétsich hodnot nez u Paretova rozdéleni.
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Definice 2.6
Necht je F d. f., pak funkce F (t) dan4 vztahem
F()=1-F()
se nazyva funkce pravého chvostu (right tail of a distribution function).

Na nasledujicich obrazcich jsou podobné ilustrovany dvé funkce pravého chvostu:

Funkce pravého chvostu Normalni rozdéleni ; : 0
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Graf 3 - Funkce pravého chvostu normalni rozdéleni
Funkce pravého chvostu Pareto 1 » 0
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Graf 4 - Funkce pravého chvostu Pareto s parametry 1,1

Na prvni pohled je zfejmé, ze hodnota funkce pravého chvostu normalniho rozdéleni
je podstatné mensi nez u rozdéleni Paretova.

Z vySe uvedenych obrazkli mizeme usoudit, Ze je vyznamny rozdil mezi piipady ttid
L., 11, III. PopiSeme déle jednoduché rozdily mezi jednotlivymi tfidami, které budeme dale
upfesnovat.
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Trida L. Pro ptipad y = 0 jsou rozdéleni (sféra pfitazlivosti typu Gumbel), kterd
patii do této tiidy, oznaCovana za rozdé€leni s exponencidlnim pravym
chvostem, ktera maji kone¢ny nebo nekonecny pravy bod x*. Pro rozdéleni
Z této tfidy existuji vSechny momenty. Piikladem takovych rozdéleni jsou
napfiklad normalni rozdéleni, exponencialni rozdéleni, lognormalni
rozd¢leni.

Trida 1L Pro ptipad y > 0 jsou rozdéleni (sféra ptitazlivosti typu Frechet), ktera patti
do této tiidy, oznaCovana jako rozdéleni s pravym tézkym (algebraickym)
chvostem a nekoneénym bodem x*. Momenty fadu vyssiho nez % neexistuji.

Tato tfida obsahuje rozdéleni naptiiklad jako jsou Paretovo rozdéleni,
Cauchyho rozd¢leni, Studentovo rozd¢€leni.

Ttida IIL Pro ptipad y < 0 jsou rozdéleni (sféra pfitazlivosti typu Weibull), kterd
patii do této tiidy, oznacovana jako rozdéleni s lehkym pravym chvostem,
ktera maji konecny pravy bod x*. Pfikladem takovych rozdéleni jsou napf.
rovnomeérné rozdé€leni, Beta rozdéleni.

Ve svém clanku Fisher a Tippet (1928) nalezli vySe uvedené tii tiidy rozdéleni a
zaroven popsali jejich chovani:

Vybérové maximum o velikosti K n mize byt nalezeno jako nejvétsi prvek
k nahodnych vybérai o rozsahu n. Jestlize existuje pro kazdy takovy vybér limitni distribu¢ni
funkce, musi platit Tlll_r)lc}o F*(a,x + b,) = G(x). Pro k vybérovych maxim musi tedy platit

lim F*¥*(a,x + b,)) = G*(x). Pokud bychom ovsem vysetfovali toto maximum jako vybér
n—->oo

0 rozsahu k n bude platit lim F¥*(ag,x + by,) = G(x), kde {ag, > 0}, {bg,} jsou dvé
n—->oo

realné normalizacni posloupnosti. OvSem Fisher a Tippet (1928) ve svém ¢lanku ukézali, ze
oba vysledky jsou ekvivalentni. Existuji proto dvé realné posloupnosti {4; > 0}, {B,} takové,
ze plati

G(x) = G*(A,x + By) pro viechna realna ¢isla x a cela ¢isla k > 0. (2.6)

Tato funkcionalni rovnice je znama jako rovnice stability (stability equation).
Distribucni funkce G, ktera splituje vyse uvedenou funkcionalni rovnici se nazyva max-stable
distribu¢ni funkce.

Autofi vySe uvedeného c¢lanku urcili vSechna moZna feSeni pfedchozi funkcionalni
rovnice. Jsou jimi tfidy funkci L., II. a I1L. typu.

KdyzZ fesSime problém nalezeni d. f. G, ktera je distribuéni funkci n.v. odpovidajici

M, -

. : bp . .. . , L . “ ;
limité posloupnosti a—n , je pfirozené se ptat: Jaké jsou nutné a postacujici podminky
n

kladené na d. f. F, aby tato distribu¢ni funkce patfila k sféfe pfitazlivosti G?
Takovou otazkou se zabyval mimo jiné von Mieses (1936), ktery nalezl sadu
postacujicich podminek pro to, aby d. f. F patfila dané sféte pfitazlivosti G.

Véta 2.7 ( von Miesesovy postacujici podminky pro F € D(Gy), von Mieses
(1936))

Necht' je F absolutné spojita d. f. ndhodné veli¢iny X. Necht’ déle existuje hustota

f(x) = F' (x) této ndhodné veli¢iny X a F''(x). Polozme dale h(x) = %x()x) .

1) Piedpokladejme, Ze h(x) # 0 a diferencovatelné vzhledem k X v okoli bodu
x*. Jestlize je



Extremalni rozdéleni

: 1Yy
lim (75) = 0.
potom F € D(G,), kde G, odpovida tiidé rozdéleni typu Gumbel.
2) Predpokladejme, ze x* = oo a F” existuje. Necht’ existuje y > 0 takové, ze

lim x h(x) = i=a,
X—00 14
potom je F € D(G,), kde G, odpovida tfidé rozd&leni typu Frechet.
3) Predpokladejme, ze x* < oo a F existuje pro vSechna x < x*. Necht’ existuje
y < 0 takové, Ze plati
lim (x* — x) h(x) = ~1= a,
x-x* 14

potom je F € D(G),), kde G, odpovida tfid€ rozdéleni typu Weibull.
Duikaz dané véty je uveden napiiklad v de Haan (1976) nebo de Haan, Fereira (2006).
Ptredchozi vétu lze preformulovat takto:
Véta 2.8

Necht’ plati podminky piedchozi véty. Necht déle je

. 1y
m, (h(x)) =V
potom je F € D(G,).

Uvedené podminky von Miesese jsou jen postacujici, navic pozadujeme existenci
prvni a druhé derivace d. f. F. Nejsou proto pouzitelné na rozd€leni, ktera nespliuji
piedpoklad existence téchto derivaci.

Gnédénko (1943) nalezl postacujici 1 nutné podminky pro to, aby dana distribucni
funkce F pattila do sféry pfitaZlivosti G, .

Véta 2.9

1) F € D(Go) pravé kdyz
x* < o0 3 lim 290 (E+25(2))
x-x*  F(@©)
kde g(t) je spojita a monotonni kladna realna funkce.

= exp(—x), pro vSechna realna x,

2) FED(G,),y>0pravékdyzy >0ay = i,
= 1
x =00, lim 2 = 7y = t~* , pro vSechnat > 0.
t-x* F(x)
3) FED(Gy),y<0prévékdy2y<0ay=— %,

= 1
. F(x*— — y
x* <00,11mM— t v =t% pro vSechnat>0.

tox* F'—x)

Vyse uvedené podminky nejsou konstruktivni v tom smyslu, Ze neumoznuji nalézt
diive uvedené posloupnosti {a, > 0},{b,} nutné pro normalizaci ndhodné veli¢iny M,,.

10
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Ovsem pomoci téchto podminek zavedl de Haan (1970) dilezit¢ pojmy, které umoznuji
dikladnéjsi analyzu zékladnich postupt pfi praci s extremalnimi statistikami.

Definice 2.10 (pravidelné se ménici funkce)

Rekneme, Ze kladna a méfitelnd funkce f:R* — R se nazyva pravidelné se ménici
funkce (v nekonecnu) (regular variation) s indexem «, prave kdyz

lim 22 —

a
im =S x%x>0.

Takovouto funkci znacime f € R,. V pfipadé¢ hodnoty a = 0, nazyvame funkci
f € R, pomalu se ménici funkei (v nekonecnu).

Pro dalsi komplexngj$i analyzy jsou zavedeny zobecnéné pojmy pravidelné se
meénicich funkeci.

Definice 2.11 (rozsiteni pojmu pravidelné se ménicich funkci a tfida funkei IT)

Pfedpokladejme, ze f: R™ — R je méfitelna funkce, pro kterou existuje kladna realna
funkce a takova, ze pro vSechna kladna realna ¢isla X plati

. fa0)-f@) _
tll_)rg e 7(x), (2.7)

kde t(.) je nekonstantni funkce definovana takto:

bl %0
7(x) = y Y "pro vSechny x € R.
log(x), y=0,

Navic je a € R,,.

Potom funkci f nazveme rozsifené¢ pravidelné se ménici funkci. PiSeme f € ER, a
funkci a nazveme pomocnou funkei pro f.
Pro ptipad y = 0 tikame, ze f nalezi tfid¢ IT a piSeme f € IT nebo f € I1(a).

2.4. Volba normalizované posloupnosti an a bn

Uved’'me nyni dvé zadkladni véty s komentarem. Jde o tvrzeni formulovana a dokdzana
Laurensem de Haanem.

Véta 2.12 (de Haan, Ferreira (2006), Véta 1.1.2)

Bud'te {a,, > 0} a {b,} dvé realné posloupnosti a G nedegenerovana d. f. Nasledujici
vyroky jsou ekvivalentni:

11
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i lim F*(a,x + b,) = G(x) (2.8),
n—>0o

ve vSech bodech spojitosti G.

ii. Lim t{1 - F(a(®)x + b))} = —logG(x) (2.9)

ve viech bodech spojitosti G, pro které 0<G(x) <1,a(t) = ap,
b(t) = by ([t] oznacuje celou ¢ast t).

1. [m a0

U(tx)—b(t) _

= D(x) (2.10)

pro vSechny kladné body spojitosti funkce D(x) = Gt (exp (— %)) ,

a(t) = afe] ,b(t) = b[t] .

Z predchozich tvrzeni jiz vime, Ze G(x) = G,(x) pro jisté y. Protoze je tvar této

’ o v e e, , . -1 . i
funkce zndm, miiZeme popsat i jeji inversni funkci G, (x) jako:

Gy_l(x) — { y(-logx)¥ ¥

! l,y;tO

—log(—logx), y = 0

pro 0 <x < 1. Dale mizeme urcit i funkci D(x) :

D(x)= G1 <exp <— %)) =D, (x) = {

(

pro vSechna x > 0.

1 1 x¥-1
——= , y+0

y <—log <exp (- %)))y v
—log <—log <exp (— %))) —logx, =0

(2.11)

Na zaklad¢ téchto vypoctl je mozno preformulovat predchozi vétu na nasledujici

tvrzeni.

Véta 2.13 (de Haan, Ferreira (2006), véta 1.1.6)

Necht' y € R auvazujme d. f. G, jako v pfedchozich tvrzenich. Potom jsou nasledujici

vyroky ekvivalentni:

i.  Existuji dvé realné posloupnosti {a,, > 0}, {b, } takové, Ze

lim F"*(a,x + by) = G, (x), (2.12)
n—>0oo

12
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ve v8ech bodech spojitosti funkce G, .

Existuje kladna funkce a takova, ze pro X > 0 plati

U(tx)—b(t) _ox¥-1
lim === = D,(x) = o (2.13)

kde pro y = 0 je prava strana interpretovana jako log x.

Existuje kladna funkce a takova, ze
1
tlim t{l —F(a(®)x+U@))} = —logG,(x) = (1+ yx) v,

ve viech bodech x spojitosti funkce G, , kde navic 1 + yx > 0.

Existuje kladna funkce g(x) takova, ze

— 1
lim Z&9) (1 4 )y (2.14)

x-x*  F(t)

pro kazdé x, pro které je 1+ yx > 0. Navic posloupnosti {a, > 0}, {b,}
uvedené v ¢asti 1) této véty miizeme urcit jako

a, = a(n), b, = U(n).

Funkce g z pfedchoziho vztahu je uréena takto: g(t) = a (%) :

Podminka v ¢asti ii) byla poprvé uvedena v de Haan (1984) a nazyva se podminkou
prvniho Fadu (first order condition). Z &asti ii) déle plyne, ze F € D(G,) < U € ER, .

Laurens de Haan (1984) upravil také postacujici podminky, které formuloval
von Mieses, s pouzitim kvantilové funkce chvostu U.

Véta 2.14

Uvazujme platnost podminek véty 2.4. Jestlize

lim (55) = v,

nebo ekvivalentné

1 P
1 — —— =-v-1 2 1
e he 0 Y (2.15)

nebo uzitim kvantilové funkce chvostu

LU _ y—1,

e

potom je F € D(G,).

13
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Podobné je mozné pomoci kvantilové funkce chvostu U prepsat i nutnou a postacujici
podminku formulovanou Gnédenkem.

Véta 2.15
Necht y # 0.Potom F € D(G,) &

1. Proy >0aprox>0

Uitx) _ .y .
Jm = = x¥ & UE€ER,,;
2. Proy<0Oaprox>0
U(0)— U(tx) _

lim

= yV _
tooo U(0)—U(t) xV & U(») Ue RY

Dtikazy obou ptedchozich vét 1ze nalézt v de Haan, Ferreira (2006). Ob¢é véty ukazuji
vztah funkce U a tfidy pravidelné se ménicich funkei.

Poslednim problémem, ktery zbyva vyiesit, je nalezeni vhodnych posloupnosti
{a, > 0}, {b,,}, které potifebujeme pro normalizaci feSeného problému. Jak uz vime, volba
téchto posloupnosti neni jednoznacna de Haan, Ferreira (2006).

Véta 2.16 (Volba vhodnych posloupnosti, Gnedenko (1943), de Haan, Ferreira (2006))

Necht F € D(G,), potom
Ttida I.  y =0,
lim F*(anx + by) = exp(—exp(=x)) = A(x)
pro libovolné redlné X zvolime
_ 1 _ 1
= F'(1-—)-F 1(1—;) = U(ne) — U(n)
_ 1
by=F(1-2)=U®)
Ttida 1. y >0,
1
lim F*(a,x + b,) = exp (—x_l_') = @1(x)
n—-oo y
pro vSechna x > 0 zvolime
_ 1
@, =F1(1-2)=Um)
b,=0
Ttida III. ¥y <0
1
lim F™(a,x + b,) = exp (—(—x)_?) =¥ 1(x)
n—-oo y
pro vSechna x < 0 zvolime
a, = x* — F‘l(l—%) = x*— U(n)

Ak
b, =x

14
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Tuto konstrukci posloupnosti {a,, > 0}, {b,,} pouzivame v piipadé, jestlize mizeme
predpokladat, Ze d. f. F naleZi do jedné konkrétni tiidy.

Pro vétSinu dulezitych a zndmych ndhodnych veli¢in uvedené posloupnosti umime
zkonstruovat.

Konstrukci posloupnosti {a, > 0}, {b,} se zabyval také Laurens de Haan. Vyuzil
postacujici podminky von Mises uvedené ve vété 2.7 a ziskal nésledujici tvrzeni.

Véta 2.17
Necht F € D (Gy) a necht’ jsou splnény predpoklady véty 2.7.

Potom

11
h(bn) N nf(by)

a, = =nU(n).

Musime ovSem podotknout, Ze takto vytvofené posloupnosti jsou jiné nez

posloupnosti v pfedchozi vété. Podstatné je vSak to, ze v této vété nepiedpokladame zadné
informace o tom, do jaké t¥idy patii d. f. F.

15
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2.5. Odhady parametri

Odhady parametrii vysledného extremalniho rozdéleni jsou pocate¢nim bodem
V statistickém vyvozovani zavéri z hodnot dané populace. Existuji dva zakladni pfistupy.

Klasicky pfistup je parametricky, kdy se snazime za pomoci piedpokladu znalosti
daného rozdéleni a pomoci standardnich metod najit vztah mezi daty a parametry o¢ekavané
limity vybérovych maxim. Zakladni ulohy pak spadaji do oblasti teoriec odhadu a do oblasti
testovani hypotéz. V této praci se nebudeme témito pristupy zabyvat.

Druhou moznosti je semiparametricky piistup. Parametricky pfistup vzbuzuje
v n¢kterych situacich otdzky a pochyby o spravnosti piedpokladii. Pii vypoctech pouzivame
empirickou d. f., ktera aproximuje skute¢nou d. f. F a parametricky model je potom nutno
upravit na asymptoticko parametricky. Vysledky se potom zdaji byt nepfesvédCivé a
nerealistické.

Navic v mnohych aplikacich EVT neni hlavnim problémem popis dat pomoci
teoretického a nerealistického modelu, ale podstatou je popis ,,chovani“ extrémnich hodnot.

V sedmdesatych  letech minulého stoleti pocinaje  pionyrskymi pracemi
Pickandse (1975) a Hilla (1975) se objevil novy pfistup pro statistickou inferenci v EVT.
Tento novy pfistup se nazyva semiparametricky ptistup. Tento termin odrazi skutecnost, ze
hlavnim zajmem zlstavd odhad parametrii extrémnich udalosti specidlné¢ EVI, zaroven vsak
uzivame castecné predpoklady o neznamé d. f. F. Pocatek vyvoje téchto metod je svazan
pfedevsim se jménem Laurens de Haan.

Pfi pouZzivani semiparametrického pfistupu nemame k dispozici zadny parametricky
model, ktery by zavisel na parametru tvaru y. Neptfedpokladame nic ani o tvaru d. f. F.
Podstatné jsou ptredpoklady o chovani chvostu, z nichz chceme ziskat podstatné zavéry.
Pomoci tohoto pfistupu ziskame informace o tom, do jaké téidy patii d. f. F.

Z podminek véty 2.12 vyplyva, Ze

. F(t+xg(t) _ -

pro vSechna x, kde je 1+ yx > 0.
Dale plati

F (t+xg(t)) =
Txg = Fyix>¢(t + g(t)x)

Tato rovnost inspirovala autory ¢lankti Balkema, de Haan (1974) a Pickands (1975)
k zavedeni zobecnéného Paretova rozdéleni.
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Definice 2.18 (Zobecnéné Paretovo rozdéleni)

Zobecnéné Paretovo rozdéleni (GP) je popsdno pomoci nasledujici distribu¢ni funkce

1
H,(x) = {1—(1+yx) v,1+yx>0,x =0, y #0 (2.16)
1 —exp(—x),x =0, ,y=20

Pro y <0,y =0,y > 0 se GP redukuje postupné na beta rozdéleni, exponencialni
rozdéleni a Paretovo rozdéleni.

Z definice 2.18 vyplyva, ze

F _ _
Jim, W = 1im Fpyoe (¢ + g (0%) = Ty () =

1
:{(1+yx)_7,1+yx>0,x >0 ¥y 0
exp(—x),x =0 , y=20

nebo ekvivalentné
) x—t
)gl_gcl*FXlX>t(t +g()x) =H, (%)'

kde H,(.) je GP a g(t) je funkce z Véty 2.12 .

Z posledni rovnosti vyplyva, Ze pro dostatecné velké x > t, mize byt chvost d. f. F
aproximovan vyrazem

F(x) = F(©) <1 —H, (;%)) 2.17)

Z tohoto vztahu je ziejmé, e hodnotu F(x) lze pro dostate¢n& velkd x aproximovat
vhodnou volbou dostatecné velké hodnoty t. VéEtSinou ji volime jako X;,_k.,. Tato hodnota se
obecné nazyva prah (threshold), inference je potom zaloZena na nejvyssich k+1 pofadkovych
statistikich a ne jen na vybérovém maximu M,. Jde o sprdvnou myslenku, protoze je
nerealistické predpokladat, Ze jen vybérové maximum (jedno pozorovani) obsahuje

podstatnou informaci o chvostu distribuéni funkce. Je proto vhodnéjsi inferenci zaloZit
na mnozin¢ nejvyssich poradovych statistik.

Intuitivné, jestlize se bude zvétSovat n, bude se zvétsovat i k. Volba hodnoty k bude
potom ziejme zaviset na zmén¢ n takto:

1. k= k,,kdek =k, - oo, jestlizen — oo, (2.18)
2. k;" - 0, jestlizen — oo, (2.19)
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Posloupnost k,, nazveme prostifedni (intermediate), jestlize spliiuje piedchozi dvé
podminky. Podobné potadkovou statistiku nazveme prostifedni poradkovou statistikou, jestlize
hodnota k spliiuje ob¢ ptedchozi podminky.

Urceni hodnoty k je dulezitd otdzka v semiparametrickém piistupu. Volba spravné
hodnoty k neni jednoducha a mnoho autord nabizi rizna feSeni, zadné z nich ale nemtzeme
piijmout obecné.

Necht' {X;, X5, ..., X, } jsou i.i.d. ndhodné veli¢iny s d. f. F. Nevychylenym odhadem F
je empirické distribu¢ni funkce

Z?: I(—oox (x7)
Fn(x) = ! (n =

, (2.20)

kde I,(.) je charakteristicka funkce mnoziny A. Uzijeme-li aproximaci chvostu d. f. F
pro hodnotu t = X, _k.n @ zvolime — li k = k, — oo, S — 0,n — oo ziskame nasledujici

vztah

— — —Xn—kmn
F(X) = F(Xn—k:n) <1 - H)/ (m)) X > Xn—k:n ’

vyuZijeme — li nyni dale vztah F(X,_p.) = E,(Xp—gn) = S a fakt, ze

9Xn_km) = a (;),

F(Xn—k:n)

ziskame po uprave vztah

F(x) = S(l - H, <x_j("ﬂ')k:n>> X > Xpoken -

Tedy abychom zjistili hodnotu posledni aproximace, potfebujeme odhadnout ,,shape®

parametr y a konstantu a (%) Tato aproximace je spravna pro hodnoty X, které jsou vétsi nez

Xpn_k:n @ dokonce 1 pro hodnoty vétsi nez X,,.,, .

V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat jen nejznaméj$imi semiparametrickymi odhady
parametru y. Pijde tedy o omezeny vycet téchto odhadii, mnoZina vSech moznych odhadi je
prili§ Siroka, nékteré jsou vytvofeny jen unikatné pro urcity typ dat, jiné jsou predevSim
upravou praveé téch nejznaméjsich, prace proto nemize popsat zdaleka vSechny. Dilezité je
popsat ty odhady, které jsou vyznamné i pro jejich vlastnosti.

Dosud jsme vychézeli z pozadavkl zformulovanych ve vété 2.11, cast iii), které se
nazyvaji podminky prvniho fadu. Pro dal$i vlastnosti naptiklad asymptotickou normalitu je
nutné tyto podminky rozsifit. Systém téchto podminek se nazyvd podminky druhého radu.

Tyto podminky ndm garantuji vhodné vlastnosti odhadt EVI. Podminky prvniho fadu
znamenaji, ze
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x¥ —1

= Dy(x) = y
logx, y=0,

. U(tx) — b(t) 0,
FeD(Gy)@tlLrgJ;T v#

pro kazd¢ x > 0 a pro kladnou méfitelnou pomocnou funkci a, pro niz platia € R,,.

Jak jsme uvedli vySe, s rostouci velikosti vybéru n se také zvétSuje hodnota k - pocet
prostfednich poradovych statistik pouzitych pro odhad y. OvSem pfilis velké k vede
ke zvySeni rozptylu v odhadech EVI. K tomu, abychom tento rozptyl fidili, musime ziskat
dodate¢nou informaci o chvostu d. f. F. Tato informace je znama podminky jako podminky
druhého tadu. Pomoci téchto podminek mtizeme nalézt resp. odhadnout rychlost konvergence
podminek prvniho tadu. Pfi volbé k pouzijeme tedy pravé tyto podminky, které budou
rozhodovat o pfimétené rychlosti konvergence.

Definice 2.19 (Podminky druhého Fadu — Second order conditions)

Rekneme Ze funkce U (nebo s nim asociovana d. f. F) splituje podminky druhého fadu,
jestlize existuje kladnd funkce a(t) a jestlize existuje kladnd nebo zaporna funkce A(t)
nemeénici znameni v okoli nekonec¢na, pro niz plati navic tli)mooA(t) = 0 tak, Ze existuje

funkce

Ut)-U®)  x¥-1

_ lim a(t) 14
H(x) = fe  am , x>0 (2.21)

Funkci A vystupujici ve vySe uvedeném vyrazu nazveme pomocnou funkci podminky
druhého fadu.

Pro daldi pfistup je nutné uréit funkci H(x) a jeji vlastnosti. Uplnou odpovéd’ nam
dava nasledujici véta.

Véta 2.20 (de Haan, Ferreira (2006), Véta 2.3.3 a doplnék 2.3.4)

Ptredpokladejme, ze plati (2.21) a funkce H neni nasobkem funkce D, a neni identicky

rovna nule. Potom existuje kladna funkce a a funkce A kladna nebo zaporna (neménici
znaménko v okoli nekone¢na) a parametr p < 0 takovy, Ze

x¥ -1

l(x”logx——) P =0#y
lim LEO by @) y1 p-1 '
10 = H,,(x) = ;(" — - zogx) p£0=7, (2.22)

t > oo A(t)
1
~(log x)? p=0=y.

pro x > 0.

Parametr p se oznacuje jako parametr druhého fadu a popisuje rychlost konvergence
podminek prvniho fadu.

Navic funkce A(t) ma nasledujici vlastnost
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A(tx) _ p
tooo A(t) o

pro x > 0. Tedy |A| € R,.

Funkce A popisuje rychlost konvergence podminek prvniho fadu. Jestlize je p < 0 je
konvergence polynomidlniho typu a jestlize je p = 0 je konvergence pomalejsi, naptiklad
logaritmickd. Rychlost konvergence posloupnosti k,, musi byt ve shodé s rychlosti
konvergence podminek prvniho fadu. Poznamenejme, ze platnost podminek druhého tadu
implikuje platnost podminek prvniho fadu.

Dekkers, de Haan (1989) ukéazali, Ze podminky druhého fadu plati pro vétSinu
znamych n. v. (normalni rozd€leni, gama rozd¢€leni, exponencialni rozd€leni, rovnomérné
rozdé¢leni, rozdé€leni Paretova typu atd.).

Pro konstrukci n€kterych odhadi, pro stanoveni intervalovych odhadii EVI a stanoveni
rychlosti konvergence jednotlivych odhadt ke skute¢nym hodnotdm EVI byly déle zavedeny i
podminky vys$ich fadu. Detaily je mozné nalézt v Gomes, de Haan, Peng (2002), Fraga Alves
at all. (2003), Fraga Alves at all. (2006).

V nésledujici Casti ptistoupime k popisu jednotlivych vyznamnych typt odhadi EVIL

Pted timto krokem ale znovu sjednotime oznaceni, abychom se v dal§im vyhnuli zmatkim.

Necht’ {X;, X5, ..., X;,} je ndhodny vybér o rozsahu n a necht’ F je distribuéni funkce takova, ze

F e D(Gy), pro né¢jaké y € R, kde G, je definovand v (2.5). OznaCme dale X;., < X5, <

« < Xn.n, které odpovidaji potadkovym statistikdm v neklesajicim uspofadani. Nasim cilem

je nalézt odhad parametru y odpovidajici prostiednim statistikdm X,,_p.,,k=1,..,n—1
(odpovidajici k + 1 nejvyssim pofadovym statistikam).

2.5.1. Hilliv odhad EVIy >0
K zavedeni Hillova odhadu je mozné vyuzit ¢ast 2. z véty 2.9. V ni je uvedena nutna a
postacujici podminka pro ptipad, ze F € D(Gy) proy >0:

1-F(tx) _ —%
t—oo 1-F(t)

Tento vyraz je ekvivalentni s

0 d
JCa-Fe)T .

I
e 1—F(b)
dale pouzijeme integraci per partes, plati

f(l - F(s))% = J(logu —logt)dF (u),

nyni dosadime do ptivodniho vyrazu a je
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; ftoo(log u—logt)dF(u)
lim =
t—oo 1-F(t)

(2.23)

Pro odvozeni odhadu nyni vyuzijeme asymptotickych vysledkii, nahradime v (2.23)
parametr t hodnotou prostfedni pofadkové statistiky X,,_x., @ d. f. F nahradime empirickou
distribu¢ni funkci F, definovanou v (2.20). Tedy

fxoz_k:n(logu - lOan—k:n)an(u)
1- Fn(Xn—k:n) B

14

Definice 2.21 Hilluv odhad

Necht' ze F € D(Gy) ay > 0, potom Hillovym odhadem parametru y nazveme

A~ 1 _
Yu(n, k) = ;Zf:ol log Xy _in — 108 Xy i (2.24)

Tento odhad byl formulovdn v ¢lanku Hilla (1975). V dal$im uvedeme nékteré
podstatné vlastnosti tohoto odhadu. Tento odhad je nejzndméjSim a nejvice uzivanym
odhadem EVI, o jeho vlastnostech byla napséna celd tfada clankli. Je implementovan
v mnohych zakladnich statistickych programech.

Uved’'me nejprve konzistenci odhadu.
Véta 2.22 (Slaba konzistence Hillova odhadu)

Necht’ Xy, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht dale F € D(Gy), kde y >0 a necht {k,} je
posloupnost redlnych ¢isel splitujicich (2.18) a (2.19), potom

P
Vu (k) =y
Dtikaz daného tvrzeni je uveden napiiklad v de Haan, Ferreira (2006), véta 3.2.2.

Véta 2.23 (Silna konzistence Hillova odhadu)

Necht’ X3, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht dale F € D(Gy), kde y >0 a necht {k,}je
kn
log(logn)

posloupnost Cisel spliujicich (2.18) a (2.19) a necht’ dale plati — 00, potom

N S.J.
Vu (k) —y
Dtikaz tohoto tvrzeni je uveden napt. v monografii Embrechts et all. (1997).

Diilezitou teoretickou ale 1 praktickou vlastnosti Hillova odhadu je jeho asymptoticka
normalita.

21



Extremalni rozdéleni

Véta 2.24 (Asymptoticka normalita Hillova odhadu)

Necht' X3, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veliCin se
spole¢nou distribucni funkci F. Necht’ tato distribu¢ni funkce spliiuje podminky druhého tadu
z definice 2.19, tj. prox >0

Uxt)-U(t)
P ———= —D, (%) _
lim a(t) vy xP 1’ (2.24)

t > o A(t) - p

kdey >0, p <0, 4 je kladna nebo zaporna funkce, pro kterou gim A(t) = 0.
Potom

VE Gui) =1 5 N (7).,

kde N je normalni rozdéleni a jestlize {k = k,}je posloupnost &isel splfiujicich (2.18)
a (2.19), navic plati

lim vk 4 (3)=2 (2.25)

Véta 2.24 je zformulovana a dok4zéna naptiklad v de Haan, Ferreira (2006) jako véta
3.2.5.

Poznamka 2.25

V nasledujicim textu uréime fad konvergence posloupnosti {k,} pro jeden specialni
ptipad. Necht’ tedy dale je

-1 _1.p
1—F() = cix ¥+ cyx V+Y(1 + 0(1)), X — 00 (2.26)

s konstantami ¢; > 0, ¢, # 0, y > 0, p < 0. Lze ovétit, Ze potom plati podminky druhého
radu.

Parametr p tidi obecné rychlost konvergence asymptotické normality Hillova odhadu
V. V ptipadé¢ distribu¢ni funkce, pro kterou plati (2.26), jsou podminky druhého fadu splnény

P P
A(l_i(t)) = py lcye 7y, odtud A(t) = pylc, ¢ 7ity, navic jestlize plati (2.25)

S A >0, potom je mozné ovéfit, Ze
2
ke~ (— o1 )P, (2.27)

Rychlost konvergence ve véts 2.24 je proto fadu ni-2¢ .

Hilltv odhad je uzivéan v teoretickych, ale 1 praktickych situacich. M4 vsak 1 n¢které
negativni vlastnosti. V prvni fad¢ je zapotiebi pfipomenout, ze neni invariantni vzhledem
K posunuti, naopak je invariantni vzhledem k zméné méfitka. Podobné jako i u jinych odhadu
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je velmi citlivy na spravné urceni hodnoty k. V pfipad¢ ptili§ malych nebo piili§ velkych
hodnot k dochazi v tomto odhadu k velkym zkreslenim vysledku.

Odstranit nedostatky invariance tohoto odhadu vuci posunuti se pokusila fada autord.
Napriklad Fraga Alves (2001) upravila Hilltiv odhad takto:

% 1 - n—im—4n-kmn
P (ko k) = =210 log (astatacken ) (229)

Xn—ko:n_Xn—k:n

k k , v , “1r . , e e,
kde k — o0, ky = 00,~ = 0,70 — 0. Ve vySe uvedeném ¢lanku je ukazana slaba i silna

konzistence i asymptotickd normalita odhadu. Zaroven je zde studovana optimalni volba
parametru k .

V préci Caeiro, Gomes (2002) autoti zavedli a studovali vlastnosti upraveného Hillova
odhadu

1

2a) 2
. @ (MEY)
Vu,ce(h, a) = M@0 (F(2a+1)) , (2.29)

kde I'(.) je gama funkce a
M (k) = 3 E 1 10gX i — 10gXnien)® @ >0 (2.30)

Odhad ¥ ¢¢ je Hillova typu, navic krom¢ vlastnosti invariance vzhledem k méfitku je
invariantni vzhledem k posunuti. Odhad je slabé i siln¢ konzistentni a asymptoticky normalni.

Na tuto préaci navazali Li, Peng, Nadarajah (2008) a zkonstruovali odhad nasledujicim
zpusobem

1

. __r@  (MZ9%ob))\?
Vu.pn (ko k) = D (oo ( rZat) ) ,a=1 (2.31)
kde I'(.) je gama funkce a
[24
(@) — i ko—1 Xn-in—Xn—kn
M (ko ) = 231, (logx—n_kom_xn_km) L a>0 (2.32)

Autofi prokdzali platnost slabé konzistence a asymptotické normality. Navic se jim
podafilo odvodit asymptoticky rozvoj odhadu (2.31), pomoci né¢hoz déle konstruovali
intervalové odhady pro EVI.

2.5.2. Pickandsiv odhad EVIy € R

Ptipojme opét kratkou motivaci k odvozeni tohoto odhadu, ktery je jednim z prvnich
odhadli EVI y. Byl uvetejnén v €lanku Pickandse (1975) prakticky soubézné s ¢lankem Hilla
(1975).
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Podle véty 2.13 cCast iii) je pro libovolné y € Rax >0

Ultx)-U(t) _ x¥V-1
tooo  a(t) v

protoze je funkce U monotonni, plati tento vztah lokdlné¢ stejnomérné. Proto muzeme
pro0<x,y < oo psat

U(tx)-U(t) _ x¥-1

t—oo U(ty)-U(t) o yy_l’ (233)
Nejdiive upravime nasledujici zlomek
Xn—kn—Xn—2km — Xn—kn—Xn-4km _ 1 (2 34)

Xn—2kn—Xn-skm Xn—2kn—Xn-akm

Zavedeme dale pomocné oznaceni X,_;.,, = U(Yp_i.n), potom maji nahodné veli¢iny
Y,_in spolecnou distribu¢ni funkci rovnou 1 — 1/x. Vyuzijeme — li Lemma 3.3.2 v de Haan,
Ferreira (2006), miiZzeme vyraz (2.34) upravit nasledujicim zpiisobem

Yn—k:n _
Xn—kn — Xn—2km _ Xn—kmn — Xn—akmn 1= U(Yn_4k:n Yn—4k:n) U(¥n-41cn) 1
Xn—2kn — Xn-akm Xn—2km — Xn-akem U (@ Yy —ak: ) — U(Ypeakm) '
Yok 7THET nosEn
Podle vyse uvedeného lemma plati
P P
Yn_kn -4 a Yn_2kn -2, (235)

Yn—skn Yn—skn
Pouzijeme — li nyni (2.28) a (2.30) ziskdme

Xn—k:n - Xn—Zk:n p4Y—1

- —1= 2]’
Xn—Zk:n - Xn—4k:n 2v -1

Z tohoto vysledku jiz mtizeme odvodit Pickandstiv odhad.
Poznamka 2.26

Pti vySetfovani zobecnéného Paretova rozdéleni (definice 2.18) bychom zjistili, Ze
Y- Y-
hodnota % je jeho medianem a hodnota % je jeho horni kvartil. Pickandstv odhad tedy

vytvaiime pomoci kvantili vysledného limitniho rozdéleni, zatimco Hillliv odhad vytvaiime
pomoci momentu tohoto limitniho rozd¢€leni.

Definice 2.27 Pickandsav odhad

Necht F € D(Gy) , ¥ € R . Pickandsovym odhadem parametru y ozna¢ime

o 1 Xn—kn—Xn-2k:n
Pp(n k) = o log (FroteZazzen ) (2.36)

Xn-2km—Xn-4km
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Vlastnosti tohoto odhadu zavedl a vySetfoval nejdiive Pickands (1975) a vysledky
rozsifili Dekkers, de Haan (1989).

Véta 2.27 (Slaba konzistence, Pickands (1975))

Necht’ X, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in se
spole¢nou distribu¢ni funkei F. Necht' dale F € D(Gy) a {k} je posloupnost redlnych cisel
spliujici podminky (2.18) a (2.19), potom

P
?P (n) k) - y
Véta 2.28 (Silna konzistence, Dekkers, de Haan (1989))

Necht’ X, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht dale F € D(Gy) a necht’ {k,} je posloupnost Cisel

spliiujicich (2.18) a (2.19) a necht’ dale plati log(klﬁ — 00, potom
7o i) =S v.

Podobn¢ jako u Hillova odhadu je Pickandstiv odhad asymptoticky normalni.

Véta 2.29 (Asymptoticka normalita Pickandsova odhadu)

Necht’ X3, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht tato distribuéni funkce spliiuje podminky druhého fadu
z definice 2.19, tj. prox >0

. UGH-U®
lim —a@m  D® o x"—11

t - o A(t) p
kdey > 0,p <0, 4 je kladna nebo zaporna funkce, pro kterou tlirn A(t) = 0.
Potom pro posloupnost realnych ¢isel {k = k,,} spligjicich (2.18) a (2.19) a
. n
lim vk 4 3) =2, (2.37)

kde A je realné ¢islo, plati

d
VEk (p(n k) —y) - N(l by,p; VAR, )’

kde N je normalni rozdéleni s parametry:
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(4 Py((47*P — 1) — 2V + D27 - 1))

) < 01 01
p2¥(p+y)(2Y—1)log2 P r
by,= 14 1—27PtL  4-p 0 =0
| p%(log2)? p=oy="0
1, p=0,
a
22+l 41
y* ( ) 0,

(
I
44 (log2)* (2r — ¥’

L4 (log2)4' r=>0

Ditikaz tohoto tvrzeni je uveden napiiklad v de Haan, Ferreira (2006), véta 3.3.5.

Pickandstiv odhad je snadno aplikovatelny, je relativné jednoduchy a je na rozdil
od mnohych dal§ich odhadii invariantni vi¢i posunuti i zméné méfitka (scale/location
invariant) a je aplikovatelny pro libovolnou hodnotu y € R. Zaroveil ovSem ma tento odhad i
velmi negativni vlastnosti, je charakterizovan velkym asymptotickym rozptylem a velkymi
zménami optimalni hodnoty k, takZe je velmi obtizné provést skute¢nou optimalni volbu
prostfedni pofadové statistiky vhodné k urceni hodnoty odhadu. VSechny pozitivni i negativni
vlastnosti inspirovali velké mnozstvi autorti k Gpravam tohoto odhadu, které¢ by nckteré
negativni vlastnosti odstranily. Mezi mnohymi uved’'me naptiklad Dreese (1995) nebo Segers
(2005). Drees definoval upraveny odhad zaloZzeny na kombinaci Pickandsovych odhadt
s riznymi volbami pocatecnich indext k. Tento typ posléze zobecnil ve své praci Segers:

s 1 Xn—[ck]:n_Xn—k:n >
c,v) = lo ( . 2.38
VP,S( ) logv 9 Xn—[cvk]n—Xn—[vk]m ( )
Ve své praci prokazal slabou i silnou konzistenci i asymptotickou normalitu tohoto
odhadu. Zaroven zjist'oval optimalni volbu parametri c , v ve smyslu MSE.

2.5.3. Momentovy odhad EVI proy € R

Tento odhad je zaloZen na takové modifikaci Hillova odhadu, aby byl platny
pro libovolné redlné y. Jestlize totiz aplikujeme Hilliv odhad na piipady, kdy y < 0, zjistime
snadno, Ze pro ptipad, ze U(o0) < 0, nejsou vyrazy, které se nachazi v Hillové odhadu viibec
definovany. Abychom upravili hodnotu U(c0) > 0, musime posunout data. OvSem toto
posunuti ma vliv na chovani Hillova odhadu, ktery neni obecné invariantni vzhledem
Kk posunuti. Pro dalsi potieby zavedeme jeste nasledujici definici.

26



Extremalni rozdéleni

Definice 2.30

Necht' X3, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veliCin se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht’ dale F € D(Gy), x* = U(w) > 0. Potom

j 1 - .
Mr(L{l)c =X Z;{:Ol(lo.gxn—i:n —logXn—n)’ (2.39)

Da se dokézat (napiiklad lemma 3.5.1 v de Haan. Ferreira (2006)), ze Hilliv odhad
pro y < 0 konverguje k nule. Nepiinasi tedy pro nekladné hodnoty y zadnou informaci.
Jestlize pouZijeme vySe zminéné lemma 3.5.1, plati pro y < 0 a {k = k,} spligjicich (2.18)
a(2.19)

(M) P 12y
W - TR (2.40)

kde y- = min(y,0) ay, = max(y,0), protoze dale plati

P
Yu(n k) = vy, (2.41)

muzeme vhodnou kombinaci jiz ziskat odhad obecného y. Zvolime nasledujici tvar

W 1 (M%)
Pu(n k) = MR +1- 31— (2.42)

Skutecné, jestlize nyni je:

P
1. y > 0.Potom je vyraz y,(n, k) — y+1—%(1—%)"1= y+1l—-1=vy

P
2. y=0.Potom je vyraz y,(n, k) >0+ 1 — %(1—%)‘1=0+1—1=0= y

|~

3. y < 0. Potom je viraz Py (n k) > 0+ 1 — (1_1_2y)_1_1_
Y . Potom je vyraz y,,(n, > 2(1-y) -

% (2(11—)/))_1 =Y

Nyni tedy jiz miZeme zavést definici momentového odhadu parametru y.

Definice 2.31 Momentovy odhad

Necht F € D(Gy) , Y € R. Momentovym odhadem nazveme vyraz

@ \?
~ 1 MTL. n
Pu(n k) = M3 +1- z<1 -] )

nkn

Podobné¢ jako oba ptedchozi odhady i momentovy odhad je slabé a siln¢ konzistentni.
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Véta 2.32 (Slaba konzistence momentového odhadu)

Necht' X3, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veliCin se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht’ dale F € D(Gy) a {k} je posloupnost realnych ¢isel
spliiujici podminky (2.18) a (2.19), potom

P

Dtikaz tohoto tvrzeni je uveden napiiklad v de Haan, Ferreira (2006) véta 3.5.2.

Véta 2.33 (Silna konzistence momentového odhadu)

Necht’ X, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in se
spole¢nou distribu¢ni funkci F. Necht dale F € D(Gy) a necht’ {k,} je posloupnost Cisel

spliiujicich (2.18) a (2.19) a necht’ dale plati “n

Glogtmy” ~ %> Pron€jakeé > 0, potom

~ a.s.
ym(m k) — .
Poznamka 2.34

Odhad mé sviij nazev proto, ze je odvozen z momentl prvniho a druhého tadu
zobecnéného Paretova rozdéleni.

Véta 2.35 (Asymptoticka normalita momentového odhadu)

Necht’ X3, ... , X, je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli€in se
spole¢nou distribu¢ni funkci F a x* > 0. Necht tato distribu¢ni funkce spliiuje podminky
druhého fadu z Definice 2.19 s y # p, necht’ dale posloupnost ¢isel {k = k,} spliuje (2.18) a
(2.19), necht’

. n
lim vk Q (3)=1 (2.43)
kde L >0 a Q@ je funkce definovana pomoci podminek druhého fadu pro log U(t) tj.
(A(t), y<p <=0
B—5a @<y <OV(0<y<-p)al #0))v=—-p),
Q) =1 , (2.44)
lmA(t), (O<y<-pal=0)) vy > —p>0),
A(), y>p=0,
i _ o
ahodnota l = t]l_)rg (A(t) ” ) potom
d
Vk(Pu(n k) — y) - N(Ab, ,; var,), (2.45)
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kde N je normalni rozd¢leni a konstanty b, , a var, jsou urceny takto

(_ (-ya-2y)

<
(1-y-p)(1-2y-p)’ y<p=0
y(1+y)
— <
-39 p<v =0 e
bro = oo - , 2.46
P (1+y)?’ O<y<-pal #0),
—,y,(_lyf;p (0<y< =p)al #0)v(y =—p>0),
a
]/2 + 1, y = 0,
var, = 1(1-y)?a-2y)(1-y+6y?) (2.47)

(1-3y)(1-4y) RO

Podobné jako u Hillova odhadu se objevila snaha upravit momentovy odhad tak, aby
dand uprava vedla k odhadu, ktery by zachoval invarianci vzhledem k méftitku a ktery by
navic ziskal invarianci vzhledem k posunuti.

Jednim ze zajimavych vysledkl jsou prace Ling, Peng, Nadarajah (2007a) a Ling,
Peng, Nadarajah (2007b). Autofi v nich studuji modifikovany momentovy odhad, vyuzivaji
zakladni praci Fragi Alves (2001), v niZ je definovan novy typ Hillova odhadu. Ten pouZzivaji
k odvozeni ,,nového* momentového odhadu.

-1

GCORS (2.48)

Vumen (ko k) = Mr(l )(kO' k) +1-— 2 1= M3 (ko k)

kde

ko—1

1 Xpcim — Xnrem
Mr(la)(ko'k)=—z<l0g n—imn n k.n) a>0

kO = Xn—ko:n - Xn—k:n

proj = 1,2 a{k=kn)}, {ko = ko(n)} jsou posloupnosti, pro které plati 0 < k, <k a
plati pro né podminky (2.18) a (2.19).

V uvedenych ¢lancich byla dok4zana slaba konzistence odhadu a navic i asymptoticka
normalita a odvozeny vztahy, z nichz bylo mozno konstruovat intervalovy odhad EVI.

2.5.4. Odhady EVI zaloZené na technice PORT (The Peak Over Random
Threshold)

VétSina dat, na kterd bychom radi aplikovali odhady EVI, mé tu vlastnost, Ze maji

stanovenou hranici, od které probiha méteni (kolisani hladiny mote, méteni teploty), proto je

velmi dilezité mit k dispozici odhad, ktery je invariantni vzhledem k posunuti a méfitku.
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V predchozim textu jsme nalezli upravené odhady typu Hillova resp. momentového odhadu,
které maji vlastnost invariance vzhledem k méfitku i posunuti (scale/location invariant).
V této Casti se zaméfime na jistou techniku, kterd umoziuje vytvaret odhady stejnych
vlastnosti.

Tato technika a metodologie, jak s ni pracovat, byla popsana v ¢lanku Aratjo, Fraga
Alves, Gomes (2006). Je zalozena na praci s upravenym vybérem, kdy ptvodni hodnoty
zmen$ime o ndhodn¢ stanovenou mez Xngm -

X9 = (Xn:n - an:n» Xn—l:n - an:n g e :an+1:n - an:n) (2-49)
kden, = [nq]l + 1 a

1. 0<g<1, pro df. F skonetnym nebo nekonenym levym krajnim bodem
x, = inf{x; F(x) > 0}, a proto je stanovena mez rovna empirickému kvantilu,

2. ¢ = 0 skoneénym levym krajnim bodem, potom je ndhodnd mez volena jako
vybérové minimum.

Parametr g nazyvame ladicim (tunning) parametrem.
Pouzita metodologie pro tvorbu takovychto odhadii je uvedena ve vySe zminéném

¢lanku. Zde jsou také odvozeny odhady zaloZzené na uvedené transformaci dat, které jsou
nazvany PORT — Hilltiv odhad

Va@ M k) = Vug(m k) (XT)
a PORT — Momentovy odhad

Pm@ (k) = Py, k) (X?) . Podobné jako u klasickych odhadi, kdy je podstatna
volba parametru k, je v tomto piipadé podstatna spravna volba (. Nabizi se volba g = 0, ale
ve vétsing€ pripadi pomoci ni vytvofime odhady, které nemusi byt konzistentnimi odhady y.
Naptiklad v ptipadé, Ze vytvotime PORT — Hillav odhad pro data pochazejici z modelu
s nekone¢nym krajnim bodem, vytvofeny odhad neni konzistentnim odhadem parametru v,
viz Gomes (2007).
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3. Metoda bootstrap

3.1. Uvod
Metoda bootstrap patii mezi tzv. intenzivni pocitacové metody pro statistickou
analyzu dat. Zakladni myslenku této metody uvetejnil ve svém ¢lanku Efron (1979).

Samotna metoda bootstrap je zalozena na principu pfevzorkovani vybéru (resampling),
tento princip nam poskytuje informace o vybérové nahodné veli¢iné a statistice
T, = T,(Xq, ..., X, F), kde Xi,...,X, jsou nezavislé stejné¢ rozdélené nahodné veliciny,
jejichz distribuéni funkce F neni nijak blize uréena. Jednoduchy princip pouziti vlastni
metody vedl k vytvofeni velkého mnozstvi teoretickych i aplika¢nich praci. Vzdyt' jen citaci
zakladniho ¢lanku je k dnesnimu dni vice nez 10 000.

Vlastni pouziti metody pievzorkovani poprvé vyuzil Hubback (1923), zabyval se
moznostmi odhadu sklizné ryze. Pfimo touto metodou byla stanovena vynosnost plodin
ve Velké Britanii (Fisher, Yates (1945)). Praci Hubbacka rozsitfil a teoreticky podpofil
Mahalanobis (1931), ktery pracoval s korelovanymi daty. Jeho metoda je vlastn¢ zdkladem
tzv. blokového bootstrapu pro zavislé udaje.

V 50-tych letech se rozvinula metoda tzv. ,half — sampling“. Tato metoda byla
pouzivana pii sCitani lidu v USA pro zlepSeni odhadii. Ideové myslenky jsou uvedeny
v ¢lanku Gurney (1962), metodu teoreticky i1 prakticky rozsifil Mc Carthy (1969a, 1969b).
Pti vlastni aplikaci metody ,half — sampling se postupn¢ budovali zaklady vyuziti.
PredevSim chtéli autofi zdkladni mySlenky metody ziskavat relevantni informace jako

z censu. V Sedesatych letech se jiz bézné uZivala. Pozd€ji metodu citoval ve své préci i
Efron(1979).

Vlastni myslenku bootstrapu uvetejnil Simon (1969), vytvoftil 1 proceduru pro pouziti
metody Monte Carlo pro tvorbu nahodnych vybéri z dané mnoziny dat Simon ((1974)).
Bohuzel se soustfedil od uvefejnéni clanku Efrona na prokazovéni svého prvenstvi v tvorbe
metody bootstrap.

Teoretickou zakladnou pro bootstrap je tzv. Edgeworthlv rozvoj. Na pfelomu 19. a 20.
stoleti na ni nezavisle pracovali CebySev (1890) a Edgeworth (1896, 1905). Pomoci
zékladnich principi mizeme prokazat konzistenci metody bootstrap v mnoha konkrétnich
obecnych situacich.
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3.2. Zavedeni metody bootstrap
M¢éjme nezavislé stejn¢ rozdélené nahodné veliciny (i.i.d) Xj,..,X,, jejichz
distribu¢ni funkce F neni nijak blize uréena. Ukolem je odhadnout nezndmy parametr
6 = 6(F) ndhodnych veli¢in X;,i =1,..,n. Podobné¢ bychom ovSem postupovali i
v ptipad¢, Ze chceme nalézt konfidencni interval pro tento parametr nebo dokonce i
pro stanoveni testu pro tento parametr.

Necht' je T,, = T,(Xy, ..., Xn, F) je statistika pro odhad parametru 6(F), oznaéme dale
U, = Vn (T, - 6) jako standardizovanou verzi této statistiky. Necht dale je

G,(x) =PU,(Xy, ..., X, F) < x), (3.1

distribu¢ni funkce statistiky Un. Ur€it tuto distribu¢ni funkci je v mnoha piipadech velmi
obtizné nebo dokonce neproveditelné, a to dokonce, 1 kdyz je distribu¢ni funkce F znama.

V piipad¢ znamé distribuc¢ni funkce F je mozno vyuzit metodu Monte Carlo a
generovat velké mnozstvi nezavislych ndhodnych vybéri zrozdéleni daného danou
distribu¢ni funkci F, pii kazdém opakovani odhadnout hodnotu dané¢ho parametru a skutecné
rozdéleni tohoto parametru aproximovat pomoci empirické distribuéni funkce ziskané
z danych vypoctenych parametru.

V piipad€ neznamé distribucni funkce F je mozno postupovat metodou, kterou navrhl
Efron (1979, 1982):

Nejprve zkonstruujeme klasickym zpiisobem empirickou distribuéni funkci Fn ,
definovanou takto:

Fu() = - S, I(X; < %), (3.2)
kde 1(M) je charakteristicka funkce (indikator) mnoziny M.

Je zndmo, Ze funkce F, jsou maximalné vérohodnymi odhady distribu¢ni funkce F,
Vv pfipad€, Ze nezndme Zadny parametr neznamého rozdéleni. Zakladnim principem metody
bootstrap je proto aproximace skute¢né distribucni funkce F jeji empirickou verzi F,. Jestlize
zvolime pevné x € R, pak jsou nahodné veli¢iny I(X; < x) nezavislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny s alternativnim rozdélenim s parametrem F(x). Proto je n E,(x), jakozto
soucet N nezavislych alternativnich rozd€leni se stejnym parametrem F(x), rovno
binomickému rozdé€leni Bi(n, F (x)). Odtud

E F,(x) = F(x), (3.3)
VAR E,(x) = % F(x)(1 - F(x)), (3.4)

Ze vztaht (3.3) a (3.4) se da odvodit, ze F,(x) je pro pevné X konzistentnim odhadem
distribu¢ni funkce F(x). Toto tvrzeni vyplyva z CebySevovy nerovnosti, viz napf.
Stépan (1987), tvrzeni IV. 1.10. Tedy pro libovolné € > 0 plati
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F(x)(1-F)x))

PURE) ~FOI > €) < ———

Proto pro pevné x € R je

lim P(|F,(x) — F(x)| > €) = 0.

Aplikujeme — li na F,(x) silny zakon velkych &isel, viz napf. Stépan (1987), véta
IV.2.1, zjistime snadno, Ze

E(0) S Feo), (3.5)

Nase uvahy se doposud omezovali jen na pevné X. Pomoci nésledujici véty 1ze ukazat
platnost vztahu (3.5) stejnomérné vzhledem k X.

Véta 3.1 (Glivenko - Cantelli)

Necht' Xj, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliciny se spolecnou distribu¢ni funkei F.
Ozna¢me dale F,, empirickou distribu¢ni funkci. Potom plati

P (Tllim sup|F,(x) — F(x)| —» 0) = 1.

% xeR
Diikaz:
Stépan (1987) véta IV. 2.3.
Necht je dale X7, ..., X, je nezavisly nahodny vybér z F, , tj. pti danych pozorovanich

X1, ., X jsou X7, ..., X, nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny, z nichz kazda nabyva

hodnot X;, ..., X;, S pravdépodobnosti % .

Definice 3.2

Necht' X, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny popsané pomoci d. f. F a necht
T(X1, ..., Xy, F) je funkcional. Bootstrapovou nahodnou veli¢inu odvozenou z T definujeme

Hpoot (x) = Pr, (T(X{, .o, X, ) < ). (3.6)
Poznamka 3.3

Pokud bychom chtéli zjistit distribu¢ni funkci (3.6) presné, museli bychom nalézt
vSech n™ moznosti (vybér se provadi s opakovanim). To je vSak jiz pro relativné malé
hodnoty n v realném c¢ase nemozné, napf. pro hodnotu Nn=50 bychom museli vySetfovat
zhruba 8,88.10%* moznosti, dokonce i kdybychom v tomto piipadé oznacili za shodné

vybéry ty, které se shoduji az na pofadi, vySetfovali bychom potom ,,jen* (Znn— 1) moznosti,

coz pro nas piipad je piiblizng 5.04457 X 1028, Proto hodnotu distribu¢ni funkce Hpgqor ()
odhadujeme pomoci metody Monte Carlo, kterd nam umoZni pouZit mnohem mensi pocet
vybéra ke stanoveni odhadu vyrazu (3.6). Chyby takto ur€ené¢ho vysledku pochéazi ze dvou
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zdrojii: 1. Nahrada F empirickou distribu¢ni funkci; 2. Odhadem skute¢né hodnoty (3.6)
pomoci odhadu vytvofeného metodou Monte Carlo. Volbou dostate¢né velké hodnoty B
poctu opakovani v metodé mizeme chybu 2 eliminovat. OvSem spravnd volba B je tézkym
matematickym problémem. V ¢lancich Hall (1986, 1989) jsou takovéto problémy feSeny a
na zaklad¢ téchto vysledku je zfejmé, Ze spravna volba hodnoty B je v mnoha piipadech

individualni v zavislosti na podminkach ptipadu. Obecné se doporuCuje nejméné hodnota
250.

V této casti textu popiseme tvorbu bootstrapovych odhadi. Pii nasledujicim popisu
postupu vyuzijeme Clanek Praskova (2004). Samoziejmym cilem je nalezeni odhada
charakteristik nahodné veli¢iny T,, = T,,(X, ..., Xpn, F), které zavisi na skute¢né distribucni
funkci F. Jde pifedevSsim o vychyleni Bias, = ET, —6 a dale o rozptyl VART,.
Pro stanoveni statistickych zavérti je zapotfebi urCit rozdé€leni standardizovanych statistik
Up(X1, ..., Xn F). Tyto charakteristiky budeme dale odhadovat aplikaci metody bootstrap.
V dal§im nahradime skute¢nou distribu¢ni funkci F empirickou distribu¢ni funkci F,.
Budeme potom odhadovat vySe uvedené charakteristiky pomoci bootstrapového vybéru
X* = {X{,.., X}, ktery je vytvofen na zakladé¢ znamého rozdéleni urceného empirickou
distribué¢ni funkci F,. Tedy

1
PPX;=X)=—, i=1.,n
n
Pro nahodné veli¢iny X7, ..., X, odtud dale plati,

* yk * [y 1 5
E'X = Y, X PP(X; =X;) = ~ Y X=X, (3.7)
VAR'X; = X1 (X, — E*X])*P* (X} = X;). (3.8)

E*(.), VAR*(.) oznacuji podminénou stfedni hodnotu, respektive podminény rozptyl,
tzn., plati

E*()=E(|X),VAR*(.) = VAR(.|X),
kde X = (X3, ..., X, ) je pivodni ndhodny vybér.

Dale tedy muizeme stejnym zpisobem definovat T, = T,(X],..., X, F,) jako
bootstrapovy odhad parametru 6(F,), podobné bychom mohli vytvofit bootstrapovou verzi
standardizované statistiky U, = U, (X7, ..., Xn, F,) a jeji distribu¢ni funkci Hp, -

Vyrazy (3.7) a (3.8) jsou definovany pro vSechny hodnoty j = 1, ..., n.

Jak jsme jiz uvedli vySe, je stanoveni skutecné hodnoty Hp,,: 1 pro maly rozsah
vybéru X* = {X7, .., X;;} témé&f nemozné, protoze jde o velké mnoZstvi operaci. Proto se
vyuziva v dal§im metoda Monte - Carlo.
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Principem metody Monte — Carlo je mnohokrat (B — krat) vygenerovat bootstrapovy
vybér X* = {Xj, ..., X} Z puvodniho ndhodného vybéru X* = {Xj, ..., X,,}. Timto zpusobem
ziskdme hodnoty T} 4, ..., Ty, . Odhad vychyleni je potom dén vztahem

n *

Bias;, = % — 0(E), (3.9)
Podobné pro vypocet odhadu rozptylu pouzijeme velmi podobny vztah

7 A DT * 1 * 1 % 2

VART,; = B 71'1=1 (Tn,i 3 7]::1 Tn,k) ’ (3.10)

Pii odhadu distribuéni funkce Hpg,,; Statistiky U, mizZeme postupovat bud’ pomoci
verze centralni limitni véty pro stejné rozdélené nahodné veliCiny, nebo vyuzijeme opét
metodu bootstrap. Bootstrapovym odhadem této distribu¢ni funkce nazveme funkeci

=~ 1
H Bootn = B F=1 I[U‘:l  <x|" (3.11)

Priklad 3.4

Ukazeme jakym zptisobem se prakticky provadi vypocet bootstrapovych odhadt nebo

statistik. Predpokladejme, ze funkciondl T( Xy, .., X, F) = W Z (37) a (3.8)

vyplyva, Ze stiedni hodnota a rozptyl nahodné veli€iny popsané pomoci empirické distribuéni
funkce FE, jsou rovny X a s?= % Y .(X;— X?). Tedy bootstrapovym odhadem
(\/ﬁ (X—u(F)) v (X~ X)
o(F) s
B — krat provadét vybér z piivodniho ndhodného vybéru X, ..., X, . Bootstrapovy odhad
p (vﬁ (X-p(F)) V(= %)
o(F) s

<xF ) je P ( <x, Fn). Bootstrapovy odhad ziskdme tak, Ze budeme

<xF ) pro dané pevné X ziskame jako pomér mezi poctem # {j ;

x} a Cislem B. Tento postup se uziva pii pocitaCcovém zpracovani uloh, které¢ vedou

na problematiku bootstrapu.

Je zfeymé, ze cela metoda je zavisla mimo jiné na spravné volbé B poctu opakovani
Vv metodé Monte — Carlo. Mnoho aplikaci metody bootstrap je pifimo zéavislé na spravné volbe
této hodnoty. V pfipadé vyuziti metody bootstrap v odhadech parametrii extremalniho
rozdéleni v ¢asti 3.3 budeme tuto volbu hodnoty B studovat diikladnéji.

Pokud jsme ziskali tyto bootstrapové odhady parametrti ¢i jinych charakteristik
pivodni neznamé nahodné veli¢iny, z niz byl vytvoien ndhodny vybér X = (X, ..., X,,), bude
nas samoziejme zajimat presnost bootstrapovych odhadu.

Definice 3.5

Necht F a G jsou distribuéni funkce definované na vybérovém prostoru
X = (Xq,...,Xy). Necht' dale je p(F,G) metrika definovana na prostoru vSech distribu¢nich
funkci na vybérovém prostoru X = (Xj, ..., X,,). Necht' jsou dale nahodné veli¢iny X, ..., X,
nezavislé, stejné rozdélené se spole¢nou distribucni funkci F a necht’ déle je T (X, ..., X, F)
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je funkcional. Necht’ dale H,(x) a Hg,,:(x) jsou postupné skute¢nd distribuéni funkce a
bootstrapova distribu¢ni funkce.

Rekneme, metoda bootstrap je slab& konzistentni vzhledem kp a pro T, jestlize
P y D . ,
p(H,, Hgoor) = 0, pro n —» o. Rekneme, Ze metoda bootstrap je silné konzistentni vzhledem

kpaproT,jestlize p(H,, Hgoot) . 0, pron — oo.

Nejcastéji uzivanymi metrikami, kterymi ovéfujeme konzistenci bootstrapovych
odhadi jsou Kolmogorovova metrika a Mallows — Wassersteinova metrika.

Kolmogorovova metrika

K(F,G) = sup|F(x) — G(x)|, (3.12)

XER

Mallows — Wassersteinova (Vasershteinova) metrika
1
— 3 _ AYY
6(F,G) = leng(ElY X|%)z, (3.13)

kde X ~F,Y ~G al,F,G je mnozina vSech moznych sdruzenych rozd¢leni vektoru
(X,Y), jejichz marginalni rozd€leni maji postupné distribu¢ni funkce F a G a maji kone¢né
druhé momenty. Metrika / je specidlnim pfipadem metriky

1
(F,6) = inf (BIY - X[P)?, (3.14)

kde X ~F,Y ~ G al,F,G je mnoZina viech moZnych sdruzenych rozdéleni vektoru
(X,Y), jejichz marginalni rozdéleni maji postupné distribu¢ni funkce F a G a maji kone¢né
momenty p — tého tadu.

Metrika Kolmogorovova je klasickou metrikou ve smyslu matematické analyzy. 7, je
metrikou, kterd umoziuje fesit n€které statistické problémy. Plati nésledujici tvrzeni:

D . .
(B, F) >0 © F, > F,Eg (X') - Eg(X"), prohodnoty i = 1,2.

Tuto metriku mizeme pouzit, jestlize chceme zaroven odhadnout distribu¢ni funkei,
stitedni hodnotu a rozptyl.

Véta 3.6

Necht Xj, ..., X, jsou nezavislé, stejné rozdelené¢ nahodné veli¢iny se spolecnou
distribu¢éni funkci F a necht Ep(X?) < o. Necht T(Xy,..,X,, F) = vn (X — u(F)),

potom K (H,, Hgoot) 250 a take {5, (Hy,, Hgoot) %o ,jestlizen — oo,

Poznamka 3.7
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Piedpoklad Er(X?) < oo zajistuje, Ze statistika vn (X — u(F)) spliuje predpoklady
centralni limitni véty pro stejné rozdélené nahodné veli¢iny. Z dikazi ve vySe uvedenych
Clancich vyplyva dale, Ze jestlize funkcional T( Xy, ...,X,, F) bude spliiovat pifedpoklad
centralni limitni véty, bude bootstrap v obou metrikach asponi slabé konzistentni.

Dikaz:

Silna konzistence pro metriku K je dokazana v Singh (1981). Pro metriku /, je dtikaz
uveden v Bickel, Friedmann (1981). V prvnim ptipadé je dikaz zalozen na né¢kolika
tvrzenich:

Véta 3.8 (Berry — Essenova nerovnost)

Necht n € N a necht’ jsou dany centrované nezavislé ndhodné veli¢iny X;, ..., X,
splijici

n
0< S = ZVAR(Xi) <
i=1

Potom plati

1
Sn

c
sup [P (=20, X; < x) — @(x)| <= T, EIXIP. (3.15)
X€ER n
( Funkce @(x) v tvrzeni (3.15) je d.f. standardniho normalniho rozdéleni ).

Diikaz : Berry (1941), Essen (1956), Stépan (1987), véta 1V.5.1. Hodnota C byla
postupné zptesiiovana, jeji dolni odhad je 0,4097 a nejlepsi horni 0,5600.

Jestlize v tomto tvrzeni polozime u = E X; a 0 = VAR(X;), potom podle této véty
plati

() — D) < —2 E EIX; — ¥ = ——— E|X, — uf?
Su X)— X S P— = —_ .
xezle) n ( '_nO')3 £, i~ H 53 1— MU

1

Jestlize E|X; — u|® < oo, potom je H, (x) — ®(x) =0 (n_i). Toto tvrzeni 1ze pouzit
1 na bootstrapovy vybér (jedna se o nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny, s odliSnym
rozdélenim vzhledem k ptivodnimu ndhodnému vybéru X). Ziskame tento odhad

sup|Hy, (x) = Hpoor(¥)| = sup|Hp(x) — @(x) + @(x) — Hpoor(X)| <
XER XER
C

E|X1—M|3+m E|X] - X|3,

Cc
Vno3

Z tohoto vyplyva, ze konvergence bootstrapového odhadu je stejného fadu jako pfii
aproximaci pomoci normalniho rozdéleni. VylepSeni fadu této aproximace se pokusime
Vv ¢asti vénujici se Edgeworthovu rozvoji.
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Véta 3.9. (Véta Polya)

D
Necht F, a F jsou distribu¢ni funkce. Necht’ dale F, = F, F je spojita distribucni
funkce. Potom

sup|E,(x) — F(x)| — 0, jestlizen - oo. (3.16)

XER

Dikaz:
Billingsley (1995), Example 8.8.
Véta 3.10 (Zygmund — Marcinkiewicz, silny zakon velkych ¢isel)

Necht Z,,Z,,... jsou nezavislé stejn¢ rozdélené ndhodné veliCiny se spolecnou
distribu¢ni funkci F a necht’ déle pro néjaké 0 < § < 1 je Er |Z;|® < oo . Potom

1 S.j.
nsyr,Z — 0. (3.17)
Diikaz:
Marcinkiewicz, Zygmund (1939).

Nyni mizeme pfistoupit k ditkazu silné konzistence pro metriku K. Podle definice je

K(Hn'HBoot) = ilelglPF(Tn = x) - PFn(’rk = x)l =
= sup|Pr (2<3) - P (T3 =
= sup PF<%S§>—(D(§)+¢(§)—(D(g)+¢(§)— PFn(T?’tsg) <

Pe(2< D)0 (D) +suplo (2) ~ 0 ()] +sup|e () - b, (=< <

o XER S XER
=[.+I1. +II1., v dal§im se budeme zabyvat jednotlivymi ¢astmi odhadu.

< sup
X€ER

I.: Tato cast konverguje k nule podle véty 3.9.
S.j. S.J. . e, P
IL.: Protoze s? — 02, musi s — o (zobrazeni f:x > x? je spojité). Tato &ast
konverguje k nule, protoze je funkce @(x) stejnomérné spojita.
II1.: Na tuto ¢ast mizeme aplikovat vétu 3.8. Tedy

*_ ¥|3 n v|3
1] < 4 .EFn|X1 X| _ 4 Y lxi-X|

T 5vn > svn ns3
(vARE, (xD)
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n
4 _
S Tz 2° (lei — ul®+ nIu—X|3> =
i=1

32 < L —ul® 1K - ul3>

" 5s3 n3/2 ni/2

Protoze s - ¢ > 0aX — u, musi druhy s¢itanec v zavorce konvergovat s.j. k nule.
Na ovéieni konvergence prvniho séitance pouZijeme vétu 3.10. Polozime Z; = |X; —u|3a

6= % Potom je
E|Zi|° = Eg|lX; — ul3*? = VARp(X;) < oo,

Tim jsme ovéfili predpoklady véty 3.10. Z této véty vyplyva

nox.— oyl I
Zl—ll 31/2 nul — n—1/5ZZi g 0.
n
i=1

Tim jsme ovéfili silnou konzistenci pro Kolmogorovovu metriku, protoze vSechny tfi
s¢itance I. , II. a III. konverguji s.j. k nule.

Pro dikaz silné konzistence metriky / uvedeme skupinu tvrzeni, ktera jsou uvedena a
dokazana v Bickel, Freedman (1981).

Véta 3.11

Necht' G, ,G € I,. Potom ¢,(G,, G) — 0 pravé kdyz
D . .
G,— Galim [x'dG,(x) = [x'dG(x), i=1.2.
n—-oo

Véta 3.12

Necht G ,H € [, a ptedpokladejme, ze Y; ,Y,, ..., Y, jsou nezavislé stejné rozdelené
nahodné veliiny se spolecnou distribu¢ni funkci ¢ a Z;,Z,, ..., Z, jsou nezavislé stejné
rozdélené nahodné veliGiny se spoleénou distribuéni funkci H. Jestlize je G™ je distribuéni
funkce nahodné veli¢iny vn(Y — ;) a H™ je distribuéni funkci ndhodné veli¢iny vn(Z —
Ug). Potom /Z(G(”),H(”)) < /4(G,H), (provsechna prirozena cislan).

Véta 3.13

Necht' X;,X,,..., X, jsou nezdvislé¢ stejn¢ rozdélené ndhodné veliCiny s distribucni

funkci F a necht’ F, je empiricka distribu¢ni funkce. Potom /4, (F, , F) Zo.
Vlastni dikaz silné konzistence metriky /4, vyplyva z vét 3.11, 3.12, 3.1 a 3.13.

Ukazuje se, Ze predpoklad Ex(X?) < oo je podstatny pro silnou konzistenci. Jde o to,
ze v piipad¢, kdy neni splnén vySe uvedeny piedpoklad, mize bootstrapova posloupnost
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distribucnich funkci konvergovat k distribu¢ni funkci, kterd neni pevnou distribu¢ni funkci,
ale pravdépodobnostni mirou. Nize uvedeny vysledek ukazuje nutnou a postacujici podminku
pro dany predpoklad.
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Véta 3.14

Necht X; , X5, ..., X;, jsou nezavislé stejn¢ rozdélené nahodné veliiny. Potom existuje
Un(X1,X5, ..., X,) a neklesajici posloupnost realnych ¢isel ¢, a pevna distribu¢ni funkce
G (x) takova, Ze

Cn

P( (X7 - pn (g JXz'---'Xn)) < x) N G(x) (3.18)

pravé kdyz Ep(X?) < oo a zaroveh ;—% - 1.

Dtikaz véty je uveden v Athreya (1987).

Postacujicimi podminkami silné konzistence se zabyval Singh (1981). Navic se také
zabyval 1 rychlosti konvergence bootstrapu. Pro nasledujici tvrzeni zavedeme néckolik
pomocnych oznacent.

Ha@) = P(Va@u =), HiG) =P (Vn (= ),

ITn(x)=P<ﬁX

- _ X* — u*
”Sx), Hy(x) = P* <\/ﬁ"a—*“3x>,
kde u, 02 jsou stiedni hodnota a rozptyl a u* = X, a (6*)% = %Z?zl(Xi - X))

Véta 3.15

Necht' X;,X,, ..., X, jsou nezavislé stejn¢ rozdélené¢ ndhodné veliciny s distribucni
funkci F.

Jestlize EX} < oo, potom

lim sup Vi Kt _ Jvar( -p)* s.j. (3.19)

n-w  [log(log(n)) 20%V2me

Jestlize E|X;|®> < o a F je feSetovita, tj. existuji konstanty ¢, h takové, ze
Yiz— P(Xy = ¢+ jh) = 1, potom

h
21mo

lim supvVn K (H;, H,) = s.J. (3.20)
n—oo

Jestlize E|X;|®> < oo a F neni feSetovitd, potom
VA K(H; H,) 3 o. (3.21)
Diikaz:

Je proveden v Singh (1981). Pomoci vyrazu (3.19) mizeme odhadnout rychlost
konvergence bootstrapové aproximace. Tvrzeni (3.19) a (3.20) se zabyvaji rychlosti
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bootstrapové aproximace standardizovaného vybérového primeéru. Véta 3.8 udava rychlost

1
aproximace normalnim rozd€lenim, ktera je hodnoty O (n_E). Podle (3.21) je tedy

bootstrapova aproximace pro nefesetovita rozdéleni lepsi. Protoze je normalni rozdéleni
symetrické, nezachycuje v nahodném vybéru informaci o Sikmosti. Bootstrapova aproximace
ji ovSem obsahuje. Dokonce muzeme provést korekci Sikmosti pomoci prostredkil
Edgeworthova rozvoje. Takové vlastnosti jsou nazyvany piesnosti druhého tadu metody
bootstrap.

3.3. Bootstrap a Edgeworthiv rozvoj

Ve svém Clanku Hall (1988) ukézal, Zze nutna a postacujici podminka pro vyssi
piesnost bootstrapové aproximace, ktera je uvedena ve vété 3.15, je existence konecnych
absolutnich momentt az do fadu 3.

V svém c¢lanku Hall (1990) uvadi piiklad bootstrapu v extremalnim rozdéleni, ktery
nekonverguje v distribuci k o¢ekavanému vysledku. Podle ¢lanku Athreya (1987) autor
provadi konstrukci tzv. ,,subsamples®, které jsou zdkladem nové teorie ,,sample fraction*
V uziti bootstrapu v extremalnim rozdé¢leni. Zptisobem uziti vySe uvedené metody se budeme
zabyvat v ¢asti 3.3 této kapitoly.

Ve vétach 3.8 a 3.15 jsme nalezli odhad adu konvergence bootstrapové posloupnosti.
Dale jsme uvedli, ze v n¢kterych piipadech je tato konvergence lepsi nez konvergence pomoci
centrdlni limitni véty. Zédkladem takovych tvrzeni je tzv. Edgeworthlv rozvoj.

V dal$im zavedeme tento rozvoj a vyuzijeme jej pro ucely bootstrapové konvergence a
nacrtneme i jeho dal$i vyuziti. Zakladni informace jsou uvedeny v monografii Hall (1992).

Necht’ jsou X;, X, ...nezavislé, stejné rozdélené ndhodné veliCiny se stiedni hodnotou
0y = u a koneénym rozptylem 2. Bodovym odhadem 8, je vybérovy primér

é‘ — Z?=1Xi
n

)

s rozptylem %2 Podle centralni limitni véty je tedy ndhodna veli¢ina S, = n1/2(9+‘90)
asymptoticky normalné rozdélena se stfedni hodnotou nula a rozptylem rovnym jedna.
Pro dalsi potieby ozna¢ime tuto nahodnou veli¢inu N~N(0,1). K piesnéjsimu vyjadieni
napiiklad intervalovych odhadl stfedni hodnoty u potiebujeme nalézt piesnost vyjadieni
P(S, <x) pomoci hodnot distribu¢ni funkce N, tj. @(x). Jestlize oznacime
E,(x) = P(S,, < x), plati podle véty 3.1, ze E,(x) - ®(x), pro kazdé x. Odtud vyplyva, ze
vtomto pfipad¢ ksobé konverguji pfislusné charakteristick¢é funkce. Navic

n
pro charakteristickou funkci y,(t) nahodné veli¢iny S, plati y,(t) = ()( (t/ \/ﬁ>> , kde

x(t) je charakteristicka funkce nahodné veliiny Y = %, konverguje k charakteristické
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t2
funkci nahodné veli¢iny N(0;1), ktera je rovna e 2. V nasledujicim vztahu je N je N(0,1)
potom podle konvergence charakteristickych funkci plati

2

t
xn(@) = E(exp(itSy,)) » x(©) = E(exp(itN)) = e 2 (3.22)
V dal$im textu zavedeme tzv. kumulanty dostatecné hladké nahodné veliCiny X.

Definice 3.16

Necht’ X je ndhodna veliCina s distribu¢ni funkci F a necht’ mé kone¢nou momentovou
vytvotujici funkci ¥ (t) v néjakém okoli nuly a K(t) =logy(t) . Potom r-ty kumulant

nahodné veli¢iny X je definovany jako k, = % K(t)| t=o. Ekvivalentné jsou kumulanty

hodnoty koeficientti v Taylorove fadé funkce K(t) = ;24 k; %
Z této definice vyplyva, ze

(i? (i)

x() = P T (3.23)
Protoze je ale y(t) charakteristicka funkce nahodné veli¢iny X, plati pro ni také
2 N
x(®) = 1+ ECOGD + EQ) G-+ o+ E(X) S+ -

Z téchto dvou rovnosti lze odvodit vztah mezi kumulanty x; a obecnymi momenty
Urnéhodné veliciny X. Plati tedy

o (it)

i) ik
kg =zog(1+z;°=15(X1)°Jf—!)’)= i (-1F 2 ( ;‘;lE(XJ)(l]tT)j) (3.24)

Porovname — li koeficienty u mocnin (i t)/ u prvni a tieti fady, mizeme odvodit
vztahy u prvnich kumulanti:

K, = E(Y)
K, = E(Y?) — (E(Y))* = VAR(Y)
ks = E(Y3) — 3E(YD) EQY) + 2(E(Y))? = E(Y — E(Y))3

ke =E(Y*)— 4E(Y®)E(Y) - 3(15()'2))2 + 12E(Y?)(E(Y))? — 6(E(Y))* =
= E(Y - E(Y))* = 3 (E(Y—E(Y))*)?

Prvni dva kumulanty jsou totozné se stfedni hodnotou a rozptylem. Tieti kumulant je
az na multiplikativni konstantu roven Sikmosti a podobné Ctvrty je az na multiplikativni
konstantu roven SpiCatosti. Ze vztahu (3.24) Ize i odvodit obecny vztah mezi kumulanty a

obecnymi momenty nahodné veli¢iny X. Nasledujici rekurzivni vztah je odvozen napiiklad
v Smith (1995).
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Poznamka 3.17

Obecné je vztah mezi kumulanty k,, a obecnymi momenty p;, = E (X*) nasledujici

_ -1
n = b= R21 () Z 1) o ares = EQX). (3.25)

Jestlize budeme piredpokladat, ze ndhodna wveliCina Y je normovanad tj.
E(Y) =0aVAR(Y) = 1, potom miZzeme jeji charakteristickou funkci y,, (t) upravit takto:

1,, -1 dzzy >
—StP+n 25Kz (i) +-4n” 2 =k (i) +-
Xn () =e< 2 s Y =
_2 _1 _J
=e <1+n 2 (it) + n~ (i) + -4 nT (i) + ) (3.26)

Ve vyrazu (3.26) jsou r; polynomy stupn€ 3j srealnymi koeficienty, které zavisi
na hodnotach k3, -+, Kj,,, ale jsou nezavislé na hodnoté n. Odtud je mozné odvodit vztahy

pro jednotlivé polynomy 7;. Napiiklad prvni dva polynomy jsou rovny
1 3
r(w) = g Ksus,
r(w) = = Kk, ut + — k2 us
2 24 4 72 3

Piedchozi vztahy pro hodnotu charakteristické funkce y,(t) miZeme dale piepsat
do nasledujiciho tvaru

t2 1 t2 t2 t2

J
m®=e"2 +n 2n(t)e” Z+ntn(it)e 2+ -+ n 2n(it)e” 2 + -
Z klasické definice charakteristické funkce plyne

xn(@®) = [7 et dP(S, <x) a

t2 o
e 2= [__et*dd(x). (3.27)

Na charakteristickou funkci y, (t) ve tvaru fady mizeme pouzit inversni Fourierovu
transformaci a ziskame tvar

1 J
P(Sp <x)=@(x) + n 2Ry (x) + n"'R,(x) + ..+ n 2R;(x) +--, kde R;(x)
tZ
jsou funkce, jejichz Fourierova transformace je rovna r;(it) ez

2
e t

J_. et dR;(x) = ry(it) e” 2. (3.28)
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Déle odvodime hodnotu nezndmych funkci R;(x). Nejdiive nalezneme pomoci
charakteristické funkce normovaného normalniho rozdéleni a pomoci integrace per partes
nasledujici vztahy:

e 0 L[ N
e”z = fe”xdcb(x)z— I feltdeD(l)(x): (— l_t> fe”xdcb(z)(x)z

— 00 — 00 — 00

1 (o]

== (-2 )j J= ett* dd0(x), kde @D (x) = (%)jCD(x).

it
Uvedené rovnosti mizeme piepsat do tvaru:

t2

ity e z= [ et*d{(-D) & (x)}, (3.29)
kde D je diferencidlni operator :—x. Jestlize interpretujeme 7;(—D) jako polynom v D,
je potom (—D)’ @ diferencialni operator. Odtud jiz miizeme ziskat

2
o

. t
I et d{r(-D)® ()} = (i) e z.
Porovnanim piedchozich vztahti ziskadvame zakladni vztah
d
Ri() = 1 (—=) @ (). (3.30)

Dale lze odvodit, viz Ralston (1973, str. 119, 120) a Petrov (1975, str. 136, 137)
proj =1

(=D) @ (x) = —H;_1(x) p(x), (3.31)

kde H;(x) je Hermitv ortogonalni polynom:

j
o (-1 a2k
. = jl

Hj(x) =t Zk! G—2k)2r "’

k=0

viz Ralston (1973, str. 120) nebo pomoci rekurentni formule

HO(X) = 11 Hl(x) =X,
proj=2: Hj1(x) =2xHj(x) — 2j Hj_1(x),

viz Ralston (1975, str. 171).

cv v

Ho(x) = 1,

Hi(x) = x,
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Hy(x) = x* -1,
H;(x) = x(x*-3), ...
Z predchozich rovnosti mizeme proto ziskat
Ri(0) = — 213 (¢ = 1) p(x),

a
R,(x) = —x {i Ke(x? — 3) + 7—12 K2 (x*— 10x%+ 15)} @ (x).
Pro obecné j > 1 je

Ri(x) = p;(x) ¢ (x), (3.32)

kde p; je polynom stupné 3 j — 1, ktery je lichy pro liché j a sudy pro sudé j.

Potom Edgeworthovym rozvojem distribu¢ni funkce P(S,, < x) nazveme

P(Sp<x)=o(x)+ n_%pl(x)q)(x) + n7p (D)) + ..+ n_%pj(x)w(x) + -
(3.33)

kde
pi(x) = —= k3(x2 — 1),
po(x) = —x (im(xz -3)+ %K%(X4 —10x2 + 15)).

Funkce p; (x) se nazyva redukce Sikmosti a funkce p, (x) redukce $picatosti.

Definice 3.18

Necht’ F je distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X a y(t) je charakteristicka funkce X.
Rekneme, 7e nahodna veli¢ina X spliiuje Cramérovu podminku, jestlize lini)szop lx(®)] <1.

Véta 3.19

Necht' X je ndhodny vybér z absolutné spojitého rozde€leni s distribuéni funkci F a
charakteristickou funkci y(t), ktery splituje Cramérovu podminku a E <e(x72)> < oo, potom

plati

P(Sp < %) = 0(0) + 1 ip, W) + 1P, (P + ..ot n_épj(x)w(x) +o

Z této véty miizeme dale odvodit nasledujici tvrzeni:
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Véta 3.20

Necht’ X je ndhodny vybér z absolutné spojitého rozdeleni s distribuéni funkci F a
charakteristickou funkei y(t), ktery splituje Cramérovu podminku a E(]X]/*2) < oo, potom
plati

P(S,<x)=d(x)+ n” %pl(x)(p(x) + n7lp,()e(x) + ..+ n” %pj(x)(p(x) +o0 (n_ %>

Vyse uvedené postupy lze zobecnit i na pfipad, kdy stfedni hodnotu p a smérodatnou

odchylku ¢ nezndme a musime je odhadnout. PouZijeme postupy uvedené v Hall (1992; véta
2.1,2.2,2.3str. 52 — 67).

Uvedeme dale vétu o statistikach typu hladké funkce vybérového priméru. Takovou
funkei je kromé samotného vybérového primeéru i vybérovy rozptyl.

Budeme pracovat s odhadem T, = g(X,) parametru 8 = g(u), kde g:RF > R .
Necht dale o ozna¢uje smérodatnou odchylku odhadu vn T,,.

Zaved’'me oznadeni pro K — rozmérny vektor t = (t!, ---,t¥)

k
> @y
j=1

a charakteristickou funkci y(t) ndhodného vektoru X

el =

() = B (et T ).
Véta 3.21

Necht' (X;,X,,...,X,,) je nahodny vybér z absolutné spojittho k — rozmérného
rozdéleni X s distribuéni funkci F a charakteristickou funkci y(t), ktery splituje Cramérovu
podminku a E(||X1||j) < o,

Necht dale funkce g(X,) € C’*? v okoli bodu E (X;). Pak plati pro j > 1

P(JHM < x) o)+ n I (e +

nip,()e(x) + ..+ n” %pj(x)<p(x) +0 (n_ %>, (3.33)
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stejnomérné vzhledem k X, kde p; jsou polynomy stupné nejvyse 3 j - 1, liché funkce pro
sudé hodnoty j a sudé funkce pro liché hodnoty j, s koeficienty zavislymi na momentech
nahodné veli¢iny X az do fadu j + 2.

Diikaz: Je proveden v Hall (1992), véta 2.2.

Poznamka 3.22

Véta 3.21 se nejvice uziva pro hodnotu j = 2, pak v (3.33) jsou jen dva neznamé
polynomy p; a p,. Koeficienty téchto polynomu se ziskaji porovnanim s momenty nahodné
veli¢iny X do tadu 4.

Necht' (X3, -+, X,) je ndhodny vybér z ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci F se
sttedni hodnotou , rozptylem o2 a necht dale je E(X; — p)* < oo. Necht' dile X spliiuje
Cramérovu podminku. Ozna¢me dale

Bx) =2t qy(x) = ZASI 34

p,(x) = EXEXY (26x2+ 1).
_ B*(X) y(X) 1
po(x) = —x( T (x4+2x2—3)—7(x2—3)+Z(x2+3)>.

Y . . . .. X- oy y aue
Potom distribuéni funkci studentizované statistiky T, = n TH miuZeme vyjadfit

, _ o _ _ P1(x) p(x) p2(x) p(x) 1
nasledujicim  zpisobem  H,(x) = P(T, < x) = ®(x) + N + - +o0 (n),

stejnoméerné vzhledem k X.
Diikaz :
Je proveden v Hall (1987).
Poznamka 3.23

Pfedchozi véta nam umoznuje odhadnout naptiklad rozdéleni rozptylu ndhodného
vybéru (Zy, -+, Zy,), definujeme X; = (Z;, Z2), proi = 1,---,n . Nyni je tieba zvolit funkci
g takto

g(x1,x3) = x5 — xf.

Odtud totiz vyplyva, ze

9W) = E@Z}) - (E(Z) = VAR(Zy), 9(Zy) =Zn- @p)? = = (81 22) -
(Zn)? = s7.
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Véta 3.21 nam bude slouzit pro zpiesnéni odhadli mezi ptivodnim rozdélenim H,, a
bootstrapovym rozdélenim H,. Budeme déle ptedpokladat, ze jsou splnény piedpoklady véty
3.21, potom plati

1
H,(x) = P(Ry(Xy,, Xp; F) < x) = @(x) + n” 2p;(x)p(x) + n p, () (x) + o(n™1),
bootstrapovou verzi lze zapsat ve tvaru

Hp(x) = P(Ry(X{, -+, Xps Fy) <x) = @(x) + n” %I/DI(X)QD(?C) + n7'p (Do) +
op(n71).

Dale plati stejnomérné pro vsechna X

1

Ho(x) = Hy(x) = 0p(n2). (3.34)
Vsechna tato tvrzeni jsou uvedena a dokazana v Hall (1992), strana 83, 84.

Tedy bootstrapova aproximace je piesnéj$i nez klasicka aproximace normovanym
normalnim rozd€lenim. Toto zvySeni pfesnosti plati ovSem v ptipad¢ standardizovanych nebo
studentizovanych statistik (Hall (1992), strana 83,84), a to 1 v pfipad¢, kdy rozdéleni vykazuje
vyraznou asymetrii.

Edgeworthiv rozvoj se velmi Casto vyuzivd ke stanoveni intervalovych odhadi
veli€in, které jsou asymptoticky rovny normovanému normalnimu rozdéleni. Mizeme ho tedy
pouzit také pro stanoveni intervalovych odhadd indexu EVI y. Vyuzijeme k tomu vysledek
podobny zavérim véty 2.24., ktery je uveden v ¢lanku Peng, Qi (1997).

Véta 3.24

JestliZze budeme predpokladat platnost vyrazu (2.26) a k — OO,S - 0, potom
d
Vi (k) —v) = N(0;v?) (3.35)

2(p-1y
pravé kdyz k = o (nim <p—1>y) _

Potom dale
, («F Fak)=1) _ x) _
14
1— x2 2—2 (p—Dy
= &) + () L

N Vi n —-(p-Dy
WE aae-ny (@) W

C1
1 -(p-1vy
+O<ﬁ+\/§(g) )
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stejnomérne v R.
Diikaz: Proveden v Peng, Qi (1997) a v Cheng, Pan (1998).

Na zakladé¢ tohoto tvrzeni je mozné nalézt oboustranny intervalovy odhad parametru y.

Za predpokladi predchozi véty 3.24 plati pro k — 00,5 -0

~ Xayy(n, ~ Xayyn, -(p-D vy
P(YH(n’k)_$SySVH(n;k)+$): a+0(%+&(§) )

Diikaz: Theorem 1. v Cheng, Peng (2001).

Pomoci velmi slozitych vypocti a odhada bylo v ¢lanku Cheng, Pan (2000) dokézano
velmi podobné tvrzeni pro momentovy odhad indexu y. Jde o Theorem 2.1 v uvedeném

¢lanku.
Véta 3.25

Necht’ je splnéna platnost vyrazu 2.26 a k — OO,S - 0, potom

VE Pu( k) =) _ 1 .1 1
P( . Sx)—‘p(x)'*'ﬁ(d(\/)(l—X)—G—y)[p+e(y)]>+o<ﬁ>.

Hodnoty d(y),a(y) ae(y) jsou specifikovany pii dikazu tohoto tvrzeni. Jde bud
o polynomy nebo raciondln¢ lomené funkce parametru y.

Dtikazy obou piedchozich vét jsou technicky velmi ndrocné. Lze je ovSem vyuZzit
ke konstrukci intervalovych odhadt indexu y jak pro Hilliv odhad, tak i pro momentovy
odhad.
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4. Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

4.1. Uvod
V ptedchozi kapitole jsme zavedli metodu bootstrap a vySetfovali jsme jeji vyuziti
ve statistice. Obecné bohuzel nejde samotnd metoda bootstrap pouzit pfimo v piipadé
extremalniho rozdéleni.

V piedchozi kapitole jsme uvadéli ¢lanek Singha (1981), v kterém jsou uvedeny
ptipady, kdy bootstrap nekonverguje. Zobecnéni nékterych vyse uvedenych ptipadd je
uvedeno v ¢lanku Athreya (1987). Na myslenky uvedené v téchto ¢lancich navazal Hall
(1990a), v tomto ¢lanku se autor zabyval predevsim situaci nahodnych veli¢in z Fréchetovské
ttidy. Ukazal, Ze v obecném piipad¢ bootstrapova posloupnost nekonverguje dokonce ani
k ndhodné veli¢iné. V dal$im ¢lanku Hall (1990b) ukazal, ze statistika uplného bootstrapu
v extremalnim rozdéleni ma nulovou systematickou chybu (bias), jestlize je tato statistika
linearni ve svych proménnych. Z toho vyplyva, ze uplny bootstrap, ktery je pouzity v piipade
extremalniho rozdéleni s nenulovou systematickou chybou, nebude konvergovat. Angus
(1993) ukazal, ze bootstrapova statistika z extremalniho rozdéleni nekonverguje k tomuto
rozd¢leni. Jeho limitou bude ve skutecnosti pravdépodobnostni mira. Shao, Tu (1995, ex. 4,
strana 123) ukazali, ze pouzijeme — li bootstrap, ktery neni Uplny, je jiz konvergence
v potadku. Déle Geluk, de Haan (2002) ukdzali, Ze jen bootstrap vytvoieny z podvybéru mize
odhadnout spravné limitni rozdéleni.

Ztoho vyplyva, ze pro extremdlni rozdéleni je zapotifebi specidlniho piistupu
k zabezpeceni konvergence bootstrapové posloupnosti.

Vlastni metodu uvetejnil poprvé ve svém Clanku Hall (1990b), v némZ se zabyval
odhadem MSE a hustoty pro ptipad rozdéleni typu extremalniho. Navrhl vyuZit metodu tzv.
»sample fraction”. Metoda je popsana ve Ctvrté kapitole €lanku, v niz se autor zabyva
odhadem indexu chvostu, a spoc¢ivd v tom, Ze z klasického ndhodného vybéru o rozsahu n
realizujeme postupné dals$i nahodné vybéry o takovém rozsahu n, pro ktery plati

, v n
n, — ooazaroven:1 - 0pron — oo,

Samoziejmé&, ze hodnotu n, se snazime volit tak, abychom zaroven volili minimalni
velikost MSE resp. jiny ukazatel konvergence. Odtud nazev ,,optimal sample-fraction®.
Vlastni metodu budeme pouZzivat pro ptipad vyuziti metody bootstrap pro realizaci odhadt
uvedenych v ptfedchozi kapitole — Hilliv odhad, Pickandsiv odhad, momentovy odhad.
Detaily provedeni jsou uvedeny dale.

Jedna ze zékladnich vlastnosti vySe uvedenych odhadli indexu chvostu y je ta, Ze
jejich asymptotickd systematicka chyba je zavisla na velikosti vybéru. Asymptoticka
systematickd chyba roste s velikosti poctu prvkl z vybéru. Na druhou stranu, kdyz je pouzit
ptili§ maly pocet prvku z vybéru, je jejich rozptyl piili§ veliky. Proto jsme postaveni
pted otazku optimalni volby poctu prvkll z vybéru (jde hlavné o nejvyssi kvantily).
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Vybérem optimalni velikosti hodnoty n,, kterd je obecné¢ nazyvana ,,optimal sample
fraction®, se postupné zabyva celd tada autorti. V dalsim uvedeme zékladni ¢lanky, které
vyuzijeme pro nasi praci.

Prvnim takovym clankem, ktery se zabyval pouzitim metody sample fraction
pro piipad nalezeni optimalniho poc¢tu prvki z vybéru je Dekkers, de Haan (1993). V tomto
¢lanku autofi pracuji s momentovym odhadem a zamétuji se na konkrétni piipady dat, ktera
pochdzi zndhodnych wveliCin napi. rovnomérné rozdéleni, Cauchyho rozdé€leni,
exponencialniho rozdéleni a zobecnéného rozdéleni extrémnich hodnot. Pro vSechna tato
rozdéleni autofi nachazi optimalni pocet prvkii podvybéru. Napt. pro Cauchyho rozd€leni je

3 6 i
hodnota n; = [2_5. 3s. (g)sl , kde n je pocet prvki ve vybéru a [.] oznaluje celou ¢&ast

dané¢ho vyrazu. Momentovy odhad byl zvolen proto, ze ho lze pouzit na udaje pochazejici
z nahodnych veli¢in vSech tii tiid — Weibulovy, Fréchetovy a Gumbelovy.

Zakladem myslenky optimalni Casti vybéru je vyuziti vlastnosti tzv. parametrii
podminek druhého tadu viz napf. de Haan, Ferreira (2006), které mimo jiné urcuji
asymptotickou rychlost konvergence zdkladni ulohy extremalni statistiky. Rozvedenim této
myslenky, specialné jen pro metodu bootstrap, jsou ¢lanky Draisma, de Haan, Peng, Pereira
(1999) — zde je metoda aplikovana na odhad Pickandsuv a zaroven i na momentovy odhad a
¢lanky Danielsson, de Haan, Peng, de Vries (2001), Gomes, Oliveira (2001), které fesi
stejnou problematiku i pro Hilliiv odhad.

Vsechny uvedené ¢lanky maji spolecné rysy. Prvnim krokem je definice optimalni
hodnoty indexu k(n). Pii této definici je vyuzit druhy asymptoticky moment. Ukazuje se, Ze
zjistit tuto hodnotu piimo je velmi slozité, proto u vSech odhadi pouzivame pomocné
modifikované odhady k;(n), o kterych vime, ze plati k(n)~ k;(n). Tyto modifikované
odhady jsou voleny tak, aby urceni hodnot k;(n) bylo relativné jednoduché. Ve vétsing
ptipadll je zapotiebi nalézt také konsistentni odhad parametru druhého fadu p. Samoziejmé,
ze technicky se jednotlivé zplisoby nalezeni optimalnich hodnot i algoritmii k jejich urceni
lisi.

Naznacime nyni jakym zplsobem je obecné metoda aplikovana pro dané odhady.

4.2. Optimal sample fraction pro Hilliv odhad
Hilltv odhad je definovan v (2.24) jako

~ 1 -
Yu(n, k) = EZ?:OI log Xpn—i:n — 108 Xpn—geem,

predpokladdme dale samoziejmé, ze k = k(n) — oo, S - 0, jestlize n — oo. Ke studiu
odhadu 74(n, k) vyuzijeme podminky druhého fadu viz (2.21). Pomoci nasledujici véty
vytvotime kritérium pro urceni optimalni hodnoty k.

Véta 4.l

Necht' jsou splnény podminky (2.21). Potom existuji ndhodné veli¢iny P, které
konverguji v distribuci k normalnimu rozd¢leni a plati
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Pu(n k) — v = % Pi + ﬁA (%) + o, (A (%))

Diikaz: de Haan, Peng (1998).

Detaily diikazu jsou provedeny v prub¢hu ditkkazu véty 4.7.

V 2. kapitole jsme se mimo jiné zabyvali asymptotickou normalitou 7, (n, k). Reseni
je uvedeno ve véte 2.24. Z tohoto tvrzeni vyplyva:

Jestlize lim vk A (%) = 1, potom

n—->0oo

VE Gu(ni)—p) S N(ﬁ;w),

jestlize navic lim vk A (%) = oo, potom je

n—->0o

Fu(k)—y) P 1

G

Muizeme tedy zjistit rychlost konvergence 75 (n, k) nezavisle na lim vk A (%)

n—oo

Véta 4.2

Symbolem AMSE(7y(n, k)) oznagime asymptotickou stfedni kvadratickou chybu.

Necht’ jsou splnény podminky (2.21). Potom je hodnota asymptotické stfedni kvadratické
chyby rovna

2
AMSE (74(n, b)) = L + ﬁ A? (2) (4.1)

Diikaz: de Haan, Peng (1998)

Poznamka 4.3

Optimalni hodnota metody ,,sample fraction,, se ur¢i jako minimum vySe uvedené
asymptotické stfedni kvadratické chyby.

Definice 4.4

Optimalni hodnotu k, (n) metody sample fraction pro Hilltiv odhad oznac¢ime jako

arg min

ki(n) = k

AMSE (P4 (n, k)) (4.2)

Poznamka 4.5

V prubéhu prace nalezneme konsistentni odhad pro k,(n).
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Pro vyuziti metody bootstrap se bude vice hodit mirn€ upravena statistika

2
)

Ph i) = MP (k) — 2 (MP ) (43)
kde hodnota M,(la) (k) je definovana v (2.30).
Pro tuto statistiku miZzeme nalézt podobny rozvoj jako pro 74 (n, k).
51 _ 2Y® pHA 2yp n
Pun k) = = P+ Gy A (k) (1 + op(l)), (4.4)

kde P™' jsou nahodné veli¢iny konvergujici v distribuci k standardnimu normalnimu
rozdeleni. Odtud je asymptoticka stfedni kvadratickéd chyba rovna

R 4yt ay?p? n

AMSE (7h(n, k) = “-+ 525 42 (3). (4.5)
Polozme

key(n) = I M AMSE(ph (0, k). (4.6)

k

Pro nalezeni hodnoty optimélni hodnoty metody sample fraction budeme potiebovat
nékolik dalSich tvrzeni.

Nejdiive zavedeme pomocnd oznaceni. Necht' dale jsou Yj, ..., Y, nezadvislé nahodné
veli¢iny se spoleénou distribuéni funkci G(y) = 1 — i, pro y > 1. Necht dale je
Yp1 < <Y,, poradkova statistika vytvofena z VY;,..,Y,. OznaCme dale

d
{Xn'n_l-ﬂ}?:l:{UYn,n_Hl}?:l, kde U je kvantilova funkce chvostu z definice 2.5.

V nasledujicim lemmatu, jsou provedeny zakladni pomocné vypoclty, které se
vyuzivaji pfi dikazech hlavnich vét této ¢asti. Ziejme jsou ndhodné veliCiny Y; rovny
Paretovu rozdéleni s parametry (1,1). Je znamo, ze transformace log(Y;) je exponencialni
rozdéleni s parametrem 1. Tyto znalosti se vyuziji prave pii diikazu nésledujiciho lemmatu.

Lemma 4.6
Necht' k € (0,n) ak — oo. Potom plati

P
1) Pron - wje% - 1.

k
2) Pro n - oo, jsou (B, Q,) asymptoticky normalni ndhodné veli¢iny se stfedni

hodnotou rovnou 0, s rozptylem 1 resp. 20 a kovarianci 4, kde

k
1
P, = \/E{Ez log¥nn-i+1 —l0g¥np i — 1
i=1
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k
1 2
Qn = \/E{EZ(log Yn,n—i+1 - log Yn,n—k) — 2

=1
Diikaz: Lemma 3.1 Deckers, de Haan (1993).

V nasledujici vété vyuzijeme Lemma 4.6, abychom odvodili vztah (4.1). Vyuzijeme
pfi tom nerovnosti (4.10).

Véta 4.7

Necht’ |A| € R, (p <0),0 >0ad # 0. Definujme

] 2
ko) = 9 (L a2 a2(7) ). @.7)
Potom je
ko(n) = _%(1 + 0(1)) € R —2p ,jestlizen — oo, (4.8)
)

kde s~ je inversni funkce k funkci s, ktera je definovana takto
A%(x) = fxoos(t)dt (1 + 0(1)), jestlize x — oo.

Existence takové monotonni funkce vyplyva z Lemma 2.9 v Dekkers, de Haan (1993).
Navic propevné § > 0apron — oo je

ko(m)~ E(@u(n, k) —y)*1 (4.9)

1Ps (k) -y 2<k®2
Diikaz: uveden v de Haan, Peng (1998).

Diikaz této véty provedeme. Vyuzijeme pii ném metody pouzité¢ v ¢lanku Dekkers,
de Haan (1993). Podotknéme, Ze i nasledujici véty budeme fesit stejnym zpiisobem.

Necht plati definice 2.19, potom vztah (2.21) je ekvivalentni tomu, Ze funkce
[logU(t) — ylogt — ¢l

je pravidelné se ménici s indexem p pro jistou konstantu c, (viz Geluk, de Haan (1987), ¢ast
I1.1). Potom tedy ve vztahu (2.21) je

A(t) = p (logU(t) — ylogt — co)

Aplikujeme-li Potterovu nerovnost (Potter (1942)) na funkci A, nalezneme pro kazdé
€ € (0,1) kladnou hodnotu tytakovou, ze prot = toaprotx = t, plati
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- logU(tx) —logU(t) — ylogx
B A(t)
p

(1- g)xpe—sllogxl -1 <1+ £)xpe£|logx| 1

(4.10)

. . . Yon—i
Jestlize nyni zaménime hodnotu t za Y,,_, a hodnotu x za ~™" l+1/y .
nn—

pouzijeme-li piedchozi nerovnost pro i =1,2,..,k a délime-li hodnotou k ziskame
nasledujici odhad

k +e
VPn 1 1 (Ynn—i+1)p_
b =r+ L am ) aeat Y ()™ ]
]/H( ) Y \/E p ( nn k)( ){k Z Yn’n_k

Ozna¢me

Y, o d
==
Yn,n—k i=1 '

dale ze slabého zdkona velkych ¢isel vyplyva, ze

Pu(n k) ~ +yP"+1(1+)( ! 1)A(Y )
vu(n k) =y JE P Te 1—-p+te nn-k)»

odtud je

=y + T2 (@) + o (a(3))

V ptedchozim vztahu jsme zaménili Y, ,,_, hodnotou % a vyuzili jsme toho, Ze |A] je

pravidelné se ménici funkce. Odtud
2
n
(1(®)
(1-p)*

Mizeme déale predpokladat (viz Lemma 2.9 v Deckers, de Haan (1993)), ze A% m4

2
ASYE(Pu(n ) = )2 ~ T+

AT . : < cr r o (1
monotonni derivaci s, kterd je proto pravidelné¢ se ménici s indexem 2p — 1. Proto s (?)
- N , . : . < g f o 1  Xfee axoo
(s~ oznacime inversni funkci k s) je pravidelné se ménici s indexem 2 Prvni Cast zavéru

vety vyplyva z minimalizace pravé strany predchozi rovnice.

Druhou ¢ast zavérti véty dokdZzeme tak, zZe vyraz op je mozno zaménit za vyraz o

R : 1\ o ..
na vybérovém prostoru. Definujeme pro §, € (0, E) nasledujici mnozinu

1 1 1
En = {w; 1Bl < K2 ZAIDF| < KOT2A | Y, e — 1| < k%072, ke
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pte
+ _ 1ok Yn,n—i+1 1
Dn - _Zi=1 -
k Ynn—k 1-pte

Dale zvolime € a t, jako V piipadé uziti Potterovy nerovnosti a za piedpokladu

1
%(1 — k6°_5) > tgje Ypn_k = to. Protoze je A pravidelné se ménici s indexem p, plati

[4n-) =4 (G)] < 224 (F)

na mnozin¢ E,,. Nyni vyuzijeme pfedchozich dvou faktli a Potterovy nerovnosti a mame

ety =y + G+ aG) < £ ()

na mnoziné E,(muzeme tedy zaménit op(A) za 0(A)). Odtud pro n = oo a pro prostiedni
posloupnost k(n)

E@y(n, k) —y)?1 11
(Fu(n, k) —v) Pk —y|2<k®3 En
2
n
(A(E))
(1-p)?

Dale ukazeme, ze vySe uvedeny druhy moment je asymptoticky roven nule na doplitku

-1

2
s

mnoziny E,,.

1 1
E(#n(n k) — 1)?1 1 < k5‘2P<{P >k60‘7})
Pu k) =1L oyiars {|Pn|>k5°'%} "

Pomoci Bennettovy nerovnosti(Petrov(1975), kapitola II1.5) dale plati
1
P({IPl > Kk%72}) < ke

pro jistou hodnotu c. Odtud plyne

E@u(nk)-y)*1 2 sl

. ymk)-y| <k° "2

lim |VI-;("2) 1 =0
neee v? (A(E))

KT a-p)Z

Z této rovnosti vyplyva, Ze

E[@u(n, k) — ¥)*1 (1-p)?

2
L
1 X —
~ 6—=
[Pu(nk)-yI2<k®2 k

Tim je dokadzana druhd ¢ast véty.

Z této véty a z tvaru AMSE pro odhady 7, (n, k) a 74 (n, k) vyplyva nasledujici véta.
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Véta 4.8

Predpokladejme, Ze plati podminky druhého fadu (Definice 2.11), potom

ky(n) = W (1+0(D), (4.11)
k() = —im (1+0(D), (4.12)
()
a tedy plati
1
ky(n) 1\1-2p
oo~ (=) (4.13)

Dikaz: Uveden v Danielsson, de Haan, Peng, de Vries, (2001).

Provedeme rozbor tohoto diikkazu. Ze zavért predchozi véty vyplyva, ze
A(nk)i + 24 = AYye) + 0p (A(3)): (4.29)
Ya\n, =Y N 1-p nn—k P PYaA :
dale je
5 zd 2 2V°Pn | 2y n
()/H(Tl, k)) =y“ + W + E A(Yn,n—k) + o0p (A (E)) (415)

Podobné

2y%p,

d
2y(1-p)
MPG) =2y + L2 D u(y )+ 0p(4(3)) (416)

Zavér dikazu je technicky totozny s predchozi vétou.

Ze vztahu (4.13) plyne, 7e odhad k, (n) je ekvivalentni odhadu k, (n), jestlize existuje
konsistentni odhad parametru druhého fadu p.

V dal$im se jiz zaméfime na tvorbu vlastni bootstrapové procedury. Vytvoime
n, nezavislych vybéra z empirické d. f. vytvotené z X, = {X;, -, X,}. Ziskdme hodnoty
X1,+, Xp, a vytvotime potadkovou statistiku Xy, ,X3.,,, ", Xn,:n, @ pomoci této statistiky

sestrojime

* 1 1 * * L
MO (k) = =250 (109 X, jrmy = 109 Xy iym, ) - (4.17)

Podle naseho postupu vypocteme hodnotu pomocného odhadu
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M.(ny, k;) = "M@ (g, ky) — 2 (MO (ny, k), (4.18)
kde k;, » o a% - 0adalen; = 0(n'~ %), prohodnotu 0 < ¢ < 1.
1

Necht' kj,(n;) je hodnota, kterou se minimalizuje podminény druhy moment
E ((M*(nl,kl))2|xn) vzhledem k proménné k;. Da se ukazat, Ze ki o(n;) ma nasledujici

asymptotické vlastnosti:

Véta 4.9

Ptredpokladejme, Ze plati podminky druhého fadu (Definice 2.11) a necht’ dale je

k;, > ©a % — 0 adale n; = 0(n'~ %), pro hodnotu ¢ € (0,1) . Oznaéme k7 o(n,) takové,
1

VA

QG k) = E ((M.(uu, k) = 2(vi (0, 0)°) | )
je minimalni. Potom

K —(v2(1-p)4 2 P
1,0(711)5 (V (1-p) /(nlp )) - 1,jestlizen — 00, (419)

nq
Dikaz: Uveden v Danielsson, de Haan, Peng, Vries (1997).
Tento dikaz provedeme.

Oznacme Guempirickou distribuéni funkci n nezavislych nahodnych veli¢in typu
rovnomérné rozdéleni. Symbolem G, oznacme inversni funkci k G,. Necht' n je dostatecné
veliké a n; = 0(n'~€), potom je (rovnice (10) a (17) v kapitole 10.5 v Shorack, Wellner
(1986))

< sup tGy (1) <2 s (4.20)

0 <t <ny(logn,)?

N |-

1 1 logn
b ()2 < 5

t=2

Odtud je

sup
4 <t <n,(logn,)?

Proto pro viechna 4 < t < n;(logn,)? je
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le6r (B)- 1] < szgg" 5.7, (4.21)

Ozna¢me dale F,, empirickou distribu¢ni funkci X,,, F,, inversni funkci k F, a

= (=5)
" \1-EJ"

Nyni vyuzijeme pfedchozich vztaht

1
{ logyl <2ly—1] 7SV=2
-p _ _ -p-1 1+p
ly™? =1l < (-p)(2 v 2 )ESySZ
2
log U, () =1 F‘(l 1) ? rog F- Go (1 1) — logU ! _
0g U, (t) = log F; =) =log . =) ) = log — (1__1) =
n
d t
=logU

1
t6x ()

Odtud vyplyva, Ze pro kazdé € €(0,1) existuje t,> 4takové, Ze
prot, <t < n;(logny)?aty, <tx < n,(logn,)?je

d logU S - —logU(tx)—ylog L
log Un(tx)-logUn(t)—ylogx txGy (&) txGy (&) Atx)
A(tx) - A(tx) A(t)

p p
t
logU — —logU(t) —ylog -
tGn (?) tGy (f) 4 logU(tx) —logU(t) — ylogx
A A(D
P p
1 1
L\ (g)) -\l ()
A(t) A(t)
p 0
1\\ ? ellog( exei (&
< (1 + 8) (th; (t—X)) es og( x (tx)> -1 (1 + g)xpeellogxl _

Iy) 7 g-eli 3)
—(1-¢) (tGﬁ (¥)> e fn Wl + 1+ (1 + e)xPetlioexl — 1 +
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|2 (7 (5) =]+ eor ())-1]) =

Zflogn(\/z_l_ )

< |0y (max(zr*t,257)) + 2| |
+ (14 9¢)(1 + e)xPesllosxl —
-1+ 7¢s.v. (4.22)

Podobné plati

log U, (tx) —logU,(t) — ylogx -
A(tx) -
p

] 2\/_10gn

(=) (max(2 71, 2°7)) +2 | s (Vx + 1)
+ (1 —9¢e)(1 — g)xPeeMosxl —
—1—-7¢ s.v. (4.23)

Provedeme opét substituci hodnoty t za Y, , —x, @ hodnoty tx za Y, , _i1
(i=1,..,kq). Odtud vyplyva, ze

4 <Yy on-iv1 < Yo n, ((=1,..,k1)vpravdépodobnosti

Ynl,nl

ritognd) 0 v pravdépodobnosti

k
pron; » o a— - 0.
nq

Nyni budeme minimalizovat

E ((M*(Tlplﬁ) - Z(V;I(nlr kl))2)2| xn)-

Poznamenejme, Ze podminéné vzhledem k X5, je P, je normalizovdno pomoci jistého
poctu nezavislych stejné rozdélenych exponencialnich nahodnych veli¢in. Proto, kdyz n,
roste, nahodna veli¢ina B, se blizi k normalnimu rozd€leni. Podobné plati i o ndhodné

veli¢in€ @, .
Pti ditkazu déle postupujeme stejné jako v piredchozi véte, uzijeme dale

lo n\/E
d VP, & ky

H(ng, k)=y + P A(Y, ) + A(nl) +0
Ya(y, K1)=Y \/k— 1— P nq{nq—kq Op k1 \/ﬁ ’
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’n1
2y2 logn T

d
(i (ny, kl))zzyz + % + 12—_yp A(Yny ny-ky) + 0p (A (Z_i)> M

d 2 2y(2 -
M. (ny, k)=2y? + Y*Qn, N y(2—p)

1 LT
\/k—l (1-p)? A(Ynl,nl—kl) + op (A (%)) 10 Og\r/;\/;>

logn |[—=
. . , k1 1 e .. . . o v
Poznamenejme, Zze vyraz =0 (—), pfi minimalizaci ho tedy muzeme

Vi e

zanedbat.

Vyse uvedené dvé véty hraji podstatnou roli v konstrukci konzistentniho
bootstrapového odhadu pro k, (n). Predpokladejme, Ze dale plati podminky druhého fadu a Ze
navic je A(x) = cxP. Pak je mozné zvolit funkci stakto: s(x) = —2 p c¢2x?~1. Odtud

1 -1
vyplyva, ze s7(x) = (2 p c?)1-2r x1-2r, Piesnéji:
Véta 4.10

Predpokladejme, ze plati podminky druhého tadu (Definice 2.11)
pro A(t) = ctP,t » o a necht dile je k; —» o a :—1 -0 a dile n; = 0(n'™9),
pro hodnotu ¢ € (0,1). Potom

2p

ny\i-2p ki(ny) P :
(7) ST S 1, kdykolin - o, (4.24)

Dikaz: Danielsson, de Haan, Peng, de Vries, (2001).

Dtikaz vyplyva z véty 4.7 a véty 4.9 a ze skutecnosti, Ze
1 1
t2p—1s~ (?) - (—2pc?)i-2p,
Véta 4.11

(n1)2

Necht n, = 0(n'~€) pro ¢ € (O,%) amn,=—
podminky druhého ¥adu (Definice 2.11) pro A(t) = ctP,t — oo anecht dale je k; — oo a

. Predpokladejme dale, Ze plati

ki H v * Y
n—f - 0 (=1, 2). UrCeme k; stakové, Ze

4

E ((M*(ni'ki) - Z(Vﬁ(ni,ki))2)2| xn)

62



Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

je minimalni (i = 1, 2). Potom

lognl—logkio(nl)
(k;o(m))Z( (log kj o(n1))” ) tog s
Kao(2) \(210gn, — logh,(ny)”
ko(n)

P
- 1,

jestlizen — oo.
Dikaz:

Podle Proposition 1.7.1 Geluk, de Haan (1987) je (ki je pravidelné se ménici funkce

5 . -2
v nekone¢nu s indexem j )

logkio P _—2p

logn, 1-2p
a odtud jednoduchou tpravou je

log k7 o

P
- p. (4.25)

—2logn,+2 logki,
K dal$imu postupu pouzijeme zavéry véty 4.10 pro ki, a k3

2p

ni\i—2p k1o P
(—) - - 1,
n ko
2p "
Ny\1-2p K209 P
(—) —-— -1
n ko
’ v s . vir _ (nq)? ror
Upravou téchto dvou limit a vyuzitim vztahu n, = - vyplyva, Ze
kokso P
e (4.26)
(ki0)

Podle zavéra véty 4.8 je dale

(ki) * (i 1)%

k30(n2)ko(n) p

Dtikaz véty dokon¢ime pomoci vztahu (4.25).

Véta 4.11

Ptredpokladejme, ze plati predpoklady véty 4.10. Definujme
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5 5 lognq—logkj o(n1)
* * 1
Ro) = (k5 o(np)) ( (log ki o (n1)) ) o8™M
0 - *
k2,0(n2) (2logn, — log k{,o(nl))z

Potom y,(n, ky(n)) je stejné asymptoticky vydatny jako yy (n, ko (n)).
Diikaz:

Plati

lAco(n) P
m -
n1—>oo ko(n)

Podle véty 4.1 v Hall, Welsh (1985) yy(n, ko(n)) konverguje stejné rychle jako
Yu(n, ko(n)).

Bootstrapova procedura:

l. Krok: Polozme n; = [n'~#] pro hodnotu ¢ € (O;%), kde [x] oznaluje celou ¢ast
C¢isla X. Vyberme z vybéru o n hodnotach novy bootstrapovy vybér o délce n;.
Budeme dale pocitat E ((M* (nq, k))2| .X'n). Nalezneme hodnotu ki (n,), pro ktery

je ptedchozi moment minimalni.

2
Il. krok: Polozime n, = [nl / n] a zopakujeme krok 1. s tim, ze nalezneme hodnotu

ki(n,), pro kterou je E ((M (ny, k))2| Xn) minimalni.

I krok: Odhadneme parametr p timto konzistentnim odhadem: p, =
—logki(ni)
—2logni+2logki(ng)

IV.  krok: nyni definujeme odhad k,(n),

S () 1y
=S (175)

Tato procedura byla popsdna v Danielsson (2001). Efektivnéjsi procedura byla uvetejnéna
v Gomes, Oliveira (2001).
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4.3. Optimal sample fractions pro momentovy odhad

Necht F € D(G,) pro y € R. Momentovy odhad 7™ pro index y jsme zavedli
v definici 2.31 takto

-1

) 2
(M) _ @ _if _(mPwi)
7 (k) =M (nk)+1 > (1 D , kde

M(i)(n; k) = %2;{:1(109 Xn—jin — log Xn—k:n)l-

Dale ukazeme, ze optimalni volba velikosti vybéru optimal sample fraction v odhadu
parametru y je zavisla na minimalizaci stfedni kvadratické chyby ™ — y.

Necht’ dale v dal§im je y_ = min(y,0) ay, = max(y,0).

Budeme hledat minimum E (?(M) (n, k) — y)z v asymptotickém smyslu (druhy
moment asymptotického rozdéleni). Rozdil mezi ¥ M) (n, k) — y mizeme rozd&lit na dvé &asti
- nedegenerovanou c¢ast s asymptoticky normdlnim rozdélenim a degenerovanou cast
s nulovou systematickou chybou.

Rekneme, Ze index k;(n) je optimalni hodnotou metody optimal sample fraction
pro momentovy odhad, jestlize

ki(n) = argkmin AMSE(7™ (n, k) — ) . (4.27)

Nasim cilem je nalézt konzistentni odhad k;(n). V dalsim budeme vychazet z ¢lanku
(Draisma et al. 1999). Vyuzijeme v ném uvedenou vétu 2.1. Zakladni myslenky dikazl
nasledujicich tvrzeni 1ze ovSem nalézt jiz v ¢lanku Dekkers, Einmahl, de Haan (1989).

Véta 4.12
Predpokladejme, Ze F € D(Gy) a ze plati podminky druhého tadu a tvrzeni véty 2.20

o funkci H(x) pro p < 0, dale polozme

ko(n) = argkmin E (?(M) (n k) — y)z. Potom, jestlize n = oo,

1

V) \ize
koM (3r0m) ™" = = 1 (4.28)

kde s~ je inversni funkce klesajici funkce S, splitujici nasledujici vztah

A3(x) = (1+0(1)) Joos(t)dt,
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a
p y>0
p*={y p<y<O0. (4.29)
p y<p
a dale
y2+1 ify=0,
VZ(y) = Ja-y2a-2p)(ey?-y+1) . (4.30)
(1-3y)(1-47) ify <0,
p(1 2N HicE p)2 ify >0,
b(y,p) = if p<y <0, (4.31)
|
(1- y)(l 2y) .
\ronapzy Y <e
a
A(t) if y >0,
®) .
Ay(t) = % ifp<y<0, (4.32)
A(t) if y <p.
Navic
~ Va(y)
AMSE (790 (n, 1)) = =2+ b2(r, )43 (§) (4.33)

Dikaz: Theorem 3.1 (Draisma et al. 1999).

Vlastni ditkaz je zalozen na tfech pomocnych tvrzenich. V prvnim jsou definovana
pomocna rozdéleni podobné jako v Lemma 4.6.

Lemma 4.13
Necht Y;,..,Y, jsou nezavislé ndhodné veliCiny se spolecnou distribucni
funkci F(x) = 1-1/x (x > 1). Necht’ dale je Y;,; < --- <Y, pofadkova statistika vytvoiena

2Y,, .., Y. Pledpokladejme dile, Ze k — o0 a~ — 0.Potom

. Ynn-k P
i) = -1

k
i) Definujme
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k Y-
p = lz (Yn,n—i+1/Yn,n—k) -1 _ 1
" k 4 Y- T-y-
=1
k Y- 2
Q — lz (Yn,n—i+1/Yn,n—k) -1 . 2
" = Y- (1-y)A-2y.)

150 ((Yaneisn/Yanoi) ™ =1\ 6
Rn — _z nn—-i+1/ Inn-k .
k& V- (1 -y )@ =2y)(1-3y)

Rozdéleni Vk(PB,, Q,, R,,) konverguje v distribuci k rozddleni (P,Q,R),
které je normalné rozdélené se stiedni hodnotou nula a kovarian¢ni matici :

s 1
EpT = d— 72 (-21)’
— 4(5 - 11y.)
B (1-y)2(1—-2y.)2(1 -3y.)(1 —4y.)’
e 36(19 — 105y_ + 146y_2)
(1 -y)2(1-2y)2(1 - 3y)2(1 —4y.)(1 - 5y.) (1 — 6y)’
4
EPQ) = - 72— 2100 =31’
18
E(PR) = - 7021 - 2700 300 -4’
POR) - 12(9 — 21y.)
QR) = a5 A -zt -3 —4)d 57"
Navic
kEP? — E P?
KEQZ - E Q?
kER2 > E R?

iii) Definujme pro j=1,2,3

k . "~

LY (un-iss/Yon-ie)” — 1
d7(11) = EZJ H(Ynn-is1/Ynn—k) < - Ynn |
i=1 _

Potom podle slabého zakona velkych Cisel je

6 . uy_ -1 J1 du .
49 > d; = j]H(u)( ) =123
J 3
tedy
4 1
YT A-y)A-p-v)
g - 2(3—2p—4y.)
2T Q- -2r)A-p-y)(A—p—2y)
Q= 18y_%2 — 22y_ + 15py_+3p®>— 8p +6
A2y -3y)A—p—y)A—p—3y)
Diukaz:
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Je podobny dikazu véty 3.4 s vyuzitim lemma 3.1 v Dekkers (1989). Vypocet vychazi
z transformace ptivodnich ndhodnych velicin Y, ; a z ur€eni jejich typu.

Druhym pomocnym tvrzenim je

Lemma 4.14
Necht’ je f méfitelna funkce. Pifedpokladejme, Ze existuje redlny parametr a a funkce
a;(t) > 0 afunkce A;(t) — 0 takové, Ze pro vSechna x > 0 je

f) - f@) x*-1

a,(t) a

i A (t) = @)
kde
1(x%F -1 x*-1
Hi(x) = E( Pl ) (B <0).
Potom pro kazdé € > 0 existuje kladné Cislo t, takové, ze pro vSechna t > ¢, tx = t,,
je
[0 = f(B) _x*—1
@ (8) * __ Hy(x)| < 5(1 + x% + 2x“+ﬁe£|l°gx|).
Ay (1)

Diikaz:

Vyplyva z tvrzeni uvedenych v ¢lancich de Haan, Stadtmuller (1996), de Haan, Peng
(1996), z ¢lanku Omey, Willekens (1988) a Proposition 1.19.4 ve studii de Haan, Geluk
(1987).

V tomto lemma je uveden odhad vzdalenosti funkce H;(x) od zménéné funkce
z podminky druhého tadu. Je potiebny pro odhad ¢asti vyrazii vzdalenosti podminky druhého
fadu a funkce H (x).

Tteti pomocné tvrzeni je obdobné postupu pii dikazu véty 4.8.
Lemma 4.15

Necht plati podminky druhého tadu (Definice 2.21) a tvrzeni véty 2.20 o funkci H (x)
pro p <0 a n; = 0(n'~%) pro g, € (0,1). Potom pro kazdé ¢ € (0,1) existuje t, >0
takové, Ze pro vSechny hodnoty t, < t < n;(logn;)? aty < tx < n,(logn,)? plati

log Uy, (tx) —logU,(x) x' -1
a(t)/U(t) Y-
A(t)

—HXx)| <

txlogn tlogn
< (\/_Tg+ e)d(y_,p)x”peg“"g"' + (Ing + e)d(y_,p) +

d(y_,p) Vtlogn
|A(®)]

+ (1 + x¥ + 2x7-tPecllosl) 4 (Vx + 1),
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kde d(y_, p) > 0 je konstanta zavisla jen na y_ a na p.
Diikaz:
Je obdobny diikazu pomocného tvrzeni ve véte 4.8.

Diikaz vlastni véty 4.12 je zalozen na tfech piedchozich lemmatech a na stejném
postupu uvedeném v dikazu véty 4.8. Hodnotu t v lemma 4.15 nahradime Y,, ,_, a hodnotu x

. Yppei : . y . . .
nahradime —"*=. Tyto jsme dosadily do pfedchozi nerovnosti uvedené v lemma 4.15.

nn—k
Po upravé ziskavame
MD (k) 1 A(n/k) ( n )
a(Ynn-k)/U¥nn-k) B 1-y- + Pn + 1-y-)(p*-v-) +o(4d (k) ’ (434)

pii diikazu tohoto tvrzeni uzivame stejné postupy jako ve véte 4.8. Umocnénim (4.34) je

MD (k) )2 _ 1 2P, 24(n/k) ( n >
(a(Yn,n—k)/U(Yn,n—k) T (1-y0)? + (1—y-)+ (1—y-)2(p*—y_)+0 A(k) '

(4.35)

Podobné vyuZijeme ndhodné veli¢iny Q,, pro Gpravu vyrazu M@ (n, k) a ziskame

M@ (n, k) B
(a(yn,n—k)/U(Yn,n—k))z
5 24 (%) (2p* +1— 4y.) n
Sopoa-o Tt TS a- e — e a0 (A (E)>'

Oba predchozi vyrazy dosadime do vztahu pro momentovy odhad 7™ (n,k)a

P
vyuzijeme toho, ze a(Vy, n—x)/U(Ypn-r) — V4. Tedy

M®(n, k) - 2 (M(l) (n, k))2 )

o) _ oy
7, k) = MP(n k) + =
2M@ (n, k) — 2(MD(n, k)

2P, 24(n/k) )

= 0+ oM (T3 Tyt Ty 30

1
o+ (=71 - 21) <(§ ~7-)Qn- 2Pn) +

ny (1—y)(1—2y) n
@i (10)

Dale je

P (k) —y =
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MO (k) - 2(MD(n, )
2M@(n, k) — 2(MD(n, k)"

a(Ynn—k) )( 1 n)
=\t 75—V + B+ diAl) | — v+t
(* Upn-) J\1—p- " "0 ()7

N 1-y) 2(1 —2y.)

= M(l)(nrk) — Y+ +

((1 —2y_)Qn — 4P, + (d; — 2y_d, — 4d,)A (%)) + 0p <A (g)) =

:(a(yn,n—k) _ y+) 1 + (a(Yn,n—k) _ V+> (Pn + dlA (%)) +

UYnn-k) 1-y- UYnn-k)

(1-y)*(A-2y) 2y,
+ : <((1 — T ) B 20,

2y, d
+(do—20.dy — 4y + = y_)y2(1 _ zy_))A (%)) + op (A (g))

Uzijeme — 1i nyni vysledky Lemma 4.13 a véty 2 ¢ast iii)
z de Haan, Stadtmuller (1996), potom plati nasledujici hodnoty limit

t Y

ao p 170
ot v | a®
vO_"_) 70
A) Ao %
a(t)
Uu(t)

{2~ v <

p<y=s(

Vyuzijeme tohoto vztahu a vysledkt z lemma 4.13 je
AMSE(7™ (1)~ 7)" = (V200 /k + b0 p)a? (2)) (1 +0(D) =

= (V2(p)r/n + b2(y, p)A2(1)) (1 + o (D)),

kde r = % Nyni se pouzije postup uvedeny v Dekkers, de Hann (1993) véty 3.2, 3.3 a 3.4 ;.

budeme hledat kritické body uvedené funkce. Stale predpokladame, ze k(n) je prostiedni

posloupnost. Musime dokazat, ze ky(n) je skute¢né¢ minimum. OvSem pro kazdou hodnotu
K, 0 nebo 22 S oo je druhy asymptoticky moment ™ (n, k) — y
ko(n) ko(n)

ptili§ velky, jakmile k(n) — c nebo % — 0. Abychom zistali ve spravnych mezich,

k(n), pro kterou je

muzeme piidat omezeni logn < k(n) < @. Odtud jiz vyplyvaji zaveéry véty 4.12.

70



Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

P#i hledani optimalni hodnoty k u Hillova odhadu jsme pouzili alternativni odhad a
pomoci né¢ho jsme nalezli zakladni vlastnosti takovéto optimalni hodnoty k. Podobny postup
vyuzijeme nyni i pro momentovy odhad. Definujme alternativni odhad pro parametr y

-1
~(M1) _ M@ @) 2. MO (n,k)M@ (n,k)
POV, k) = [ 41 -5 (1 - ) (4.36)

Ukazeme, Ze statistika ™ (n, k) — 7™MV (n, k) ma podobné asymptotické chovani
jako 7 (n, k) —y.

Véta 4.16

Necht jsou splnény predpoklady véty 4.12. Polozme

. 2
ky(n) = argkmm AMSE (yW) (n, k) — p™D (n, k)) . (4.37)
Potom
. _r
Vi(y) \1-2p* n
ky ()~ (m) S_—(%) ’ (4.38)
kde
S 2+ y >0,
72 —
Vi) = 1 (1-y)?*(1-8y+48y*-154y3+263y*-222y°+72y°) <0 (4.39)
4 (1-2y)(1-3y)(1-4)(1-57)(1-6Y) y==
y(1-p)+p
T 2(1-p)? v >0
T (1-2p)—-y/(1-p)(1-2p)
b(y.p)= ’El_p)(l_pzp) . p<y<o, (4.40)
_ _)\2
1 p(1-y) v < p.

2 (1-p-y)(1-p=29)(1-p-3Y)
Dikaz: Draisma (1999), Theorem 3.2.

Dtikaz tvrzeni je poloZen na stejnych postupech jako dikaz véty 4.15. V postupu je
nutné zaménit nezndamou hodnotu ¥ hodnotou odhadu ™% (n, k). Navic je mozno ukazat
(postupem stejnym jako v dikazu predchozi véty), ze

M(3)(Tl,k) _ 6 +R. +d A(E)-I- <A(E)>
(aVpnai)/U(Ypn))” A—¥)A=2y)A=3y) =" =k P\ 4 \k

a
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MO, MDD (n, k) 2 N 2P, P N
(@Wnai)/Un))  A—¥v20-2y)  A-y)(1-2y) (A-y)

2d d n n
" ((1 —ha-z0ta —Zy_))A () + or (A (ﬁ)

Dale se v dikazu odhadne nejprve rozdil $MV(n, k) — y a vyuzije se vysledek
predchozi véty, odhad 7™ (n, k) —y. Pomoci téchto dvou odhadt jiz mizeme odhadnout
rozdil P (n, k) — y™MV (n, k). Detaily vypodtu jsou uvedeny Draisma (1999).

Dale polozme pro hodnotu § > 0
. . o N 1
¥ (ng, ky) = (]”\(M d(ny, ky) — 77 (ny, ky) ) I (|)/(M d(ny, ky) — 7 (n1,k1)| < k16 2 )

Pro tento odhad mtzeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 4.17

Necht’ jsou splnény podminky véty 4.12. Predpokladejme dale, ze p < 0. Uréeme

* *
kO,l - k0,1

k3,1(n) R

k()

Proto

k8,1 (n) P
1 d

< 72 () )W n
b, p) s (%)

Diikaz: Uveden v Draisma (1999) jako véta 3.3.

Upozornéme, ze dana véta plati pro libovolné § > 0.

V dal$im budeme podobné jako v piipad¢ Hillova odhadu definovat zékladni kroky

bootstrapové procedury.

Vytvofme N1 nezavislych vybért z empirické d.f. vytvotené z X,, = {Xy,--+, X,,}.
Ziskdme hodnoty X7,-:-,Xp, a vytvofime pofadkovou statistiku Xy 1,Xp ., Xp, 0, @

pomoci této statistiky

* [ 1 * * i
MO (k) = =250 (109 Xy, -jer = 109 Xnymyiy) - (4.41)

Pro hodnoty k; < n, definujeme
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-1

i) z
(M) _ oy _af (MO muk)
14 (ny, k1) = M )(n1; k) +1 2 <1 M@ (nyk0) (4.42)

a

o _ ™™ (2)(n1,k1) 2 MWD (ny,k)*MP (ny,kq) -
7 (n,ky) = ,f—z -1+ 5(1 — MO (kD) ) , (4.43)

a predpokladame dale, ze k; » oo, 4 50a n; = 0(m'~%) pro hodnotu 0 < ¢ < 1.

ng

Véta 4.18
Ptedpokladejme, Ze jsou splnény podminky véty 4.12an; = 0(nt™ %) pro0 < e < %

Definujme kg, = argkmin E ((*)7 (nl,kl))2| xn). Potompron — o je
1

x P
Ka) 5, (4.44)

1
( V2(y) )Hp* ny
) s‘( L )

ny.

Diikaz: Draisma ((1999), véta 3.4.

Diikaz je zalozZen na rozkladu

d 1 &
MOy, ky)= o Z 10g Un (Y, n,—i1) — 108 Un (Y i),
i=1

kde {Ynli}r_llljsou poradkové statistiky se spole¢nou distribu¢ni funkci 1 —% (x>1)
iJiz
a nezavislé na X,. pomoci stejné metody jako pii dikazu véty 4.12 miZzeme dokazat, ze

*M(l)(nll kl)
a(ynl,nl—kl)/U(Ynl,nl—kl)

+ P, +
1—y. ™ A-y)p —v-

’ﬁ logn
A(ny/kq) Lo <A (ﬁ)) 40 ky
)P\ TP /
Podobné mizeme vyjadfit i *M® (ny, ky) a *M® (ny, k). Pokud nyni pouZijeme
vysledky vét 4.12, 4.16 a 4.17 ziskame 1 platnost véty 4.18.
Véta 4.19

Piedpokladejme, Ze jsou splnény podminky véty 3.37 a necht’ dale je Ay(t) = ct?,
kde c # 0 a p* < 0, potom je
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ko(n) (ﬂ) =7 i

*
ko'1 n

=

(4.45)
Diikaz: Draisma ((1999), Corollary 3.1.

Dutkaz je zalozen na ptfedchozich vétach a na skuteCnosti, Ze tlim t™Va(t)/U)t) je

Ao (t)

kladna konstanta v ptipad¢, ze p < y < 0 (de Haan, Stadtmuller(1993)). Tedy tlim — = 1,
—o00 Cg
proto je
: s~(1/t)
fim =1

(~260p") =27 727"

—Zp*

V dal§im potfebujeme odstranit faktor (%)1_2‘) ". K tomu pouzijeme podobné jako

u ostatnich odhadd druhou bootstrapovou posloupnost o rozsahu n,.
Véta 4.20

2
(n;). Necht' dale je

Necht' jsou splnény podminky véty 4.19 a plati n, =

Kia(n) = 479 ™ E (7 (1, k)| %)
1

Potom je
ko (n) P
- — L.
(ko1 (ny))
k8,1 (nz)
Dukaz:

Vyplyva z predchozi véty.
Diisledek 4.21

Ptedpokladejme, Ze jsou splnény podminky piedchozi véty 4.20. Potom

(k3,1(n1))2 V2(y)b2%(y, p) 1‘;29* P
ko()/ PERCS) <V2<y>b2(y.p>> o

Dikaz:

Vyplyva z ptedchozich vét 4.12, 4.18 a 4.20.
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Diisledek 4.22

Ptedpokladejme, Ze jsou splnény podminky véty 4.20. Definujme

’ 1
k* 208 .27 ~ _—An
ko(n) =( 0,1(n1)) (V (Fn)b (Vnrpn)>1 5 |

ko1 (n2) \V2(#) b2 (P, )
kde hodnoty kg ,(n;) a kg,(ny) jsou definovany v pfedchozich vétach 4.18 a 4.20.
Necht déle je 7, libovolny konsistentni odhad y (napt. ™ (n, k) s posloupnosti k = k(n),
kde pro k — oo je% — 0) a p, je konsistentni odhad p* naptiklad

~ 10gk3,1(n1)
Pn —2logny + 2logkg,(ny)’

Potom

'IACO (n) P
RO

navic druhy asymptoticky moment 7@ (n, IEO(n)) — y je asymptoticky roven

druhému asymptotickému momentu 7™ (n, ko (n)) — .
Diikaz:
Vyplyva z Dtsledku 4.21. Odhad p,, vyplyva ze vztahu

—2p*
1-—2p*

P
log kg 1 (ny)/logn; —

Pti tvorbé bootstrapové posloupnosti budeme dale pouzivat stejnou proceduru jako
u Hillova odhadu a vyuZzijeme piedchozich vysledkd. Volime hodnoty n; = O(n!~%)

2
pro0 < e<1/2an,, kden, = [%]
Bootstrapova procedura:

l. Krok. Polozme n; = [n'~¢] pro hodnotu ¢ € (O;%), kde [x] oznacuje celou ¢ast
¢isla x. Vyberme z vybéru o n hodnotach novy bootstrapovy vybér o délce n;.
Budeme dale pocitat E ((M* (n4, k))2| Xn). Nalezneme hodnotu kj(n,), pro ktery

je ptedchozi moment minimalni.

2
Il. krok: Polozime n, = [n1 / n] a zopakujeme krok 1. s tim, ze nalezneme hodnotu

k;(ny), pro kterou je E ((M (n,, k))2| x,,) minimalni.

M. krok: Odhadneme parametr p timto konzistentnim odhadem:
A~ —logki(ny)
Pn —2logny+2logki(ny)’
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IV.  krok: nyni definujeme odhad k, (n),

by < (Kw)” (-1 )p—
! - ki(nz) Pn .
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4.4, Optimal sample fraction pro Pickandsiiv odhad
Pickandstiv odhad je definovan v (2.36) jako

Xn—k:n - Xn—zk:n )

1
7p(n k) = lo (
P( ) lOgZ g Xn—Zk:n_Xn—4k:n

V této Casti budeme na tento odhad aplikovat metodu optimal sample fraction a navic
nalezneme optimalni hodnotu parametru k. Pozadujeme dale splnéni podminek druhého fadu
z definice 2.19 a navic zavedeme novy pozadavek diferencovatelnosti distribu¢nich funkci
Z dané sféry pritazlivosti.

Definice 4.23 (Pickands (1986))

Rekneme, Ze distribuéni funkce F je Vv diferencovatelné sféfe piitazlivosti Gy
(oznaujeme F € Ddif(Gy)), pravé kdyz je F diferencovatelné vlevém okoli

Xe = sup{x; F(x) < 1} a existuji konstanty a,, > 0 a b,, € R takové, Ze

lim = [F™(a,x + by)] = G} (x) (4.46)

n—oo 0x

lokalné stejnomérné.
Nasledujici véta charakterizuje diferencovatelnou sféru pfitazlivosti G,.
Véta 4.24

F € Ddif(Gy)) pro y € R, pravé kdyz U(x) (kvantilova funkce chvostu — definice
2.5) je diferencovatelna pro viechna dostatecné velka x a U'(x) € R, _; (pravidelné se ménici
funkce s indexem y — 1).

Diikaz: Pickands (1986).

V nésledujicich vétach jsou vyuZzity vlastnosti funkce logaritmus a podminky druhého
fadu. Pomoci nich jsou nalezeny asymptotické vlastnosti predkladanych vyrazi.

Poznamka 4.25

Ozna¢me dale F, empirickou distribu¢ni funkci X,, F, inversni funkci k F, a

U Ly
n (1—Fn) '

Lemma 4.26

Necht plati (4.46) a n; = 0(n1~¢0) pro né&jaké g, € (0,1). Potom pro kazdé £ € (0,1)
existuje t, > 0 takové, ze kdykoli t, <t < n; (log n;)? a zaroven

to <tx < n; (log n,)?, pak plati
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Up(tx) —U,(t) x¥ -1
a(t) oy _1<xp+”—1 xV—1><

A(t) p

pty 14

txlogn tlogn
< (\/_Tg_i_ £>D(y,p)xy+pe€|1°gx| + <\/_ ng + €>D(V'P) +

D(y,p)Vtlogn
|[A(D)]

+&(1 + x¥ + 2xVtPeellosxl) 4

(Vx+1),

kde D(y, p) > 0 je konstanta zavisla jen na hodnotach y a p.
Diikaz: Jeho provedeni je obdobné ditkazu lemmatu 4.15.
Lemma 4.27

Jestlize F € Ddl-f(Gy), potom podminka (4.46) plati pro a,, = nU (n) a b, = U(n) a
pro kazdé k — oo ,% - 0af € (0,1 > stochasticky proces

n
Xn—[k@]:n -U (E)
n, . (n
7V (%)
konverguje k Gaussovskému procesu w(8), ktery ma stfedni hodnotu 0 a kovarianéni
strukturu

Wn,k (6) = \/E

Cov(w(B),w(B,)) = 6,78,7"1,0< 8, < 6, <1.
Dukaz: Uveden v Cooil (1985), véta 2.3.
V nasledujicim tvrzeni je uréena teoreticky optimalni hodnota kg (n).
Véta 4.28

Necht F € Ddif(Gy) a jsou splnény podminky druhého tadu pro hodnotu
A(x) = cxP, kde ¢ #0 a p<0. Oznaéme index ky(n) takovy, Ze hodnota
E{#p(n, k) — y)? je minimalni. Potom

ko(n)

lim 1

n- oo —
1+42-2r-1 172 z2p
1-2P\2 2=¥=P_1,? nizze
4pe?(27) ( ) 272
P v+p

Podobné jako u ostatnich nami Setfenych odhadd nalezneme postupné asymptotické
odhady nezndmé hodnoty y V ptedchozim vyrazu a nahradime ji.

I
=

(4.47)

Diikaz:Proveden v Draisma, de Haan, Peng, Pereira (1999).
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V nésledujicim textu tento dikaz provedeme:

VEGp(n k) —y) = ‘/F(_l;gz log (Xn—Zk:n - Xn—4k:n) _ )/> _

Xn—k:n - Xn—zk:n

d
X —2k:n — Xn—4k:n
_ lo (1 4 orin = 1) =
—1092 8 Xn—k:n - Xn—Zk:n
g \/E —Xn—okmn + Xn—akm — Z_V(_Xn—k:n + Xn—zk:n) (1 +o0 (1)) _
p =

B —l0g2 2_]/(Xn—k:n - Xn—Zk:n)

VE Xnwen—U(g) - (0427 (Xn—zk:n -U (2k)> +27 (Xn—k:n —U (%))

—log?2 27V (Xn—kn — Xn-2km)

VE_U(gg) — @+ 270 () + 270 ()
+—logz 2_y(Xn—k:n_ n—2k:n)

(1+0p(D) =

Xn—Zk:n - Xn—k:n P27V —1

@

)

P

VE Xocsien=U(q5) = (1427 (X aien = U (

e ey
- n
o),
? (2 (=
d
- —ligZ 2 (22T (W) = (1 + 27)w(2) + 27w() + 0p (1)
7

(- (E) )
~log? rU (g) 2 (2 ” 1)

Funkce w je pfevzata z Lemmatu 4.27.

(1+0p(D)

Tedy asymptoticky rozptyl Vk(7p(n, k) — y) je roven

y 3 (L + 2721
(log 22(2 7 — 177
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a asymptoticky Bias (\/F ¥p(n, k) — y)) je roven

290y 1—20277P_1
—log227v—-1 op y+p

n
VikA (E)
Nyni vyuzijeme A(t) = ct™” a uzijeme stejné postupy jako v zavéru dikazu véty
4.12.
kO (TL) -1

lim 1
n- o =25

1+2-2r1 —2p

oo 1— 202 217 — 1 22—2p ni-2p
k pc( p )( y+p ) )

Véta 4.29

Necht F € Ddif(Gy) a jsou splnény podminky druhého ftadu pro hodnotu
A(x) = cx™P, kde ¢ #0 a p<0. Ozname index ko(n) takovy, Ze hodnota

E()?p (n, k) — 7p(n, 4k))2 je minimalni. Potom

lim *o(™) L -1 (4.48)

n- o
5 1-2 _
1427271 S -
5 > ) T ni-zp
_2p —y—p— —o—
4pcz(1 2 ) (2 y—-p 1) 2-2p (1-272P)

P v+p

Pomoci obou vét jiz mliZzeme vztah mezi obéma vySe uvedenymi indexy.
Dikaz: Draisma, de Haan, Peng, Pereira (1999).

Pti diikazu budeme postupovat stejné jako u predchozi véty. Tedy

VE(#p(n, k) — 7p(n,4k)) = Vk([Fp(n, k) —y) — Vk([Fp(n, 4k) —y) =

d [ & Hnwen=U(q5) = 042 (Xaczien = U (3) )+ 27 (Xacken = U (3))
- —logz 2_y(Xn—k:n - n—2k:n)
VE U (gg) - a+20 (z) + 27U ()
—logZ 2_)/(Xn—k:n - Xn—Zk:n)
JE Xuoteen — U (ggp) — 1 +27) (Xn_gkm ~U (&)) +277 (Xn_m -U (f—k))
B —lOgZ 2_)/(Xn—Sk:n - Xn—4—k:n)
VE U (gg) - 1 +270 (gg) + 27U (g)
B —log?2 = 27V (Xp—gkin — )8(n—4k:n) * (1 " OP(l)) -

80



Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

Podobné jako v piedchozim ditkazu vyuzijeme

Xn—8k:n - Xn—4k:n _P> Z_ZV 277V -1
Eu’ (E) Y
k k

d
- —ligZ oy (ziyy_ 1) w#) — (14 27w(2) + 27Yw(1)) + 0p(1)

VE U(gp) - a+2nu(5p) + 270 (g) (1+0p(1))

—log? 27 —1
°f (@) ()
L 1_y_1 W(16) — (1 + 27w (8) + 27 Yw(4)) + 0p(1)

~ —log2 -3y (2

F ol -arenu@E) G

e @ ()

Z téchto rovnosti jiz miizeme uréit asymptoticky rozptyl Vk(7p(n, k) — 7p(n, 4k)):

13 oy
)/271(14'2 2y 1)

(log2)?(277 — 1)?

a asymptoticky Bias Vk(7p(n, k) — 7p(n, 4k)):

(1-272°)

n> 27F y 1—-2° 27V"P -1

\/EA(E —log2 277 -1 p y+p

Zéavér dikazu bude probihat stejné jako u predchozi véty. Za A(t) = ct™ a
pouZzijeme stejny postup jako v zavéru dikazu véty 4.12.

Dusledek 4.30

Necht F € Ddif(Gy) a jsou splnény podminky druhého ftadu pro hodnotu
ze hodnota

A(x) = cx7?, kde ¢ #0 a p<0. Oznaéme index ky(n) takovy,
E(@p(n, k) — y)? je minimalni, index ky(n) takovy, Ze hodnota E (]’/‘p (n, k) — yp(n, 4k))2
je minimalni. Potom

1

- 5 1-2p
ko(n)_< : ) | (4.47)

(1-272pP)2

lim =
n- oo ko(n

Diikaz: Draisma, de Haan, Peng, Pereira (1999).
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V dal$im se jiz zaméfime na tvorbu vlastni bootstrapové procedury. Vytvoime n; < n
nezavislych vybéri z empirické d. f. vytvotené z X, = {X;, -, X,}. Ziskame hodnoty
X{,+++, Xy, avytvoiime pofadkovou statistiku Xy 1, X5, 2,°**, Xn, n,- Definujeme

1 Xr*L n,—k _X:l n,—2k
vp(ny, kq) = lOg( T ).
i log2 X7l1'n1—2k1 o Xn1'n1—4k1

Podobné si budeme pocinat s indexem n, < n,

Nyni uvedeme dvé veéty, které umoznuji vyuzit metodu bootstrap pro Pickandstv
odhad.

Véta 4.31

Necht F € Ddif(Gy) a jsou splnény podminky druhého tadu pro hodnotu
A(x) = cx7P, kde ¢ # 0 a p < 0. Necht’ dale je n; = 0(n'™%) pro ¢ € (0;1). Ozna¢me
index kio(ny) takovy, ze E (()7,’3(111, k) — ?;(n1,4k1))2| Xn) je minimalni. Potom
pron - o je

1
( s\ )
] L+27 Z w7 5y
* —zp .
kio(m1) 1-20\2 2 —y—p—1\2. . (1—2-2p)2 [} -
| 4pc? y—p 2-2p |
\\* T y+p )

Diikaz: Draisma, de Haan, Peng, Pereira (1999).

Podobné miizeme pocitat i hodnotu indexu kj,(n,). Poslednim krokem bude
nahrazeni uZiti téchto hodnot v odhadu k,(n).

Véta 4.32
Necht F € Ddif(Gy) a jsou splnény podminky druhého fadu pro hodnotu
A(x) = cx™P, kde ¢ #0 a p < 0. Necht dale je n, = 0(n'~%) pro ¢ € (0;1/2) a déle
2
n, = [%], kde [x] oznacuje celou Cast zhodnoty x. Oznacme index k;,(n;) takovy, Ze
E((]?,’S(ni, k) —?;(nl-,4kl-))2|xn) je  minimalni (i=1,2). Oznaéme dale funkci
1

5

f(P)=<M+2W> . Potom pron =  je
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(kik,o(nl))z
* 2 log ki o(n4)
(kz,o(nz)) f 2 (log kio(nlls — log(nl)) P
o ’ (4.48).

Diikaz: Draisma, de Haan, Peng, Pereira ( 1999).

Diikazy vsech ptedchozich vét a tvrzeni jsou zalozeny na vyuziti podminek druhého
fadu a asymptotického rozvoje funkce logaritmus a jsou obdobné vétam (4.12), (4.16), (4.20)
a(4.21).

Bootstrapova procedura:

l. krok. Polozme n; = [n!~#] pro hodnotu ¢ € (O;%), kde [x] oznacuje celou ¢ast
Cisla x. Vyberme z vybéru o n hodnotach novy bootstrapovy vybér o délce n,.
Budeme dale poéitatE(()?,’;(nl,kl) —?;(n1,4k1))2|xn). Nalezneme hodnotu
ki o(ny), pro ktery je predchozi vyraz minimalni.

2

Il. krok: Polozime n, = [nl / n] a zopakujeme krok I. s tim, Ze nalezneme hodnotu
k3 o(n2), pro kterou je E (()7; (ny, ky) — 75 (ny, 4k2))2| Xn) minimalni.

1. krok: Nyni vypocitame odhad kq(n),

(ko)

log kj (ny)
2 (log kio(ny) —log (nl))

ko(n) =

(k30 f

VSechna tato tvrzeni a definice jsme uvedli proto, abychom mohli popsat asymptotické
chovani rozdili jednotlivych odhadli od skute¢né hodnoty y. Detaily vyjadieni ponechame
v piislusnych ¢lancich uvedenych vyse. Nalézt optimalni velikost ki volby bootstrapového
vybéru je stejné jako najit minimalni hodnotu vyrazu

arg min

I AMSE (}’/‘(0)(11, k) —)/), kde AMSE je asymptoticky druhy

ki(n) =
moment a

7©) (n, k) je kterykoli z nami uvedenych odhadii v &asti 2. Tuto hodnotu nemtzeme
urcit pfimo z vySe uvedeného vyrazu, protoze se v ném vyskytuje neznama hodnota vy, ale
vyuzijeme pro dany odhad stejného indexu y asymptotického chovani pro upravené odhady.
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Nalezneme pro dany typ odhadu sadu jednoduse zménénych ptivodnich odhadt (yy, Yu, vp )
pro né¢z umime najit hodnotu

ky(n) = argkmmAMSE()?(")(n, k) — ), kde 7
je vySe uvedeny zménény odhad a prokaze se, ze I:—EZ; — 1 v pravdépodobnosti. Dale
2

se vytvorii dalsi upraveny odhad y, pro ktery vypocteme také hodnotu

arg min

k() = 9 M AMSE (7 - )
‘v ’ P _ (nq)? ’
Jestlize navic zvolime n, = ——> potom plati
ki(n) 51
((kB(nl))z)
k3(nz)

a AMSE(]?(O)(n, k) — ]7) je asymptoticky rovny AMSE(?(O)(n, k) — y). Detaily
vypoctll je mozné nalézt pro momentovy a Pickandstiv odhad v (Draisma , de Haan , Peng ,
Pereira, 1999) a pro odhad Hilliv v praci (Gomes, Oliveira, 2001).

Z takovych zavérli je mozné vytvofit algoritmus pro zpracovani jednotlivych typt
odhadi pomoci bootstrapu.
Dale tento algoritmus uvedeme:

1. Necht’ velikost vybérového souboru je n, hodnotu prvni vybérové ¢asti volime

n=[n'"¢] proe € (0, %) kde [x] oznacuje celou ¢ast X a zvolme dale velikost druhé

2
casti n, = % Dale zvolime hodnotu pocatecniho indexu k,ux = [2\/n| (Drees,

Kaufmann, 1998)

2. Pro vybér (xq, x5, **, X,,), spocitame )7(0)(n, k), k=1,2,...,n-1.

3. Proiod 1 do B vygenerujeme nezavisle B bootstrapovych vybéra (xik, X3, x;’;z) a
(x3,x5,+, %5, %5+, %5, ) 0 Velikostech n, an,, z empirické d.f.

Fr ) = T I[X; < «]
' (x) =

n
ziskame (t;‘ll,i(k), t,’;z,i(k)) , 1 < i < B vysetiovanych hodnot statistik

Trtj(k) = (?(O) (nj’ k) - ),/\(0)(77" kaux)lxn)-

84



Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

. Pro obé vySetfované hodnoty j=1, 2vypoéteme

2
)

MSE*(n;, k) = k=1.2,..,n-1,j=1,2
. Zvolime k(’;(nj) =4 j;g;n;ln_ 1m*(nj,k) =12
(kS(n1))2

. Vypodteme  ko(n, Kgyy, ny) = ( ) Jestlize ko, €< 1,n), ukonéime vypodet,

kg (n2)
jinak pokrac¢ujeme dalSim krokem.

. Ziskame 7@ (ny, kgyy) = 7@ (nl, ko(n, kaux,nl)).

V dalsim textu uvedeme nékolik poznamek k uvedenému algoritmu.

Obecna doporucena volba pro algoritmy tohoto typu je € = 0,15. Ukazuje se, zZe
mens$i volba vede k velikostem bootstrapovych vybéri srovnatelnych s n.
V bootstrapovém souboru o velikosti n; + n, pak mame obecné¢ mnoho duplicit a ty
mohou vysledek nepiijemné ovlivnit. Jestlize bychom chtéli vybirat tak, aby vybéry o
délkach n; + n, byly mensi nez n, pak pro hodnotu e = 0,1 musi n byt aspon 112 a
pro hodnotu € = 0,05 musi byt dokonce nejméné 15 115. Pro hodnotu ¢ = 0,15 je
rozsah vybéru nejméné 15. Proto byva tato hodnota doporucovana pro vypocet. Nase
simulac¢ni studie ale vede k jinym vysledkiim.

Jestlize v 5. kroku algoritmu je k, €< 1,n), potom vétsinou vygenerujeme novy
vybérovy soubor a provedeme vypocet znova.

Jestlize mame ve vybérovém souboru zaporné hodnoty, piepiSeme je jejich
absolutnimi hodnotami (diivodem je vypocet hodnoty logaritmu v pfislusném
odhadu).

V krocich 3. a 4. pouZijeme klasickou metodu Monte Carlo

vvvvvv

s volbou B budeme studovat pro jednotlivé odhady v ¢asti prace vénované simulacni
studii.
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4.5. Optimal sample fraction pro PORT odhady
V této casti budeme studovat vyuziti metody sample fraction na skupinu
semiparametrickych odhadu, které se nazyvaji ,,PORT* odhady. Vlastni ndzev 1 metodologie
téchto odhadt je vytvotfena v zékladnim ¢lanku Aratjo (2006).

V mnoha aplikacich je zapotfebi mit k dispozici odhady, které jsou invariantni
vzhledem k méfitku, ale pfedev§$im vzhledem k posunuti. To zakladni odhady typu Hillav
odhad nebo momentovy odhad nespliiovaly. Pravé ve vySe uvedeném clanku se autofi
zamé&fili na tvorbu odhadt, které jsou obdobné napi. Hillovu nebo momentovému odhadu, ale
zaroven jsou invariantni vzhledem k métitku a k posunuti.

Pti pouziti techniky PORT pracujeme s upravenym vybérem, kdy ptvodni hodnoty
zmensSime o ndhodn¢ stanovenou mez an:n ( nésledujici zavedeni je uvedeno v (2.49 )

X1 = (Xnin — an:n' Xn—1n — an:n ’ ---anq+1:n - an:n)
kden, = [nq]l+ 1 a

1. 0<g<1, pro d. f. F skoneénym nebo nekoneénym levym krajnim bodem
x, = inf{x; F(x) > 0}, a proto je stanovena mez rovna empirickému kvantilu,

2. ¢ = 0 skoneénym levym krajnim bodem, potom je ndhodnd mez volena jako
vybérové minimum.
V ptedchozich ¢astech jsme prokézali, ze v ptipade, Zze k = k(n) mé nasledujici dvé

kn)

vlastnosti: 1. lim k(n) » o a 2. lim — = 0 ( pro dalsi text budeme zjednoduSené
n—oo n—oo

ozna¢ovat k(n) = k) a jsou zaroven splnény podminky druhého fadu z definice 2.19 plati
pro Hilliiv odhad ( podle Véty 4.1)

d
Puln ) =y = \/V—E B+ ﬁ @)+ o (A (%))

a pro momentovy odhad ( diikaz Véty 4.12)

d [y211 (V(l—P)‘FP)A(E)
5(M) NV Tl ou k

(14 0p(D)),
kde P a PBM jsou nahodné veli¢iny asymptoticky rovné normovanému normélnimu
rozdéleni.

V nasledujici vété rozsifime tyto asymptotické vlastnosti 1 na PORT odhady. Nejdiive
ale zavedeme jeste potfebna pomocnd oznaceni. Pro ucely této ¢asti bude

PH@ = py(n k) (XD), Y@ = 7™ (n, k)(XD,0< q < 1 (4.49)

Dale symbolem x; ozna¢ime q — ty kvantil nahodné veli¢iny s d. f. F, tedy
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Fxg) = q,
specialné je x; = xp. Potom je

P
an:n - Xpnh o 0,0<qg<1.

Pro zavedené odhady v (4.49) plati asymptotickd representace uvedena v nasledujici
veté. Tato véta je uvedena ve vyse uvedeném clanku Aratijo (2006) jako véta 2.1.

Véta 4.33

Necht’ Kk je optimalni hodnota pro metodu sample fraction a necht’ jsou splnény
podminky druhého tadu 2.19., necht’ dale je 0 < g < 1 a necht’ didle T oznauje obecné H
nebo M. Potom plati nasledujici asymptoticka representace

d
pr@ —y =LA+ <cT A(%)+dq e )> (1+0p(D)) (4.50)

kde BT jsou nahodné veli¢iny asymptoticky rovné normalnimu normovanému
rozd¢lenti,

1
och=v o= .dy = (4.51)
N S (¢ o) LT R 2 452
O-M_ y ’CM_ y(l_p)z UM — y+1 ' ( ' )

Provedeme dale diikaz této véty. Obsahuje totiz rysy podobnych vét, které
jsme uvedli v ¢asti sample fraction pro momentovy odhad a pro Hilliv odhad.

Diikaz véty 2.1 bude proveden pomoci dvou lemmat.
Lemma 4.34

Necht' F je d.f. ndhodné veli¢iny X a pfedpokladejme, Ze U je kvantilova funkce, ktera
vystupuje v podminkich druhého fadu v definici 2.19. VySetiujme nahodnou veli¢inu X, =

X — xzs d. f. Fy(x) = F(x) + x5 a kni kvantilovou funkci U, (t) = F; (1 — %) =U(t) —

X

*

q-

Potom U, spliuje také podminky druhého fadu

Uq(tx) XV
Uuq® Pa—q
m-29 = ¥ (x ) (4.53)
t—oo  Ag(t) Pq

prox >0, p; < 0, kde
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I{ (A(®. p) p> -y,
(44(6),pq) = 4 A +% ¥) =y (4.54)

| E—r)  p<r

Dikaz:

Nejdiive zjistime hodnotu podilu funkci U, s argumenty t x a x. Tedy

X
Ug(tx)  U(tx) —x;  UCtx) 1~ q/U(tx)
Uq(t) B U(t)_ x:; B U(t) 1_xq

u(t)

=U<tx)/ " /U@ /U(tx)\l

v |

U(tx)/1 x; (1_ U(t)) 1 \|=

0] k TTo\ T i)\ T

=" uw

_U(tx) Xq U(t) _
~ U@ <1 0! (1 N U(tx)) 1+ 0“”) -

= xV 1+xp_1A(t)(1+o(1)) 1+y—" 1(1+0(1)) =
p uie) -v

V<1+xp_1A(t)+yx:’x L oa(D) + o(— )
= x —_— 0 0
p u@) -v u(t)

Jestlize nyni dosadime do vztahu (4.53), za podminek (4.54) a provedeme limitu,
ovetfime platnost Lemma 4.34.

Dals8i pomocné tvrzeni je obdoba tvrzeni véty 4.7, ktera jsme pouzivali pii dikazu
asymptotického rozvoje Hillova odhadu a momentového odhadu. VyuZijeme pifi ném
vlastnosti Paretova rozdéleni a zaroven slabého zakona velkych Cisel.

Lemma 4.35

Xn—j+1n—Xng'n

i
Necht MU0 = % j?zl(log ) ,r=1,22a0 <q < 1. Necht dale k je

Xn—k:n_an:n
optimalni hodnota pro metodu sample fraction.
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Potom pro tuto hodnotu k a pfi platnosti podminek druhého fadu uvedenych v definici
2.19 a pro libovolné 0 < g < 1 plati

1 £ —x:\" 1
(r,q) n j+1n q
M - — E ( > =0 , 7 =1,2.
n k T n i x; P (n)

k
Dikaz:

Nejdiive zvolme r = 1. VyuZijeme nyni nasledujici aproximace: log(1 + x) ~x,
pro x — 0 a dale je Xy .n = xq(1+ 0p(1)). Na zakladé téchto aproximaci budeme dale
upravovat:

j=1
k *
n j+in — an:n 1 Xn—j+1:n — Xgq
= Z log - —Z log————— =
k Xn kn an:n k o— Xn—k:n — Xq
j=1
k 1— an:" 1— xl’;
1 Z Xn—j+1mn Xn—j+1m
=— log -1 :
k j=1 1 an’n 1-— %q
Xn—kn Xn-ken

k
1 Xn,: Xn,: X, x;
:EZ< anl_ ngn + q _ q )(1+0P(1)):

Xn—k:n Xn—j+1:n Xn—j+1:n Xn—k:n

k
Xpnom— X5 1 < Xn—k: )
q: q n—-k:n
=——E 1 -2 V(14 0p(1) =
Xn—k:n k. Xn—j+1:n ( F )

_ OP(l) 1 Xn k:n
" Xnokn k z <1  Xnjeim —j+1: n) (1+ 0 ()

Dale pouzijeme metodu shodnou s postupem dikazu. Oznacime {Yj}jzln.n.v. Y typu

Paretovo rozdé€leni s d. f. Fy(t) =1 — % prot>1la {Yj:k}j;l poradovou statistiku.

d
Protoze je Xp_xmn = U(Yn_k.n), Kde Y,_k. je (n-K) pofadova statistika asociovana

P
s Paretovym rozdélenim o velikosti n a dale je (S) Yy_kn — 1 pro optimalni hodnotu k.

Xn—kmn

u()

Potom je tedy

L 1. Proto je
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k

Yn—j+1-n d k
- - - Y 4.
{ Yn—k:n }j=1 { n ]+1k}]=1

Vratime se dale k ipravam:

*

k
MO lz Xn—j+in ~Xq _
k = n kn — x;

k
op(1) 1 Z U(Yn k)
- 1+ 1) =
U(Yn kn k n j+1mn Y. ) ( OP( ))
Jj=1 n—-kmn
n k:n

K
1 1
o U(E k Z y}+1 (1 + 0p(D) =
k j=1

(1-Y7)op (1+ 0p(D))
"k Z ( )

Pro daldi Gpravu pouZijeme slaby zakon velkych ¢&isel Stépan (1987) IV.2.6.

Upozornéme, ze E(Y7Y) = -

y+1
1< X
(1,9) n—j+1n — q
M —Zlog =
" k =1 Xn k:n
Yy 1 1
1 (1+0P(1/\/_)) 7

Pro hodnotu r = 2 provedeme diikaz obdobné.

Poznamka 4.36

Jestlize 0 < g < 1. Potom plati

Xngm = Xq = Op (\/iﬁ)

apror=1,2je

k i\ T
M(r Q) 12( Xn_jrim xq> _
k Xn— kn_xq

S|

=0p(1)

|
=)
Y

)
o
=
N——"
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Nyni dokon¢ime diikaz véty 4.33. Nejdiive dokdzeme tvrzeni pro PORT — Hillav
odhad.

Podle Lemma 4.35 a zavér Véty 4.1 pro data X, = X — x, je

k

1 Xn_ivin — X2 1
PH@ = (k) (X9) = —E log——""—2 + 0p | —7 |
=T u (E)
dale podle Lemma 4.34 jiz mizeme psat
SH(@) — 4 X pH . _4\KJ
P =y + B + 1+0p(1))+ 0 )
Vi s, (e er| G

kde hodnoty s indexem jsou uvedeny v (4.54).
Podobné pro PORT — momentovy odhad podle Lemma 4.35 a dikazu Véty 4.12
prodata X, = X — x; je

HM(q) iy + —\/yz'i'1 pM 4 (y(l B pQ))Aq (%)

! Vet y(1-pg)°

1
(1 + Op(l)) + Op _n
U (%)
Poznamka 4.37

Ptedpoklddejme, Ze X jsou data, kterd jsou popsdna pomoci d. f. F. Necht ¢ je
konstanta, oznatme X, = X + c¢. Potom data X, jsou popsana pomoci d. f. F.(x) = F(x — ¢)
a jejich kvantilova funkce U.(t) = ¢ + U(t). Potom (4.50) je splnéno, kdyz zaménime
7@ za 9, (n, k)|c ( Hilliv odhad uplatnény na data posunuta o hodnotu ¢ ) a zaménime déle
Xq za—c. Podobn¢ si miiZzeme poc€inat i v pfipadé momentového odhadu.

Jestlize plati podminky druhého tadu s d. f. F a s funkci A(t) = A.(t) z podminek
druhého fadu, potom

Uc(tx) U(tx) cy (xV—-1 1
U U (1‘m< v >+0(m>>

Tedy odtud je
U.(t x) B xP —1 cy (xV—-1 1
0.0 —x¥ = xV (A(t) ( ; > - T0) ( = ) +o0(A(t)) + o <m>)

Z toho mizeme nyni nalézt nésledujici representaci napi. Hillova odhadu s posunutim

y ~H
C (budeme oznacovat ,ﬁc
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~H/c On

n Cc
Tk = v+ B+ cn A(T) = dy—s | (14 0p(D),

)

podobnym zplisobem muzeme nalézt representaci momentového odhadu
~M ,
Yn k/cs posunutim C.

Uvedeme nejdiive jeste jeden dusledek piedchozi véty 4.33.
Véta 4.38

Necht’ jsou p; a u, redlné hodnoty a necht dale T oznacuje postupné H (Hillav
odhad) a M (momentovy odhad).

a)Proy > —p,

Or

vk

d
PT@ =y + PT + crd, (%) (1+ 0p(1)),

Jestlize Vk A (E) - 114, potom

d
\/E()’;T(CI) — )/) - N(,U1CT: 072")

n — oo

b) Proy < —p,

oT

vk

*
Xq

(%)

d
pT@ =y + — BT + dy (1+0p(D)),
oy n
Jestlize Vk U (E) - Uy, potom

d
\/E()?T(q) - Y) - N(Mszx;;,fﬁz")-

n — oo
c)Proy = —p,
d .
5@ — 4 OT pr n _Ya_
PO =y T B+ | erdg (k)+dTU(%) (1 + 0p(D)).

Jestlize Vk A (%) - wavkU (2) - U,, potom
d
‘/E()?T(q) - V) - N (#107" +.U2de,*1'U72")-
n

— 00
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V dal$im se zamé¢fime na upraveny typ odhadu PORT, ktery je vytvofen pro nahodné
veli¢iny tzv. Hall-Welshova typu a zaroven je tvaru, ktery minimalizuje rozptyl odchylek
od skutecného feseni (tiida takovychto odhadl se nazyva MVRB). Takovéto typy odhadu byly
zavedeny v ¢lancich Gomes, de Haan, Henriques Rodrigues (2004), Caeiro, Gomes, Pestana
(2005). Jsou zalozeny na odhadech parametru p (p < 0), ktery se vyskytuje v podminkach
druhého tadu (2.21) a parametru (B # 0), ktery se vyskytuje ve velmi Siroké tfidé uvedené
Vv nasledujici definici 4.39.

Definice 4.39

Ttidou Hall-Welshova typu nazveme vSechny nahodné veli¢iny, pro které je
kvantilové funkce U rovna

A(Y)

Ut) = Ct" (1 + 20y o(tp)>, At) = y B P, (4.55)

jakmile t - oo, kde ¢ >0,y >0,p <0, # 0.

Z definice 4.39 vyplyva, ze existuje pomalu ménici funkce v nekone¢nu L(t)takova,
7ze U(t) = t¥ L(t). Predpoklad platnosti (4.55) je ekvivalentni volbé A(t) = y S tP,p <0
v mnohem obecnéjsich podminkach druhého fadu v (2.21).

Definice 4.40

Pro klasické odhady Hilliv a momentovy zavedeme odhad typu, ktery minimalizuje
rozptyl a redukuje bias (obecné oznaceni tiidy téchto odhadti je MVRB ) odhadu. Pro Hillav
odhad ho oznacime

5 B p
Pau ke f.9) = 7a (i) (1- 5 (3)) (4.56)
a dale pro momentovy odhad
~ A . B p Bp p
Pt .6) = 7o) (1- - (2)) - (222) (2 (457)

kde B a p jsou konzistentni odhady parametrti druhého fadu, které jsou uvedené
Vv (4.55).

V zékladnim ¢lanku Caieiro, Gomes, Pestana (2005) jsou dokazana tvrzeni
o zakladnich vlastnostech odhadti uvedenych v (4.56) a (4.57). V nasledujici vété je uvedeno
tvrzeni o asymptotickém chovani téchto odhadu.

Véta 4.41

Necht' jsou splnény predpoklady definice 4.39. Necht k =k, je prostfedni
posloupnost splitujici ptedpoklady (2.18) a (2.19). Potom plati
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d
Pa( kB, p)=y + =2 + Ry, (4.58)

kde Ry = o, (A (%)) az ,((1) je asymptoticky normované normalni rozdéleni. Navic plati dale

Vk@r(nk,B,p) —v) = N(0,y2), (4.59)
kdykoli vk A (%) — 1, kde 4 je libovolné realné ¢islo. Konvergence je chapana pro n — oo.

Dikaz:

Vychazime z ptedpokladu, Ze vSechny potiebné parametry jsou znamy. Potom
z klasické véty (4.1) pro Hillav odhad plati
d 14

(k) =y + — Z,El) +

! An 1 1
= 15 4() + o)

1

Tuto rovnost budeme nyni aplikovat na y5(n, k, B, p) .

) d 1 AR) \¢
Vﬁ(n;k;ﬁ,p): <y+m (E) (1+0P((1))> 1_]/(1—_,0) =

<. e 0P<A(g)>

Tim je tvrzeni (4.58) dok4zéano. Druhd ¢ast tvrzeni véty je dokdzana v ¢lanku Caieiro,
Gomes, Pestana (2005).

Je ziejmé, ze pro praci s odhadem 75 (n, k,B, ﬁ) nebo 7 (n, k,B, ,6) bude nutné nalézt
konzistentni odhady parametrti S a p .

Odhad parametru p.

V clanku Alves (2003) byla zavedena tfida odhadd parametru p z podminek druhého
fadu, které maji pro p < 0 vlastnost asymptotické normality. Tato tfida je parametrizovana
pomoci parametru T > 0 a je definovana nasledné

()
N N G ORs))
pe(k) = py~ = T (k)—3 (4.60)

)

kde
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2

( (M,(ll) (k))T _ (Mr(f) W /Z)T/
(M(z) (k)/z)r/z B (M(3) (k)/6)1/3 >0
TTST) (k) — n ¢
ln(M,(ll) (k)) _ %ln(Mr(lz) (k)/z) y
(P a0r2) ~5n(uPors)

hodnotu vyrazu M,Sj ) (k) definujeme takto,

k .
: 1 Xp—ivim)
Mr(Lj)(k) — E Z (lTl n +1.n> ']. > 1.

),
o1 n—-kmn

V nasledujici véte 4.42, ktera je uvedend v ¢lanku Alves (2003) jako soucast vét 2.1 a
3.1, popiSeme zakladni vlastnosti tohoto odhadu parametru p .

Véta 4.42

Necht' jsou splnény podminky druhého tadu a zaroven k =k, je prostiedni
posloupnost splnujici ptfedpoklady (2.18) a (2.19), kde p <0 a necht déile plati
Vk A(n/k) — copron — oo. Potom

P
Y > p,

pron — oo apro libovolné .
Diikaz je proveden ve vyse uvedeném ¢lanku.
Poznamka 4.43

V clanku Alves (2003) je studovana volba hodnoty 7. Ukazuje se, Ze v praxi je vhodné
volit hodnotu 7=0 , jestlize parametr p €<—1,0) a t=1, jestlize parametr
2n
In(In(n)).
se zvolit n¢kolik hodnot T a na zakladé nich i moznych odhadt parametru p, abychom zajistili
vy$s§i piesnost pro velké hodnoty k. Pro volbu hodnoty k&, ktera je mensi nez k. Doporucuje

se volit hodnotu k takto

p € (—oo,—1). Zaroven je vhodna pocate¢ni volba ky, = min (n -1, ) Doporucuje

_ i 2n0,995
k = min <n -1, (ln(ln(n)))) (4.61)

Potom pro p— p= 0p((n%°%In(In(n)))?) (pokud p > —49,75) a tudiz
pro prostiedni posloupnost k = k(n) spliujici pfedpoklady (2.18) a (2.19), je

pP—p)in (%) = 0p(1) ajestlize navic plati vk A (2) — A, kde A je realné ¢islo, potom je
VEA(R) G=p)in(7) = 0p(D).
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Odhad parametru g

Ozna¢me p odhad parametru p typu (4.60) pocitaného pomoci hodnoty k z (4.61).
Potom je odhad parametru £ (definovan v ¢lanku Gomes, Martins (2002)) stanoven takto

p_ (20 Gt v
(ko)) 2t o (i 2 0r)

kde U; =i (In(Xp—iz1m) — IN(Xp_in)), prol <i <k.

Botk) = (5) (4.62)

V nasledujici vété, ktera je dokdzana v ¢lanku Gomes, Martins (2002), je Setiena
konzistence odhadu (4.62) a zaroven jsou uvedeny jeho asymptotické vlastnosti.

Véta 4.44

Necht’ jsou splnény podminky druhého tadu (2.21) s A(t) = y B tPa zaroven k = k,
je prosttedni posloupnost splitujici pfedpoklady (2.18) a (2.19), kde p < 0 a necht’ dale plati
Vk A(n/k) = o pron — oo. Potom ﬁﬁ(k)stanoveny v (4.62), je konzistentnim odhadem
B, kdykoli (p — p) op(1/In(n)). Navic jestlize je hodnota parametru p znama, plati

d
5 y B (1-p)1-2p
Bl =B+ o W+ Rg, (4.63)

kde RE = 0p(1) a WP je asymptotické s normovanym normalnim rozdélenim. Piesnéji plati
k k Jeasymp Y J1p

5 _ (-p)i2p (70 777
Wi = Lp] (1—p Ji-2p) (4.64)

N a—1
kde z( = /Qa—-1k (1 L) E- %) E;jsou Klasické nezavislé nihodné

K K
veli¢iny typu exponencialniho.

Dtkaz tohoto tvrzeni je zaloZen na vyuziti Réniyho representace exponencidlnich
potfadkovych statistik podobné jako v diikkazu Lemma 4.6. Asymptotickd representace (4.63)
plati, jakmile je ﬁﬁ(k) pocitano pro hodnoty k uvedené v (4.61). Jestlize navic
Vk A(n/k)RE — Ar je realné &islo, je ﬁﬁ(k) asymptoticky normalni a jestlize vyjdeme
ze vztahu (4.63), potom

d
Bo) = B ~ — B In(n/k) (b (k) — p). (4.65)

Ve vyse uvedeném clanku je také dokazano, ze pokud budeme brat hodnotu
k podle (4.61) jak pro odhad g, tak i pro odhad p (odhady (4.60) a (4.62)) bude fad
konvergence (8 — B) roven 0(In(n) (n®°° In(In(n)))?).
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V dalsi ¢asti se budeme zabyvat aplikaci dvou ptedchozich odhadi v odhadech (4.56)
a (4.57). Nasledujici dveé véty popisuji asymptotické chovani (4.56).

Véta 4.45

Necht jsou splnény predpoklady definice 4.39. Necht k =k, je prostfedni
posloupnost spliiujici predpoklady (2.18) a (2.19). Uvazujme odhad ?y(n, k,B, ﬁ), kde f ap
jsou odhady (4.60) a (4.62), oba pocitané pomoci hodnoty k z vyrazu ((4.61) a takové, ze plati
p— p = o0p(1/In(n))) . Potom vk (75(n, k, B,5) — v) je asymptoticky normalni se stfedni
hodnotou 0 a rozptylem y2 a dale je Vk A(n/k) — 4, kde A je libovoIné realné &islo.

Diikaz: ( proveden v Caieiro, Gomes, Pestana (2007) )

Vyuzijeme dale Tayloriv rozvoj a prevedeme Vg(n, k,ﬁ,ﬁ) na vySetfovani
)717 (Tl, k, B! p)

d
ok f.9)= a0 (1= 7= () = (6 = D) () @+

1—p \k
B n\P 1 d
- 150-0() |75+ oy Ja+o,) | =
d_ AR (B-5 .
=7a(nk,B,p) — -, T"‘(P— p) In(n/k) | (1 + 0p(1))

Dale § a p jsou konzistentni odhady parametrd f a p, (p — p)In (%) = 0p(1),
sCitance (,é - ﬂ) a (p— p) vpredposledni zavorce vyrazu na pravé strané jsou oba
op(A (%)) a podle piedpokladt je Vk A(n/k) — A. Z tchto skute¢nosti vyplyvaji zavéry
vety.

Jestlize budeme hledat odhady parametri f a p pomoci stejné hodnoty k, miizeme

ocekavat, ze se zvetsi variabilita vysledného odhadu ?g(n, k,[?,ﬁ). Naésledujici véta tuto

informaci upfesnuje.
Véta 4.46

Necht' jsou splnény predpoklady definice 4.39. Necht k =k, je prostfedni
posloupnost splitujici predpoklady (2.18) a (2.19) a necht vk A(n/k) — A, kde A je
libovolné reédlné ¢islo, potom

d :
VE(a(n k. Bp00.0) = v) ~ N(0.02=7?(22)) (4.66)

p
n — oo
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N2
tedy asymptoticky rozptyl se zmensil o nasobek (ITP) , ktery je mensi nez 1, protoze p < 0.

Diikaz: (proveden v Caieiro, Gomes, Pestana (2007))

Podle (4.56) je

. 5 A Bs(k)\ m\P
7a(n. ke, B(K), p) = 7 (n, k) (1 -1 ;3) )

provedeme upravu podobnou jako v predchozi vété 4.45

A bt~
1-p B

va(nk, B(k), p) = 7a(nk, B, p) — (P = p) In(n/k) | (1 +0p(1))

Bs(k)-B
B
s¢itanec fadu 1/+vk. Pro dalsi upravu pouZijeme vztahy (4.58), (4.59), (4.63) a (4.64),

Protoze vyraz je tadu konvergence 1/ (\/F A(%)), je po roznasobeni prvni

Y
vk

zM +

(1-p)(1~2p) ( 2z 7" >

p? 1-p [1-2p

po uprave je

Y ((l=p\ o, A=PVT=20
VE\\ p /7K p? k)

kde Z ,ga) jsou nahodné veli¢iny, které jsou asymptotické snormovanym normalnim
rozdélenim. Déle z ¢lanku Caieiro, Gomes, Pestana (2007) vyplyva, zZe asymptoticka

kovariance mezi Z,El) a Z,El_p) je rovna /1 —2p /(1= p). VyuzZijeme déale i platnost
VEA(R) (@ = p)In(E) - 0. Odtud jiz vyplvaji zavéry vity.

K tomu, abychom mohli studovat AMSE dané metody, musime umét odhadnout
asymptotické chovani danych odhadfi. Ukaze se, Ze toto chovani je velmi podobné jak
klasickym odhadiim Hillovym a momentovym, ale i jejich PORT verzim.

Véta 4.47

Necht' jsou splnény predpoklady definice 4.39. Necht k =k, je prostfedni
posloupnost splitujici pfedpoklady (2.18) a (2.19). Potom existuje posloupnost nahodnych
veli¢in Z<, které jsou asymptotické normovanému normalnimu rozdéleni (symbolem C

oznacujeme oba mozné odhady (4.56) a (4.57) z definice 4.40) a realna cisla o, > 0 a ¢isla
1 P
1-p vy (1-p)

bc1 (bgq = ﬁ resp. by 1 = ) @ b¢ , takova, ze plati nasledujici asymptoticka

rovnost
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ocZ

d c
C(k) =y + %25 + bey A(3) + ez 4% (F) (1+ 0p(1) (4.67)

Jestlize budeme mit k dispozici konzistentni odhady parametrii 8 a p naptiklad £ a p
takové, ze plati p — p = 0p(1/In(n))) , miZeme garantovat existenci dvojice realnych ¢&isel
n

(bc‘,1.bc‘,z) takovych, Ze pro odpovidajici hodnoty k takové, Ze jestlize vk A* (E) - Ay je

realné ¢islo, potom

— d c
Clk) =y + %25 + bey A (%) + bep A2(3) (1+ 0p(1)) (4.68)

Dukaz:

Provedeme stejnou metodou jako ve vété 4.45. Detaily ditkazu jsou uvedeny napiiklad
v Gomes, Figueiro, Neves (2012).

K tomu, abychom mohli spojit obé studované¢ metody PORT a MVRB, musime
Vv prvni fad€ uvést algoritmy pro zplsob vypoctu konzistentnich odhadd parametrt § a p .
Bez znalosti takovych odhadti bychom nemohli metodu MVRB vibec provadét. V praxi se
uziva algoritmus navrzeny v ¢lanku Alves (2003).

Algoritmus pro odhady parametri druhého fadu f# a p
I. krok:

Necht’ (X1, X5, ..., Xy,) je ndhodny vybér s realizaci (x4, x5, ..., x,). Provedeme odhad
parametru p takto:

() _
pell) = p° = — 31”00 1)
T k) -3

kde

T/2

[ (MPw) - (MPk)/2)
(MPa0s2)" - (MP o s6)”
in(MP (1) ~ 3 tn(MP (1) /2)
5 in(MP(10)/2) — 3in(MP (1) /6)

T (k) = 4

hodnotu vyrazu M,(lj ) (k) definujeme takto,
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1. krok:

Uvazujme p,(k) pro hodnoty k € A = ([n%°%%],[n%°?°]) a naleznéme median
tohoto odhadu, ktery ozna¢ime y,, pro T = 0, 1. Zvolime déle

0 jestlize Z (Po(k) — x0)% < Z (1 (k) — x1)?
T = keX kex
1 jinak
1. krok:

Pro hodnotu k; = [n%°%%], vypo¢itime nyni odhady p* = p,+(k;) a odhad
B* = Bﬁ*(kl)l kde
(120 7) G 2v)-(i 20 v

) ) (ko) o)t o)

, kde hodnoty U; jsou brany

Z vyrazu (4.62).

Podle praktickych zkusenosti velmi ¢asto je hodnota T* = 0 pro |p| < 1 avolba t* =
1 je pro ostatni moznosi |p| > 1.

Nyni propojime ob¢ studované metody PORT a MVRB a aplikujeme je na Hilliv a
momentovy odhad. Zakladem budou vysledky uvedené¢ v Gomes, Figueeiredo, Neves (2012),
Gomes, Henrigueés-Rodrigues (2011) a Caeiro, Gomes (2014).

Pomoci metodologie tvorby odhadu PORT a tvorby odhadu MVRB upravime
jednoduse odhad MVRB nésledujicim zpisobem. Predpokladejme, Ze je jiz provedena volba
nahodné hranice Xngm » tak Ze je

X1 = (Xn:n - an:n' Xn—1n — an:n ’ ---'an+1:n - an:n)
kden, = [nq]l + 1 a

1. 0<g<1, pro df. F skonenym nebo nekonecnym levym krajnim bodem
x. = inf{x; F(x) > 0}, a proto je stanovena mez rovna empirickému kvantilu,

2. q = 0 skonecnym levym krajnim bodem, potom je ndhodnd mez volena jako
vybérové minimum.

Tyto hodnoty jednoduSe implementujeme do odhadt (4.56) a (4.57), tak ze za hodnoty
x; dosadime hodnoty x; — x, , kde x; je nahodna mez, zavisejici na hodnotach kvantilt

daného vybéru.

Tedy bude
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Paa(n k8.7 = Pan 0 (1= L (2)) (4.69)

1-p

a dale pro momentovy odhad

ia(n k. 8.5) = 0 (1- L (2)) - (227) ) (4.70)

1-p

kde B a p jsou konzistentni odhady parametrti druhého fadu, které jsou uvedené
Vv (4.55).

Nyni jiz mame dostatek vysledkii, abychom dokoncili konstrukci metody sample
fraction pro takovéto odhady.

Oznac¢ime symbolem ¥, kterykoli z odhadt (4.69) a (4.70). V dalsim zavedeme
AMSE (y) - asymptotickou stfedni kvadratickou chybu a ukdzeme dva mozné piistupy
k nalezeni odhadu 7. Jednou z moznosti je pravé metoda sample fraction, kterou budeme
vyuzivat piedev§im v okamziku zdiraznéni MVRB a druha bude specifickd metoda
pouzivand v piipad¢ zdlraznéni piistupu pomoci PORT. V obou ptipadech jsme jiz ud¢lali
prvni tfi kroky v algoritmu: Nalezli jsme odhady parametrd druhého fadu B a p, které jsou
uvedené v predchozich krocich I. — Il1..

A. Algoritmus pro nalezeni optimalni hodnoty k pomoci metody sample fraction

Podobné jako v ptipadech ostatnich odhadi, na které tuto metodu aplikujeme, budeme

hledat hodnotu kZ, ktera minimalizuje MSE. Provedeme to stejnou metodou jako v ostatnich
ptipadech, kdy vyuzivame tuto metodu. Tedy

k! (n) = argmin MSE($(n)) (4.71)
n
Podle zavéri véty 4.47 mizeme urcit hodnotu AMSE téchto odhadi takto

kojp(n) = argr:nin MSE(}?(n)) =
_ arﬁqmm< w2 s (g)) — 1 m)(1+ 0(D)) (4.72)

V ¢lancich Draisma (1999), Danielson (2001) je uvedeno, ze ko (n) je konzistentni

odhad kg (n). V dalsim postupu pouZzijeme pomocnou statistiku
Ty =T (kI7) = 7([k/2D — 7(k), k=2,,n—1 (4.73)

Tato statistika konverguje v pravdépodobnosti k nule, pro prostfedni posloupnost.
Pouzijeme — li vztah (4.68), miizeme (4.73) zjednodusit
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P"?+ by (22 — 1) A>(n/k)(1 + 0p(1)),
N n Op

T (klp) =

kde Pky je asymptoticky normované normalni rozdé¢leni. Jestlize dale oznalime

kopr (n)= ar}f‘min AMSE (T}, ), plati

kopp () = kopp(n) (1 — 220)737(1 + 0(1)) (4.74)

Popiseme nyni klasicky postup pfi uziti této metody sample fraction, ktery je podobny
jiz diive uvedenym postuptim u Hillova, momentového nebo Pickandsova odhadu. M¢&jme
dany vybér X,, = (X;,---,X,,) Sneznamou d. f. F a necht’ T}, ,je statistika uvedena v (4.73).
Uvazujme pro n; = 0(n'7€), kde 0 < € < 1 bootstrapovy vybér

)_(;;1 = (Xik’ ees ’X;’kll)l

ktery je fizeny pomoci empirické d.f.

n
1
Fr(x) = HZ Iix<x)s
i1

ktera je asociovana s danym ndhodnym vybérem X,,.
Pro uvedenou hodnotu n; pouzijeme pomocnou statistiku Ty, ,., Pro hodnoty

1 < ky < ny. Potom jestlize ozna&ime kg (ny)~ a;‘cgmin AMSE (Tg, o) J€
1

kS|T (1) _ (n1

kOlT(n) ~\n

=) R (1+o(1)).

Tedy pro jiny vybér o délce n, = [n?/n] plati,

_4p

(ko) _ (”_f ”) T korm(1 + o(D)). (4.75)

koir(n2) n?n,
Na zaklad¢ vztahu (4.75) zkonstruujeme konzistentni odhad kg r a na zékladé vztahu

(4.74) nalezneme konzistentni odhad parametru kg;. Tento odhad je na zéklad€ vztahu (4.7)

konzistentnim odhadem parametru kZ (n). Oznaéme dale ESlT vybérovou hodnotu kg a p

odpovidajici odhad parametru p, potom je

2

k v SN <k0|T(n1)>
ki = kg)/(n, nl) =min| n—1, (1 _ 22p)1_4p

oly or 0] +1 ), (4.76)
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Odtud je odhad parametru y dany vztahem

7" = Trnar = 7 (k5 () (4.77)

Tento vyse uvedeny postup dale uzijeme. Predpoklddame, ze jsme v algoritmu jiz
uCinily prvni tfi kroky 1., II. a III.

IV. krok:
Vypocteme hodnotu 7(k), pro hodnoty k = 1,2, ,n — 1
V. krok:

Nyni podobné jako v ostatnich algoritmech stanovime hodnotu
délky n; = [n'7€] = [n®%5%] a vypoéteme druhou délkun, = [n?/n] + 1

V1. krok:

Mame jiz stanoveny pocet bootstrapovych vybérii B. Podobné jako u ostatnich typt
odhadli budeme nyni pocitat kazdy jednotlivy bootstrapovy vybér a vytvaret jej takto

* * * * * *
(xll...lxnz)a‘(xll...Ixnzlxnz-{-ll...lxnl)
VII. krok:

Oznacime Ty ,, bootstrapovou realizaci T, ,, ze (4.73) a pro kazdé 1 < | < B stanovime
hodnotu tg,, , pro 1 < k < n, ahodnotu ty ., pro 1 < k < n,. Na zéklad¢ t€chto hodnot

uréime
B
1 2
MSE* (i) = = O (t) K = 20,m = 1
i=1

Navic pro hodnoty k = 2,---,n; — 1 ai= 1,2 vypocitame

l

B
1
BIAS*(nLI k) = E t;,ni,l
=1

VI11. krok:
V této Casti algoritmu urc¢ime hodnoty kg -(n;), pomoci minimalizace hodnot MSE™.

Tedy kgjr(n;) = argmin . v+ (n, k), pro hodnoty i = 1, 2.
1<k< n;

IX. krok:

Ze vztahu (4.76) uréime l?;h, = kZ (n,ny).
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X. krok:

Vypocteme 7* = VY, ¢ = ¥ (kZ(n, nl)).

V nésledujici poznamce uvedeme nékteré omezujici podminky.
Poznamka 4.48

1. VSechny zaporné hodnoty z vybéru musime odstranit.

2. V1L kroku algoritmu uzivame ptedev§im hodnotu 7 = 0. Hodnota 7 = 1 se uziva
jen v piipadé, ze p = 0.

3. Vprvnich tfech krocich miizeme pouzit i jiné druhy odhadi parametru p.
Viz naptiklad Goegenbeur (2008), Ciuperca, Mercadier (2010). Podobné pro parametr [
muzeme pouzit odhady uvedené v ¢lanku Caiero, Gomes (2006).

4. Podobné jako v algoritmech pro vypocet odhadu y pomoci bootstrapové metody
pro Hilliv odhad, momentovy odhad, miZzeme diskutovat hodnoty B — zde se doporucuje jako
nejmensi hodnota 250, dale je mozné volit i jiné po¢ateéni hodnoty nastaveni n, - vede K jiné
volbé hodnoty & v kroku V.

Uvedeme dale algoritmus pro volbu odhadu, ktery je zaroven typu PORT i MVRB
B. Algoritmus pro heuristickou volbu hodnoty k a hodnoty q

I. kKrok — I11. krok.:

Tyto kroky pouZijeme z pfedchoziho algoritmu.

IV. krok

M¢éme dany ndhodny vybér X, = (Xy,---,X,) Sneznamou d. f. F, necht
Xn = (xq,-*,x,) Je realizace tohoto nahodného vybéru. Uvazujme pro hodnoty

q= —%; 0;0,05;0,5 ndhodny vybér X,(lq)s jeho realizaci g,(lq) a vypoctéme
P = Pog= ﬁo(kl,&(lq)) apf= Bﬁ(kl,&(f)), podle vyse uvedenych kroki I. — 111. Hodnotu
k, volime podle doporudeni k; = [n'~€], kde hodnota e = 0,001, 0,005.

V. krok:

Pro hodnoty k=1,2,-,n— [nq] -1 vypoéteme dale
EOm) = 7un ) (1- £ (2) ) e = putn o (1- Z(2)) -

(f?ﬁ n)? . . ,
(1—’ﬁ)2) (E) Pro hodnotu q=-1/n jsou dané piedchozi hodnoty rovny

At (1556 arunio (=56 - (65) ()
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V1. krok:

V této casti eliminujeme vSechny hodnoty g zkroku I., pro které je hodnota
(@) ,95 (@) ,05 . . . - ;1
E;Y([n%%3]) — E;*([n%°°]), zdporna nebo nula. Tato podminka vychazi z praxe, odpovida

vétsing praktickych situaci.

VII. krok:
~ _y2,—2py 1/(1-2P)
Pro kazdé qaprok > k, = % (%) upravime tvar odhadu nasledovné:
~ ?C_"q(n; k;B;ﬁ) ) k S EO _
Véq (Tl, k,p, ﬁ) = Za C postupné

max(]?H;q (n’ k - 1’ B’ ﬁ)l ?H,q(nﬂ k: B\: ﬁ)) ) k > EO
dosadime H(Hilliv odhad) nebo M(momentovy odhad).

VIII. krok:

Pro kazdé q nyni nalezneme ,,nejvétsi beéh*, ktery oznacime jako?c-'q(n, kq,l,,@, ﬁ)
s délkou béhu my = kgz — kgq + 1, kde plati ¢ 4(n, kg1, 6,9) = Feq(M kg1 + 1,5,9) =
= )7(161(71, kq,2' B' .6) .

IX. krok:

Nalezneme g** = 4rgmaxmq
q

X. krok:

Zvolime k™ = kg ,. Jako odhad bude poté y = ¢ 4 (n, k**,[?,ﬁ).
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4.6. Simula¢ni studie
V této cCasti jsou uvedeny vysledky simulacnich studii, které byly provedeny
na zaklad¢ naznacenych bootstrapovych procedur pro Hillv, momentovy 1 Pickandstiv odhad
parametru EVI. Numericka realizace téchto odhadli byla zpracovana na dvoujadrovém
pocitaci s operani paméti 4GB. Vypocty byly realizovany v programu Mathematica verze
8.1, resp. 9.0 a zaroven ovetovany v programu R verze 3.0.2. V ¢asti vypoctu byly pouzity
specialni algoritmy paralelnich vypocta resp. paralelniho programovani.

Pti realizaci studie jsme nejdiive vymezili nahodné veliCiny, s kterymi budeme
pracovat. Vybér jsme zuzili na zékladni ptedstavitele jednotlivych sfér ptitazlivosti.
Ve vybéru je samoziejmé zakladni rozdéleni Paretovo s rliznymi parametry, zakladni forma je
rozdéleni s parametry 1 a 1. DalSimi zkoumanymi typy rozdéleni z této oblasti pfitazlivosti
jsou naptiklad F-rozdé€leni, Burrovo rozdéleni, Cauchyho rozdéleni a Studentovo rozd¢leni.
Ve sféte ptitazlivosti Gumbelovée jsme pouZzivali rozdéleni normalni, exponencialni a gamma.
Kone¢né ve sféfe pritazlivosti Weibullové jsme uzivali rovnomérné rozdéleni a beta
rozdéleni.

Déle jsme piipravili algoritmy pro vybér ndhodnych hodnot z vySe uvedenych
nahodnych veli¢in. K tomu jsme ptfedev§im pouzili generator ndhodnych hodnot, ktery je
integralni soucésti programu Mathematica. Provedli jsme jen jednoduché tpravy, abychom
ziskavali leh¢eji dané hodnoty — omezeni na pocet hodnot resp. zjednoduseni vybéru ndhodné
veli¢iny, z niz budeme generovat nahodné hodnoty.

Dal$im samostatnym pomocnym programem je procedura zaloZend na vybéru
posloupnosti dat o délkach n, a n, tak, jak je uvedeno v pozadavcich metody sample fraction.
Pro jednotlivé typy odhadi byly sestrojeny specidlni programy — procedury, které vychazi
ze zaveéru Casti 4.1. Z dat jsou tedy nalezeny konzistentni odhady parametru p. Tento odhad se
posléze vyuziva v zavérecné fazi tvorby vSech typl odhada. Déle jsou v procedurach odhadi
— svyjimkou PORT odhadu — uvedeny podobné kroky — proveden vybér obou ¢asti dat
o délce ny an, a je pristoupeno ke klasickym kroktiim pi#i bootstrapovych procedurach,
provedli jsme dand opakovani a zapisovali pfi nich udaje, které byly pro nés uzitecné — pocet
prvkl v zdkladnim vybéru — oznaCovano n, velikost prvni ¢asti - n,, velikost druhé ¢asti-n,,
pocet opakovani v proceduie bootstrap — B, parametr — ¢ - rozhoduje o velikosti jednotlivych
¢asti, voliteln¢ jsou uvedeny parametry, které umoznuji redukovat pocet prvkl v zakladnim
vybéru na hodnoty v jistém intervalu resp. umoziuji vysledky uloZit do pfedem zadaného
souboru pro dal$i zpracovani. Vystupy z takovychto programi jsou seznamy, v nichz jsou
uvedené vstupni parametry, ale i hodnota daného odhadu, stanoveni optimalniho poméru
vzhledem Kk n, vybérové hodnota MSE, doba zpracovani jedné konkrétni hodnoty.

Pro metodu PORT byly vytvofeny specidlni programy, protoze se v tomto piipadé
nejedna o pfimo metodu typu ,,optimal sample fraction“. Bylo nutné konzistentn¢ odhadnout
parametry paf - ktomu jsou uvedeny v Casti 4.1 procedury a dale postupovat pomoci
spravné volby g a hodnoty k. V podkapitole 4.1 je popsan detailné algoritmus pro spravny
postup pomoci metody PORT.
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Vsechny vysledky jsou postupné uvadény pro jednotlivé odhady a v zavéru této Casti
jsou uvedeny porovnavaci studie celé bootstrapové procedury.

Jak je zfejmé zpiedchozi ¢asti, bootstrapova procedura zavisi na nékolika
parametrech. Jde pfedevSim o parametr &, pomoci né¢hoz stanovujeme velikost pocatecniho
vybéru. Dale je podstatny parametr B — pocet opakovani vybéru. Volba téchto parametrii je
studovana v nésledujicim textu.

4.6.1. Metoda bootstrap a Hilliv odhad.
Uvedeme dale realizaci metody optimal sample fraction na Hilliv odhad a data
pochézejici z rozd€leni, které patii do Fréchetovy sféry ptitazlivosti.

Burrovo rozdéleni s parametry (1;2;3). Postupné jsou zkoumany vybéry s rozsahy
od 50 do 1000 (po jedné hodnot¢€), zobrazeny jsou odhad EVI a zaroven i pomér k,/n.

Odhad EVI pomoci Hil. odhadu

ot
Graf 5 - Odhad EVI pomoci Hillova odhadu.

Z grafu je vidét, Ze mohou byt vypocitany i odhady zaporné. V piipad¢, ze zékladni
vybér maly, pak je odhad 1 velmi rozptyleny. Naopak pro vétsi hodnoty pocitame velmi
presnou hodnotu odhadu indexu. Nalézt tyto odhady neni zcela jednoduché piedevSim
zZ ¢asovych duvodi.
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Vypocet optimalniho poméru , Hilliv odhad
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Graf 6 - Vypocet optimalniho poméru Hillova Odhadu.

Z grafu je vidét, ze optimalni pomér k,/n se nachazi v intervalu od 0,02 az do 0,3.
S rostouci hodnotou se jeho rozsah zuzuje na interval od 0,08 do 0,18.

F rozdéleni s parametry 6,4. Velikost vybéru byla volena od 50 do 1000 s krokem 10.

HillGv odhad pro F rozdéleni s parametry 6,4

20
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Graf 7 - Hilliv odhad pro F rozdéleni s parametry 6;4.

Hodnota skute¢ného indexu EVI je vtomto piipadé rovna 0,5. Odhad je proto
realizovan velmi pfesné. S rostouci velikosti vybérového souboru je stale piesnéjsi.

108



Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

Volba optimalni casti
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Graf 8 - Volba optimalni ¢asti - Hill. odhad

Optimalni ¢ast je na Grovni 0,05, coz odpovida spravnosti vypoctil. Pro tuto ndhodnou
veli¢inu je optimalni hodnota indexu k velmi dobfe vypocitana.
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Graf 9 - Doba zpracovani Hillova odhadu.

Tento graf znazorfiuje cas potiebny k vypoctu optimal sample fraction. Ani
pro hodnotu n=1000 neni nijak dramaticky. Jeho hodnota nedosahuje ani 200s.

4.6.2. Metoda bootstrap a momentovy odhad

V této Casti budeme vysetfovat uziti metody optimal sample fraction na momentovy
odhad. Jako vstupni udaje ndm poslouzi postupné rozdéleni ze vSech tfech riznych sfér
pfitazlivosti.
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Metoda bootstrap a extremalni rozdé€leni

Jako prvni zpracujeme udaje ze sféry pftitazlivosti Weibull ( EVI < 0).

Rovnomérné rozdéleni na intervalu (0;1).

Rovnomérné rozdéleni [0,1] — B=250 - eps=015 momentovy odhad EVIEVI

200 400 600 800 1000

-08

-10

IH A | i \ ]ll le'ﬂ IH
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Graf 10 - Momentovy odhad EVI pro rovnomérné rozdéleni y = -1.

Je ziejmé, Zze hodnoty odhadu kolisaji kolem skute¢né hodnoty EVI = -1. Graf je
proveden pro velké zvétSeni a proto se zdaji hodnoty velmi kolisavé. Byla zvolena pocatecni
hodnota B=250 a € = 0,15. Odhady EVI jsou pro tyto malé hodnoty z intervalu (1,3;-0,7).
Jsou tedy dostate¢né presné.
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Rovnomérné rozdéleni [0,1] - B=250 — eps=015 optimlni hodnota kO/n momentovy odhad
025
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0.10
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200 400 600 800 1000
Graf 11 - Optimalni hodnota k0/n pro momentovy odhad.

Optimalni pomér se v tomto piipadé¢ ustalil zhruba na hodnoté 0,12. Proti pfedchozim
rozdélenim je optimalni pomér celkove vetsi.
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Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

Dalsim typem rozdé€leni je Pareto s parametry (1;1). Patii do sféry piitazlivosti
Frechet , jeho EVIy = 1.

Momentovy odhad data z Pareto rozdéleni s parametry 1,1. Odhad EVI(y=1)

2000 4000 6000 8000 10000

Graf 12 - Odhad EVI pro rozdéleni Pareto pomoci momentového odhadu.

Z grafu je patrné, Ze s rostoucim rozsahem vybéru n vybéru je odhad presnéjsi, ale i
pro hodnoty n mensi nez 5000 neni chyba odhadu pfilis velika.

Momentovy odhad ,optiméini pomér ,data z Pareto rozdéleni s parametry 1,1.
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Graf 13 - Optimalni pomér pro rozdéleni Pareto a momentovy odhad
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Na tomto grafu je patrné velké rozkolisani hodnot optimalniho poméru od 0,02 az
po hodnoty vétsi nez 0,2. Zaroven je dany pomér kolem hodnoty 0,15, tak jak se vétSinou
obecné uvazuje.

Poslednim typem je piiklad ndhodné veli¢iny s rozdélenim Gamma s parametry 1,1.
Je zarazena do sféry pfitazlivosti Gumbelovy tfidy, jeji hodnota EVIy = 0.

Gamma [1] - B=250 - €=015 Momentovy odhad EVI. y =0
03

02 r

o |
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-03+
Graf 14 - Odhad EVI pro Gamma rozdéleni a momentovy odhad

Vlastni odhad parametru y tohoto rozdé€leni je relativné kvalitni, nebot’ ma pro vétSinu
hodnot n chybu maximalné 0,1.

Gamma [1] - B=250 - €=015 optimal kO/n
0.30 |
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Graf 15 - Optimalni pomér pro rozdéleni Gamma a momentovy odhad
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Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

Je zjevny trend zmenSovani optimalniho poméru. Navic lezi v teoreticky odhadnutém
intervalu<0,05;0,2>.

4.6.3. Pickandsiiv odhad

Postupné uvedeme podobné jako v piipadé momentového odhadu data pochdzejici
Z rozdéleni ze vSech riznych typl sfér pritazlivosti. Pro tento odhad jsme zvolili pomérné
rozsahla data. Jde o tidaje o velikosti vybéru od 100 do 10 000, krok jsme nastavili na 100.

Prvnim rozdélenim je Pareto rozdé€leni s parametry (1;1). Je znamo, Ze hodnota y = 1.

Pickandsiiv odhad data z Pareto rozdéleni s parametry 1,1. Odhad EVI(y=1)

, nj\ r\A.A/\J\/\N\/\H\ A/\/\v/\/\vf\‘/\/\/\j\ﬂ AN,
/\\/\IVVVV vy Ty Ty

2000 4000 6000 8000 10000

Graf 16 - Odhad EVI pro rozdéleni Pareto(1;1) a Pickandsiv odhad

Odhad indexu y se pro toto rozdéleni pohybuje od 0,08 az po 1,5. Dilezité ovSsem je,
zZe vlastni spravnou hodnotu y=1 v podstaté nenabyva. Navic rozkolisanost je stejnd pro malé i
velké hodnoty n.
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Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

Pickands(v odhad ,optimalni pomér ,data z Pareto rozdéleni s parametry 1,1.
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Graf 17 - Optimalni pomér pro rozdéleni Pareto a Pickandsiv odhad
Optimalni pomér v tomto piipadé ani zdaleka neni v teoretickém rozmezi. Naopak je

mozno nahlédnout, ze v nékolika hodnotach je pfili§ veliky (vétsi nez 0,3).

Druhou ndhodnou veli¢inou je rozdéleni Gamma s parametry (1;1). Je znamo, Ze
hodnota y = 0.

Pickandstv odhad data z Gamma rozdéleni s parametry 1,1. Odhad EVI(y=0)

Graf 18 - Odhad EVI pro rozdéleni Gamma a Pickandsiv odhad

V tomto ptipad¢ jiz byla velikost n az do 10 000. Hodnota chyby odhadu je
pro vétSinu hodnot n mensi nez 0,25. S rostouci hodnotou n se zlepsuje odhad.
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Metoda bootstrap a extremalni rozdéleni

Pickandstiv odhad , optimalni pomér , data z Gamma rozdéleni s parametry 1,1.
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Graf 19 - Optimalni pomér pro rozdéleni Gamma a Pickandsuv odhad

V tomto ptipadé je optimalni pomér pro vétSinu hodnot n odhadnut na maximaln¢ 0,1.

Ttretim Setfenym rozdélenim je rovnomérné rozdéleni na intervalu <0;1>. Je znamo, ze
hodnota y = -1.

Pickandsiv odhad data z Rovnomérného rozdéleni s parametry 0,1. Odhad EVI (y=-1)

2000 4000 6000 8000 10000

Graf 20 - Index EVI pro rovnomérné rozdéleni a Pickandsiiv odhad

Odhad indexu y je zdafily, predevsim pro vétsi hodnoty n. Chyba je nejvyse 0,25.
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Pickandstv odhad , optimalni pomér ,data z Rovnomérného rozdéleni s parametry O,1.
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Graf 21 - Optimalni pomér pro rovnomérné rozdéleni a Pickandsiiv odhad

Podobné jako v pfedchozim piipade je optimalni pomér odhadnut ve vétSiné ptipadi
na maximaln¢ 0,8. Navic s rostouci hodnotou n se stabilizuje na zhruba 0,04.
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4.6.4. Analyza jednotlivych odhadi a jejich porovnani

V této casti jsou uvedeny hlavni vysledky. Jde o nalezeni spravného poméru
poslednich k pofadovych statistik. Z pohledu bootstrapové techniky jde spiSe o nalezeni
postupu pro vypocet odhadu parametru y. Pocateéni hodnota K, = [2\/5 ] je zvolena velmi
mald, abychom ji mohli jednoduse zvétsit. Udava se, ze spravna hodnota k/n uvadéna
ve vSech tiech vysetifovanych odhadech by méla lezet mezi 10% az 20%. Z toho se snadno
odvodi, ze hodnota k,,, ji mize byt jen pro vybéry o velikostech 100 < n < 400. Jakmile je
vybér vétsi nebo mensi, hodnota optimalniho k musi byt nutn¢ jina.

Z uvedenych Setieni je ziejmé, ze Pickandsiv odhad je nejméné naro¢ny z hlediska
vypocetnich operaci, druhy v naro¢nosti je Hilltiv odhad a nejnaroénéjsi je momentovy odhad.
V dal§im uvedeme néktera porovnavani, ktera budeme komentovat. Ukolem simulaéni studie

je pro dané odhady nalézt optimalni volbu poméru a tim i optimalni hodnotu k.

K tomu, abychom mohli porovnavat vSechny tfi typy odhadi je nutno vhodné zvolit
data. Je to proto, ze Hilliv odhad pracuje jen pro y > 0. Vybrali jsme proto klasické rozdéleni
Paretovo s parametry (1;1). Pro toto rozd¢€leni je znamé, ze hodnota y = 1.

V této Casti se snazime nalézt nejlepsi kombinaci hodnot B a ¢ z algoritmu uvedeného
Vv ptedchozi casti.

Pro jednodussi praci jsme simulovali vybérové soubory o velikosti 500 a 1000 prvkd.
Nejdiive jsme pouzili doporu¢ované hodnoty tedy B =250 a € = 0,15. Ziskali jsme nasledujici

vysledky:
Porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 1000
B: 250 a :: 0.15 ,zobrazeni optimalniho pomeéru k/ n

1.0
08 Hill

L « Moment
0.6

L - Pickands
0.4
02

L 1 1 f 1 1 1 1 1 1 1 1 I

2000 4000 6000 8000 100C
Graf 22 - Porovnani optim. poméru pro Hill - Moment - Pickands

o

Postupné byly volené hodnoty rozsahu vybéru od 100 do 10000 a zjisténé optimalni
hodnoty podle algoritmu. Je zfejmé, ze vSechny hodnoty maji klesajici tendenci.
U Pickandsova odhadu jsou na urovni 5%, u druhych dvou odhadt klesaji jen k 20%.
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Porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybé&r o velikosti 1000
B: 250 a :: 0.15 odhad hodnoty

- Hill
« Moment

« Pickands
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(0] 2000 4000 6000 8000 10000

Graf 23 - EVI pro Hill - Moment - Pickands

Z grafu vyplyva, ze odhady Hilliv a momentovy jsou zhruba stejné efektivni. Vyrazné

zaostava Pickandstv odhad. Dané Setieni pln¢ podporuje kvalitu jednotlivych odhadi EVI.

Pro vlastni chod algoritmu je také urCujici doba prace. Tu si zobrazime na dalSim
grafu. Jasné je zfejma velka ¢asova naro¢nost predevsim u momentového odhadu. Naptiklad

pron = 10000 je na trovni 20 hodin .

Time- porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 1000

B: 250 a : 0.15
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Graf 24 - Doba zpracovani pro Hill - Moment - Pickands

Posledni obrazek je porovnani MSE jednotlivych odhadli. Z tohoto pohledu se opé&t
vymykéa odhad Pickandslv, je méné kvalitni neZ druhé dva. Ty maji MSE zhruba stejné,

pfesto je zajimavé, Ze pro jisté hodnoty jsou MSE ,,velké* pro vSechny tfi odhady.
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MSE - porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 1000
B: 250a ¢: 0.15
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Graf 25 - MSE pro Hill - Moment - Pickands pro n do 1000, B=250 a &= 0.15

0.010
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V dal§im jsme provedli zménu & od 0,1 do 0,45. Hodnoty B jsme ponechali
na 250 resp. 500. Vzhledem k omezenému prostoru ukazeme jen ¢ast vysledku (podobnych
vysledki mame k dispozici n¢kolik desitek).

Porovnani Hill - Moment - Pickands pro vybér o velikosti 1000
zména eps ¢: 0,1 - 0,45 optimalni pomér k| n
10
0.8 - Hill
« Moment
0.6 - Pickands
04
0.2
00 ‘ ‘ : ‘ :
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 045
Graf 26 - Optimalni pomér pfi porovnani odhadi pro od 0,1 do 0,45
Porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 1000
zména eps ¢: 0,1- 0,45 odhad
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Graf 27 - Porovnani odhadi pro EVI p¥i od 0,1 do 0,45

Z prvniho obrazku je ziejmé, Ze s rostoucim & klesa hodnota poméru k/n, tak jak jsme
ocekavali. Druhy obrazek prokazuje opét odliSnost Pickandsova odhadu v piesnosti.
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Mezi Hillovym odhadem a momentovym neni vyrazny rozdil. Nejpfesnéjsi jsou

odhady v oblasti € od 0,18 do 0,25.

Time - porovnani Hill - Moment - Pickands pro vybé&r o velikosti 1000

zména eps ¢:= 0,1 - 0,45
3000 ¢

2500 ¢

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45
Graf 28 - Porovnani doby zpracovani pro odhady celkem

MSE - porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 1000
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Graf 29 - Porovnani MSE pro odhady celkem
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Z obrazki je patrny prudce se snizujici vypocetni ¢as od cca 3000 vtefin
u momentového odhadu u € = 0,1 aZ k fadové desitkdm sekund u € = 0,45. Zaroven je patrna
tendence riistu MSE u Pickandsova odhadu. Nejmen$i hodnoty MSE nabyvaji Hilliv a

momentovy odhad pro € = 0,19 az ¢ =0,21.

Podobné jsme porovnavali chod algoritmu pro ménéné hodnoty B a konstantni € .

Porovnani Hill - Moment - Pickands pro vybér o velikosti 500
zmé&na B od 50 do 1000 optimalni pomér K/ n
10 -
08
0.6 |
04
e
200 400 600 800 1000

Graf 30 - Optimalni pomér pro odhady s riznou hodnotou B
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Porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 500
zména B od 50 do 1000 odhad parametru
2.0
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Graf 31 - Grafy pro konstantni £€=0.25 a proménné B od 50 do 1000

Z grafi je patrno, ze se optimalni poméry méalo méni, jsou zhruba na 15%. Podstatné
je, Ze nejpresnéjsi odhady jsou ustaleny od B= 400 az do 500.

Time - porovnani Hill - Moment - Pickands pro vybér o velikosti 500
zména B od 50 do 1000
1000
800 |
Hill
600 1 « Moment
- Pickands
400 |
200 |
0 200 400 600 800 1000
Graf 32 - Vypo¢etni naro¢nost £=0.25 a proménné B od 50 do 1000
MSE - porovnani Hill- Moment - Pickands pro vybér o velikosti 500
zména B od 50 do 1000
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Graf 33 - MSE Pro konstantni €=0.25 a proménné B od 50 do 1000

Z grafu je na prvni pohled zfejma ¢ast minimalni MSE v oblasti B od 350 do 500.
Na prvni pohled je zfejmy také velky rozdil ¢asové naro€nosti proti pfedchozim graftim.
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V nasledujicich grafech jsou uvedeny odhady, které nejsou klasické. Jde o odhady
PORT a MVRB. Prvnim typ odhadu PORT byl poprvé zveiejnén v roce 2006. Jeho hlavni
vyhoda spociva v tom, ze je podobn¢ jako Pickandstiv odhad invariantni vzhledem k posunuti

v

klasické odhady.

Druhy typ odhadu — odhad MVRB je odhadem, ktery zlepSuje vykonnost odhadu,
snizuje odchylku ( bias ) a zmenSuje také rozptyl. Je tedy piesnéjsi nez stejné typy odhada
napt. Hill, moment. Poprvé byl konstruovan kolem roku 2008. Tento odhad mizeme feSit
metodou ,,optimal sample fraction®, tuto metodu je mozné i zjednodusit. Je vypocetné dosti
naro¢na.

PORT-Hill odhad data z Pareto rozdéleni s parametry 1,1. Porovnani s odhadem Hill. Odhad EVI (y=1)
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Graf 34 - PORT Hilliv odhad, Pareto rozdéleni versus Hill odhad

— PORT-Hill
— Hill
EVI

Na vySe uvedeném grafu jsou zobrazeny vysledky odhadi Hillova a PORT-Hilova.
Soubor dat, s nimz jsme pracovali byl generovan z nahodné veli¢iny typu Paretovo rozdéleni
s parametry 1,1.

Vlastni vypocty probihaly podobné jako u ostatnich porovnani na stejnych datech
pro oba typy odhadu. Rozsah poctu ¢lent ve vybéru byl od 50 do 10 000. Na prvni pohled je
ziejmé, ze odhad PORT — Hill je mnohem ptesnéjsi. Absolutni odchylka v celém intervalu
nepiesahla hodnotu 0,3. Velkd ptesnost vypoctu je ovSem vynahrazena také velkou vypocetni
naro¢nosti. Zatimco u Hillova odhadu vystac¢ime s metodou ,,optimal sample fraction®,
u odhadu typu PORT musime jesté navic volit spravnou hodnotu parametru q.
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Porovnani odhadu PORT-Hill a Hill pro rozdéleni F s parametry2 a4 y=0.5
2.0

1.0+

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000
Graf 35 - Porovnani PORT Hill a Hill pro F rozdéleni

— PORT-Hill
— Hill
— EVI

Podobné jako v pfedchozim ptipad¢ porovnavame postupné vybéry od 50 prvkového
vybéru az do vybéru o velikosti 10 000. Zakladem je rozdéleni, z n€hoz jsou data generovana.
Jde o nahodnou veli¢inu typu F s parametry 2 a 4. Skute¢na hodnota EVI je 0,5. Opét jsme
pocitali odhad Hilliv pomoci metody ,,sample fraction®, odhad PORT je pocitdn pomoci
algoritmu uvedeného v predchozi ¢asti. Pii porovnani vysledki zjistime, Ze oba vypocty jsou
zhruba stejné kvalitni. Pfedev§im pro pocet prvki ve vybéru od zhruba 5 000 prvka je odhad
pomoci obou metod stejné kvalitni.

MSE - porovnani Moment MVRB - Moment pro wbér o velikosti 1000
zmeéna eps €=0,1 -0,45

0.08+
0.06 |-
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0.02}+
LA — Moment MVRB
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0.45 Moment

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Graf 36 - Porovnani MVRB moment a momentovy odhad pro Pareto(1,1)
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Na ptedchozim grafu jsou uvedeny dva rtzné odhady — momentovy odhad a
momentovy MVRB odhad. ProtoZe oba typy odhadd se pocitaji pomoci metody ,,optimal
sample fraction“ méme moznost srovndvat oba typy odhadu i jinak nez jen podle kvality
odhadu. Byl zvolen zakladni rozsah 5000 prvkd ve vybéru, typ a pomoci volby € jsou
zvoleny ¢asti — ,,fraction®, které jsou zédkladem celé bootstrapové metody. Na grafu je patrné,
Ze existuje pro oba typy odhadu ¢ast, kdy je hodnota MSE nejmensi. Pro momentovy odhad je
to cast kolem ¢ = 0,15, pro momentovy odhad MVRB jde o hodnoty od 0,22 do 0,28. Dale
muzeme na prvni pohled pozorovat, Ze se skutecné podafilo hodnotu MSE u odhadu typu
MVRB znateln¢ snizit.

MSE - porovnani Hill - Moment - Pickands — MVRB moment pro wbér o velikosti 1000
zmeéna eps €=0,1-0,45

0.20

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45
Graf 37 - Porovnani odhadi Hill, moment, Pickands a MVRB moment

Hill

— Moment
Pickands

— Moment MVRB

Na zavér jsme zvolili moZznost porovnat vS§echny odhady, které jsme vySettovali. Opét
jsme zvolili podobné¢ jako v predchozim ptipadée velikost vybéru 5 000, ndhodné hodnoty jsou
generovany z rozdéleni Pareto s parametry 1,1. Je to proto, abychom mohli v§echny odhady
vibec pocitat. Na prvni pohled je opét ziejmé, Ze se vymyka odhad Pickandsiv, ten je
znatelné nejméné kvalitni (z pohledu MSE) nez ostatni. U ostatnich odhadt je zfetelna oblast
od zhruba 0,22 do 0,28, kdy je hodnota MSE minimalni. To by byla zfejm¢ optimalni oblast
pro volbu hodnoty &, pomoci niz konstruujeme obé ¢asti (fraction). Zaroven je z grafu také
patrné, ze odhad typu MVRB skute¢né¢ minimalizuje hodnotu MSE tak, jak je v navrhu tohoto
odhadu uvedeno. V této casti jsme se zaméfili jen na jeden aspekt tvorby odhadu, pokud
bychom vysetfovali napfiklad ¢asovou narocnost vypoctl odhadi, ziskali bychom v podstaté
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,prevracené hodnoty — nejméné Casoveé narocny je odhad Pickandsiiv a nejvice narocny je
odhad MVRB.

4.6.5. Shrnuti vysledkt simulaé¢ni studie

V této Casti jsme Vv prvni fadé na zakladé mnoha simulaci ovéfili znamou vlastnosti
klasickych odhadl EVI. Jednozna¢né znich vyplynula doporuceni pouzivat ve vétSing
redlnych situaci odhad Hilliv. Odhad Pickandsiiv je nejen mnohem mén¢ presny (vyplyva to
jiz z jeho konstrukce), ale ptedevsim se jeho pfesnost nijak nezlepSuje s rostoucim poctem n.
Jedinou jeho vyhodou je mensi ¢asova narocnost nez ostatni odhady. Momentovy odhad ma
vyhodu universalniho pouziti pro vSechny sféry pfitazlivosti, jeho nevyhodou je ovSem
mnohem vétsi Casova narocnost algoritmu. Momentovy odhad je stejné presny jako Hillav ,
v n¢kterych situacich je dokonce presnéjsi. Pravé proto se jevi jako mozna alternativa
pro Hilliv odhad tam, kde Hillav odhad nelze pouzit.

Hilliv odhad je nejuzivangjsi volba, ovS§em mé svd omezeni plynouci z jeho pouZiti
pro jednu sféru ptitazlivosti. Nastesti vétSina aplikaci je zamétfena na rozdéleni z Fréchetovy
sféry pritazlivosti.

V praci jsme ovSem studovali i vlastnosti novych typi odhadd — typu PORT nebo
MVRB. V obou ptipadech jde o postupy, které jsou velmi narocné na rychlost vypocetni
techniky a rychlost pfistupu k paméti. Podle diskuse algoritmi uvedené v podkapitole 4.5 je
ziejmé, ze musime nejdiive zjisti hodnoty konzistentniho odhadu parametru p — to je vsak
spole¢né pro vSechny odhady. Navic ovSem je zapotiebi u metody PORT nalézt vhodnou
hodnotu parametru g a u metody MVRB daliho parametru . Tyto kroky jsou vypoletnd
velmi naro¢né. Je vhodné mit k tomu specidlné prizptisobenou vypocetni techniku nebo
vypocty fesit napt. paralelnim programovanim.

Ve vSech situacich jsme chtéli ovétit doporucené hodnoty pro zakladni bootstrapoveé
procedury B = 250 a& = 0,15.

Z uvedenych simulaci je ovSem ziejmé, Ze je pro jednotlivé odhady optimalni volit
hodnotu B spise vétsi nez 250. Nejvhodnéjsi volbou se jevi B=500 a € naopak na tGrovni 0,25.
Tim podstatné zrychlime vypocet algoritmu, ale neztratime piesnost vysledku. Hodnotu
B = 500 jsme ovéfili 1 pro nové typy odhadt PORT a MVSB. U nich ovSem doporuc¢ujeme
v souladu s literaturou hodnotu £ = 0,005.

V priibéhu simulace jsme dale ovéfili, Ze rychlost vypoctu zalezi na mnoha faktorech.
Kromé zminénych parametri B, € zélezi velmi podstatné na typu odhadu. Jak jsme jiz uvedli
nejrychleji je vypocitdn Pickandsiv odhad. Odhad Hilliv je pocitin mnohem pomaleji,
v nékterych ptipadech fadoveé pomaleji. Jest€ pomalejsi vypocet je provadén u momentového
odhadu. U Hillova a momentového odhadu je to ddno mnoZstvim vypocti, které musime
provést. O dalsi fad pomalejsi jsou odhady PORT resp. MVRB. Tyto odhady maji sice
mimotfadné¢ dobré vlastnosti, ale vypocet je skutetné¢ ndro¢ny vzhledem k mnoZzstvi
pomocnych parametr, které je zapottebi v kazdém kroku nalézt.
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5. Kvantilova regrese a extremalni statistiky

V Koenker (2015) je uveden piiklad prvniho vyuziti regrese, kterd nesla znamky tzv.
medianové regrese. Zajimavé na tom je to, ze tento piipad se udal kolem roku 1757. Tedy
diive nez prvni vyuziti klasické Gaussovy regrese. Jezuita Josip Boskovi¢ v Chorvatsku se
pokousel odhadnout tvar zemeckoule pomoci regresni funkce minimalizujici soucet
absolutnich odchylek. Dnes tento typ regrese nazyvame medianova regrese. Popis
experimentu i detaily datového souboru nalezneme ve vyse uvedeném ¢lanku.

Vyznamnou statistickou ulohou je zkoumani a hledani zéavislosti proménnych. Jeden
Z nejpouzivangjsich statistickych nastroju je regresni analyza. Cilem regresni analyzy je nalézt
a popsat funkéni vztahy mezi proménnymi. Nalézt model, ktery popiSe zavislost vysvétlované
nahodné veli¢iny Y na vysvétlyjicich veli¢inach Xy, -+, Xj.

Pomoci naméfenych hodnot X = (X3, -+, X;)' nalezneme predikci o zavisle proménné
Y — chceme nalézt vhodnou funkci h(X), ktera zavisle proménnou v pfedem definovaném
smyslu definuje.

Kvalita takovéto predikce se potom posuzuje pomoci kriterialni funkce L(u), ktera se
nazyva ztratova funkce. Za vhodnou optimalni volbu h(X) se pak uvazuje funkce, ktera
minimalizuje stfedni hodnotu takové ztratové funkce.

5.1. Klasicky regresni linearni model
Jestlize bude zvolena kriteridlni funkce L(u) = u?, potom mluvime o klasické regresi.

Véta 5.1

Necht Y, X, -, X, jsou nahodné veli¢iny, X = (X;,-+,X;)T a necht EY? < oo.
Potom pro kazdou méfitelnou funkci h: R¥ — R plati

E(Y —E(¥|X))" <E(Y — h(X))2. (5.1)
Rovnost v (5.1) nastava prave kdyz
P((h(X) =E(Y|X)) = 1.
V klasické regresi nejcastéji volime funkei h jako linearni funkci,
h(X) = X1+ -+ BiXk.

Parametry {£;}*_, se nazyvaji regresni koeficienty. Za pomoci prostfedk statistické
analyzy tyto koeficienty budeme z existujicich dat odhadovat. Bude tedy platit

Y=XB+ € (5.2)

vektor € = (€4,++, €,)" je vektorem nahodnych veli¢in spliujici podminky
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E(€) = 0,Var(e) = o?I. (5.3)

pokud jsou navic jesté ndhodné veli¢iny {€;}7-; normalné rozdélené nezavislé nahodné
veliCiny, oznacujeme tento model jako klasicky linearni regresni model. Potom je tedy
€ ~N(0,0%I) (jako v ptedchozich kapitolich oznaGujeme symbolem N(u,o?)
jednorozmérné normalni rozdéleni s parametry u,o a symbolem N(a, B) nazveme n
rozmérné normalni rozdéleni s parametry (a, B)), potom je dale Y ~ N(X B, o2I)

Neznamé parametry mizeme odhadnout pomoci zndmé metody nejmensich Ctverci.
Pozadujeme, aby byl vyraz (¥ — X )T (Y — X ) minimalni.

Véta 5.2

Odhady metodou nejmensich ¢tverct jsou dany vztahem

b= (XTX)"1XxTy. (5.4)

Soustavé rovnic XTX b = XTY i#kdme normalni rovnice. Dale uvedeme nékteré
vlastnosti odhadu b.

Véta 5.3

Odhad b je nestranny, tj.

Eb=p (5.5)
a ma variacni matici

VAR(b) = ¢% (XTX) 1 (5.6)
a dale plati

b~N(@, o2 (XTX)™)

5.2. Uvod do kvantilové regrese
V ptedchozi ¢éasti jsme zopakovali zékladni pojmy z prostfedi linearni regrese.
Kvantilova regrese se od klasické regrese (vyuzivajici k optimalizaci metodu nejmensich
Ctvercu)lisi tim, Ze sledujeme jinou podminénou charakteristiku nahodné veli¢iny Y.
V klasické regresi, jak bylo popsano v piedchozi casti, vySetiujeme minimum stiedni
étvercové odchylky arg.eg min E((Y — t)?|X = x). Pomoci tohoto minima miZeme tedy
odhadnout podminénou stfedni hodnotu vysvétlované proménné Y neboli

EX|X=x)=t. (5.7)
U kvantilové regrese odhadujeme podminénou kvantilovou funkci. Kvantilova regrese

vychazi z poznatku, T - ty kvantil ndhodné veli¢iny Y lze na zaklad¢ pozorovani y,, -, y,
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odhadnout pomoci empirického 7 — tého kvantilu neboli je mozné ho najit jako argument
minima (vzhledem k proménné u,) dale uvedené empirické rizikové funkce

1 n
- Zpa Vi — ug)
i=1

Definice 5.4
Necht' F je distribu¢ni funkce spojité nahodné veli¢iny Y at € (0,1). Potom funkce
Q) =F Y1) =¢q, =inf(x ER; T> F(x)), (5.8)
se nazyva kvantilova funkce a ¢islo g; = Q(7) se nazyva 1 - kvantil ndhodného rozdéleni Y.

Ptiklad kvantilové funkce ndhodné veli¢iny Y~x?(10) je uveden na nasledujicim
obrazku.

Kvantilova funkce pro n.v. chi2 s 10 stupni volnosti
25

20
15

10

02 04 0.6 08 10
Graf 38 - Kvantilova funkce pro n.v. chi kvadrat s 10 stupni volnosti

Nyni budeme postupovat podobné jako v Casti 5.1. nejdfive uvedeme dal§i moZnou
reprezentaci kvantilové funkce.

Poznamka 5.5
Kvantilovou funkci Q (7) mizeme také zavést jako feSeni optimaliza¢ni Glohy
Q@) = q; = argeg min E(p. (X — 1)), (5.9)
kde p,(X — t) je tzv. ztratova funkce, ktera je definovana nasledujicim predpisem
T , x>0,

Prix P
1-7 , x <0.

129



Kvantilova regrese a extremalni statistiky

Ztratova funkce pro parametr 1

1.5+

0.5+

-2 -1 1 2
Graf 39 - Ztratova funkce

— 17 =0,3
7=0,6
7=0,2

Nejdiive dale upravime hodnotu E (pT (X - t))

t 0
H(t) = E(pT(X—t)) =1-1) f(t—x) dF(x)+ 1 f(x—t)dF(x).

Dale budeme postupovat stejné jako u véty 5.1. Pii hledani feSeni minimaliza¢niho
problému (5.9), nalezneme kriticky bod vyse uvedené funkce H(t)

H’(t)=% 1-1 j(t—x)dF(x)+rJ(x—t)dF(x) =0
— t

Protoze jsou splnény podminky pro zdménu poradi derivace a integralu, mizeme ji
provést. Tedy ziskdme po Uprave

[ee]

1-1) _J%(t—x)dF(x)+ T j%(x—t)dF(x) =0,

t
1-F@®) - t(1-F@®) =0,
F(t) = T,
t= F1(1).

Reseni dané minimalizaéni ulohy je tedy 7 - ty kvantil nahodné veli¢iny X. proto je
podminéna kvantilovéa funkce ndhodné veli¢iny Y feSenim optimalizacni Glohy

Qv(t|X = x) = argegmin E(p. (¥ — 1)|X = x). (5.10)

130



Kvantilova regrese a extremalni statistiky

Pokud budeme studovat pIné¢ linedrni model Qy,(7|X = x) = x7 B(1), mizeme
ziskat 1 vlastnosti ztratové funkce kvantilové regrese pro tento piipad. VySe uvedenym

postupem ziskame odhad B () minimalizaci ztratové funkce
B(1) = arggegemin ¥i_ pr(y; — %/ B)- (5.11)

Funkce S(B) = X7, pT(yj - ijB) je spojita, po Castech linearni a diferencovatelna
az na j bodi, v nichZz se anuluji jednotlivé argumenty funkce p,. OvSem i v téchto bodech
nalezneme Gateauxtv diferencidl v kazdém sméru. Mizeme proto pocitat tyto diferencidly
v kazdém sméru. Funkce S(B) bude v daném bodé nabyvat minima, jestlize pro libovolny
smér bude hodnota Gateauxova diferencidlu v tomto bod¢ kladna. Analyzu daného postupu
1ze v¢etné algoritmu k nalezeni tohoto minima nalézt v Koenker (2005).

Na rozdil od klasické linearni regrese neexistuje jednoduché analytické vyjadieni
regresnich parametrti kvantilové regrese. Nastésti v Koenker (2005) 1ze nalézt postup, ktery
umoznuje tyto odhady provést pro malé az stfedné velké soubory dat. Zakladni technikou
feSeni je linedrni programovani. Detaily o zplsobech prace, algoritmech a zplisobech feSeni
problémt je mozno nalézt napiiklad v Vanderbei (2013).

Pro tlohu (5.10) s k vysvétlujicimi proménnymi, ktery je uvedeny ve tvaru
y=Xp+ ¢

je mozné piepsat tuto minimaliza¢ni tlohu na tvar viz Koenker (2005)

tlies+ Q-1 (—e)+ly=XB+e, + (—€), 7€ (01),
min ) o (5.12)
ﬁ € R, [6+' (_6)+] € ]R+
e €¢>0

kde e, = {0 jinak "

Pokracujeme — li v postupu navrzeném v Kroenker (2005), ptepiseme tlohu (5.12)
do kanonického tvaru (je nutno vyjadtit hodnoty y; pomoci nezapornych vyrazl). Pro ukazku
vyjadiime

k k
Vi = injﬁj,a t €iq = inj(ﬁ;a - B}Ta) + (Ei-,Fa - EEa)J
j=1 j=1

kde at = max(0,a), a- = max(0, —a), p,(t) = at™+ (1 —a)t”

Odtud obecné
min {cT x|[Ax=b,x>0,x €5}, (5.13)
X

kde
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c=(07,00,71%, (1 - 1%)"
x= (b", e, (=) )"
A= (x—xI,—- I,)

b=yT
S = R*¥ x R2",

Z takového kanonického tvaru lze odvodit dualni ilohu
maxepT y|c — AT y,y € (0,1)",-+-} (5.14)
y

Postup odvozeni obou uloh je nastinén v Kroenker (2005). Zde autor zaroven
doporucuje uzivat pro malé a stfedné velké vybéry simplexovou metodu a pro velké vybéry
napiiklad Frisch — Newtonovu metodu vnitiniho bodu. Obé vySe uvedené ulohy jsou feSeny
pomoci véty 6.1 a 6.2 v uvedené monografii Kroenker (2005).

5.3. Vlastnosti kvantilové regrese

Dale uvedené vlastnosti uvadime bez dikazi. VSechny dikazy 1ze nalézt v monografii
Koenker (2005). Prvni z vlastnosti, které uvedeme, budou vlastnosti odhadt parametrt S.

5.3.1. Invariance vudi transformacim modelu
Dané vlastnosti jsou uvedené ve véte 2.3 v Koenker (2005).

Véta 5.6 ( Koenker, Basset, 1978)

Necht A je regularni matice typu kxk, y € R¥a a > 0. Potom pro libovolné
T €< 0,1 > plati

(i) B(r; aY ,X)= apB (1;Y,X) (5.15)
(ii) f(r;—a¥Y,X)= —aBf (1-1;Y,X) (5.16)
(iii) B; Y +Xy,X)= B(myX)+ vy (5.17)
(iv) Pt y,XA) = A7'B (1;y,X). (5.18)

Vlastnosti (i), (i1) jsou nazyvany equivarianci vzhledem k homogenit¢ y. Vlastnost (iii)
je oznaCovana jako equivariantni vzhledem k posunuti v proménné y a konecné posledni
vlastnost (iv) je equivariantni vzhledem ke zmén¢ tvaru X.
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5.3.2. Robustnost

Kvantilova regrese je robustni vzhledem k extrémnim pozorovanim. Pojem robustnosti
vychézi ze skutecnosti, Ze mnozinou pozorovani prokladdme nadroviny a zjistujeme, ze urcité
procento T pozorovani lezi pod hadrovinou a 1 —t procent pozorovani lezi pod touto
hadrovinou. Podstatné je, ze sledujeme pocet takovych pozorovani a neni podstatna velikost
odchylek. Je proto pfirozené, ze extrémni pozorovani nijak odhad nezméni. Napiiklad
pro metodu nejmensich Ctvercl tato vlastnost neplati. Vysledny odhad provedeny pomoci
kvantilové regrese je ve srovnani s metodou nejmenSich ¢tverci vyrazné méné citlivy
na extrémni (odlehld) pozorovani. Na nésledujicich obrazcich je mozno pozorovat chovani
klasické regrese a kvantilové regrese vzhledem k odlehlym pozorovanim.

Stav klasické a kvantilové regrese bez odlehlymi dat

Graf 40 - Robustnost - bez odlehlych dat

Stav klasické a kvantilové regrese s odlehlymi daty
8 <

—_— e " : « Puvodni data
-2 .
° R o Dat s odlehlymi pozorovanimi
-4 o * Regresni pfimka

Graf 41 - Robustnost - véetné odlehlych tidaju
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5.3.3. Nestrannost

Na rozdil od metody nejmensich ¢tverct jsou odhady pomoci kvantilové regrese slabé
vychylené viz Tasche (2001). Autor dokazuje, Ze odhady ziskané kvantilovou regresi jsou
nestranné¢ za piedpokladu, ndhodné slozky pochdzi ze stejného rozdé€leni se spojitou a
symetrickou hustotou. Jestlize jsou ale nahodné slozky asymetrické nebo nepochdzi
ze stejného unimodalniho rozdéleni, nejsou odhady pomoci kvantilové regrese nestranné.
Symetrie a unimodalnost jsou rozhodujici pro nestrannost odhadi v kvantilové regresi.
Metoda nejmensich ¢tvercti i metoda nejmensich absolutnich odchylek jsou nestranné. Tedy
tyto metody jsou vhledem k nestrannosti mnohem robustné&jsi.

5.3.4. Vydatnost
Vydatnost odhadu spociva ve skutecnosti, ze pii porovnani s ostatnimi nestrannymi
odhady vykazuje nejmensi mozny rozptyl. Formaln& odhad £ je vydatny, jestlize

VAR B <VARpB* (5.19)

pro vSechny nestranné odhady f*. Pro piipad vicerozmérnych parametri je definice
vydatnosti zaloZena na kovarianénich maticich odhadu viz And&l (1978). Odhad B je
vydatn&jsi nez odhad B* jestlize VAR B — VAR B*je pozitivné definitni matice.

V Newey, Powell (1990) je ukazano, ze odhad kvantilové regrese neni vydatnym
odhadem pro f3;. Jsou zde také uvedeny konstrukce vydatnych odhadu S.

Asymptotickou kovarian¢ni matici Ize odhadnout pomoci nésledujiciho vztahu
VAR B, = (X"X)* X" D X (X"X)1, (5.20)

kde D je diagonalni matice s prvky definovanymi

T 2
(%) »pokud (y; — x;Bq) > 0,
d; = , (5.21)
k(ﬁ) pokud (y; — x;B4) < 0,
f)/ "’

kde £(0) je hodnota hustoty odchylek modelu v bodé 0.

V ptipadég, Ze jsou pozorovani nezavisla a stejné rozdélend, mizeme diagonalni prvky
7(1-71)

(r(F1@))

oy s 0,5 )2 . :
muzeme tuto konstantu vyjadiit ¢ = (%) Potom miiZzeme upravit vztah pro

matice D nahradit konstantou c¢ = 5. Pro medianovou regresi (pfipad 7 = 0,5)

asymptotickou kovarian¢ni matici na jednodussi tvar

VAR B, = c(XTX)! (5.22)

Tento postup je uveden v Koenker (2005).
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Problém se pak redukuje na vyjadieni hustoty rezidui — chyb modelu. Protoze tato
hustota skoro vzdy neni zndma a musime proto nalézt jeji odhad. Postup pfi tvorbé tohoto
odhadu je uveden v Koenker, Bassett (1978, 1982). V praci Koenker, Bassett (1982) je
odvozen asymptoticky vzorec. Ten ovSem poskytuje ve vétsin¢ ptipadii velmi podhodnocené
odhady chyb. Proto se v tomto piipadé pouziva k ziskani odhadu hustoty metoda bootstrap.
Podrobnosti 1ze nalézt v Greene (2008) , Husek, Pelikan (2003).

5.3.5. Konzistence a asymptotickd normalita
V ¢lancich Koenker, Bassett (1978, 1982), Buchinsky (1998), Powell (1984) fesili
autofi problém asymptotického normalitu odhadu kvantilové regrese a také jeho konzistenci.

Oznacime — li Ilim % (XTX) =V ajestlize miizeme nahodné slozky popsat pomoci distribu¢ni
funkce F sryze kladnou hustotou vt ( f(F~'(7)) > 0), pak je odhad B, asymptoticky
normalni
A P
VE(Be — B:) = N(O,V), (5.23)

kde

T (1-1) -1
V.= —= V. 24
T fz(F_l(T)) (5 )

Znamena to, 7e odhad B, je asymptoticky normélni se stfedni hodnotou B, a

P | .
s kovarian¢ni matici p V.. Tedy plati

P

B ~ N (ﬁr l%V‘L’ ) (5.25)

5.3.6. Zachovani monotonni transformace vysvétlované proménné
V ptipadé monotonni transformace h(.) Vysvétlované proménné Y plati, ze

F(y) =P <y) =P(h(Y) <y) = F(h(y))

Z tohoto vztahu mizeme vyvodit, ze plati

Q:(h(y)IX = x;) = h(Q.(yilX = x1)) (5.26)

Jestlize tedy chceme zjistit naptfiklad podminény kvantil logaritmu hmotnosti, staci
nalézt ptislusny kvantil ndhodné veli€iny popisujici hmotnost.

5.4. Priklad na kvantilovou regresi
V dalsi ¢asti této kapitoly zobrazime s rozborem jeden ptiklad na kvantilovou regresi.
Ptredevsim jsme se soustfedili na grafickou interpretaci. Programové jsme vyuzili aparatu
programu Wolfram Mathematica, ktery budeme také vzuzivat v simulacich v této kapitole.
Podobn¢ jako vjazyku R jsme pouzili nékteré znamé procedury pro feSeni problému
linearniho programovani.
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Priklad

Na nasledujicim obrdzku jsou zobrazena data pouzita pro nas piiklad. Maji zhruba
logaritmickou tendenci.

1. data — poCet prvk 1200

14
13
12 R N .-:"
1

10

50 100 150 200
Graf 42 - RozlozZeni dat

Nejdiive prolozime klasickou linedrni regresi.

1. data - pocet prvk( 1200

14 -

1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 X
50 100 150 200 Linearni regrese

Graf 43 - Linearni regrese a data
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1. data — pocet prvki 1200

14

131

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X
50 100 150 200 Kvantilova a linearni regrese

Graf 44 - Data a kvantilova a linearni regrese

Zakladni mnozina funkci, pomoci nichz budeme vyjadfovat jednotlivé regresni
odhady: 1, x,v/x, Log[x]

Jeden z kvantilovych odhadi pro 5%:

5.00461345265681 + 1.253495511986674 X 1078v/x + 0.0001786470235543353x
+1.008294618092901Log|x]

Klasicka linearni regrese:

4.894539552826588 — 0.03140589557964107+/x + 0.0011971037942532525x
+ 1.2206786125643387Log[x]

Porovnanim snadno zjistime, ze se obé vyjadieni velmi podobaji, li§i se v ¢asti linedrni

a dale v &asti s v/x. Podobné vysledky bychom zjistili i pro ostatni kvantily.
Uvedeme dale tabulku, z niz bude zfejmé, jak piesna je kvantilova regrese:

kvantily pocet prvki pod kirivkou v procentech

0.05 95.0833 %
0.1 90.%
0.25 74.8333 %
0.5 50.%
0.6 40.%
0.75 25.%
0.85 15.%
0.95 4.91667 %
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5.5. Zprumérované regresni kvantily
V této casti budou uvedeny nové vysledky. JureCkova, Picek (2014) zavedli
zprumérovany regresni kvantil

By (1) = XL B(1), %o = =X Xy (5.27)

a studovali jeho vlastnosti a vztahy k dal$im statistikam. Né&které vlastnosti B,,(T)
jsou velmi zajimavé, zpohledu této prace je to predevSim asymptoticka ekvivalence
s obvyklymi kvantily v modelu polohy, kterou uvadime v nasledujici vété.

Véta 5.7

Ptredpokladejme, ze distribucni funkce F je spojita a dvakrat diferencovatelna v okoli
Fi(t)aze dF(F (1)) = f(F1(x)) >0, 0 <7< 1

Potom za podminek
(A1) lim@Q, =Q, kie Q,= ~ XX,y @ Q je pozitivné definitni matice. (5.28)

1

(A2) - iLixi; =0(1), n—>oo,pro j=1,--,p. (5.29)
A3) xy =1, i=1-,n (5.30)
plati

~ _1
2[5 (B(2) = B) = Efneln] = Op (n77),n > oo, (531)

kde &;.,, < -+ < &,.n jsou potadkové statistiky odpovidajici &, -+, &p,.

Toto tvrzeni nas vede k tomu, Ze techniky pouzité v pfedchazejici kapitole by bylo
mozné aplikovat na regresni kvantily v modelech s rusivou regresi.

Vyuzijeme k tomu postup, ktery navrhl Drees (1998) a pozdéji de Haan a Ferreira
(2006). Jeho cilem je nalézt spole¢ny teoreticky zaklad pro bézné pouzivané odhady v oblasti
teorie extrémnich hodnot. Timto zékladem je prace s tfidou hladkych funkcionalt
invariantnich vzhledem k poloze a métitku kvantilového procesu chvostu. Pro tuto tfidu
Drees (1998) odvozuje asymptotické vlastnosti a zaroven ukazuje, Ze vétSina pouzivanych
odhadii miize byt reprezentovana témito funkcionaly. Dienstbier (2011) ukéazal podobnost
kvantilového procesu chvostu v modelu polohy a zprimeérovaného regresné kvantilového
procesu chvostu v modelu linearni regrese. Muzeme tedy pomérné snadno vysledky popsané
v predchazejicich kapitolach rozsifit na analogické odhady, které jsou zaloZené
na zprimeérovanych regresnich kvantilech, do linedrniho regresniho modelu.
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Zkusme tuto myslenku popsat. Nejprve definujme vahovou funkci, kterd je svazana
s empirickou kvantilovou funkci chvostu v 0:

R(0): = (t/loglog(D)/? , pro ¢ € [0,1] (5.32)

a odpovidajici vhodny prostor pomocnych vahovych funkci:

= {h: mh© _
H o= {h. [01] > [0,00)| h € C[01],limz2 =0 } (5.33)

kde C[0,1] je prostor spojitych funkci na uzavieném intervalu [0,1]. Pro kazdé
Yy ERah € 3 definujeme seminormu |||, na prostoru redlnych funkci na intervalu
[0,1] nasledovné

Izlly n = sup{t €[0,1]; t"h(t)|z(t)|}. (5.34)

Nakonec uvazujme prostor obsahujici vSechny mozné empirické kvantilové funkce
chvostu a jejich teoretické protéjsky, coz je prostor realnych funkci na jednotkovém intervalu
se seminormou ||-[,,

D, = {z; [0,1] > R; lim tYh(t)z(t) =0, (t”h(t)z(t))t € D[o,1]} (5.35)

€[0,1]

Kazdy smysluplny odhad y je funkci hornich potadkovych statistik a mize byt 1
popsan pomoci ¢lend empirické kvantilové funkce chvostu

Qni(t) =F;t (1 — %"t) = Xn—[k,t]:n- Tedy kazdy odhad mize byt uvazovan jako néjaky

funkcional aplikovany na empirickou kvantilovou funkci chvostu T (Qn, k(t)).

Aby bylo mozné odvodit konzistenci odhadii a dalsi vlastnosti uvazovanych odhadi
budeme uvazovat tfidu funkcionald splitujici nasledujici podminky

(T.1) Tip, Je borelovsky méefitelny, (5.36)
(T.2) T(az+b)=T(z) provs.z € D, ,a >0,b ER, (5.37)
(T.3) T(zy) =y (5.38)

Jako priklad funkcionalu uvedenych vlastnosti muzeme uvést funkcional generujici
Pickandtv odhad

Tric(2) = 15 log (28:%2) I tgzgig > OI. (5.39)

Abychom mohli vyuzit vysledky odvozené Dienstbierem (2011) v modelu linearni

regrese, budeme predpokladat nasledujici podminky regresni matice X a distribu¢ni funkce
chyb F:
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(F.1) F je absolutné spojita s hustotou f kladnou na (x,,x*). Derivace f' je

ohrani¢ena a druha derivace f"' existuje na n¢jakém levém okoli x*. (5.40)
* ') <A
(F.2) sup {x* <x<x%F(x)(1—-F(x)) fz(z) < y}, pro né&jaké
K, kladné. (5.41)
A-FOO) .,
(F.3) J}1_)r§61 R 1—-y (5.42)
a
CA-FOF') _ .
e 1T (5:43)
pro n¢jaké y,,y* € R.
(F.4) y:=min{y,, vy} > —1/2. (5.44)

X1 x,=1 i=1,-,n

(X2) limD, =D, kde D, = >X%X, aD je pozitivng definitni matice. (5.45)

n—-oo

(X3) TELlxt]l = 0(1), n— e,

1
(X.4) 1rn_axIIinI = O(Cﬁ), n — oo pro néjaké A> 0, C, = C(loglogn)z, (5.46)
<i<n

0<(C<oo.

Dienstbier (2011) ukazal podobnost kvantilového procesu chvostu v modelu polohy a
zprumérovaného regresné kvantilového procesu chvostu v modelu linearni regrese.

Véta 5.8

V modelu linearni regrese (5.2) pfedpokladejme platnost podminek (F.1)-(F.4.), (X.1)
— (X.4). Predpokladejme take, ze distribucni funkce F splituje podminku druhého tadu

Lortoge—2=Y) oo
—(xYlogx — ,p =
UGH —U® ) |7 g P v
lim a(t) 14 1/xP—1

=3 = .y £0=
t— oo A(t) p p 0g* P v

1 2
A CXED p=0=y.

s kvantilovou funkci chvostu U(t) = inf {y; Fly) 21— %}, t = 1. Potom muzeme

definovat Wienerovy procesy {W,(s)},s > 0 tak, ze pro vhodné vybranné funkce A, a, z, a
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prostor D, se seminormou lzIl, n == sup{t € [0,1]; t¥h(t)|z(t)|} definovanou
pro libovolné € >0 na prostoru vahovych funkci
h(t
7 :={h:[0,1] » [0,0)| h € C[0,1],lim£ =0
tlo h(t)

1
funkei h(t) =tz t € [0,1]

plati
12 (B B@-B) .\ _ . —y-1 _ k —ytP-1
k ( (1) tY ) =y VI, (0) \/EA( /n)t r— <
1 " y,h
‘ yt~Y (%)z ! D,1Z, (1 - %)H v T 0p(1), (5.47)

n - oo,k =k(n) - 00,5 -0, \/EA(k/n) =0(1)ak =logA(1Vy) s A> 1/6,

kde Zn(2) = n~Y2(r(1 = 1)) 2 3%, xi00 (61 — F1(0)) a 9, (2) = T — [z < 0].

Dikaz: proveden v Dienstbier (2011).

Ackoliv  Véta 5.8 neposkytuje stejny vysledek (pouze horni hranici
v pravdépodobnosti) jako analogicka véta Dreese (1998), lze ji analogicky vyuzit
pro odvozeni nékterych vlastnosti odhada v regresi (jako napt. konzistence) pomoci hladkych
funkcionali zpriimérovanych regresnich kvantilli aplikovanych regresné kvantilovy proces
chvostu. Detaily Ize vyhledat v Dienstbier (2011). Radu vlastnosti odhadds v modelu polohy
tak 1ze uspésné prenést do linedrniho regresniho modelu. V dal§im textu se zamétime pouze
na Pickandstiv odhad jako vhodnou ilustraci problematiky odhadu v linearni regresi.

5.5.1. Regresni Pickandstuv odhad a optimal sample fraction
V linearnim regresnim modelu Pickandstiv odhad miizeme definovan podobné jako
v (2.36):

1
log2

fgﬁ(fm_[g])—fgﬁ;l(fm_[ﬂ)

(5.48)

Vp,RrO (nk) = log

fr’llwﬁ?l(Tm_[E])_fz;B:l(Tm—k)
2

kde 0 < Ty<..<T, < 1 odpovidd m, (Y, X) = m,, feSenim B(7;),i = 1,---,m,
minimaliza¢niho problému (5.10). Tedy regresné kvantilova funkce chvostu

Qeni® = {75 (£ (1-4))) (549)

n77 tefo,1]

je skokovita funkce.
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Véta 5.9
Za piedpokladi véty 5.8 je ¥p ro(n, k) konzistentnim odhadem y.
Dikaz:

Necht Z,(t) =n~Y2(z(1 - r))_l/z Yxie (e, —F (@) a ¢ (2)=1—1I[z<
0], viz Véta 5.8,

1/2
Podle Lemmatu 2.35 v Diensbier (2011) plati, ze (3) " Di'Z, - Dy'W slabs
1/2
na D[0,1]?, kde W je Wienerovilv proces. Tedy (2) xID;YZ, — XID;1W  slabg

1/2
na D[0,1], z &ehoz plyne t ¥ (%)~ #hD;1Z, — t VELDF'W na D, atedy

miz kt
yt" (E) D17, (1 - ;) > tVEIDIIW (L)
Z véty 5.8 pak plyne, ze
Qznk — kﬁ f o 1)y, no o,
F(1-3)
n

slab¢ na D, 5. Funkcional

A@)-20)) [:G)- ()

-0 [@) o

>0].

Tpick(2) = log

log2

je spojity v z,, invariantni vzhledem k poloze a méfitku, z Cehoz uz trvzeni
plyne.

Uzitim Hadamardovi diferencovatelnosti pak mizeme véty 5.8 vyuzit
kK odvozeni asymptotické normality 7p go (1, k).

Odhad 7p ro(n, k) je identicky pro néjaké k s odhadem
k
Zﬁn (1 - _> 77;.871 (

17 (1-55) 1 (1 -

)
)

'§’| ==

—— log

Pracn ) = o

)

S| &

Odhady se lisi je ve své parametrizaci ,,prostiedni* posloupnosti.

Véta 5.9 nam dava i oporu pro formulaci obdobnych vét tykajici Pickandsova odhadu
a hledani optimalni hodnoty parametru k z kapitoly 4 nyni pro Pickandsiv odhad zalozeny
na zprumérovanych regresnich kvantilech:.
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Napfiiklad uvedeme vétu tykajici se optimalni hodnoty ky(m,,):

Véta 5.10

Necht F € Ddif(G),) a jsou splnény podminky druhého tadu pro hodnotu
A(x) = cxP, kde ¢ #0 a p<0. Oznaéme index ky(m,) takovy, Zze hodnota

E(?P,RQ (m,, k) — y)z je minimalni. Potom

. ko(my) _
lim "oV = 1.
R0 ( = z\l
1+272r-1 —<P
120 T 2 1.2 —Zp n1—2p}
L 4pc ( p ) ( y+p ) 2 }

Podobnym zpuisobem lze v tomto piipad¢é budovat bootstrapovou proceduru:

1. krok. Polozme n; = [m.~¢] pro hodnotu ¢ € (O;%), kde [x] oznacuje celou
¢ast Cisla x. Vyberme z vybéru o mn hodnotach novy bootstrapovy vybér
o délce n;. Budeme dale pocitat E ((?;,RQ(npkﬂ — Vp,ro (M1, 4k1))2|xn>.
Nalezneme hodnotu k7 (n;), pro ktery je pfedchozi vyraz minimalni.

2
2. krok: Polozime n, = [n1 /mn] a zopakujeme krok 1. stim, ze nalezneme

hodnotu k3 ,(n,), pro kterou je E ((?;,RQ (n2,k2) — Vpro (M2, 4k2))2| xn)
minimalni.

3. krok: Nyni vypocitdme odhad ky(m,,),

(ki o(np)’

(k;,ocnz>)2f<z( ey )

log} o (n1)-log(ny))

4. ko(my) =
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5.6. Simulaéni studie — kvantilova regrese

5.6.1. Postup simulace

V nasledujicich strankach je popsédna situace, kdy mame k dispozici dvé nahodné
proménné x; a x, a linearni regresni model y = ax; + bx, + ¢+ e. Hodnoty a, b, c jsme
zvolili pro jednoduchost postupné a =3,b=4,c=1. Hodnoty x; jsou brany
Z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0;2) a hodnoty x, jsou brany zrovnomérného
rozdéleni na intervalu (-8;8). Chyby e jsou generovany specifickym rozdélenim z Fréchetovy
sféry ptitazlivosti. Jednotlivé vysledky jsou Setfeny v etapach takto:

1. etapa simulace hodnot x4, x, a y pro jednotlivé pfipady kontaminace :
a. Burr(1,1,1)
b. Cauchy(0,1)
c. Frozdéleni(6,4)
d. Pareto(1,1)

Pro kazdy z téchto typl je vzdy vygenerovano postupné 100, 200, 500 a 1000
hodnot, které jsou kromé¢ bézného zapisu také zobrazeny graficky. Navic je vzdy
graficky zobrazena hodnota absolutniho ¢lenu s kontaminovanymi hodnotami.

2. etapa zpracovani kvantilové regrese pomoci Koenkerovych algoritmt
v programu R a v programu Mathematica. Vysledkem je pro kazdy vyse uvedeny
ptipad vystup 100, 200, 500 nebo 1000 kvantild, které jsme ziskali z kvantilové
regrese jako popis absolutniho ¢lenu. Tyto vysledky jsou zobrazeny graficky.
Je znich zfejmé, ze posledni kvantily jsou v mnoha ptipadech proti ostatnim
hodnotdm mnohonasobné vetsi.

3. etapa budeme piedpokladat, ze chceme najit odhad parametru y rozdéleni
kontaminace absolutniho ¢lenu. K tomu pouzijeme odhad, ktery je location/scale
invariant. Pouzijeme odhad Pickandstv.
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5.6.2. Simulace hodnot.

Vzhledem k velkému mnozstvi ziskanych udaji uvedeme v této Casti jen simulované
hodnoty z rozd¢léni Burr(1,1,1).

Burr(1,1,1) — Podobné jako u ostatnich jsme postupné volili simulaci 100,
250, 500 a 1000 hodnot. Grafické znazornéni hodnot y a absolutniho ¢lenu je
provedeno zde:

100 hodnot:

Zobrazeni trojic bodi n=100

Graf 45 - Trojice bodii Burr - 100 bodu

Pavodni hodnoty absolutni &len pro n: 100

Graf 46 - Pavodni hodnoty ¢ - Burr, 100 bodu
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Pavodni hodnoty setfidéné absolutni ¢len pro n: 100
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Graf 47 - Setfidéné hodnoty ¢ - Burr, 100 hodnot

Z prvniho obrazku Graf 45 je patrno, Ze rozdé€leni Burr(1,1,1), znaéné méni hodnoty
vysledku y. Na obrazku Graf 47 je zfejmé, Ze median hodnot absolutniho €lenu je skutecné
roven jedné.

250 hodnot:

Zobrazeni trojic bodi n=250

Graf 48 - Trojice hodnot-Burr,250 hodnot

Pavodni hodnoty absolutni ¢len pro n: 250
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Graf 49 - Absolutni élen, Burr, n=250
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Pivodni hodnoty settdéné absolutni ¢len pro n: 250

.,‘..-

Graf 50 - Setfidény abs. ¢len, Burr, n=250

J 24

Na prvnim obrazku jsou ziejmé velké zmény, které vytvari rozdéleni Burr. Zmény
jsou jak pozitivni (maxima), tak i negativni (minima). Podobné jako v pfedchozim je median
absolutnich hodnot (intercept) roven piiblizné 1.

500 hodnot:

Zobrazeni trojic bodi n=500
0.0

Graf 51 - Zobrazeni trojic-Burr,500 hodnot

Piivodni hodnoty absolutni ¢len pro n: 500

Graf 52 - Abs. ¢len nesetiidény, Burr, n=500
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Pavodni hodnoty setfidéné absolutni ¢len pro n: 500
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Graf 53 - SetFidéné hodnoty abs. ¢lenu, Burr, n=500

Nyni je patrno, Ze hodnoty y jsou mnohem vice ovlivnény piiméesi — rozdélenim Burr.
V obrazku Graf 51 je vidét mnoho maxim a minim, ktera lezi mimo piedpokladanou oblast
roviny. Medidn hodnot absolutniho ¢lenu je opét spravné piiblizné roven 1.

1000 hodnot:

Zobrazeni trojic bodi n=1000
0.0

Graf 54 - Trojice hodnot,Burr,1 000 hodnot

Pavodni hodnoty absolutni ¢len pro n: 1000

Graf 55 - Neseti'idéné hodnoty abs. ¢len, Burr, n=1000
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Pivodni hodnoty absolutni ¢len setéidéné pro n: 1000

200 400 600 800 1000
-0

Graf 56 - Setfidéné hodnoty abs. ¢len, Burr, n=1000

Na prvnim obrazku Graf 58 jsou patrna maxima i minima vznikla z divodu pfimeési
Burr. Podobné¢ jako v ptfedchozich ptipadech je medidn hodnoty absolutniho ¢lenu roven
ptiblizné 1.

Pro ostatni ndhodné veliciny uvedené v 1. etapé jsou grafické vysledky podobné.

5.6.3. Provedeni Koenkerovych algoritmu

V této casti jsou vySe uvedend data zpracovdna pomoci algoritmii Koenkera
v programu R a programu Mathematica. Vysledkem jsou kvantily pro ¢leny a, b, c. Nas bude
zajimat nejvice absolutni ¢len c¢. Vystup programu je upraven tak, abychom ziskali praveé
stejny pocet kvantild jako je pocet vstupnich hodnot (kvantily jsou pocitany pravidelné jako
k*(1/pocet)). V nasledujicim textu jsou zobrazeny vysledky téchto kvantilii pro jednotliva
rozdéleni a rizné velikosti nasimulovanych hodnot.
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a. Burr(1,1,1). Jednotlivé kvantily jsou vytvafeny podle poétu hodnot
v zakladnim souboru tedy 100, 200(250), 500 nebo 1000 polozek (tedy i1

1o
kvantila).
; 250 hodmot
10 hodrot =
— 30
MO
- 300
pri) =
- i ]
a 150
0 E
- 0
o o . P o w O 0 0 1% m %
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%0 =
100
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o |
0
00
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o 0 40 0 0 Fen
] e m Fe] 41 50

Graf 57 - Hodnoty nejvy$sich kvantili pro rozdéleni Burr(1,1,1)

Z grafu pro n = 100, je zfejmé, ze se kvantily velmi vyrazn¢ méni pro kvantily vetsi
nez 0,8. Graf pro n = 250 ukazuje vyrazn¢j$i zménu hodnot kvantilu pro hodnoty od 0,7.
Pro n=500 je vyraznéj$i zména patrna od hodnot kvantili 0,8. Kone¢né pro n = 1000 se
kvantily vyraznéji méni od hodnot 0,9. Pro n = 100 jsou nejvyssi kvantily rovny cca 1400,
pro hodnotu n = 250 jsou velikosti cca 3500 podobné jako pro n = 1000. Hodnota
n = 500 ma nejvyssi kvantily vyrazn€ mensi cca 500.
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b. Cauchy(0,1). Jednotlivé kvantily jsou vytvaieny podle poc¢tu hodnot
v zakladnim souboru tedy 100, 200(250), 500 nebo 1000 polozek (tedy i1

kvantila).
100 hodnot 200 hodnot
20
10
0 40 60 30 100
B 100 150 0
-20
_10
-40
-20
-80
500 hodnot 1000 hodnot
0 200 J
T 00 400 60 500 1000
100 00 300 400 00
-20 a0
—40 ~ 600
- 800
-60
— 1000

Graf 58 - Nejvyssi kvantily pro rozdéleni Cauchy(0,1)

Z vyse uvedenych grafi je ziejmé, Ze hodnoty kvantili se nejvice méni od 0 do 0,1 a
poté pro hodnoty vétsi nez 0,8 — 0,9. Hodnota nejvyssich kvantilti je pro n = 100,n = 200 a
n =500 rovna cca 20, naopak nejniz$i kvantily jsou hodnotové na urovni -60.

Sv v

od -1000.
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C. F rozdéleni sparametry 6 , 4. Jednotlivé kvantily jsou vytvaieny
podle poc¢tu hodnot v zédkladnim souboru tedy 100, 200(250), 500 nebo
1000 polozek (tedy 1 kvantila).

200 hodnot
100 hodnot
-
20
4
15
3
10
h]
0 0 “@ & & 10 0 30 100 150 200
500 hodnot
1000 hodnot
20 30
15
20
10 !
10
) w 400 00 500 1000
0 100 200 300 400 500

Graf 59 - Nejvyssi kvantily pro rozdéleni F s parametry 6,4

U tohoto rozdéleni jsou vidét nejvétsi zmeény hodnot kvantili pro kvantily vétsi nez
85%. Hodnotové jsou nejvyssi kvantily na urovni 20 — 30 (S vyjimkou n=100, kdy jsou
nejvyssi kvantily hodnotové na urovni 5).
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d. Pareto(1,1). Jednotlivé kvantily jsou vytvaieny podle poétu hodnot
v zakladnim souboru tedy 100, 200(250), 500 nebo 1000 polozek (tedy i1

kvantila).
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Graf 60 - Nejvyssi kvantily rozdéleni Pareto(1,1)

U tohoto rozdéleni dochazi k nejvétsim zméndm kvantili od 85%. Hodnotové je
mezi danymi simulacemi vyrazny rozdil. Velikosti nejvyssich kvantili pro n=100 jsou
na urovni 20. Pro n=1000 na Urovni 250. Pro hodnotu n=500 dosahuji nejvyssi kvantily
hodnot cca 2500, kone¢né pro hodnotu n=200 dokonce hodnotu cca 10000.

5.6.4. Vypocet odhadu parametru y pomoci Pickandsova odhadu
a. Burr(1;1;1). Skute¢na hodnota y = 1.

Vysledky jsou pro jednotlivé datové soubory rovny:

Tabulka 1 - souhrnné vysledky pro rozdéleni Burr(1,1,1)

Pocet Odhad Bootstrap — | Volba parametru Parametr
hodnot v parametruy | pocet metody sample bootstrapu —
simulaci opakovani | fraction sample fraction
100 4,43318 250 0,15 1/50

250 0,854229 250 0,1 39/250

500 1,15672 250 0,15 17/250

1000 1,04059 250 0,15 9/100
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Pii pouziti metody optimal sample fraction jsme uzili doporucené hodnoty -
opakovani 250x a hodnotu poc¢atec¢niho indexu na trovni 0,1 — 0,15. Vypocet jsme s danymi
hodnotami vzdy né€kolikrat provedli a vysledky jsou zobrazeny v tabulce. V tomto piipadé je
procento uzitych poslednich kvantilti na Grovni cca poslednich 10%. Vypoctena hodnota je
skutecné ptiblizné rovna skutecnému indexu v.

b. Cauchy(0;1). Skute¢na hodnota y = 1

Vysledky jsou pro jednotlivé datové soubory rovny:

Tabulka 2 - souhrnné vysledky pro rozdéleni Cauchy(0,1)

Pocet hodnot v | Odhad Bootstrap | Volba parametru Parametr
simulaci parametru | —pocet metody sample bootstrapu —

y opakovani | fraction sample fraction
100 0,03675 250 0,15 7/100
200 0,46903 250 0,13 4/25
500 0,610495 | 250 0,08 61/500
1000 1,135 250 0,15 17/1000

Pfi pouziti metody optimal sample fiction jsme uzili doporu¢ené hodnoty - opakovani
250x a hodnotu pocate¢niho indexu na trovni 0,08 — 0,15. Vypocet jsme s danymi hodnotami
vzdy nékolikrat provedli a vysledky jsou zobrazeny v tabulce. V tomto piipadé je procento
uzitych poslednich kvantili na urovni poslednich cca 2% - 10%. Vypoctend hodnota je
skute¢né piiblizné rovna skute¢nému indexu y pro vysokou hodnotu n=1000.

C. Frozdéleni s parametry (6;4). Skute¢na hodnota y = 1/8.

Vysledky jsou pro jednotlivé datové soubory rovny:

Tabulka 3 - souhrnné vysledky pro F-rozdéleni F(6,4)

Pocet hodnot v | Odhad Bootstrap — | Volba parametru Parametr
simulaci parametru | pocet metody sample bootstrapu —

Y opakovani | fraction sample fraction
100 1,56431 250 0,15 1/25
200 0,46902 250 0,14 2125
500 0,152998 | 250 0,11 17/250
1000 0,31082 250 0,13 17/250

Pti pouziti metody sample fraction jsme uzili doporucené hodnoty - opakovani 250x a
hodnotu pocatecniho indexu na trovni 0,11 — 0,15. Vypocet jsme s danymi hodnotami vzdy
nékolikrat provedli a vysledky jsou zobrazeny v tabulce. V tomto pfipad¢€ je procento uzitych
poslednich kvantili na Grovni cca poslednich 2% - 4%. Vypoctena hodnota je ptiblizné rovna
skutecnému indexu y ptedevsim pro n=500.
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d. Pareto rozdéleni s parametrem 1. Skute¢na hodnota y = 1.

Vysledky jsou pro jednotlivé datové soubory rovny:

Tabulka 4 - souhrnné vysledky pro rozdéleni Pareto P(1,1)

Pocet Odhad Bootstrap — | Volba parametru Parametr bootstrapu
hodnotv | parametru | pocet metody sample —sample fraction
simulaci |y opakovani fraction

100 1,77447 250 0,15 4/25

200 1,65081 250 0,1 1/25

500 1,63674 250 0,08 9/125

1000 0,95715 250 0,15 39/1000

Pti pouziti metody sample fraction jsme uzili doporucené hodnoty - opakovani 250x a
hodnotu poc¢ate¢niho indexu na urovni 0,08 — 0,15. Vypocet jsme s danymi hodnotami vzdy
nékolikrat provedli a vysledky jsou zobrazeny v tabulce. V tomto pfipad¢€ je procento uZzitych
poslednich kvantild na Grovni cca poslednich 4% - 8%. Vypoctena hodnota je priblizné rovna
skute¢nému indexu y ptedevs§im pro posledni n=1000.

5.6.5. Shrnuti vysledkii simulace kvantilové regrese

V ptedlozené simulacni studii jsme vyuzili platnosti jak vét 5.8 a 5.9, tak 1 vétu 5.10.
Vsechna tato tvrzeni ndm umoznila pouzit klasické postupy vhodné pro vyuziti Pickandsova
odhadu absolutniho ¢lenu v linedrnim regresnim modelu, v kterém je jeden ¢len ovlivnén
hodnotami rozdéleni z Fréchetovy sféry pftitazlivosti. A¢koli mame k dispozici vSechny udaje
pro jednotlivd vybrand rozdéleni, zobrazili jsme v prvni etapé jen jedno — Burrovo. Je to
predevSim diky zna¢né velikosti danych udajii. V druhé etapé jsme jiz uvedli vSechna Ctyfi
rozdéleni. Graficky jsme u nich zkoumali polohu nejvysSich kvantili.

etapé jsme shrnuly veSkeré vysledky do tabulek. V nich jsme
pro jednotliva rozdéleni zjistili hodnotu Pickandsova odhadu parametru y, dale jsme jsme zde

V posledni

uvedli pouzivanou hodnotu ¢, ktera slouzi ke stanoveni pocatenich hodnot n,,n,. Zavérem
celého postupu pii aplikaci metody sample fraction pii Pickandsové odhadu je stanoveni
hodnoty uzitych nejvyssich kvantilti — v souladu se simula¢ni studii uvedenou v kapitole 4. je
tato hodnota na urovni poslednich 4% - 10%.

Celkové jsme si tedy ovéfili, ze v pfipadé ovlivnéni jednoho ¢lenu v linedrnim
regresnim modelu rozdélenimi z Fréchetovy sféry pfitazlivosti, je mozné pouzit jak postupy
vyplyvajici z Koenkerovych algoritml pro stanoveni jednotlivych hodnot regresnich kiivek,
tak 1 postupy slouzici k odhadu parametru EVI nezndmého rozdéleni. Pickandsiv odhad byl
pouzit predevsim proto, Ze je ,location/scale invariant“. Tuto vlastnost vyuzivame praveé
u linearni regrese a pomoci ni urujeme hodnotu neznamého ovlivnéni. Na vysledné hodnoty
dale uzivame jak Koenkerovy algoritmy, tak i pravé Pickandstiv odhad.
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6. Zavér

Hlavnim cilem této prace bylo prostudovat pouzivané neparametrické postupy
zalozené na poradkovych statistikdch a zaroven pouzit metody zalozené na bootstrapu.

Celé prace je rozdé€lena do celkem péti ¢asti. V prvni uvodni ¢asti prace jsou uvedeny
odkazy na mnoho zajimavych praci z riznych aplikacnich oblasti, které se fesi pomoci teorie
extremalnich statistik. Zaroven je zde uvedena kratka historie uloh, jejichz feSeni vedlo
na zaloZeni celé nové védni oblasti v matematické statistice — oblasti zabyvajici se
extremalnimi ulohami. Protoze v praci feSime predevsim neparametrické postupy —
semiparametrické postupy, jsou V prvni kapitole uvedeny alesponn odkazy piedev§im
na parametrické metody feSeni extremalnich uloh.

Druha ¢ast obsahuje zakladni vysledky teorie extremalniho rozdéleni. Je v ni uvedena
zakladni véta teorie extremalniho rozdéleni. Jejim disledkem je rozdéleni ndhodnych velic¢in
do tfi disjunktnich t¥id - sfér ptitazlivosti :

a) Gumbelovu
b) Fréchetovu
c) Weibulovu.

Déleni jednotlivych ndhodnych veli¢in do téchto sfér pfitazlivosti se zjednodusuje
zavedenim zakladniho parametru extremalniho rozdéleni — EVI (extremal value index). V této
¢asti jsou uvedeny zdkladni tvrzeni o vztahu EVI k jednotlivym sféram. Déle jsou zde
uvedeny 1 von Miesesovy postacujici podminky, aby dana ndhodné veli¢ina patfila do dané
sféry pfitazlivosti. S tim souvisi zavedeni zakladniho nastroje — pravidelné se ménici funkce.
Pomoci vlastnosti takovychto funkci jsou déale odvozeny tzv. podminky prvniho a druhého
fadu, které hraji velmi vyznamnou roli v odvozeni zékladnich semiparametrickych odhadu
EVI. V souvislosti témito odhady je zaroven zaveden pojem prostiedni posloupnosti
(intermediate), pomoci niz je vétsina takovych odhadt realizovana. Dale jednotlivé zékladni
typy odhadii odvozujeme. Jde o Hilliv odhad, momentovy odhad, Pickandstiv odhad. Jsou
zkoumany jejich zékladni vlastnosti jako je napf. silnd a slaba konzistence. Dale je
vySetfovana asymptotickd normalita odhadl. V zdvéru kapitoly jsou uvedeny specifické
odhady, které maji nékteré podstatné vlastnosti napf. invariance vici linedrnim
transformacim. Jednim z dulezi ych tfid takovychto odhadt jsou odhady tfidy PORT, které
jsou posléze vyuzity v posledni kapitole. Celkové bylo odvozeno mnoho desitek rtiznych
typtiodhadti parametru EVI. Napiiklad jsou zavadény podminky tietiho fadu a z nich
vyvozovany jiné typy odhadd, jsou vytvafeny odhady typu smiSeného. Do budoucha je
vhodné se zaméfit spiSe na tvorbu odhadl vysokych kvantili, abychom mohli 1épe predikovat
extremalni stavy.

V treti ¢asti jsou uvedeny zaklady metody bootstrap. Nejdiive jsou uvedeny historické
kontexty zaloZeni mySlenek metody bootstrap od ¢lanku Huback (1923) az k ¢lanku Efron
(1979). Déle se samoziejmé& zabyvdme obecnym zavedenim metody. Pfitom jsou vyuzity
predevsim vysledky z monografie Hall (1989). Ukazeme postupné konvergenci s.j. rozdilu
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bootstrapové posloupnosti a klasické standardiza¢ni posloupnosti k nule. Dale se zabyvame
rychlosti konvergence bootstrapové posloupnosti a ovétujeme, ze pro jisté typy nahodnych
veli€in je tato aproximace lepsi nez aproximace normalnim rozdélenim.

Ve zbyvajicim prostoru tfeti kapitoly se vénujeme teoretickym a praktickym aspektim
tzv. Edgeworthova rozvoje. Tento rozvoj je zdkladnim aparatem pro zkouméani bootstrapové
konvergence resp. Pro zjisténi rychlosti konvergence této posloupnosti. V zavéru kapitoly je
uveden priklad aplikace Edgeworthova rozvoje na Hilliv odhad. Ukazuje se, Ze tento zptisob
vyjadfovani jednotlivych druhii odhadi je vypocetné velmi narocny.

V kapitole ¢tvrté jsou uvedeny divody pro¢ obecné bootstrap v extremalnim rozdéleni
nekonverguje. Proto byla vytvofena specidlni metoda ,,optimal sample fraction®, ktera byla
dale v této kapitole studovana.

Postupné jsou dokazovana tvrzeni o konvergenci metody ,,optimal sample fraction*
pro jednotlivé odhady EVI. Jsou uvedeny detaily dikazi, které jsou zaloZzeny na asymptotické
normalité jednotlivych odhadd. V ramci téchto ditkazii jsou zavedeny modifikované odhady,
pro které je jednodussi nalézt spravnou volbu optimalni hodnoty k(n). Ukazuje se, ze tyto
optimalni hodnoty zévisi na jistych konzistentnich odhadech prametru p druhého fadu.
Zaroven jsou vytvoreny algoritmy pro tvorbu odhadi EVI pomoci metod bootstrapu.

Z postupll uvedenych v této ¢asti Ctvrté kapitoly je ziejmé, Ze je mozné aplikovat
metodu ,,optimal sample fraction” na vétSinu vytvorenych odhadi EVI. Vysledkem takovych
postuptl je provéteni konvergence metody bootstrap aplikované na dany odhad a vytvofeni
algoritmu k nalezeni takového odhadu.

V druhé ¢asti této kapitoly je uvedena rozsahla simula¢ni studie, v niz jsou jednotlivé
algoritmy metody ,,optimal sample fraction* ovétovany. Zaroven je v nékterych ptipadech
studovana 1 Casova naro¢nost uvedené metody ,,optimal sample fraction®. Ze vSech postupt
uvedenych v této kapitole je ziejmé, Ze je mozné zlepSovat jak algoritmy pro aplikaci metody
naptiklad pomoci nalezeni jednodusSich konzistentnich odhadi parametru p (parametr
druhého tadu), tak i pouZiti metody ,,optimal sample fraction® na jiné typy odhadl EVI
(naptiklad na smisené typy odhadu).

Cilem prace podle tezi bylo prostudovat neparametrické postupy zaloZené
na poradkovych statistikdch a navrhnout vhodné varianty zaloZené na bootstrapu. V tezich
byla zminéna také préce, kterd se zabyva modifikaci robustniho bootstrapu. Ukazalo se, Ze
tato modifikace nebyla z hlediska vysledkt dostate¢né efektivni.

Proto jsme se Vv praci zabyvali vySe uvedenou metodou ,,optimal sample fraction®.
Tuto metodu jsme dostatecné prostudovali ve 4. kapitole této prace. Vénovali jsme se vSem
zakladnim odhadim EVI — Hillovu odhadu, Pickandsovu odhadu a momentovému odhadu.

U kazdého ztéchto odhadi jsme hledali postup pro nalezeni optimélni hodnoty
k (prostfedni posloupnosti). Takto nalezené hodnoty jsme dale uzili pro vytvoieni
bootstrapového algoritmu. Pro kazdy odhad je tento algoritmus jiny, i kdyZz lze nalézt
podobné prvky, které se v téchto algoritmech objevovaly. Soucasti téchto algoritmi bylo 1
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stanoveni vhodnych pocatecnich hodnot, pro co nejrychlejsi konvergenci bootstrapové
posloupnosti. Stanoveni téchto hodnot jsme vénovali velké Uusili predevSim v rozsahlé
simulac¢ni studii.

V posledni ¢asti uvedené kapitoly jsme se vénovali novym typim odhadi EVI, které
byly vytvofeny vesmés v poslednich péti letech . Konkrétné Slo o odhady zalozené
na technice PORT a metodice MVRB. Podobn¢ jako u klasickych odhadii jsme ovéfili
teoretické aspekty piislusnych odhadi. Bootstrapové algoritmy jsou pro tyto odhady mnohem
komplikovanéjsi. VétSinou je musime provadét v n€kolika ne pfili§ jednoduchych krocich.
V zavére¢nych Castech 4. kapitoly této prace je uvedena simulaéni studie, v niz jsme ovéfili
moznosti metody ,,optimal sample fraction* pro v§echny odhady — klasické, ale i nové.

V paté¢ kapitole jsme vyuzili pfedchozi vysledky na metodu kvantilové regrese.
Dokézali jsme tvrzeni o zprimérovanych regresnich kvantilech. Toto tvrzeni bylo zaloZeno
na jistych vétach z prace Dienstbier (2011) a umoznuje vyuzit pro piipad linearni regrese,
vV kterém jsou chyby ndhodné veli¢iny z nékteré ze sfér pfitazlivosti, postupy zalozené
na bootstrapu pro odhad parametru EVI. Vzhledem k tomu, Zze vyuzivame linearni regresi, je
zapotfebi mit typ odhadu, kteryje ,location/scale invariant®. Takovym odhadem je
Pickandstiv odhad. I kdyz vime, ze neni nejpfesnéjsi, ptesto se nam podafilo velmi pekné
odhadnout neznamy parametr y. Pokud bychom dokazali vySe uvedena tvrzeni z paté
kapitoly(obdoby vét 5.8 — 5.10) naptiklad pro odhady typu PORT (jsou také location/scale
invariant), ziskali bychom pfesnéjsi vysledky, ovSem vypoéty by byly ¢asové mnohem

o 4
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