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Abstrakt

V prvnim kroku budeme analyzovat dvé redlné casové rady, jedna z oblasti energetické a
druha z oblasti ekonomické. U energetické casové rady se bude jednat o spotiebu elektrické
energie v USA a v ekonomickém piipadé pujde o vyvoj indexu PX50. Pokusime se prokazat
zda plati ¢i nikoliv hypotéza, Ze za pomoci testovacich funkci, by bylo mozné, na zaklade

urcitych kritérii, stanovit zastoupeni nahodné slozky v téchto dvou realnych radéch.

Summary

Two real time series, one discussing the area of energy, other discussing the area of eco-
nomy. By the energetic area we will be dealing with the electric power consumption in the
USA, by the economic area we will be dealing with the progress of index PX50. We will
try to approve the validity of hypothesis that with some test functions we will be able to

set down the accidental unit distribution in these two time series.
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Kapitola 1
Uvod

Tato prace je vénovana analyze Casovych fad, se zaméfenim na Box-Jenkinsonovu me-
todologii. Je rozdélena do nékolika kapitol. V druhé kapitole stru¢né popiseme zakladni
vlastnosti ¢asovych fad jakozto i samotné definice. Ve treti kapitole si ukazeme zakladni
procesy Box-Jenkinsonovi metodologie, a samoziejme i celkovy postup pri odhadovani
modelu véetné jeho verifikace a vypoctu predpovédi. V dalsi kapitole si jen vysvétlime za-
kladni postup pii odhadovani ¢asovych fad pomoci jiné metody, a to tzv. Dekompozi¢ni.
Néasledné bude navazovat dalsi kapitola, ktera se bude jiz zabyvat nasim experimentem,
kde nasim cilem bude pokus o vysloveni hypotézi, zda-li se da urcit procentualni zastou-
peni ndhodnosti v redlnych casovych radach za pomoci testovaci funkce. A v posledni
kapitole, kterou bude tvofit zavér, strucné zhrneme vsechny nase namérené vysledky a
stanovime, zda nase hypotéza ma ¢i nema smysl. Samoziejmé nebude chybét ani ptiloha,
kde budou vyobrazena nase méreni a data. K praci budeme nejcastéji vyuzivat statisticky
program STATISTICA a samoziejmé budeme vyuzivat dalsich nastroji jako je Matlab

nebo Excel.



Kapitola 2
Casové fFady

Nez se zacnu vénovat samotné problematice ¢asovych fad, musime si fici, co to vlastné

casové Tady jsou. Jako prvni uvedu ryze matematickou definici.

DEFINICE 2.1 Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (2, A, P), indexovd mnozina T C R
a redlnd funkce

X:OxT—R (2.0.1)

definovand pro Yw € Q a Vt € T. Jestlize je X(w,t) pro ¥Vt € T borelovsky méritelnd
vzhledem k A, tj.proVB € B a proVt € T

XY B)={weQ: X(w,t) € B} € A, (2.0.2)

kde B je o-algebrovskych podmozin, pak tuto funkci nazgyvdme nahodnym procesem. Nd-
hodny proces X (w,t) pfi pevném w € ) se nazyvd realizace (trajektorie) procesu. Prav-

dépodobnostni miru

nazgvame rozdéleni pravdépodobnosti nahodného procesu X (w,t).

PozNAMKA: U ndhodnych velic¢in misto { X (w),w € Q} piSeme pouze { X} a u ndhod-
nych procestt misto { X (w,t),w € Q,t € T} zapisujeme {X;,t € T'}.

DEFINICE 2.2 Pokud T = 7 = {0,£1,42,...} nebo T" C Z miluvime o procesu s dis-

krétnim casem nebo o casové radé ¢i nahodné posloupnosti. Pokud
T:<t1,t2>, kde —o00 <t <ty <00,

rikame, Ze {X; |t € T} je ndhodny proces se spojitym casem.
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Nejcast€ji se ¢asovymi fadami zabyva ve vyhodnocovani ekonomickych ukazateli. Ve
vétsiné publikacich se pouziva této slovni definice:

Casovou fadou rozumime posloupnost hodnot ukazatel@i méfenych v urcitych casovych
intervalech. Tyto intervaly jsou zpravidla rovnomérné (ekvidistantni), a proto je mizeme

zapsat nasledujicim zpisobem:

r1,To,...,T, neboli z;,t=1,...,n,

2.1. Déleni

Casové fady rozdélujeme na zakladé nékolika ukazateltt. Toto rozdéleni neni striktné dané,
je pouze intuitivni, a to na zakladé jejich vlastnosti, které nam pomahaji pti jeji dalsi

analyze. Zakladni rozdéleni je na tyto dva typy:

Deterministické: neobsahuji Zzadny prvek ndhody, pti znalosti toho, jak jsou generovany,

je muzeme dokonale a bezchybné predpovidat, napt. funkce sinus.

Stochastické: jako realizace ndhodného procesu, obsahuji prvek ndhodnosti (skoro vSechny

realné casové fady).

V praxi mame vétsinou fady stochastické, proto budeme v dals$im textu ¢asovymi fa-
dami rozumét stochastické casové rady. Dale je délime podle délky kroku na ekvidistantni
(konstantni délka kroku) a neekvidistantni, s kterymi pracovat neni tak snadné, protoze
musime provadét ipravy proménlivého kroku. Je také dobré si uvédomit, ze fady mtzeme
deélit na kratkodobé a dlouhodobé. U obou typl nas mohou zajimat rozdilné faktory.
Zatimco u kratkodobych (napf. mési¢nich) nas ¢asto zajimaji spiSe sezénni vlivy, u dlou-
hodobych spise existence dlouhodobych trendti. Dilezité je tfeba rozdéleni ekonomickych
fad v naturalnim a penéznim vyjadieni. U penézniho musime brat v ivahu i inflaci. Zjed-
noduseneé zalezi na dané radé a konkretnim pozorovani a na tom, co ve skutecnosti chceme

sledovat.

2.2. Problémy analyzy

V zZivoté je mnoho procest nepravidelnych a nespolehlivych, jejichz struktura se nam
meéni primo pred o¢ima. Proto bychom neméli nékteré problémy pri analyze casovych rad

opomijet. Patii mezi né tyto:

Problémy s volbou ¢asovych bodu pozorovani. Pii statistické analyze jsme v pod-
staté vétsinou omezeni na analyzu diskrétnich ¢asovych fad. Ovsem vétsina ekono-

mickych veli¢in se vyviji spojité, je tedy nutné je néjakym zptisobem diskretizovat.
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Volba vhodného zptisobu diskretizace a vhodné délky obdobi je pomérné zasadni.
Jednak ovliviiuje mnozstvi informace obsazené v datech, jednak spatna volba miize
snadno vést k zavadejicim vysledkim. Nicméné i Spatna volba bodii méfeni miize

nas odhad pribéhu sézénnosti vyrazné zkreslit, jak je vidét na obr.2.1.

—_—— e e e e — — — e ———— ——

=3

Obrazek 2.1: Rizné volby bodt

Problém s délkou casové rady. Délkou casové fady rozumime pocet pozorovani. Prave
pocet pozorovani vyrazné ovliviiuje ,mnozstvi informace“ obsazené v fadé. Neni
zde vSak zadna prima zavislost. Ztrojnasobeni poc¢tu pozorovani nemusi zname-
nat ztrojnasobeni informaci. Kupiikladu Box-Jenkinsovské metody vyzaduji urci-
tou minimalni délku aspon 50 pozorovani. Paradoxné také prilisnad délka muize byt
na zavadu. Nejen, Ze zvySuje vypocetni naroky, ale predvsim se zvysuje riziko, ze

charakter fady (struktura generujiciho procesu) se v pribéhu ¢asu zménil.

Problémy s kalendarem. V soucasné dobé se predpoklada rizny pocet vikendl a pra-
covnich dni v mésici, musime ale predpokladat i nékteré pohyblivé svatky. To po-
chopitelné ovliviiuje vétsinu ekonomickych ukazateli. Dalsim problémem mohou byt
neocekavané udalosti jako vypadky energie, volby, zmény smérnic apod.. Tyto pro-
blémy se Tesi riznymi metodami ocisténi, naptiklad: zavedenim standartniho mésice

apod. .



Problémy s oficialni statistikou. Pro spravnou analyzu jsou potfebna ,spravna“ data.
Bohuzel je nékdy nutné vénovat pozornost i spravnosti dat publikovanych oficialni
statistikou. Pfinejmensim je potfeba dat si pozor na to, zda jde o odhady prvné

publikované, zavérecné udaje, nebo jejich pozdéjsi korekce.

Probém ,,ceteris paribus“. Je ziejmé, Zze modely casovych fad plati pouze ,za jinak
stejnych podminek“. Proto musime opustit starsi modely, pokud se vyrazné zméni

vnéjsi podminky a struktura procesu.



Kapitola 3
Box-Jenkinsova metodologie

Box-Jenkinsova metodologie (zkracené B—J metodologie) ztotoZnuje systematickou ¢ast
casové Tady s casti deterministickou a je zaloZena na mysSlence, Ze Casova fada muze
byt chapana jako fada stochastického charakteru. Zasluha Boxe a Jenkinse nespociva v
objeveni principu, ale ve vytvoreni konktrétniho postupu, jak tyto principy prakticky

vyuzivat.

Vyhody - je flexibilni a rychle se adaptuje na zménu v charakteru modelovaného procesu.
A v mnoha piipadech dava nejlepsi vysledky (vzhledem k MSE-stfedni ¢tvercové
chybé).

Nevyhody - musi byt dostatecné dlouhé realizace. Také se ztraci moznost jednoduché
interpretace vyslednych modela. (Lze tézko presvédcit zadavatele, Ze fadu lze mo-
delovat pomoci ndhodnych Soki. Jedinym argumentem jsou zde casto jen kvalitni

predpovédi ziskané pomoci téchto modeltt).

3.1. Stacionarita

B-J metodologie je odvozena pouze pro stacionarni casové rady. Nicméné, nékteré ne-
stacionarni fady lze pomoci snadnych postupti prevést na fady stacionarni. Existuji dve

koncepce stacionarity, silnd (téz zvand striktni) a slaba.

DEFINICE 3.1 Casovd fada X = {X;,t € Z} se nazjvd striktné staciondrni, jestlize
kazdd distribucni funkce jejiho konzistentniho systému {Fi},c,,, nezdvisi na posunuti:
Fy(x;) = Fyyn(x;) pro kazdé t € M a h € Z.

Kde M :={t |t = (t1,t2,...,t, € T™ t; #t;, pro 1 # jne N}
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Jinymi slovy striktni stacionarita predpoklada pravdépodobnostni rozdéleni dvou od-
povidajicich si vektort hodnot ¢asové fady (¢, Ti1, - -+, Tevk) & (Teghy Tevntty - - s Tithik),
je stejné bez ohledu na to, kde se v ¢asové fadé vektor nachazi(tj. pravdépodobnostni roz-
loZeni je invariantni' vii¢i posunim v ¢ase). Tento piedpoklad je ovSem velmi silny a v
praxi lze velmi obtizné ovérit, a proto byl v analyze casovych fad zaveden méné omezujici

pojem slaba stacionarita.

DEFINICE 3.2 Casovd fada X := {X, | t € Z} se nazjvd slabé staciondrni, jestlize

jsou splnény ndsledujici podminky:
1. X md konecné druhé momenty: o%(t) < oo pro kaZdé t € Z
2. vx(r,s) =vyx(r+ h,s+ h) kazdé r,s,h € Z. h je libovolné.
3. ux(xz;) = px je konstantni funkce.

Jestlize jsou splnény pouze body 1 a 2, pak se nazjvd X kovariacéné stacionarni.

V bodé dva je yx(r, s) autokovaria¢ni funkce, kterou si za okamzik nadefinujeme a v bodé
ti se jedna o stiedni hodnotu casové rady.

Tedy slabé stacionarni proces ma v kazdém okamziku stejnou stiedni hodnotu a stejny
rozptyl. Kovariance dvou hodnot procesu ve dvou okamzicich zavisi pouze na jejich vzda-
lenosti ne na jejich konkrétnim umisténi v ¢asové fadé (¢). Déle budeme stacionaritou
rozumeét, stacionaritu slabou. Pro fady s touto vlastnosti je snadné popsat vzajemnou za-
vislost jednotlivych pozorovani pomoci autokorelac¢ni, resp. parcialni autokorela¢ni funkce.

Na obrazku 3.1 a 3.2 muzeme vidét srovnani stacionarni a nestacionarni rady.

0,20

0.05

0,00

-0,05

10 20 =0 =0 S0 [=Iu] Fo 20 f=1u} 100 110 120 120 140 150

Obrazek 3.1: Stacionarni rada

Invariance-neménnost
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Obrazek 3.2: Nestacionarni fada
3.2. Autokorelac¢ni a parcialni autokorelacni funkce

Autokorela¢ni funkce ACF

V pripadé stacionarniho stochastického procesu X; lze vyjadrit autokovarian¢ni funkci

mezi velicinami X; a X;_j jako
Y = cov(Xy, Xook) = E(Xy — p)(Xpok — 1), k=0,1,...,n—1,

je zfejmé, Ze hodnota v, je pravé rozptylem hodnot ¢asové fady 2. Tuto funkci je snadné

normovat, ¢imz ziskdme autokorelac¢ni funkci py

X, X
pk:%:”y_];: COV( £ tk) ’ k:O,l,...,n—l
o 0% /D(X)V/D(Xe)
Vzhledem ke stacionarité hodnota py = 1 a ostatni hodnoty autokorela¢ni funkce se

pohybuji v intervalu < —1,1 > a jeji graf nazyvame korelogram, obr. 3.3 . Jejich hodnoty

Autokoreladni funkoe
SERIES_G: Monthly passengar totals (in 10005}
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Obréazek 3.3: Korelogram

jsou pro nas neznamé, ale dokazeme je odhadnout pfimo z pozorovanych dat. Cili odhad
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ri autokorela¢ni funkce p; ziskame ze vztahu

n

> (o =) (wk — 7)

ry, = = k=12 n-1

n

Z(% - z)°

t=1

Hodnoty autokorelacni funkce zobrazuji vztah mezi dvéma pozorovanimi tak, jak je ovliv-
nén pozorovanimi a ndhodnymi vlivy mezi témito pozorovanimi. Napi. hodnota autoko-
relacni funkce mezi hodnotami y; a y5 zahrnuje vliv hodnot s, ..., ys. Tedy jeji hodnota
nam podava informaci o sile linearni zavislosti.

Parcialni autokorela¢ni funkce PACF
Abychom abstrahovali vliv vnitinich pozorovani, zavadi se parcialni autokorela¢ni funkce.

Jeji hodnoty pgx jsou dany vztahem

det P},
= 3.2.1
kde det Py, je determinant matice
1 P1 P2 Pk-1
pro L e
Py = P2 P1 1 Pk-3
Pk-1 Pk—2 Pk—3 --. 1
a det P je determinant matice
1 P1 P2 P1
P1 1 pPr - P2
Po=| p p 1 ... p3
Pk—1 Pk—2 Pr-3 - Pk

Jak je vidét, matice se lisi pouze poslednim sloupcem. Odhad 7. parcidlni autokorelacni
funkce pgi ziskdme snadno dosazenim odhadnutych hodnot r; za hodnoty p, do vztahu
3.2.1.

3.3. Zakladni procesy

B-J procesy se skladaji ze dvou zakladnich procest. Procesu AR a procesu MA. Z téchto
zékladnich procesti se pak konstruuji dalsi slozené modely. Nez se zacneme vénovat sa-
motné analyze, nadefinujeme si tzv. operator zpétného posunuti. Tento operator nema

zaddny matematicky vyznam, slouzi ndm pouze ke zjednoduseni zapisu.
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DEFINICE 3.3 Necht {X; | t € Z} je ndhodny proces. Operdtor zpétného posunuti je
definovan pomoct vyrazu
BX, = X1,

pricemz jej lze aplikovat nékolikandsobné jako
B]Xt — thj

Autoregresni proces AR(p)

Autoregresni proces (Autoregressive process, AR(p)) faddu p oznacuje takovy proces,
kdy je hodnota casové fady v case t tvofena linearni kombinaci minulych hodnot této
rady, tedy

Ty = Q1741 + Q2o + ...+ Opri_p + ay,

pomoci zpétného operatoru lze zkracené zapsat
Gp(B)r = ar,
kde ¢,(B) = (1 — ¢1B — ... — ¢,B?).

Dale z; jsou pozorované hodnoty fady v Case t, ¢; jsou neznamé parametry a a; je
hodnota nahodné velic¢iny v case t. Predpokladame, Ze tato nahodna veli¢cina ma cha-
rakter bilého Sumu (White Noise obr. 3.4), tj. Ze je tvofena procesem {a;,t € T}, jehoz

2

hodnoty maji nulovou stfedni hodnotu Ea; = 0, v ¢ase konstantni rozptyl Da; = 0% a

jsou vzajemné nekorelované cov(at, ap) = 0, (b # t) (maji nulové ACF a PACF).

WYHITE MOISE - %W, 1)

hOh B R A o a2 N oW p W

Obrazek 3.4: Gausovsky bily Sum

Parametr ¢ je mozné chapat jako indikdtor ”paméti” procesu. Cim je v absolutni
hodnoté blizsi jedné, tim je pamét procesu delsi a naopak, ¢im je blizsi nule, tim je pamét
kratsi. Je-li roven nule, autokorelacni funkce je nulové, proces nemé zadnou pamét a jedna

se o proces bilého Sumu.
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Stale jesté nebyl zaveden pojem invertibilita. Proces je invertibilni, kdyz ho lze prevést
na odpovidajici (nekoneény) proces AR(00). Je zfejmé, ze AR procesy jsou vzdy inverti-
bilni. Podminky stacionarity se daji pfeformulovat na podminku za pomoci polynomalni
rovnice ¢,(B) = (1 —¢1 B — ... — ¢,BP). Tato podminka je splnéna, lezi-li kofeny rovnice
(1—¢1B—...—¢,B?) =0 vné jednotkového kruhu.

Hodnoty autokorelac¢ni funkce lze vyjadrit na zakladé diferencni rovnice

Pk = P1pp—1+ o+ Oppr—p, k=1,2,...

ACF tvoii kombinace exponencidlné klesajicich pohybti (v pfipadé redlnych kofenii rov-
nice p,(B) = 0) a exponencialné klesajicich sinusoidnich pohybiu (v piipadé komplexnich
kofent1). Hodnoty PACF pro zpozdéni k = 1,2, ..., p jsou rizné od nuly, pro dalsi zpozdéni

se potom rovnaji nule.

Proces klouzavych soué¢tt MA(q)
Proces klouzavych souétti (Moving Averiges, MA(q)) fadu ¢ oznacuje takovy proces,
kdy hodnota vysvétlované veli¢iny v Case t je tvorena linearni kombinaci soucasnych a

minulych hodnot ndhodné veli¢iny a;. Tato veli¢ina méa charakter bilého Sumu.
= ay — O1a,_1 — bhar_o — ... — O4aq,
nebo také opét pomoci zpétného operatoru
zy = 0,(B)ay.

MA procesy jsou vzdy stacionarni. Invertibilni je, pokud jsou vSechny koreny polynomu
(1—6,B—...—0,B%) =0 vné jednotkové kruznice. Pak ACF je tvaru

O+ OBy + .+ 0,4,
S I 2

, k=1,2,...,q,

pr =0, k>q.

Hodnoty ACF jsou tedy pro zpozdéni k = 1,2,...,q rizné od nuly, pro dalsi zpozdéni
se potom rovnaji nule. PACF tvoii kombinace exponencialné klesajicich pohybt (v pii-
padé redlnych kofent rovnice 6,(B) = 0) a exponencialné klesajicich sinusoidnich pohybt

(v ptipadé komplexnich kofentl).

Autoregresni proces klouzavych sou¢tt ARMA(p, q)

Autoregresni proces klouzavych souc¢ti (nebo také smiseny proces) ma tvar

Ty = 92511715_1 -+ ¢2It_2 + ...+ gbpq;t—p + a; — Glat_l - ant_g i Qqaq.
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Tento proces je spojenim ¢i zobecnénim zakladnich procesi AR a MA. Je zfejmé, ze
ARMA (p,0) dava proces AR(p), stejné tak je to s procesem MA(q).

Tvar ACF bude obdobny jako v pfipadé procesu AR(p), tj. bude mit formu kombi-
nace exponencialné klesajicich pohybt a exponencialné klesajicich sinusoidnich pohybi.
Tento tvar vSak bude nasledovat az po prvnich ¢ — p hodnotéach, jestlize ¢ > p. Hodnoty
P0s P1s - - -, Pg—p tento tvar mit nebudou. Pro k > p — ¢ se PACF bude v pripadé, ze p > ¢
chovat stejné jako u procesu MA(q). Pro k < p — ¢ je v8ak tvar této funkce odlisny.

3.4. Integrované a sezonni procesy

Dosud jsme se zabyvali pouze stacionarnimi procesy. Zejména v ekonomické praxi se vsak
muzeme setkat s Casovymi fadami tvorenymi nestaciondrnimi stochastickymi procesy.
Nejedna se jen o fady ekonomické, ale i energetické, s kterymi budeme také pracovat.
Nestacionarita procesu muze byt zptisobena bud v ¢ase se ménici stfedni hodnotou, nebo
v Case se ménicim rozptylem procesu.

Protoze doposud uvedené procesy lze aplikovat pouze na stacionarni fady (daji se
aplikovat i na nestacionarni fady, bohuzel s podstatné vyznamnou chybou), zavadi se

integrované procesy.

Proces nahodné prochazky
Uvazujme proces
X = Xy1 + ay,

ktery se nazyva proces ndhodné prochazky (Random Walk Process) zobrazeného na
obr.3.5 . Jedna se o zvlastni pfipad procesu AR(1), kde ¢; = 1, pomoci zpétného operatoru
posunuti jej lze vyjadrit jako

(1- B)X, = a,. (3.4.2)

Vzhledem k tomu, ze
Xi=Xotarq)+a=Xs+a2) ta1+a=...,

lze proces prepsat do formy

(e 9]

Xt =+ a1+ Ao+ ...= Zat_i.
=0

Nahodna prochazka je nestacionarni proces. Zdrojem jeji nestacionarity je stochas-
ticky trend ) aj;:r Je tedy zfejmé, ze proces ndhodné prochazky je tvoren kumulovanim

nahodnych veli¢in tvoricich proces bilého sumu. Proces nahodné prochéazky se také nazyva
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Obrazek 3.5: Nahodna prochazka

integrovany proces. Protoze jeho prvni diference je proces bilého Sumu, nazyva se inte-
grovany proces Fadu jedna a oznacuje I(1) (stacionérni procesy, jako je napfiklad proces
bilého Sumu, ¢ procesy AR, MA a ARMA, se oznacuji 1(0)). V piipadé, Ze je proces 3.4.2
modifikovan do tvaru

(1-B)YX,=a, d=2,3,...

nazyva se integrovanym procesem radu d a oznacuje se I(d).

Proces ARIMA

Vykazuje-li po transformaci integrovaného procesu pomoci diference d-tého radu vy-
sledny proces takové autokorelace a parcialni autokorelace, ze jej lze vyjadrit ve formé
stacionarniho a invertibilniho modelu ARMA(p, ¢), potom se ptivodni integrovany proces
vyjadfeny ve formé

¢p(B)(1 — B)"z, = 0,(B)ay

nazyva autoregresni integrovany proces klouzavych priuméri radu p,d,q a oznacuje se jako
ARIMA(p, d, q). Vlastnosti tohoto typu procesu jsou obdobné jako vlastnosti ndhodné

prochazky. Tyto procesy se nékdy nazyvaji pouze integrované procesy fadu d.

Sezonni procesy

Prozatim jsme se zabyvali nesezénnimi procesy, nyni si ukazeme sezénni procesy. Mys-
lenka téchto procest je nasledujici, kdyz jsme se zabyvali vzajemnou zavislosti mezi velici-
nami ..., Ty, Tyi1, Tero, - - . U VySe popsanych procesti a tento proces obsahuje jesté sezonni
kolisani, lze ocekavat i zavislost mezi sobé odpovidajicimi veli¢cinami v jednotlivych se-
zonach. Tedy mezi veli¢inami ..., x5, Tri1s, Tii2s, - - ., kde S je délka sezénni periody
(napf. u mésicnich ¢asovych fad s=12). Protoze podminky pro stacionaritu a invertibilitu
jsou obdobné, popiseme si zakladni sezénni procesy SAR, SMA, SARMA, SARIMA, ve

zkracenné formeé.
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Sezénni autoregresni proces SAR(P)

X =91 X g+ P Xy o5+ ... +PpXy_ps + ay,

pomoci operatoru zpétného posunuti jej lze zapsat jako
(1—-® B° —®,B* — ... —®pB™)X, = a;, resp. ®p(B°)X; = a,.
Sezénni proces klouzavych praméra SMA(Q)
Pomoci operatoru zpétného posunuti
X, =(1-6,B°—-0,B% — ... —0B%)a; = 0g(B%)a,
SmiSené sezonni a nesezonni procesy SARMA(p, ¢)(P, Q)

Pomoci operatoru zpétného posunuti 1ze tento model vyjadrit jako

p(B)p(B”)X; = 0,(B)Oq(B”)ay,

kde
(bp(B) = (1 ¢1B ¢ZB2 - ¢po)>
0,B) = (1-6,B—0,B>—...—0,B%),
dp(B°%) = (1-&,B° - <1>QB25 — ... —®pB"),
0g(B%) = (1-0,B°—0,B% — ... —0,7B%).

Proces SARIMA (p,d,q)(P,D,Q)s
Predpokladejme, Ze proces obsahuje oba typy zavislosti vysSe popsanych. Zavislost

uvnitt period je zachycena modelem ARIMA
By(B)(1 = B)'z, = 0,(B)b.
Proces {b;} obsahuje pouze sezénni zavislosti a mtize byt popsén modelem
@p(BS)(1 - B b, = 00 (B%)a.

kde ®p(B°) =1—-®,B%—... —®pBF¥ a ©g(B*) =1—-0,B° — ... — ©oB%¥. Prostied-
nictvim ¢lenu (1 — B®) se konstruuji sezénni diference. Jestlize se procesy spoji, ziské se
proces

©p(B*)¢p(B)(1 — B)!(1 — B%) Pz, = 0,(B)Oq(B”)ay,
ktery je oznacovan jako SARIMA(p,d, q)(P, D, Q)s, kde p je fad procesu AR, ¢ ¥ad pro-
cesu MA, d rad prosté diference, P Fad sezénniho procesu SAR, () fad sezénniho procesu

SMA, D rad sezénni diference a S je délka procesu.
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3.5. Identifikace procesu

Pocateénim stadiem tvorby modelu je obecné rozhodnuti o struktuie tohoto modelu. Situ-
ace je obvykle (aspon teoreticky) jednoduché u ekonometrickych nebo stavovych modeld,
jejichz struktura je dana podkladovou ekonomickou teorii. V ptipadé dekompozi¢nich mo-
delt1, které jesté zminime, muze byt také nékdy ekonomicka teorie vyuzita, navic je mozné
charakter trendu a ostatnich slozek ,,odhadnout“ z grafu fady. Pro B-J modely bez vysvét-
lujicich vstupt, tj. modely AR, MA, ARMA, ARIMA apod., to vsak neplati. K dispozici
obvykle neni zadna podkladova hypotéza o zavislostech mezi soucasnou a minulou hod-
notou vysvétlované veli¢iny, natoz pak o vztahu vysvétlované veli¢iny a minulych hodnot
nadhodné slozky.

Ptesto je pravé volba poc¢tu zpozdéni v autoregresni slozce p a slozce klouzavych soucti
q klicova pro tvorbu modelu. Jde o nelehkou tulohu, jenz je v mnoha piipadech zavisla
na citu a zkusenosti analytika. Identifikace je pfitom pouze prvni fazi konstrukce modeli,
nebot identifikovany model je tieba jesté ovéfit a upravit. Podivejme se nyni na jednotlivé

kroky identifikace modelu.

Proces ARIMA

Prvnim krokem pfi identifikaci ¢asové fady je prozkoumani jejiho grafu. V mnoha pii-
padech je mozné na prvni pohled rozpoznat nestacionaritu fady, tfeba pritomnosti trendu,
popiipadé dalsi problémy jako jsou odchylena pozorovani, sezonnost apod. V této fazi jde
predevsim o subjektivni zhodnoceni situace. Nicméné, jiz na zakladé tohoto zhodnoceni je
mozné vhodnou transformaci prevést na fadu stacionarni (stacionarizovat) ¢asovou fadu,
¢i provést jiné upravy jako je linearizace Casové fady, resp. jeji stabilizace z hlediska roz-
ptylu pomoci logaritmické transformace. Tento typ transformace je vsak vhodné provadét
pred vlastnim diferencovanim casové fady. Divodem je skutecnost, ze diferencovanim je
mozné ziskat i zaporné hodnoty.

Druhym krokem je odhadnout vypocet odhadi ACF a PACF ptvodni ¢asové rady.
Na jejich zakladé je mozné potvrdit, Ze ¢asovou fadu je tieba stacionarizovat (v pfipadé,
ze hodnoty vybérové ACF a PACF v prvnim zpozdéni jsou velmi blizké jedné a ostatni
hodnoty vybérové ACF klesaji pomalu).

Po stacionarizaci ¢asové fady se snazime urcit, jaky proces ¢asovou fadu generuje.
Pouzivaji se vybérové ACF a PACF pro identifikaci modelit AR a MA (nalezeni hodnot
p,q). Tato identifikace je zaloZena na principu podobnosti vybérové ACF a PACF s te-
oretickymi ACF a PACF, kterymi je kazdy B-J proces jednozna¢né urcen. Jak je vidét
v tabulce 3.1 a na obr.3.6.

Proces SARIMA
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Model ACFE PACF
AR(p) exponencialni a/nebo exponeci- | ¢p, = 0 pro k > p
alné sinusoidni pokles
MA(q) pr =0prok >p Omezené exponencialnim a/nebo
exponencialné sinusoidnim pokle-
sem
ARMA(p,q) | Od zpozdéni (¢ — p) pro ¢ > p | Od zpozdéni (p — q) pro p >
exponencialni nebo exponecialné | ¢ omezend exponencidlnim nebo
sinusoidni pokles exponecialné sinusoidni pokles

Tabulka 3.1: Tvary ACF a PACF procesi AR, MA, ARMA

Obsahuje-li casova fada také sezénni slozku, je tfeba identifikovat model typu SARIMA.
Princip je stejny jako v predchozim ptipadé .

Nejprve je tfeba ¢asovou fadu stacionarizovat. Pokud je to nutné, linearizuje se fada
pomoci logaritmické transformace. Poté se fada diferencuje, je tfeba pfitom mit na paméti,
ze sezonni diference zahrnuje rovnéz diferenci prostou. Stacionarizaci pomoci sezénni di-
ference indikuje tvar vybérové ACF a PACF. Tyto funkce jsou charakteristické vysokymi
hodnotami v nesezénnich frekvencich.

V dalsi fazi se vypocita vybérova ACF a PACF pro stacionarizovanou casovou radu,
s jejich pomoci se potom uréi typ sezénnich modelia SAR, SMA, ¢ SARMA (v sezénnich
frekvencich maji tyto funkce statisticky vyznamné odlisné hodnoty od nuly, tyto hodnoty
vSak nejsou tak vysoké, aby bylo mozné ¢asovou fadu povazovat za nestacionarni). Po
identifikaci a urceni modelu sezénni slozky je tfeba vypocitat vybérovou ACF a PACF
tentokrat pro rezidua sezéonniho modelu a na jejich zakladé posoudit, zda by bylo vhodné
model doplnit o slozku AR, MA ¢ ARMA.

Protoze ACF a PACF jsou nutné nadhodné vychyleny proti teoretickym hodnotam,
umoznuji proto jen piiblizny odhad typu procesu a fadu procesu v jednotlivych sloz-
kach. Obvykle se vyzkousi vic alternativnich modeld a z nich se vyberou ty, které maji
vSechny parametry statisticky vyznamné a z nich dale ten model, ktery poskytuje nejlepsi

vysvétleni.

3.6. Verifikace procesu

Vyse jsme zminili jednu z mnoha cest, jak odhadnuty model oznacit za vyhovujici. Je

mnoho testi, kterymi se odhanuty model ovétuje. My si zde uvedeme pouze tfi z nich.
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Obréazek 3.6: Typické tvary ACF a PACF pro ARMA(p, q)
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Testovani rezidui

Jednou ze dvou zakladnich podminek je, aby rezidua modelu méla charakter bilého
sumu. Je tedy tieba otestovat normalitu rezidui a jejich nekorelovanost. My si uvedeme
pouze korelac¢ni testy. Pritomnost autokorelace v reziduich lze otestovat odhadem auto-

korelac¢ni funkce, resp. vybérové autokorela¢ni funkce

Zt at/dt—k
Tk — —/\2.
> Gy
Pokud hodnoty této funkce lezi uvnif intervalu +2/+/7(95% interval spolehlivosti), mii-
zeme hypotézu o nekorelovanosti prijmout. V opacném ptipadé to je silny divod pro
zamitnuti modelu jako celku. A je vhodné pokusit se identifikovat model s vét§im poc¢tem
parametra AR,MA ... atd.

Druh& moznost ovéreni nekorelovanosti rezidui je tzv. Portmanteau test. Je-li model

vyhovujici, potom statistika

K 2
Tk

an(n—l—?)zn_k,

k=1

kde K je vhodné zvolené ¢islo a doporucuje se blizké y/n, kde n je pocet pozorovani. Pro
model ARMA (p, ¢) ma Q statistika piiblizné y? rozdéleni s K — p — ¢ stupni volnosti.
Pokud @ prekroc¢i kritickou hodnotu X%{_p_ (@), pak na hladiné vyznamnosti a zamitneme

hypotézu, ze rezidua jsou nekorelovana.

Testovani parametrua modelu
Poslednim zde uvedenym testem je test jednotlivych parametri modelu, tj. parametr
¢i;y pro i =1,2....pab;, pro i =12... q. Testovani se provadi na zakladé t-

test1l, resp. pomoci statistik

Ty, = , pro 1=1,2...,p, (3.6.3)

0;
Tg.:,\—

I3 Y

0;

pro i=1,2...,q,

kde §¢i a §9i jsou odhady smérodatnych chyb odhadu jednotlivych parametri.

Pomérné casto se stava, ze identifikace modelu neni jednozna¢né urcena, nebo ze pfi
zkouseni alternativnich modelt je zjisténo, ze data lze modelovat nékolika alternativnimi
modely. A jak jsme jiz zminili, existuji dalsi kritéria, podle kterych se rozhodujeme o
vhodnosti daného modelu. Kupfikladu historicky nejstarsim kritériem je AIC (Akaike
Information Criterion) nebo BIC(Bayesian Extension of Information Criterion). Jinou

moznosti je vybrat model, ktery poskytuje nejlepsi predpovédi.
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3.7. Predpovéd procesu

Pfedpovéd’ s minimalni stfedni étvercovou chybou
Ukolem je pfedpovédét budouci hodnoty v éase Xp,p. V této souvislosti se T nazjva
prahem predikce a h se oznacuje jako horizont predikce. Linearni proces v ¢ase (T + h)

lze podle principu ,ceteris paribus“ zapsat ve formé

Xrgn = aren + 1+ ...+ Yporari + Ypar + Ypprar—1 + ..o = Y(B)arg,

kde ¢(B) = ¢,(B)"*A~10,(B). Piedpovéd hodnoty Xr4 pro h > 1 je konstruovan v
case T, takze jsou znamy hodnoty X,, X7 _q,..., které jsou jejich linearni kombinaci.
Predpovéd s minimélni ¢tvercovou chybou lze zapsat ve formé

XT(h> - w;aT + 1/}Z+1GT—1 + ¢Z+QGT_2 +....

Stfedni ¢tvercova chyba (Mean Square Error) predpovédi je
h—1 00
MSE [Xr(h)] = ElXran — Xr(h)? = 07 Y 0F + 02 Y (nes — ¥isy)’s
=0 j=0

minimalni je tehdy, jestlize ¢ ; = ¥n4j,5 = 0,1,.... Z toho plyne, ze

XT(h> = Ypar + Ypp1ar-1 + Yppear_o + ...

Za predpokladu, ze

E(ars; | Xp, Xp1,...) = { o+ J =0

0, 7>0,
lze psat
E(Xrn | Xo, Xoo1,...) = Ypar + Yppiar-1 + Ypgoar—o + . ..
7 toho vyplyva, ze
Xr(h) = E(Xpyn | X1, X721, ...),

tj. predpovéd hodnoty v ¢ase (T'+h) s minimélni ¢tvercovou chybou je podminéné stfedni

hodnota ndhodné veli¢iny Xr.j,. Predpovédni chyba ma formu
h—1
er(h) = Xpyn — Xp(h) = Z V;iar1h—j-
j=0

Jeji stfedni hodnota je tedy nulova, tj. Eler(h)] = 0. Rozptyl pfedpovédi se rovna jeji
stfedni ¢tvercové chybé a ma formu

h—1
D[Xran | Xr, Xr_1,...] = Dler(h)] = 02 Y 2.

J=0
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Pro normélni (gaussovsky) stochasticky proces je (1 — «)100% piedpovédni interval vy-

mezen hranicemi

h—1
XT(h) + ul—a/? [Z ¢j2‘]1/20-a7
=0

kde u1_q/2 je (1 — a/2)100% kvantil normovaného normélniho rozdéleni. Pro staciondrni
procesy , tj. v pripadé, ze d = 0, existuje limj . Z;:é %2-- To znamena, Ze interval
spolehlivosti se limitné blizi ke dvéma horizontalné paralelnim primkam. Pro nestacionarni
procesy, tj. v pripadé, ze d = 1,2,..., limj_, Z?;S @Z)]Q neexistuje. Proto se také interval

spolehlivosti s rostoucim horizontem pfedpovédi h rozsifuje neomezené.

Vypocet predpoveédi
P¥i vypoctu se vychézi ze skute¢nosti, ze predpovéd Xr(h) je ddna podminénou st¥edni
hodnotou E(X7ip | X7, X7_1,...). Z tohoto dtivodu lze pro vypocet predpovédi pouzit

pfimo dany model ve formé diferenc¢ni rovnice. Pfedpoklada se, ze
apra(B) = ¢,(B)(1 - B) = (1 —a;B — ... — a,4B"™).
Model ve formé 7?7 muze byt prepsan do podoby
(1—aB—...—ap¢BYX,=(1-0,B—...—0,BYa,
pro t =T + h potom
Xrpn = Xpyppr +oXppp o+ .+ praXrin—pa+aren —Oiarin_1 — ... — Ogarin—g
Tedy predpovéd s horizontem h konstruovand v ¢ase T' mé tvar

Xr(h) = Xp(h—1)+...+apraXr(h—p—d)+ar(h) —brar(h—1)—...—0,ar(h —q),
(3.7.4)
kde
Xr(j) = E(Xry; | Xp, Xp_1,...) pro j>1,

Xr(j) = Xr4; pro j<0,
ar(j)=0 pro j=>1,
ar(j) = Xryj — XT+j—1(1) =ary; pro 7 <0.

Pro odhadnuté parametry daného modelu, v nasem pripadé pro proces ARIMA, se
predpovéd konstruuje na zakladé modelu 3.7.4, do kterého se misto znamych hodnot
parametri dosadi jejich odhady. Intuitivné muzeme také konstatovat, ze predpovédni

interval je pro odhadnuté parametry Sirsi.
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Kapitola 4
Dekompozice ¢asovych rad

Klasicka analyza casovych fad vychazi z predpokladu, ze ¢asovou fadu je mozné rozlozit

na Ctyii slozky.

4.1. Slozky rady

Trendova Slozka (T) vyjadiuje dlouhodobou tendenci vyvoje zkoumaného jevu. Je vy-
sledkem faktort, které dlouhodobé puisobi stejnym smérem, napi. technologie vy-

roby, podminky na trhu apod.

Cyklicka slozka (C) vyjadiuje kolisani okolo trendu, ve kterém se stiidaji faze ristu a
poklesu. Jednotlivé cykly (periody) se vytvéreji za obdobi delsi nez jeden rok a maji
nepravidelny charakter, tj. riznou délku a amplitudu. Cykly jsou v ekonomickych
casovych radach zptisobeny ekonomickymi a neekonomickymi faktory. V poslednich
letech se vénuje pozornost zejména technologickym, inova¢nim ¢i demografickym
cykltim. Zaroven je to nejspornéjsi ¢ast casové rady. Protoze se dekompozi¢ni metody
pouzivaji predevsim na kratkodobé a strednédobé predpovédi, byva cyklicka slozka

nékdy zanedbéna, tj. zahrnuta do trendu.

Sezénni slozka (S) vyjadiuje pravidelné kolisani okolo trendu v rdmci kalendainiho
roku. Sezénni vykyvy se opakuji kazdoro¢né ve stejnych obdobich (délka periody
je jeden rok) a vznikaji v dusledku st¥idani ro¢nich obdobi nebo vlivem rtznych

institucionalizovanych zvyki, jako jsou napft. svatky, dovolené apod.

Nesystematicka slozka (I) vyjadifuje nahodilé a jiné nesystematické vykyvy, ale také

chyby méteni apod.

Trendova a cyklické slozka mohou byt pritomné v ¢asovych radach roc¢nich udaji, ale

také v kratkodobych casovych radach, tj. v fadach s intervalem sledovani kratsim nez jeden
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rok, napf. ¢tvrtletnich, mési¢nich, tydennich apod. Sezdénni slozka se vyskytuje pouze v
kratkodobych ¢asovych fadach, obvykle v mési¢nich a ¢tvrtletnich. Nesystematicka slozka

je pritomna v kazdé casové rade.

Trend Sezonni slozka

Nahodna slozka Casova fada

A,

Obrazek 4.1: Jednotlivé slozky casové rady

4.2. Typy dekompozice

P1i dekompozici se vychazi ze tii riznych modeli casové fady: aditivniho, multiplikativ-
niho a smiseného. Tyto modely specifikuji, jakym zptisobem jsou jednotlivé slozky casové

rady ,,skloubeny“ dohromady.

e Aditivni model predpokladéa, ze hodnoty casové fady se daji urcit jako soucet
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hodnot jednotlivych slozek, tedy ze
ft:Tt—FCt—i—St‘F]t

V tomto modelu je kazda ze slozek uvadéna v absolutni hodnoté a ma stejnou

X

Obréazek 4.2: Casova fada s aditivni sezénni slozkou

jednotku jako cely sledovany ukazatel X;.

e multiplikativni model predpokladd, Ze hodnoty casové fady se daji urcit jako

soucin hodnot jednotlivych slozek, tj.
vy =Ty -Cy- S I
U multiplikativnich ¢asovych fad ptisuzujeme absolutni hodnotu (a tedy i jednotku)

X

Obrézek 4.3: Casova fada s multiplikativni sezénni slozkou

pouze trendu; ostatni slozky povazujeme za bezrozmérné koeficienty.

e Smiseny model je vlastné jen kombinaci obou piredchozich pristupt. Nékteré
slozky mohou byt v souctu, jiné v soucinu. Typickym piikladem mutze byt tieba

takovyto model casové rady:
[Et:irt‘Ot'St‘i‘It
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Smisené casové rady se identifikuji nejobtizné;ji.
Pti dekompozici se snazime nejdtive identifikovat trend a potom teprve sezonni slozku.
Néekdy se vSak postupuje i opacné. K identifikaci trendu se pouzivaji nejcastéji predevsim

¢tyTi nasledujici metody:
e naivni modely
e prolozeni matematickou kiivkou
e vyrovnani metodou klouzavych primeéru

e cxponencialni vyrovnani

4.3. Analyza trendové slozky

My se budeme zabyvat pouze exponencidlnim vyrovnavanim. To patii mezi tzv. adaptivni
metody vyrovnavani trendu, které se prizptisobuji zménam v charakteru analyzované
veli¢iny z divodu zpracovani dané fady po ¢astech nebo pouziti ,zapominani® starych
hodnot.

My si zde ukazeme podstatu na tzv. dvojitém exponencidlnim vyrovnani, které je
vhodné pouzit pro kratké obdobi s linearnim charakterem. Odhaduji se pak dva parametry

bo a by na zakladé minimalizace vyrazu

t—1

$* =3 "4 (we—r — bo — by (7)) — min,

7=0

kde v € (0,1) je koeficient zapominani. Resenim normalnich rovnic ziskdme vztahy

by — 1 j "}/bl = (1 - 7) 2773775—7'7 (431)
7=0
+1 S
=20~ ap S (432)
7=0

Pro zjednoduseni mtizeme pravou ¢ast prvni normalni rovnice pojmenovat jednoduché vy-
rovnavaci statistika (odpovidé totiz jednoduchému exponencidlnimu vyrovnéani) a oznacit

ji symbolem S;

[e.e]

Sy =(1—7) Z’yTact,T = (1 —7)zs +7Si-1. (4.3.3)
=0
Dale zavedeme dvojitou vyrovnavaci statistiku, ktera je vlastné jednoduchym exponenci-

alnim vyrovnanim jednoduché vyrovnavaci statistiky S
Si=1=ND 7 S =(1—7)S+75, ;. (4.3.4)
=0
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Pokud tyto statistiky dosadime do 4.3.2, pak lze snadno ziskat odhady parametrt v ¢ase
t

. ;s 11—y
bo(t) = 28, = ;. bi(t) = — (S - 5)).
v
Pfedpovéd na cas t + v na zékladé informaci v ¢ase t ma tvar

Gor(t) = bo(t) + by (t)T = (2 + M) Sy — (1 + @) s,.

N

Pocatecni hodnoty Sy a S(/) ziskdme dosazenim do vztahi, kde parametry bo a by jsou
regresni odhady parametru ziskané tak, Ze prvnich 6 nebo n/2 pozorovani prolozime
primkou. Koeficient zapominani v hledame simulaci, kterd se snazi najit nejvhodnéjsi
hodnotu, pro kterou dava model nejmensi soucet ¢tverct chyb predpovédi. Cili srovnava
se skuteénd hodnota s predpovédi z minulého kroku. Pfedpovédni (1 — «)100% interval

je tvaru
(Z14+(t) — u(@/2)d:A(n),  Fei-(t) +u(a/2)d-A(n)), (4.3.5)
kde u(a/2) je (1 — a)100% kvantil normovaného normélniho rozdéléni N(0,1), A(n) je

priameérna absolutni chyba predpovédi o jeden krok doptedu

(n) = Z |z, — i;(t — 1)

1+ (M)S (1447 +57%) +2(1 = 7)1 +39)7 + 2(1 = 7)°n)
Lt s (L4 4y +59%) +2(1 = 7) (1 +37) +2(1 = 7)?)

d. =1.25

4.4. Analyza sezonni slozky

Nyni se zaméfime na odhad sezénni slozky. Predstavime si Wintersovu metodu, ktera
je zobecnénim exponencialniho vyrovnani. Pfedpokladejme, Ze trend odpovida vyse po-
psanému dvojitému exponencidlnimu vyrovnani. Ozna¢me model nasledujicim zptisobem.
Méame k dispozici n pozorovani, rok je tvoren m sezénnimi obdobimi. Odhady sezénni

slozky S; v Case t ozna¢me s.(t). Uroven trendu oznacime ag(t)

Narozdil od exponencialniho vyrovnani, které pouziva pouze jeden koeficient zapominani,
Wintersova metoda pouziva tii ruzné koeficienty v,d,n7 € (0,1). Adaptacni vzorce mul-
tiplikativniho modelu sezénnosti pro vypocet odhadovanych hodnot z jejich minulych
hodnot maji tvar

oot (1 — ) (ao(t — 1) + by(t — 1)),
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by(t) = 6(ag(t) — ao(t — 1)) + (1 — 8)by(t — 1),
—— + (—1)st_m(t — m).

Tyto vztahy maji intuitivni odivodnéni. Odhad trovné trendu ao(t) v ¢ase t je opravou
predpovédi dg(t—1)+by (t— 1) nové hodnoty podle soucasného méfeni z, /s, (t—m). Zde
pouzivame minuly odhad sezénni slozky, protoze novy jesté neni k dispozici. Koeficient
zapominani v slouzi jako vdha mezi minulou a soucasnou hodnotou. Stejnym zptisobem
je mozné odtivodnit i adaptacni vztahy pro vipocet by () a s4(t).

Predpovéd na ¢as t + 7 na zékladé informaci dostupnych v ¢ase ¢ je tvaru

Zpr(t) = (ao(t) + by (D) T)Stpr—m(t + 7 — m). (4.4.6)
V pripadé, ze 7 je velké Cislo, takze sezénni faktor pro ¢as t +7 —m jesté neni k dispozici,
pouzijeme posledni znamou hodnotu odpovidajiciho sezénniho faktoru, tedy hodnotu z
casu t +71 —2m,t+ 7 — 3m atd. Vyrovnanou hodnotu ziskame ze vztahu 4.4.6 dosazenim
za 7 = 0, tedy ze vztahu

T (t) = ao(t)s(t).

Ptiblizny interval spolehlivosti predpovédi mé na hladiné vyznamnosti o tvar 4.3.5, kde

S ;J%H—@Mpq)—&a_n
A(n) = t=1 |5t (t—mn) ’

n

1+ ﬁ((l +4v + 502) + 20(1 4 3v)T + 20%72)

d, =1.25
1+ ﬁ((l + 4v + 5v2) + 20(1 + 3v) + 262)

Y

kde 0 = max(vy,d,n) av=1—86.

Pocatecni hodnoty parametrii spoc¢itame dle

2 Ty —T1

bi(0) = = Dm’

. _ m

ao(O) = 1 — 361(0),

St(t) = L_'gt+m, t:1—m,2—m,...,0,

kde r je pocet let, pro kterd mame k dispozici pozorovani, y; je aritmeticky primeér hodnot

pozorovani y; v roce j,

*
s, = = , t=1,...,mnmn




kde j oznacuje v poslednim vztahu ¢islo roku a index ¢ ¢islo sezénniho obdobi, které
odpovida c¢asu t. Kupiikladu prot=m+1jej=2a1=1.
Pro vlastni vyrovnani je zapotiebi jesté stanovit hodnoty koeficientd zapominani

v,0 a n. Urcujeme je obdobnym zptisobem, ktery byl popsan vyse.
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Kapitola 5
Experimentalni cast

Jiz od pradavna se snazi lidstvo odhadovat, co by mohlo nastat v blizké budoucnosti. Af
uz v podobé vésténi z karet, numerologie, nebo v poslednich letech snahou o vytvoreni
kvalitnich modelti, které by na zakladé dat z minulosti mohly odhadnout, jaka budou data
v blizké budoucnosti. Proto je nasim cilem pokusit se tak trochu o nemozné. A to, zda-li
je mozné odhadnout z dané casové fady zastoupeni ndhodné slozky. Vezmeme si priklad,
pokud budeme mit ¢asovou fadu jako na obr.5.1 | ktera je fadou energetickou, vyjadiujici
spotiebu elektrické energie v USA za poslednich 11 let. Je zcela viditelné, Ze tato rada
vykazuje jistou pravidelnost a i intuitivné miizeme fici, ze nahodnost v této radé bude
jisté mala. Jako druhou fadu jsme si vybrali ekonomickou. Jedna se o vyvoj indexu PX50,
viz obr.5.6, ktera by mohla mit vétsi zastoupeni ndhodné slozky.

My se zde budeme zabyvat pouze zdkladnimi B—J modely, pfestoze dnes se uz pracuje
s jejich upravenymi modely, jako napf. GARCH, STGARCH, ...atd.. Tento postup je
zcela ziejmy, pokud nasSe teorie nebude platit pro zakladni modely, je zcela ziejmé, zZe
nebude platit ani pro odvozené.

Vypocitané hodnoty predikce danym modelem budeme porovnavat s nasimi testova-

cimi funkcemi, resp. s jejich vypocétenymi predikcemi.

5.1. Energeticka rada

Jak jsme jiz zminili, z redlnych fad jsme si vybrali dvé fady. Jedna je z oblasti ekonomie a
druhd je z oblasti energetiky. V pripadé energetické fady byla zvolena spotieba elektrické
energie v USA, kterd je vyjadiena mési¢ni spotfebou v miliénech kilowatthodin za obdobi
od zacatku roku 1996 az po konec roku 2007, obr.5.1. Pro zjednoduseni v dalsi ¢asti textu,

pojmenujeme tuto ¢asovou radu ,,USA“.
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Obrazek 5.1: Spotfeba energie v USA

Stacionarizace

Prvnim krokem nasi analyzy je zjisténi, zda fada je fadou stacionarni ¢i nestacionarni.
Pro potvrzeni stacionarity se pouzivaji nejriznéjsi testy, ovSem na prvni pohled je z grafu
ziejmé, Ze se jedna o fadu nestacionarni. Navic je i vidét vyraznou sezénnost. Vzhle-
dem k tomu, Ze sezénni vykyvy maji rostouci tendenci, bude vhodné radu stabilizovat

logaritmickou transformaci danou vztahem
*
xy = Inxy,

kde z; jsou hodnoty ptivodni fady. Transformovana fada z; zobrazena na obr.A.1 vykazuje
pii pohledu na jeji autokorela¢ni funkci obr.A.2 a parcialni autokorela¢ni funkci obr.A.3
nam jen potvrzuji sezénni charakter. Vzhledem k relativné blizkym (prvnim) hodnotam
jedné aplikujeme prvni defirence. Také je vidét v bodech 12 a 24 nutné pouziti sezonnich

diferenci. Tyto diference jsou dany vztahem
_ * k
Ty =Ty — Typ,

kde p udava misto potrebné diference, tedy nabyva p hodnot 1 a poté 12.

Po této transformaci a naslednych diferencich uz dostavame aspon na prvni pohled fadu
stacionarni obr.A.4 . Také jeji ACF a PACF ukazuji, ze jsme se zbavili vSech silnych
zavislosti. Pro ovéfeni stacionarity byl pouzit KPSS test, ktery je zalozen na testovani

nulté hypotézy Hy:Tada je stacionarni. Testovana statistika ma hodnotu
T = 0.3697 < 0.463 = k05 < 0.739 = ko 01,
kde k, je kritickd hodnota testu na hladiné vyznamnosti a.

Odhad a verifikace modelu
Nyni pfistoupime k dalsimu kroku, kterym je odhad parametri modelu. Pii zkou-
mani vhodnosti riznych modelt jsme nakonec dosli k modelu SARIMA(1,1,1)(1,1,1)1s.
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Toto zkoumani probiha nasledovné. Nejprve si pro jiz stacionarni fadu vyzkousime proces
AR(1). Na zéakladé hodnot ACF a PACF pro rezidua zjistime, ze hodnoty téchto funkci
nelezi v intervalu spolehlivosti, a tedy jsou zde pozorované jisté zavislosti. Proto zkusime
pridat proces MA(1) a opét vyhodnotime ACF a PACF. Ptitom zde nesledujeme pouze
rezidualni ACF a PACF, ale nesmime také opomenout statistickou vyznamnost odhad-
nutych parametri, které byly dukladné popsany v kapitole ¢islo 3. Dospéli jsme tedy k
nasemu odhadnutému modelu, kde jeho odhadnuté parametry mizeme vidét na obr.A.6.

Pokracujeme v testovani statistické vyznamnosti parametrii, které je zalozeno na

t-testech, viz. str.20. Naptiklad pro parametr p =1 je

61 0,557061

T, =_— =2""""""
“ 5,  0,087961

=6,33302 >t =1, 96,

kde t je 95% kvantil rozdéleni ¢, tj. 1,96. V programu STATISTICA je uzito nasledné

oznadeni

[0 Param
§¢1 ...... Asympt.SmCh
Ty, .e... Asympt.t.

Vysledek nam indikuje statistickou vyznamnost tohoto parametru. Pro ostatni parametry
se tyto hodnoty pocitaji stejnym zptusobem. Uvedené vysledky jsou zobrazeny na obr.A.6.
Statisticky vyznamné hodnoty jsou uvedeny cCervenou barvou. Dalsi moznosti testovani
statistické vyznamnosti je Portmanteatv test, ktery ovéfuje nekorelovanost rezidui. Na
obr.5.2 a obr.5.3 jsou vidét vysledné hodnoty Q, ACF a PACF rezidui. Je vidét, Ze hodnoty

() Portmanteava testu nepresahuji kritickou hodnotu
x*(23) = 35,172,

kde ¢islo 23 udava pocet stupnu volnosti, viz.str.20. Tento test nam tedy potvrzuje spravné
vybrany model. Jak je vidét na tvarech ACF a PACF hodnoty jsou téz statisticky vy-
znamné, sice hodnota v bodé 3, znaci jistou zavislost, ale pfesto tento odhad modelu je

pro danou fadu tim nejlep$im moznym.

Predpovéd modelu

Nésledné si vypocitame predpovéd pro tuto fadu. Pro nase Gcely nebudeme predpo-
vidat do budoucna. Predpovime si posledni rok, abychom mohli srovnavat chybu naseho
modelu s opravdovymi realnymi hodnotami. Graf predpovédi vidime na obr.5.4 a kon-

krétni hodnoty s intervaly spolehlivosti nalezneme na obr.A.5
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Obrazek 5.2: Hodnoty ACF rezidui fady USA

Farcialni autokoreladni funkece
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Obrazek 5.3: Hodnoty PACF rezidui fady USA
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Exponencialni vyrovnavani

Postup popsany v kapitole o dekompozici ¢asovych fad a tvar energetické fady USA
nas vede k vyuziti multiplikativnich vztahtt Wintersovy metody, které nam odhadnou fadu
v podobé obr.5.5. Vyuzili jsme toho, ze program STATISTICA pfti odhadech zminovanou

metodou jiz sdm automaticky odhaduje vSechny parametry.

Lintrend, mult.se=4na; Alfa= 5286 D=lta=0.00 SGama=o,00
aAES f=lalulala]

==2ES | g . 4 15000
I EES | 4 10000

= aES | 4 sooo

=.2ES |

PROM:
Rezidua

=ES [ i-ay 4 -sooo

==2ES | 4 -10o0oo

=BsES | B 1 : 1-1s5000
o :
= aEs [ { -zoooo
=z ZES -=sooo
BT 10 =0 sa o ao 110 1=za 150
o zo aa S0 =0 100 1za 190 160
—— FRORA LY - - - “Wwhla=. Radw L3 - Re=zidua (F)

Obrazek 5.5: Predpovéd fady USA

5.2. Ekonomicka rada

Ekonomickou fadou jsme zvolili vyvoj indexu PX50. Dlouho jsme hledali ekonomickou
fadu, kterd by vyhovovala nasim pozadavkiim, a taky byla predikovatelna jednim ze
zékladnich modelti. V dnesni dobé existuje velka skala modelti odvozenych ze zakladnich
B-J procesii, kterymi se také dnesni ekonomické rady, zejména vyvoje indexu, predikuji.

Proto jsme museli vzit z nasi fady pouze hodnoty pro prvni pilrok, obr.5.6.

Spojnicowd graf = 1996

Obrézek 5.6: Vyvoj indexu PX50

Stacionarizace

Opét se podivame na identifikacni proces vhodného modelu pro nasi ekonomickou
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fadu. Postup je zcela obdobny jako byl popsan vyse. Z grafu je zcela zifejmé, Ze se nejedna
o fadu stacionarni. Je vidét linearni trend, a proto aplikujeme logaritmickou transformaci,
ktera nam dava transformovanou fadu, obr.A.7 . Pii pohledu na hodnoty funkci ACF a
PACF transformované fady obr.A.8 a obr.A.9 . Hodnoty v prvnich hodnotéach, které jsou
blizké jedné nas evokuji k pouziti prvni diference. Po téchto tpravach obdrzime jiz fadu

stacionarni obr.5.7, jak nam potvrzuje i KPSS test, ktery nabyva hodnot
T =0.3570 < 0.463 = ]{?0705 < 0.739 = k‘o,()l,

kde k, je kritickd hodnota testu na hladiné vyznamnosti a.
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Obrazek 5.7: Rada PX50 po transformaci a diferenci

Odhad a verifikace modelu

Dale pokracujeme, jak bylo popsano vyse, tedy zac¢iname s analyzou ACF a PACF mo-
delu ARIMA(0,1,0) a dostavame se k odhadu modelu ARIMA(1,1,1). Nasledné odhadnuté
parametry modelu prozkoumame z hlediska statistické vyznamnosti. Tedy statistiky pro

parametry maji nasledujici tvar

¢1  0,988653

—h = = = 48,24001 > ¢ = 1,96,
S, 0,020494

Ty, =

61 0,958180
! §91 0,035825
Na obr.A.12 mizeme vidét hodnoty odhadnutych parametri. Také Portmanteatv test a
hodnoty ACF a PACF rezidui ukazuji obr.A.11 a obr.A.10, ze nas odhadnuty model je
ten spravny. Kritickd hodnota testu je x2(23) = 35, 172.

Ty = 26, 74640 > t = 1,96.

Piedpovéd modelu
Ptredpovézené hodnoty jsou opét pouzity pro posledni tyden, abychom mohli vypoctené

predpovédi opét porovnat se skutecnymi hodnotami. Hodnoty predpovédi véetné jejich
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Obrézek 5.8: Piedpovéd fady PX50

intervalti spolehlivosti jsou vyobrazeny na obr.A.13.

Exponencialni vyrovnavani

Exponencidlnim vyrovnavanim jsme dospéli k témto hodnotam, k tomuto typu pred-
povédi bylo jiz napsano mnoho, tudiz je zde ukazan pouze prubéh predpovédi na obr.5.9.
My budeme toto predpovézeni potiebovat pouze k porovnani s B-J procesy, resp. odhad-

nutych modeld.
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Obrazek 5.9: Exponencialni vyrovnani fady PX50

5.3. Testovaci funkce

Pro nase tcely jsme zvolili testovaci funkci jako funkci sinu a ndhodné slozky ve tvaru
z(t) = (1—p)s(t) + (p)(ne), kde t=1,...,144 (5.3.1)

za predpokladu, ze funkce sinu s(¢) je ddna vztahem

s(f) = 2 + sin (%t)
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a funkce nahodné slozky n; tvofi vybér s rovnomérnym rozdélenim v rozmezi od 1 do 3,
jak je vidét na obr.5.10.
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Obrazek 5.10: Nahodn4 slozka

Parametr p nam udéava v podobé 100p% procentualni zastoupeni nédhodné slozky.
Pro nase ucely bude naprosto postacujici, aby tento parametr nabyval pouze hodnot
p =0.1,0.2,..., 1. Kuptikladu testovaci funkce s 50% zastoupenim néhodného vlivu je
znazornéna na obr.5.11, vzhled vsech funkci nalezneme v ptiloze na str.46.

Takto zvolenou testovaci funkci jsme volili s ohledem na podminky B-J modelt, které
jsme uvadeéli v kapitole o téchto modelech. Jak je vidét v definici vztahu 5.3.1, museli
jsme tuto fadu posunout. Je to z dtivodu, abychom se vyhli pripadnym komplikacim pfti
vypoctech a findlnimu porovnavani chyb predikce, kde by ndm mohlo hrozit déleni ¢islem
blizkym nule, coz by vedlo k zavadéjicim vysledktim a naslednym $patnym interpretacim
nasich zaveéra.
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p=R-J
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z.a

z.z
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1.6

1.9

1.2
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Obrazek 5.11: Sinus s 50% zastoupenim nédhody

P1i zkoumani a testovani vhodnosti riznych modelti na tyto fady se ndm potvrdil nas
predpoklad, ze se zménami parametri modelt ARIMA a SARIMA, které jsme na téchto

fadach testovali, dostavame zcela rozdilné vysledky, coz neni az tak prekvapujici zjisténi.
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Vysledné modely jsou uvedeny v tabulce na str.50 . My se bude chtit snazit ukazat, zda-li
existuji néjaké vazby, jinymi slovy zda se né€jakym zptisobem daji tyto testovaci funkce
porovnat s readlnymi fadami s rozumnym vysledkem. Na obr.5.12 je vidét hlavni cil naseho

experimentu.

180%%5

025

Obrazek 5.12: Myslenka eperimentu

Kde osa x znazornuje pocet predpovidanych hodnot a osa y znazornuje chybu nasich

predpovédi vici redlné hodnoté danou vztahem

Y= ———"—— i=1,...,n, (5.3.2)

kde a:; je predpovézena hodnota v i-tém bodé, resp. Case a x; jeji redlnd hodnota. Tyto
hodnoty pro nase testovaci funkce jsou zvyraznény cernou barvou a ¢ervenou barvou jsou
zvyraznény hodnoty realné fady. V nasem piipadé jde bud o fadu energetickou nebo
ekonomickou. Na zékladé toho, kde bude hodnota ,cervené funkce“ lezet, bychom mohli
vyslovit zavér, ze dana fada obsahuje jisté zastoupeni ndhodnosti. Na nasem ilustra¢nim

obréazku by se jednalo o 40%-50% zastoupeni ndhodné slozky.
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Kapitola 6
Zaver

V této kapitole vyhodnotime veskeré namérené hodnoty a pokusime se bud potvrdit nasi
teorii, popsanou v minulé kapitole, a nebo tuto teorii vyvratit. Bylo zjisténo jisté pra-
videlné chovani pfi stejnych parametrech. To nas evokovalo k naslednému teoretickému
predpokladu. Odhadneme parametry modelu k redlnym casovym fadam, samoziejmé za
podminky statistické vyznamnosti a vytvorime jejich predikci. Tuto predikci bychom mohli
pouzit ke srovnani s predikci testovacich funkci, ovSem za predpokladu toho, Ze se nam
podaii najit statisticky vyznamny model o stejnych parametrech pro nékteré z testovacich

funkeci.

—— 20% ndhody
004
—=— UJBA

Obrézek 6.1: Graf testovaci a redlné funkce USA

Na obr.A.24 je vidét prehled vSech funkci, jak testovacich tak redlnych, vyjadfené na-
sim krtitériem dané vztahem 5.3.2. Jak je z grafu zfejmé, existuje zde jista zakonitost,
ovsem pii podrobnéjsim rozboru jsme zjistili, Ze nékteré funkce koliduji s nasi predpokla-

danou teorii. Pti pohledu na realné fady je zajimavé, ze jejich hodnoty si jsou tak blizké.
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Pti¢inou je zfejmé také fakt, ze vSechny funkce nejsou odhadnuté stejnym modelem (napf.
dvé funkce odhadnuté modelem ARMA(1,1)). U funkci, které byly odhadnuty stejnymi
modely je vidét, ze nase teorie by mohla platit. Je to vidét u fady USA, kterou jsme
odhadli modelem SARIMA(1,1,1)(1,1,1);2 a testovacich funkeci zastoupenych 20%, 30%
a 50% ndhodnosti. Vysledkem je vysloveni hypotézy, Ze podle nasich vysledkt by mélo
byt zastoupeni nahodnosti v fadé USA mensi nez 20% obr.6.1. Této hypotéze nasvédcuje
i samotny pribéh fady USA, ktery, jak je vidét vyse, je relativné zfejmy. Jasny pribéh
fady s relativné malym (dle nasi hypotézy s méné nez 20%) zastoupenim ndhodnosti a v
podstaté s velkou pravidelnosti mé opakujici praubéh.

Nas zavér je tedy kladny, a to, Ze nase hypotéza by mohla platit, le¢ za opravdu ne-
lehkych podminek, a to, ze nalezneme testovaci funkce, které jsou odhadnuty stejnym
modelem, ktery je samoziejmé statisticky vyznamny. Vzhledem k narocnosti nalezeni
spravného modelu a relativné velice dobrym vysledkiim naseho experimentu bychom na-
vrhovali pokracovani, které by se pokusilo potvrdit nasi hypotézu nalezenim testovaci
funkce pro jednu konkrétni readlnou casovou fadu. Druha moznost by také mohla byt,
ze podobny test bychom mohli aplikovat na metodu dekompozice, protoze jak ukazuje

obrazek A.25, predpovédni chyby obou metod si jsou celkem blizké.
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Priloha A

Grafy a data

Zde jsou uvedeny veskeré grafy véetné dat, na které se odkazuji ve své
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12,5 12.5
12,49 12,49
12.3 12.3
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praci.

Obrazek A.1: Rada USA po logaritmické transformaci
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Obrazek A.2: ACF transformované fady USA
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Obrazek A.3: PACF transformované fady USA

0,10

Graf proménné: FROMA
InC<; D=1 D120

0,02

0,05

0,049

0,02

0,00

-0,02

-0,05

0,005

-0,08

-0.10

0,10

0,02

0,08

0,04

0,02

0,00

-0,02

-0,05

0,005

-0,08

10 z0

=0 Elal S0

60 Fo =0

-0,
=T} 100 110 120 120 1490 150

10

Obréazek A.4: Rada USA po transformaci a diferencich

Predpoveédi; Model:(1,1,1)(1,1,1) Sezénni posun:12 (USA.sta)

Vstup: PROMA1

Zatatek pavod. : 1 Konec paved. : 132

Pfedpové Dolni Horni Pozorov. | Residual
CisloPrip. 90,0000% | 90,0000%
133 326594 9| 314658,5| 338984,2| 3261822 -412,80
134 301062,4| 288352,7| 314332,3| 311656,9| 10594,50
135 304499,7| 291072,5| 318546,3| 303013,0| -1486,71
136 285456,1| 272658,6| 298854,3| 285056,0 -400,17
137 300934,5| 287341,8| 315170,2| 3028431 2008,64
138 335409,0f 320197,9| 351342,7| 333198,3| -2210,70
139 373376,1| 356399,4| 391161,5| 363568,7| -9807,33
140 378924 6| 361662,6| 397010,6| 3845481 572342
141 340958,8| 325401,6| 357259,7| 3481711 7212,33
142 311324,1| 297098,9| 326230,3| 318883,7| 7559,64
143 294900,2| 281407,7| 309039,7| 2959525 105231
144 322700,8| 307917,6| 338194,0| 318431,8| -4269,07

Obrazek A.5: Piredpovéd rady USA
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Vstup: PROM1 (USA sta)

Transformace: In(x),D(1),D(12)

Model:(1,1,1)(1,1,1) Sezénni posun: 12 PC Rezid. = 00049
Param. |Asympt. |Asympt. p Dolni | Horni
Paramet. SmCh | t( 127) 95% spol | 95%
p(1) 0.557061|0,087961| 6,33302)0.000000 0.383001\0,731120
a(1) 0.872202|0,032219|30,174770.000000| 0,908447\1,035958
Ps(1)  |0426035(0,028753| 0,20220(0,000080| 0,387453|0,450281
Qs(1) |0,738990(0,084477| 8,747830,000000| 0,571826(0,906155

Obrazek A.6: Odhady parametrti modelu SARIMA fady USA

Sraf promEnné: 1006
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Obrazek A.7: Rada PX50 po logaritmické transformaci
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Obrazek A.8: ACF transformované PX50
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Obrézek A.9: PACF transformované PX50
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Obrazek A.10: ACF residui PX50
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Obrazek A.11: PACF residui PX50
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Vstup: 1996 (PX50.5ta)
Transformace: In(x),D(1)

Model:(1,1,1)
Param. |Asympt. {Asympt. | p | Dolni | Homl
Paramet, SmCh | 141) 95% | 95%

p(1)  [0.988653|0,020494|48,24091)0,00|0,9481381,029168
q(1)  {0.9581800,035825|26, 74640\ 0,00|0,887357|1,029003

Obrazek A.12: Odhady modelu ARIMA(1,1,1) fady PX50

Predpovédi; Model:(1,1,1) Sezénni posun:12 (PX50.sta)

Vstup: 1996

Zatatek pavod. : 1 Konec puvod. : 138

Predpové Dolni Horni Pozorov. | Residual
CisloPfip. 80,0000%|90,0000%
139 541,1831| 535,1777| 547,2559| 540,5000| -0,683124
140 541,1664| 532,5643| 549,9075| 542,6000| 1,433560
141 541,14989| 530,4768| 552,0379| 544,2000| 3,0560054
142 541,1336| 528,6486| 553,9135| 545,8000| 4,666361
143 541,1175| 526,9785| 555,6359| 550,2000| 9,082482

Obrazek A.13: Hodnoty predpovédi fady PX50
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Obrazek A.14: Testovaci funkce O% nahodné slozky
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Spoinicowy graf = waha=0,1
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Obrazek A.15: Testovaci funkce 10% néhodné slozky
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Obrazek A.16: Testovaci funkce 20% nahodné slozky
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Obréazek A.17: Testovaci funkce 30% nahodné slozky
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Spojnicowy grat = waha=0.4
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Obrazek A.18: Testovaci funkce 40% nahodné slozky
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Obrazek A.19: Testovaci funkce 60% nahodné slozky

Spojnicowi graf = waha=0.7
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Obrazek A.20: Testovaci funkce 70% nahodné slozky
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Spoinicowy graf = wvaha=0,2
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Obrazek A.21: Testovaci funkce 80% néhodné slozky
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Obrazek A.22: Testovaci funkce 90% nahodné slozky
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Obrazek A.23: Testovaci funkce 100% nahodné slozky
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Funkce

Model

0% nahody

SARIMA(1,1,1)(1,1,0

10% nahody

SARIMA(1,1,0)(1,1,0

20% nahody

30% néhody

SARIMA(1,1,1)(1,1,1

40% néhody

SARIMA(1,1,1)(1,1,0

50% nahody

(1,1,1)(1,1,0)
(1,1,0)(1,1,0)
SARIMA(1,1,1)(1,1,1)
(1,1,1)(1,1,1)
(1,1,1)(1,1,0)

(1,1,1)

SARIMA(1,1,1)

Y

60% néhody

ARIMA(1,0,0

70% nahody

ARIMA(1,0,1

80% nahody

90% nahody

100% nahody

)

(1,0,1)
ARIMA(1,0,1)
ARIMA(1,0,1)
ARIMA(1,0,1)

Tabulka A.1: Odhadnuté modely pro testovaci funkce

Obrazek A.24: Grafy testovacich a realnych funkci
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Obrazek A.25: Porovnani chyb predpovédi
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