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Anotace v ¢eském jazyce
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Annotation
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function with two variables. The work includes examples of determination of local
function and solving of two-variable collocations. Examples will be arranged according

difficulty and completed by graphical representation.
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1. UVOD

Hlavnim cilem této bakalafské prace je sestavit sbirku fesenych aplikac¢nich uloh
diferencialniho poctu dvou proménnych. Sbirka by méla slouzit jako pomocny material
pfi studiu na bakalafském studiu oboru matematika. Prace obsahuje 17 feSenych
ptikladti a 5 nefeSenych piikladd daného tématu ve ctyfech kapitolach. Zadani tloh je
prevzato z uCebnic a knih riznych typt, které byly béhem poslednich let vydany a
z internetu.

Prvni kapitola se zabyva nezbytnou teorii, kterd je pro feSeni aplikacnich tloh
z diferencialniho poctu dvou proménnych nutna. Jedné se ptevazné o defini¢ni obor a
obor funk¢nich hodnot funkce dvou proménnych, Eukleidovsky prostor, okoli bodu,
Weierstrassovu vétu, nutnou podminku pro existenci lokalniho extrému, postacujici
podminka pro lokélni extrém, vdzané extrémy a globalni extrémy.

Druhé ¢ast prace je zaméfena na feSeni uloh zabyvajicich se urovanim extrému
funkci dvou proménnych. U kazdého ptikladu je uvedeno zadéni a nasledné pocetni i
grafické feSeni. Priklady jsou fazeny od jednodussich az po slozité;si.

Ttieti kapitola se veénuje slovnim uloham z diferencialniho poctu dvou
proménnych. U kazdé ulohy je opét uvedeno zadani a pocetni feSeni. N&které slovni
ulohy jsou pro lepsi predstavivost doplnény obrazkem vytvofenym v programu
GeoGebra. V posledni ¢asti jsou uvedené nefeSené piiklady s vysledy pro dalsi
procvicenti.

Jak ulohy zabyvajici se ur€ovanim extrémil funkci dvou proménnych, tak i slovni
ulohy jsou provéazeny slovnim komentaiem, ktery vysvétluje jednotlivé kroky fesSeni a

vvvvvv

dané problematiky, jsou vytvofeny v programu Matematika.



2. ZAKLADNI TEORIE

Tato uvodni kapitola je vytvorena na zakladé podkladu z literatury [2], [5], [10], [16].

2.1  Okoli bodu
2.1.1 Euklidovsky prostor

Definice: Necht” M je libovolna neprazdna mnozina, necht @ je nezaporna realna

funkce definovana na M2, (o: M X M — R?) takov4, Ze pro viechna x, y, z € R plati:

1. Quxy) =0 x =y axiom totoznosti
2. 0y = Q) axiom symetrie
3. Quz) < 0xy) T 0y2) trojuhelnikova nerovnost.

Funkce o se nazyva metrika (vzdalenost) na mnozin¢ M a dvojici (M, ) nazyvame
metricky prostor.
Prvktiim mnoziny M pak fikdme body metrického prostoru (M, 9) a mnozinu M

nazyvame nosnou mnozinou dané¢ho prostoru.

Definice: Necht’ n € N. Uspotadana dvojici E, = (R?,0) se nazyva dvourozmérnym
eukleidovskym prostorem, pokud pro kazdé dva body tohoto prostoru X = [x,x,] €
R%Y = [y, v,] € R? je definovana jejich metrika (vzdalenost) o:R? X R? > R

vztahem:

e(X,Y) = \/()’1 —x1)% + (2 — x2)%
Metrika o se v tomto pfipadé nazyva eukleidovska metrika.

2.1.2 Okoli bodu

Definice: Je dano realné ¢islo § > 0 a libovolny bod A = [a,,a,] € E,. Okolim bodu
0(A) nazyvame mnozinu:

0(4) = {X € E3;0(X,4) < 6},
kde o je eukleidovska metrika.



Okolim bodu A € E, je otevieny kruh (kruh bez bodu lezicich na jeho hranici,

jiz je kruZznice).

- — ¢+ ——

Obr. 1: Okoli bodu

Definice: Necht M € E? je neprazdna mnoZina bodu:

1.

Bod A € M se nazyva vnitinim bodem mnoziny M jestlize existuje okoli bodu A4,
které lezi celé v mnoziné M. Mnozinu vSech vnitfnich bodi mnoziny M nazveme
vnitfek mnoziny M.

Bod A € M se nazyva hrani¢nim bodem mnoziny M, jestlize kazdé okoli bodu A
obsahuje bod z mnoziny M a bod, ktery v mnozin¢ M nelezi. Mnozinu vSech
hrani¢nich bodl nazveme hranice mnoziny M.

Bod A € M se nazyva vnéjSim bodem mnoziny M jestlize existuje okoli bodu A,
které lezi celé mimo M. Mnozinu vSech vnéjSich bodli mnoziny M nazveme
vn¢jSek mnoziny M.

Mnozina M v E, se nazyva oteviena, jestlize kazdy jeji bod je vnitinim bodem.
Mnozina M v E, se nazyva uzaviend, jestlize obsahuje vSechny svoje hrani¢ni
body.

MnozZina M Vv E, se nazyva omezena, jestlize existuje okoli ve kterém mnozina M
leZi.

Mnozina M Vv E, se nazyva souvisld, jestlize kazdé jeji dva body lze spojit lomenou
¢arou, ktera lezi cela v mnoziné M.

Mnozina M Vv E, se nazyva kompaktni, pokud je souasn€ omezena a uzaviena



9. Oteviend a souvislda mnozina M Vv E, se nazyva oblast. Uzaviend a souvisla

mnozina M V E, se nazyva uzaviena oblast.

2.2  Funkce dvou proménnych

Definice: Je d4dna mnoZina uspoiadanych dvojic [x,y], kterou nazyvame rovinou.

Kazdou uspofadanou dvojici [x, y] nazgvame bodem v roving.

Necht M € R? je neprazdnd mnozina. Zobrazeni f, které ke kazdému bodu
[x,y] € M piifazuje pravé jedno z € R, nazyvame funkci dvou proménnych.
Funkce dvou proménnych znac¢ime podobné jako funkce jedné proménné.

Vezmeme-li napiiklad funkci f, znaéi f (x,y) hodnotu funkce f v bodé [x, y].

Poznamka:
Jako piiklad mizeme uvést objem V valce. Objem valce V je funkci jeho poloméru r

a vysky h, fekneme tedy, ze V = f (r, h).

2.2.1 Defini¢ni obor a obor funkénich hodnot funkce dvou

proménnych

Definice: Mnozinu M = D (f) nazyvame definiénim oborem funkce f. Cislo z, které je
funkci f prifazeno bodu X = [x4,x, | € M, nazyvame funkéni hodnotou funkce f
v bodé X = [xq,x,] € M a oznaCujeme je zpravidla f(X) nebo f(xy,x,).

Mnozinu vSech funkénich hodnot funkce f nazyvdme oborem funkénich hodnot funkce
f aznaéime ji f(M) nebo H(f).

2.3  Extrémy funkce dvou proménnych

Definice: Necht' f:R? - R je realna funkce dvou proménnych a necht’ bod[x,, v,] je
vnitinim bodem defini¢niho oboru této funkce D(f).

Rikame, Ze funkce f dvou proménnych méa v bodé [x,,y,] € D(f) lokélni minimum,
jestliZe existuje e-ové okoli bodu [x,, yo] (znacime 6,[x,, yo]) tak, Ze:

f(xO'yO) < f(le)lv[ny] € 53([x0,y0]) N Df



Rikame, 7e funkce f dvou proménnych méa v bodé [x,,y,] € Df lokalni maximum,
jestlize existuje e-ové okoli bodu [xg, Yo] (znacime 6, [x,, yo]) tak, Ze:

f(xOJYO) 2 f(x;y);v[ny] € 68([x01y0]) N Df

Rikame, Ze funkce f dvou proménnych ma v bodé [x,y,] € Df ostré lokalni
minimum, jestlize existuje prstencové okoli bodu [x,, y,] tak, Ze:

f(x0,¥0) < f(x,¥),¥[x,y] € P.([x0,¥0]) N Df .
Rikame, Ze funkce f dvou proménnych ma v bodé [x,,y,] € Df ostré lokalni
maximum, jestlize existuje prstencové okoli bodu [x,, y,] tak, Ze:

f(x0,y0) > f(x,¥),¥[x,y] € P.([x0,0]) N Df.

2.3.1 Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému

Definice: Necht’ funkce f dvou proménnych ma v bodé [x,,y,] € Df lokalni extrém.
Necht funkce f. ma v bodé [x,, Vo] prvni parcialni derivace. Potom plati, ze

91 (x0,Y0) — 91 (x0,Y0) =0
ox dy '

Definice: Bod [x,,y,] se nazyva stacionarnim bodem, jestlize v ném existuje prvni

parcialni derivace a plati:

df (x0,¥0) — of (x0,¥0) =0
ox oy '

2.3.2 Postacujici podminka pro lokalni extrém

Definice: Necht’ funkce f dvou proménnych ma ve svém stacionarnim bodé [x,, y,]
spojité druhé parcidlni derivace.

’f(xy) 9 f(xy)

X of (x0.¥0) 9%x 0x0y
Oznatme D, = ——= D, = .
1 ox T2 T | 9% F(xy) 93 f(xy)
dyox 02y

Potom:
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1. je-li D, > 0, ma funkce f v bodé [x,, y,] lokélni extrém a to takovy, Ze:
a. jestlize je D; > 0, tak v bodé [x,, y,] ma funkce lokalni minimum.
b. jestlize je D, < 0, tak v bodé& [x,, y,] ma funkce lokalni maximum.
2. je-li D, < 0, funkce f nema v bodé [x, y,] lokalni extrém, ale tak zvany
sedlovy bod.

3. je-li D, = 0, nelze o extrému rozhodnout.

Poznémka:

Determinant, ktery pocitdme, abychom mohli rozhodnout o lokalnich extrémech dané
funkce, vychdzi z Hessovy matice druhého fadu, které se sklada z druhych parcialnich
derivaci funkce f.

2.3.3 Vazané extrémy

Definice: Necht’ funkce f je realna funkce dvou proménnych a necht M € Df.
Rikame, e funkce f ma v bodé [x,, yo] lokalni minimum vzhledem k mnoZiné M,
jestlize plati:

(36 > 0)(V[x, y] € Us([x0, y0]) N M); f(x, ) = f (0, ¥).

Rikame, Ze funkce f ma v bodé [x,, y,] lokalni maximum vzhledem k mnoziné M,
jestlize plati:

(36 > 0)(V[X,Y] € Ua([xo»J’o]) n M),f(x,Y) < f(xO'yO)-

Pii vySetfovani lokalnich extrému funkce f vzhledem k mnoziné M budeme
vyuzivat dvé zakladni metody.

1. Dosazovaci metoda

Tuto metodu mizeme pouZit pouze u specidlnich typl vazebnich
podminek. Jestlize mame za ukol vysetfit lokalni extrém funkce f:z = f(x,y)
vzhledem k mnoZziné M a vazba je dana rovnici g(x,y) = 0. Dosazovaci metodu
miZzeme pouZit pouze v piipadé, ze zrovnice g(x,y) =0 lze jednoznatné

vyjadiit proménnou y =y = @(x). Funkci ¢(x) dosadime do funkce f

11



a dostavame tak pro ni predpis f:z = f(x, @(x)), ¢imz ziskame funkci jedné
proménné x, ktery umime vySetfit. Tyto lokdlni extrémy jsou zaroven

I lokalnimi extrémy funkce f:z = (x,y) vzhledem k mnozin¢ M.

. Jacobiho metoda

Definice: Necht' funkce dvou proménnych f ma v bodé [x,y] lokalni extrém
vzhledem k vazebni podmince g(x,y) = 0 a funkce f a g maji spojité parcialni
derivace v okoli bodu [x,, y,], potom plati, Ze:

of(x,y) of(x,y)

| ox ady | _
]f,g(xOJYO) - ag(x,y) ag(x’y) - 0
0x dy
glx,y)=0

Postup:

Pti vySetfovani lokalnich extrémi touto metodou nejprve zjistime, ve
kterych bodech by se extrém mohl vyskytovat. To mohou byt bud’ body funkce
f a g, ve kterych néktera parcialni derivace neexistuje, nebo body vyhovujici
nasledujici nutné podmince vazané¢ho extrému:

]f,g(xo»YO) =0
g(x,y) = 0.
Tim ziskame body, které jsou podezielé z extrému. Pokud je vazebni mnozina
omezena a uzaviena a funkce f je na ni spojita, mizeme pouzit Weierstrassovu
vétu. Podle ni teda sta¢i urCit funkéni hodnoty ve vSech stacionarnich bodech.
Nejvétsi funkéni hodnotu pak nazveme lokalnim maximem a nejmensi pak

lokalnim minimem funkce f vzhledem k mnoziné M.

2.3.4 Globalni extrémy

Definice: Necht’ f je realna funkce dvou proménnych a necht’ jeji defini¢ni obor Df je

omezena a uzaviena mnozina.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé [x,, yo] € Df globalni maximum, jestlize plati:

(vIx,y]1 € DAf(x,y) < f (%0, Y0)-

12



Rekneme, Ze funkce f ma v bodé [x,, Vo] € Df globalni minimum, jestlize plati:

(Vlx,yl € Df)f (x,y) = f (%0, ¥0).

2.3.5 Weierstrassova véta

Definice: Necht' je funkce dvou proménnych spojitd v omezené a uzaviené mnoziné
M C R?. Potom na mnoziné M nabyva funkce f své nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj.:
existuji body [xq,y1], [x5, V2] € M takové, ze:

fx1,y1) = min{f (x,y); [x,y] € M}

f(xy,v,) = max{f(x,y); [x,y] € M}.

Poznamka:
Mame funkci f, ktera je spojita na uzaviené a omezené mnoziné M. Globalni extrém
funkce f musi lezet v n€kterém z nasledujicich bodit mnoziny M:
1. Bod A € M, ve kterém ma funkce f lokalni extrém. Tento lokalni extrém
urcujeme podle Hessovy matice.
2. Bod A € M, ve kterém nastal lokalni extrém funkce f vzhledem k vazb¢, ktera
je dana rovnici g(x,y) = 0. Tento lokalni extrém budeme urcovat dosazovaci

nebo Jacobiho metodou.

Poznamka:
Pokud dostaneme vice bodul, kde by mohl byt globalni extrém, ur¢ime funkéni hodnoty
ve vSech téchto bodech. Bod s nejvétsi funkéni hodnotou nazveme globalnim maximem

a bod s nejmensi funkéni hodnotou pak globalnim minimem.

Poznamka:

V nékterych literaturach se uvadi misto pojmu globalni extrém pojem absolutni extrém.

13



3. LOKALNI EXTREMY

3.1Priklad 1
Vypocitejte lokalni extrémy funkce f:
f:f(x,y) = x> — xy + y* — 2x + y a uréete jejich hodnotu. [8]
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je:

Df = {[x,y] € R?}.

Nejprve uréime prvni parcialni derivace funkce f. Na zakladé nutné podminky pro

lokélni extrém parcialni derivace polozime rovny nule:

aféz'—y)=2x—y—2 - 2x—y—2=0 @)
_f’f;’;y>=_x+2y+1 - —x+2y+1=0. @

VyfeSenim soustavy rovnic o dvou neznamych, kterd je dana rovnicemi (1), (2) ziskame

stacionarni body, ve kterych u dané funkce miize nastat extrém:

2x—y—2=0

—x+2y+1=0 /-2

2x—y—2=0

—2x+4y+2=0

3y=0
y =0 - y dosadime rovnice (1) -2x—0—-2=0

2x = 2
x =1

Soustava rovnic dana rovnicemi (1), (2) md pouze jedno feSeni a tedy jen jeden

stacionarni bod P = [1,0].

Nyni dopoc¢itdme z prvnich parcidlnich derivaci vSechny parcialni derivace druhého

fadu:

14



0’ f(x,y)
2x

°f(x,y) _
a2y

2

2

*fny) _ |
oxdy

fey) _
d0xdy '

Parcialni derivace druhého fadu nam vysly jako ciselné hodnoty, proto nemusime
dosazovat stacionarni bod a pouze tyto ¢iselné hodnoty dosadime do determinantu D, a

D,, ktery nam ur¢i druh extrému v bodé P = [1,0]:
_ =1 _ .1
D, =% 2|_4 1=3
D, = 2.
Protoze D, > 0 A D; > 0, je vbodé& P; = [0,0] lokalni minimum.

Hodnotu lokalniho extrému vypocitame tak, ze dosadime stacionarni bod do funkéniho
ptredpisu funkce f:

f(1,0)=12-1-040%2-2-14+0=—1.

Na obrazku 2 miizeme vidét graf funkce.

0.0}

Obr. 2: Graf funkce f: f(x,y) = x> —xy + y?> —2x + y.

15



3.2Priklad 2
Vypocitejte lokalni extrémy funkce f
f:f(x,y) = 2x3 + xy? + 5x% + y%. [14]
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je:

Df = {[x,y] € R?}.

Nejprve ur¢ime prvni parcidlni derivace funkce f. Tyto parcidlni derivace polozime

rovny nule:

UCY) — 622 + 2 + 10 - 6x2+y2+10x=0 3
o = 6x y X x“+y“+10x = 3

_af;’;'y) = 2xy + 2y - 2xy+2y =0. (4)

VyfeSenim soustavy rovnic o dvou neznamych, ktera je dana rovnicemi (3), (4) ziskame
stacionarni body, ve kterych u dané funkce miize nastat extrém. Rovnici (4) vydélime
dvéma a vytkneme y-(x + 1) = 0. Rovnice (4) je rovna nule ve dvou pfipadech

y =0 V x = —1. Tyto hodnoty dosadime postupné zpét do rovnice (3) a vypocteme:

6x2+10x=0 6+y2—10=0
2x-(3x+5)=0 y?=—4
x=0/\x=—§ y = *12.

Stacionarni body tedy jsou:

Py =[0,0],P, =|-2,0],P, = [-12],P, = [-1,-2].

Nyni dopocitame z prvnich parcialnich derivaci vSechny druhé parcialni derivace:

9%f(x,y)
T =12x+ 10
0%f (x,y)
T =2x+2
*floy) _,

oxdy
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%f(x,y) _ 5
T aoa. <Y
dyox
0%f(x,y) 0% f(xy) _ )
axdy  ayox

Staciondrni body dosadime do parcialni derivace druhého fadu a na zékladé postacujici
podminky pro lokalni extrém uré¢ime druh extrému:

a) Uvazujeme stacionarni bod P, = [0,0]. Potom:

22%£(0,0
OO0 _ 1) 6 410=10
02%x

9%f(0,0)

—02}1 =2-04+2=2
22%£(0,0 2%f(0,0

f( )= f( )=2_0=0_
d0xdy d0x0dy

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P; = [0,0] dosadime do D, a D,:
_ 110 0] _ o

D2—|0 2|_20 0=20
D, = 10.

Protoze D, > 0 A D; > 0, je vbodé& P; = [0,0] lokalni minimum.

b) Uvazujeme stacionarni bod P, = [—z, 0]. Potom:

azf(_%'o)—u ( 5>+10— 10
0%x B 3 B
5
0%f (-3,9) 5 4
—3:2.<__>+2:__
0%y 3 3
0*f(=3.0) 9*f(-3.0
3’ /- 3~ _2.0=0.
dxdy dxdy

Hodnoty 2. parcidlni derivace v bod¢ P, = [— g, 0] dosadime do D; a D5:

-10 O

Dz == O _

17



Dl = _10.

Protoze D, > 0 A D; < 0, je vbodé P, = |-, 0] lokalni maximum.

c) Uvazujeme stacionarni bod P; = [—1,2]. Potom:

0%f(-1,2

LD ) L1y 10 =—2
0%x

0%f(-1,2)

T—Z(—1)+2—0

0%f(-1,2 2f(~1,2

[(012) 9/ 2 _g.0-a
d0x0dy dxdy

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P; = [—1,2] dosadime do D,:
_ |2 4 _
D, = | A 0| = —16.

Protoze D, < 0, je v bod¢ P; = [—1,2] sedlovy bod.

d) Uvazujeme stacionarni bod P, = [—1, —2]. Potom:

2€0(1 —
M=12-(—1)+10=—2
0%x
0%f(~1,-2)
— gy =2 (-D+2=0
0°f(-1,-2) 9*f(-1,-2) _ . B
d0xdy B dxdy =22 =4

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P, = [—1, —2] dosadime do D,:
—4
0
Protoze D, < 0, je vbodé P, = [—1, —2] sedlovy bod.

p,=|25 J|=-16
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Na obrazku 3 mizeme vidét graf funkce.

=2 -1

0

Obr.3: Graf funkce f: f(x,y) = 2x3 + xy? + 5x2 + y2.

3.3Priklad 3

Vypoditejte lokalni extrémy funkce f
fif(xy) =—J1—2x2—y2 [3]
Reseni:
Definiéni obor dané funkce je:
Df = {[x,y] € R%1—2x? —y? > 0}.
Tedy: 1 —2x2—y%2 >0
2x2+y?2 <1

2
xT +y2<1 - defini¢nim oborem funkce jsou body, které tvoii
2

vnitini ¢ast elipsy a jeji hrani¢ni body.
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2

Obr. 4: Df = {[x,y] € R%;1 — 2x? — y? > 0}

Nejdtive urc¢ime prvni parcidlni derivace funkce f. Tyto parcidlni derivace polozime
rovny nule:

M=—l-(1—2x2—y2)_%-(—4x)= 2x

0x 2 /1_2x2_y2

2x _
- 1-2x2-y?2 =0 (5)
of(x,y) 1 s -t y
—_— = — — 2(— =
0x 2 (1-2x y*) (=2y) 1= 2x2 — y2
Yy _
M Ero=rial (6)

Rovnice (5), (6) jsou rovny nule v ptipadé, pokud se 2x = 0 A y = 0. Stacionarnim
bodem je tedy bod P = [0,0].

Z prvnich parcidlnich derivaci spoc¢itdme vSechny druhé parcialni derivace:
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3
0% f(x,y) 2 1—2x2—y2—2x-(—%)-(1—2x2—y2)‘5-(—4x)
92x 1—2x2 — y2 -
2. JT—2x2 —yZ— 4o
J(@—2x2—y2)3
1—2x%2—y? B

2-J1—2x2—y2- J(1—2x%2—y?)3 — 4x?
J(@ —2x2 —y2)3

1—2x?% —y?
_2-(1—2x2—y2)2—4x2 1
JA = 2x2 —y?)3 1—2x%2—y?
~2-(1—2x% — y?)? — 4x?

5
(1—-2x2—-y?)2

0%f(x,y) _2-(1- 2x?% —y2)? — 4x?
2x

5
(1-2x%2—-y?)2

1 _3
2% f(x,y) 1 1—2x2—y2—Y'(—7)-(1—2x2—y2) 2-(=2y) _
92y 1—2x2—y?2 B

J1—2x2—y2— Y

\/(1— 2x2% —y2)3 B
1—2x2%2 —y?
\/1—2x2—y2-\/(1—2x2—y2)3—y2
\/(1 — 2x2% —y?)3
1—2x?—y?

-2 —yH? —y* 1 (@ -2x?—y?)? —y?
C Ja oy 1o -yr (1—2x2—y2);
92f(x,y)  (1—2x2—y?)? -y
o2y (1—2x2—y2);

2

9%f(x,y) 1 P B 2xy

oxdy =2x-(—§>-(1—2x _Y)z-(_zy)_\/(l_zxz_yzy
*fley) /1y 2y = 2xy

dyox -7 (_§> (1 =2x"=y%2-( 4x)_\/(1_2x2_y2)3
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’f(x,y)  9%f(x,y) 2xy
oxdy — 0ydx  [(1—2x% —y2)?

Staciondrni bod dosadime do parcidlni derivace 2. fadu a na zakladé postacujici

podminky pro lokalni extrém uré¢ime druh extrému.

Uvazujeme tedy stacionarni P = [0,0]. Potom:

0°f(00) _2:(1-2:02—-0%°—4-0°

2 5
0%x (1-2-0%—02)z
9%f(0,0) (1—2-0%2-02%)2%-07
(1-2-02—02)2
0*f00) _0%00 _ 200
dxdy ~  dydx JA=2-0%—0%)3 B

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P = [0,0] dosadime do D, a D;:
_12 01_,_=
D, = | ‘ 1| =2-0=2

D1 = 2.
Protoze D, > 0 A D; > 0, je vbodé P = [0,0] lokalni minimum.

Na obrazku 5 miizeme vidét graf funkce.

-1.0™

_0.5 R P

0.5

b s

1.0L~"—1

Obr. 5: Graf funkce f: f(x,y) = —/1 — 2x2 — y2.
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3.4Priklad 4
Vypocditejte lokalni extrémy funkce f
fifay)=y Vitx+x-/1+y.[5]
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je:
Df ={[x,y] ER? x=—-1 A y=>—1}.

Obr.6:Df ={[x,y] ER? x=>—-1 A y=>—1}

Ur¢ime prvni parcialni derivace, které polozime rovny nule a tim najdeme vSechny

stacionarni body, ve kterych u dané funkce miize nastat extrém:

of (x, 1
%y):yz 1+x)2+\/r—2 — +J/1+y=

:y+2-\/(1+x)-(1+y)

2:-V1+x
y+2 V(@+x)-(1+y) (7)
2+/1+x
Rovnice (10) serovndnule & y +2-,/(1+x) - (1+y) = 0. (8)

f (x,y) 1 _
B W+x— 1+y)” —\/1-I——x+ _1“/—

20+ A +y) +x
B 2-J1+y

N 2./ (14+x) (1+y)+x - 0. (9)
2-/1+y
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Rovnice (12) se rovna nule & 2 - \/(1 +x)-(1+y)+x=0. (10)

Resime soustavu rovnic o dvou neznamych, ktera je ddna rovnicemi (8), (10):
y+2:/A+x) - A+y)=0 /(-1
2 /0+x)-(1+y)+x=0
—y—=2-J(A+x)-(1+y)=0

x+2-J0+x)-(1+y)=0

-y+x=0

x=y ->x+2J(1+x)-1+x)=0
x+2-|1+x|=0.

Pro:
x € (—1,00):
x+2+2x=0
3x =-=2
x=_2
3

x € (—o0,—1,) nenalezi do definiéniho oboru funkce f.

Protoze x = y jedinym stacionarnim bodem je P = [—g, —g] Dopocitame z prvnich

parcialnich derivaci vSechny druhé parcialni derivace:

% f(x,y) vy 1 3 y =y
M 2 (2. - _2. 3__ 7

0%x 2 ( 2) 1+ 4 1+ 4-J(1 +x)3
% f(x,y) «x ( 1) 3 X —x
- e i == (1_|_ )_fz__. (1_|_ )3:—

02y 2 \ 2 Y a N T )
0’ f(x,y) 1 11 1 1 1
L (14 x) 2 +=-(1+y) 2= +

oxay ~2 AF¥ Ay (4y) 2=t T+y
0’ f(x,y) 1 11 1 1 1
L o (1+y) 2+ (1+x) 2= +

ayax ~z (AFWetg ()2 =ommemt o T+y
’flxy) *fxy) 1 L1

oxdy — dydx  2-VI+x 2-J1+y
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Stacionarni bod P = [— 5, — 5] dosadime do parcialni derivace 2. fadu a tyto hodnoty

dosadime do D, a D,, ktery ndm ur¢i druh extrému:

7r(-3-3_ 5 3
2
Ty
7r(-3-3_ 53 3
2
o 2143 7
*f(-3.-3) o (-5-3 1 L
axdy yox =2_P+2 ) S = V3
2,12
N
D2= 2 \/_=Z_3=_Z
a %
b, =%

Protoze D, < 0, je vbodé P = [— g, — ﬂ sedlovy bod.

Na obrazku 7 miizeme vidét graf funkce.

Obr. 7: Graf funkce f: f(x,y) =y - Vv1+x+x-,/1+y.
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3.5Priklad 5
Vypocitejte lokalni extrémy funkce f
fif(xy) = e [10]
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je:
Df ={[x,y] € R?}.

Nejprve uréime prvni parcialni derivace funkce f. Na zakladé nutné podminky pro

lokélni extrém parcialni derivace polozime rovny nule:

ofxy) = eV . (2x)
0x
- et . (2x) = 0 (11)
af (x,y) 242
———=e¥"" - (2y)
dy ¢
> eX* % . (2y) = 0. (12)

Resenim soustavy rovnic o dvou neznamych, ktera je dana rovnicemi (11), (12) je pravé
jedno feseni P = [0,0]. Bod P je stacionarnim bodem funkce f. Dopocitdme z prvnich

parcialnich derivaci vSechny druhé parcialni derivace:

2
%’;’y) = X HY2 .05 2x 4 X7V . )
2
d ];(23;;)7) _ ex2+3’2-2y-2y+e"2+y2-2
azf(x:Y) x24y2
ST . yZ.
xdy 2x-e 2y
azf(x:Y) x24p2
— . yZ,
dyox 2y-e 2x
2 2

Stacionarni bod P = [0,0] dosadime do parcidlni derivace 2. fddu a na zakladg

postacujici podminky pro lokdIni extrém uréime druh extrému:
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2
a f(0;0)=602+02.2.0.2.0+e02+02.2=2

0°x
62 0,0 2 2 2 2
L)=e°+° 2:0:2-04+e%%7-2=2
%y
2%f(0,0) 92%f(0,0 2,02

dxdy dyox

Hodnoty 2. parcialni derivace ve stacionarnim bodé P = [0,0] dosadime do D, a D;:

_12 0 0=
D, =[5 o|=4-0=4
D, =2

Protoze D, > 0 A D; > 0, je vbodé P = [0,0] lokalni maximum.

Na obrazku 8 miizeme vidét graf funkce.

2

Obr. 8: Graf funkce f: f(x,y) = e**+V°.
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3.6 Priklad 6
Vypocitejte lokalni extrémy funkce f
fif(xy) =In(x—y) —x*+y.[10]
Reseni:
Defini¢ni obor dané funkce je:

Df ={[x,y] € R%x > y}.

Urc¢ime prvni parcidlni derivace funkce f. Na zdklad¢ nutné podminky pro lokalni

extrém tyto parcialni derivace polozime rovny nule:

of (xy) 1 oy
ox  x-—y
1
of (x, 1 -1
f(xy)= -D+1=——+1
dy xX—y xX—y
_1 _
> = +1=0. (14)

Resime soustavu rovnic o dvou nezndmych, ktera je dana rovnicemi (13), (14):

—2x=0
X—=Yy
-1
+1=0
X—=Yy
—2x+1=
—2x=-1

X = % — x dosadime do rovnice (14) — % +1=0
2

1
1_E+y_0
1
y_ 2'

Obdrzeli jsme tak stacionarni bod P = %, — %]

Nyni vypocitame vSechny druhé parcidlni derivace:
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0*f(x,y) _ 1

92y —(X—Y)_2—2=—m—2
*feey) o, 1
Ty x=y)7?- (-1 = [CEHE
0°f(x,y) _ e 1
W__(X_Y) (—1)—m
0%f(x,y) (x—y)2 = 1

dyox Ty o= (x —y)?
’f(x,y) 9*f(xy) 1

dxdy ~ odxdy  (x—y)?

., 1 1 , 1, . "y . "
Stacionarni bod P = 5,—5] dosadime do parcialni derivace 2. fadu a na zakladé

postacujici podminky pro lokélni extrém urc¢ime druh extrému:

Gy 4
T G+y)
wrlp=y) 1
” (2+2)
O N
0xdy dyox (1+1) '
2 2

Hodnoty 2. parcidlni derivace v bod¢ P = B, — %] dosadime do D, a D;:

1
-1
Dl = _3.

p, =7} 1|=3-1=2

Protoze D, > 0 A D; <0, jevbodé P = B, — %] lokalni maximum.
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Na obrazku 9 mizeme vidét graf funkce.

Obr. 9: Graf funkce f: f(x,y) = In(x —y) —x? + y.

3.7Priklad 7

Vypocitejte lokalni extrém funkce f

f: f(x,y) = e vzhledem k vazebni podmince g(x,y) = x +y — 1. [16]
Reseni:
Z funkce g(x,y) = x+y —1 lze jednoduSe vyjadfit jedna neznama, proto budeme
tento piiklad feSit dosazovaci metodou. Vyjadiime teda proménnu x, kterou dosadime
do funkce f(x,y) = e*”:
x+y—1=0

x=1-y - dosadime do funkce f(x,y) = e*

fFlg),y) = ey,

Budeme hledat extrémy funkce jedné proménné. Pro lepsi piehlednost si funkci
f(g(¥),y) oznac¢ime jako funkci h(y).

Funkci h(y) = ¥’ (=) budeme derivovat a derivaci polozime rovnu nule a tak ziskame

stacionarni bod:

W (y)=e’>" - (1-2y)
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- eV .(1-2y)=0. (15)
Rovnice (15) se bude rovnat nule kdyz: ey V' =0v1- 2y =0, ey‘yznikdy nemtize

byt rovno nule, protoze e¥™Y °>0.

Proto vyfesime pouze rovnici 1 =2y =0 - y= %
Stacionarnim bodem funkce h(y) je y = %

g . v C . v 1
K ziskdni druhé soufadnice stacionarniho bodu funkce f musime soufadnici y = >

dosaditdo g(x,y) =x+y —1:

Stacionarni bodem funkce f je bod P = E,ﬂ

Vypoéitame druhou derivaci funkce h" = (y) do které dosadime bod y = %, ¢imz

zjistime druh extrému:

h'(y)=e’ - (1-2y)-(1-2y) +e¥ " (=2) =¥ - (1 - 2y)? - 2)

S h”(%):e%"%z-<<1—2-%>2—2>=e_%-((1—1)2—2)=e%-(—2)<0.

Funkce h ma v bod¢ y = % lokalni maximum.

Funkce f(x,y) =e* mi vbodé P = E,%] lokalni maximum vzhledem k vazebni

podmince g(x,y) =x +y — 1.
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3.8Priklad 8

Vypocitejte lokalni extrém funkce f
f:f(x,y) = 4x? + 2y? vzhledem k vazebni podmince
g(x,y) = 4x* — 8x + 2y% + 4y. [5]
Reseni:
Tento piiklad budeme fesit pomoci Jacobiho metody, protoze z vazebni podminky nelze
vyjadiit libovolnou proménnou tak snadno jako v predeSlém piikladu (ptiklad 7).
Ur¢ime si parcidlni derivace prvniho tadu funkei f a g, ze kterych budeme moci

sestrojit Jacobiho determinant:

af (x,y)

—= =8x
0x

af (x,y)

—— =4y
dy

ag(x,

9xY) _o g

0x

ag(x,y)

T = 4}/ + 4

8x 4y

Jrg(x,y) = 8x—8 4y+4|= 32xy + 32x — (32xy — 32y) = 32x + 32y.

Stacionarni body ziskame, kdyz vyieSime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

32x+32y =0 (16)
4x% — 8x + 2y + 4y = 0. (17)
Z rovnice (18) vyjadiime x - x = —y (18) a dosadime do rovnice (17):

4(-y)?—-8(-y) +2y* +4y =0
4y2 4+ 8y + 2y +4y =0
6y%+ 12y =0
6y-(y+2)=0 © y=0Vy=-2

y dosadime do rovnice (20) = x =0 Vx = 2.

Stacionarni body jsou P; = [0,0], P, = [2,-2].
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Nyni ur¢ime funkéni hodnoty funkce f ve stacionarnich bodech. Vétsi z téchto hodnot

nazveme lokalnim maximem funkce f a mensi hodnotu nazveme lokdnim minimem

funkce f:

£(0,0) =0
£(2,-2) =16 + 8 = 24.

Vbodé¢ P; =[0,0] je lokdlni minimum funkce f(x,y) = 4x%+ 2y? vzhledem
k vazebni podmince g(x,y) = 4x% — 8x + 2y%2 + 4y avbodé P, = [2,—2] je lokdlni
maximum funkce f(x,y) = 4x? + 2y? vzhledem k vazebni podmince g(x,y) = 4x2 —

8x + 2y? + 4y.
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4. SLOVNI ULOHY NA EXTREM

4.1Priklad 1

Cislo 1000 rozloZte na soucin tiéi kladnych &isel tak, aby soulet pievracenych
hodnot téchto ¢isel byl minimalni. [14]
Reseni:
Podle zadani plati:
x-y-z=1000, (29)
kdex >0, y>0, z>0A x,y,z<1000

Resenim tlohy je najit takova &isla x, y, z, aby funkce:
1 1 1
s(x,y,z)—;+3—/+; (20)

nabyvala minimalni hodnoty.

Protoze funkce (20) je funkci tfi proménnych je potieba vyjadriit libovolnou proménnou

ze vztahu (19) naptiklad z = % (21). Dosazenim do funkce (20) dostaneme funkci

dvou proménnych:

1,1,
s(x,y) = <5 T Tooo (22)

Nyni budeme pokracovat v hleddni lokalnich extréml funkce dvou proménnych.

Urcime prvni parcialni derivace funkce (22):

Os(xy) _ 1 y

ax  x2 + 000 * #0 (23)
as(x,y) _ 1 x
oy =32 t oo V7 0. (24)

Na zakladé¢ nutné podminky pro existenci lokalniho extrému polozime parcidlni
derivace (23), (24) rovny nule a vyfeSime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
¢imz ziskame stacionarni bod P:

1 y

—;-FMZO x+0 (25)
1
—ﬁ+1g‘m=o y#0 (26)
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1

020 a dosadime do rovnice (26):

Z rovnice (25) vyjadiime y = —

1 X —0
~ 7000z T 1000~ "
x4

Po Gpravé dostavame x - (—x3 + 1000) = 0. Vidime, ze x; = 0 V x, = 10. x; nebude

kofenem rovnice, nebot’ nesplituje podminku rovnice (25). Dosazenim zpét do vyrazu

1000

y = —5 dostavame y = 10 = stacionarni bod P = [10,10].

Nyni dopocitame vSechny druhé parcidlni derivace:

0%s(x,y) 2
a2x  x3

0%s(x,y) 2

Tty )8

0%s(x,y) 9%s(x,y) 1
d0xdy - dyox ~ 1000

Stacionarni bod P = [10,10] dosadime do parcidlni derivace 2. fddu a na zakladé
postacujici podminky pro lokdlni extrém ovéifime, zda pro funkci (22) existuje ve

stacionarnim bodé P = [10,10] lok4lni minimum:

9%s(10,10) 2

d2x 1000

92s(10,10) 2
a2y 1000

92s(10,10) _ 92s(10,10) 1
oxdy  dyox 1000

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P = [10,10] dosadime do D, a D;:

2 1
p. — |1000 1000| _ _3
2 1 2 10002
1000 1000
—_2
1™ 1000
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Protoze D, >0 A D; >0 je vbodé P =[10,10] lokdlni minimum. Z vyrazu (21)
vyjadiime z = 10.
Jelikoz se jedna o jediny stacionarni bod funkce (20) na celém jejim defini¢énim oboru a

funkce (20) je spojita, jde tedy zaroveni i o globalni minimum této funkce.

Cisla x = 10, y = 10, z = 10 jsou hledanymi &isly, ktera splituji podminku (19) a
funkci (20).

4.2 Priklad 2

Zahrani¢ni firma na vyrobu domacich spotiebici produkuje dva typy lednicek.
Funkce f:f(x,y) = —6x2%+ 6xy—3y?>+30x — 12y + 151 vyjadfuje mési¢ni
zisk v tisicich v zavislosti na prodeji prvniho (zna¢eno x) a druhého typu ledni¢ek
(znaceno y). Jakého maximalniho mési¢niho zisku v tisicich lze dosahnout a p¥i
jaké produkci?
Reseni:
Potfebujeme urcit, zda funkce:

f(x,y) = —6x% + 6xy — 3y? + 30x — 12y + 151 (27)

kdex >0, y > 0,

ma globalni maximum.

Vypocitdme prvni parcialni derivaci:

T = —12x + 6y + 30 (28)
FCY) _ oo

a zjistime, kdy je parcialni derivace (28), (29) nulov4, feSime soustavu:

—12x+6y+30=0 (30)
6x — 6y —12 =0 (31)
—6x = —18

x = 3 - dosadime do rovnice (31):
6:-3—6y—12=0
y=1.
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Resenim soustavy rovnic o dvou neznamych, ktera je dana rovnicemi (30), (31), je

K = {[3,1]}. Stacionarnim bodem je tedy bod P = [3,1].

Nyni dopocitame vSechny druhé parcidlni derivace:

0%f(x,y)

o 2

f ) _
%y

0*f(5y) _ 0 (0y) _
d0xdy dyox

Parcialni derivace druhého fadu vysly jako ¢iselné hodnoty, proto nemusime dosazovat
stacionarni bod a pouze tyto Ciselné¢ hodnoty dosadime do determinantu D, a D, ktery
nam uréi druh extrému (27) v bodé P = [3,1]:

6

D, =|7% °|=72-36=36
D, = -12.

Protoze D, > 0 A D; < 0 je v bodé P = [3,1] lokalni maximum.

Jelikoz se jednd o jediny stacionarni bod funkce (27) na celém jejim defini¢nim oboru a

funkce (27) je spojitd, jde tedy zaroven i o globalni minimum této funkce.

Dosazenim bodu P = [3,1] do (27) zjistime hodnotu funkce v tomto bodg, to znamena
maximalni hodnotu funkce:

f(3,1) = 190.
Maximalni mési¢ni zisk, kterého zahrani¢ni firma dosahne, ¢ini 190 tisic pti produkci

3 tisice lednic prvniho typu a 1 tisic lednic druhého typu.
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4 3Priklad 3

Farmar chce rozdélit 10 hektarta své piidy podél reky plotem, ktery je rovnobézny

S Fekou a deviti ploty, které jsou na

feku kolmé. Ukazte, Zze chce-li

spotiebovat co nejméné materialnu,

musi byt rovnobézny plot stejné
dlouhy jakoe kombinace vSech

kolmych plotu. [2]

Reseni:
Kombinaci rovnobézného plotu (zna¢ime y) a vSech kolmych ploti (znafime x)
oznac¢ime jako funkci:
fGoy)=9x+y (32)
kdex >0, y > 0.

Pottebujeme urcit, zda méa funkce (32) lokalni minimum. Funkce (32) je vazana na
podminku:

g(x,y) = x-y—10000 (10ha = 10000m?) (33)

10000
X

Z funkce (33) lIze jednoduSe vyjadiit libovolna neznama napf. y = (34), proto

budeme extrém hledat pomoci dosazovaci metody.

Vyraz (34) dosadime do funkce (32) a budeme hledat extrém funkce jedné proménné:
10000 (35)

x .

h(x) = 9x +

Funkci (35) budeme derivovat a derivaci polozime rovnu nule a tak ziskame stacionarni
bod:
10000

h'(x) =— 2 +9

Derivace je nulova v ptipadé, Ze:
10000

S +9=0
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1000
=9

xz
, 10000
YT
100 100 100
|X|=T$X1=TVX2=—T.

y . y s y 100
Protoze se zabyvame spotfebou materidlu, budeme uvazovat pouze x; = e

o . , 100 o, o ...,
Vypocitame druhou derivaci funkce h(x) do které dosadime x; = — > ¢imz zjistime

druh extrému:
20000
%3
(100 20000
v (T)=

(%)

Protoze je &02 > 0 ma funkce (35) lokdIni minimum. Tento lokalni extrém je podle

(5)

véty o dosazovaci metodé zaroven i lokdlnim extrémem funkce (32) vzhledem

() =

k vazebni podmince (33).
Jelikoz se jedna o jediny staciondrni bod funkce (32) a (35) na celém jejim definicnim

oboru a funkce jsou spojité, jde tedy zaroven 1 o globalni minimum této funkce.

Tim jsme ukazali, ze pokud chce farmar spotfebovat co nejméné materialu, musi byt

rovnobézny plot stejné dlouhy jako kombinace vsech kolmych plott.
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4.4Priklad 4
Funkce f(x,y) =3000xy — 10x3 — y3 — 356000 vyjadifuje zisk pekirny

z prodeje chleba (zna¢ime x) a rohliki (zna¢ime y) v korunach. Jakého
maximalniho zisku lze dosahnout?
Reseni:
Pottebujeme najit, v jakém bod¢ ma funkce:
f(x,y) =3000xy — 10x3 — y3 — 356000 (36)
kdex >0, y >0,
ma globalni maximum.

Vypocitame prvni parcialni derivaci:

T = 3000y — 3000x? (37)
LD = 3000x — 3y? (38)

a zjistime, kdy je parcialni derivace (37), (38) nulova, fesime soustavu:
3000y — 3000x% =0 (39)
3000x —3y2 =0 (40).

Z rovnice (37) vyjadiime y = x? (41) a dosadime do rovnice (40):
3000x — 3x* =

3x-(1000—x3) =0 © x;,=0V x, =10

Hodnoty x,, x, dosadime do vyrazu (41) a uréime y; =0 V y, = 100.

Stacionarnimi body jsou P, = [0,0] a P, = [10,100].

Nyni dopocitame vSechny druhé parcidlni derivace:

0%f (x,y)
T = —6000x
0f(xy) _
0%y
0% f (x, 0%f(x,
fooy) _ 0@y oo
dxdy dyox
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Staciondrni body dosadime do parcidlni derivace druhého fadu a ur¢ime druh extrému:

a) Uvazujeme stacionarni bod P, = [0,0]. Potom:

a2£(0,0)
e - —6000-0=0
a2£(0,0)
W —_ _6 - O —_ 0
2%f(0,0) 32%f(0,0
F00) 9300 _ oo
d0xdy dxdy

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P; = [0,0] dosadime do D, a D,:

_| 0 3000]_ _
Dz = 3000 O |_ 6000
D, = —10.

Protoze D, < 0 je v bodé P; = [0,0] sedlovy bod.

b) UvaZujeme stacionarni bod P, = [10,100]. Potom:

9%f(10,100
M = —6000-10 = —60000

0%x
9%£(10,100
M =—6-100=—-600
2%y
d%£(0,0) 92%f(0,0
f0,0) _a*f( ):3000_
0xdy d0xdy

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P, = [10,100] dosadime do D, a D,:

_ |-60000 3000 _ B 3
D2=| 2000 g0l = 36000000 — 9000000 = 27000000
D, = —60000.

Protoze D, > 0 A D; < 0 je vbodé P, = [10,100] lokalni maximum.
Jelikoz se jedna o jediny staciondrni bod funkce (36), kde je lokalni maximum na celém

jejim definiénim oboru a funkce (36) je spojita, jde tedy zarovei i o globalni minimum

této funkce.
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Dosadime bod P, = [10,100] do funkce (36):
£(x,y) = 644000,

Pekarna dosahne nejvetsiho mozného mesicniho zisku 644 000 korun.

4.5Priklad 5

Funkce f(x,y) = % + % —2x — 2y vyjadiuje mési¢ni zisk jedné firmy

v zavislosti na vydejich za reklamu v televizi x a v rozhlase y (v tisicich K¢). Jak

nejvyhodnéji byste rozdélili 25 000 K¢ do reklamy mési¢né? [15]

Reseni:
Potfebujeme urcit, zda ma funkce:

80x 40y

f(x:)/) =—+

5+x 10+y

—2x—2y (42)
globalni maximum a v jakém bod¢. Funkce (42) je vazana na podminku x +y = 25
(pohybujeme se v tisicich) tudiz na funkci:

glx,y) =x+y—25. (43)

Ze zadani déle plyne, Ze x > 0,y = 0. TakZe se pohybujeme na trojuhelniku, coz je
kompaktni mnozina. Extrém bude tedy ve vrcholech trojihelnika nebo tam, kde je

Jakobiho determinant roven nule.

Urcime si parcidlni derivace prvniho fadu u funkci (42) a (43), ze kterych budeme moci

Jakobidn sestrojit:

6f(x,y)_80-(5+x)—80x 2_80-(5+x—x) 400 5
ox (5+x)2 - (5+x)2 (54 x)2
df (x,y) 40-(10+y) — 40y _40-(10+y—y) 400 )
oy (10 + y)2 (10 +y)2 ~ (10 + y)2
09(x,y) _
ox
09(x,y) _
ay
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Nyni hodnoty parcidlnich derivaci dosadime do Jakobianu:

: )_LOZ_Z A0 o] 00 ,_ 400

Stacionarni body ziskame, kdyz J¢ ;(x9,y0) = 0 A g(x,y) = 0. Proto feime soustavu

dvou rovnic o dvou neznamych:

400 400
G+0)2 2= oz T 2=0 (44)
x+y—25=0. (45)

Z rovnice (45) vyjadiime x = 25 — y (46) a dosadime do rovnice (44):
400 400
Gr25—y2 " @o+y2
400 B 400 _ 0
(30—-y)? (10 +y)?
400-(10+y)2—400-(30—y)2=0
400 (100 + 20y + y2 =900 + 60y —y?) =0
400-(—800+80y) =0 < (—800+80y) =0
y = 10.

2=0

Hodnotu y = 10 dosadime do rovnice (45) a ur¢ime x = 15. Stacionarnim bodem je

tedy bod P, = [15,10].

Dalsi body podezielé z extrému jsou vrcholy trojuhelniku, ktery je dany podminkou

x+y =25 Zdroveh musibyt x =0 vV y = 0.
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[0,25]

T a1 T T T T 250

Obr. 10
Z obrazku 10 plyne, ze dal§imi body podezielymi z extrému jsou P, = [0,0],

P3 = [25l0]l P4 = [0,25]

JelikoZ potiebujeme rozdélit 25 tisic bodem P, = [0,0] se nemusime zabyvat.
Nyni uréime funkéni hodnoty funkce (42) v bodech P; = [15,10], P; = [25,0],
P, = [0,25]. Nejvétsi z téchto hodnot nazveme maximem funkce (42):
£(15,10) = 60
£(25,0) = 16,6

£(0,25) = —21,7.

V bod¢ P; = [15,10] je globalni maximum funkce (42) vzhledem k vazebni podmince
(43).

Diky nalezeni globalniho maxima v bodé P; = [15,10] vime, Ze 25 tisic bude
nejvyhodnéjsi rozdélit tak, Ze na reklamu v televizi ddme 15 tisic korun a na reklamu

V radiu dame 10 tisic korun.
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4.6 Priklad 6

Na vyrobu akvaria se pouZziva sklo na stény a bridlice e /
pd

na dno. Bridlice je S krat draZsi nez sklo. Pri jakych

rozmérech akvaria (v decimetrech) o objemu 160

litrid budou naklady na vyrobu nejmensi?

ReSeni:
Strany kvadru si oznacime a, b, c. Vime, ze povrch kvadru je S = 2ab + 2ac + 2bc.
Déle vime, Ze dno, které¢ se vyrabi z btidlice je 5 krat draz$i a akvarium nema viko.

Potom tedy cena za akvarium bude:

C(a,b,c) = 5ab + 2ac + 2bc. (47)
Objem akvaria je:
V=a'b-c
160=a-b-c. (48)

Z (48) si vyjadiime ¢ = % (49). Vztah (49) dosadime do (47) a tim ziskame funkci

dvou proménnych:

_ (160 | 5 160
C(a,b) = 5ab + 2a — +t2b-—,
C(a,b) = 5ab + 22 + 22 (50)

kde a, b > 0 (délka nemuliZze byt zaporna, ani rovna nule).

Hledame tedy globalni extrém funkce, proto vypocitdme prvni parcidlni derivace, které

polozime rovny nule, abychom nasli staciondrni body:

ac(a,b) 320 320
TzSa—b—2 - 5a—b—2=0 (52)
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Resime soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych danou rovnicemi (51), (52). Z rovnice

(51) vyjadiime b = % a dosadime do rovnice (52):

320
64\2
(z2)
sa 2% _
“T6q T
320a—5a*=0

5a-(64—a3)=0 ©a, =0V a, =4.

Kofen a; = 0 nevyhovuje podmince, proto s nim dale nepocitame. Dosazenim a, do

(51) ziskame b = 4. Stacionarnim bodem je tedy bod P = [4,4].

Nyni dopocitame vSechny druhé parcidlni derivace:

9%C(a,b) _ 640

0%a a3
92C(a,b) 640

92b b3
0%C(a,b) 0%C(x,y)

dadb _ dbda

Stacionarni bod P = [4,4] dosadime do parcidlni derivace 2. fddu a na zakladé
postacujici podminky pro lokdlni extrém ovéifime, zda pro funkci (50) existuje ve

stacionarnim bodé P = [4,4] lok4lni minimum:

92C(4,4)
d0%a -

92C(4,4)
FE

02C(4,4) 02C(4,4)
dadb _ obda

Hodnoty 2. parcialni derivace v bodé P = [4,4] dosadime do D, a D;:

D, = |150 150| — 100 — 25 = 75
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Dl == 10
Protoze D, > 0 A D; > 0 je v bodé P = [10,10] lokaIni minimum.

Jelikoz se jedna o jediny stacionarni bod funkce (50) na celém jejim defini¢nim oboru a

funkce (50) je spojita, jde tedy zaroveni i o globalni minimum této funkce.

Nyni dopocitame tieti rozmér ¢ dosazenim do (49):
160

16

c =10.

Cc =

Bude-li mit akvarium ¢tvercové dno o hran¢ 4 dm a vyska akvaria bude 16 dm, budou

naklady na jeho vyrobu minimalni.

4.7 Priklad 7

Urcete polomér r a vySku v valce tak, aby mél pri daném povrchu S maximalni
objem. [2]

Reseni:

Budeme hledat globalni extrém (maximum) funkce, ktera je tvofena objemem valce.

Tedy:

V(r,v) = nr?v. (53)
S = 2mr? + 2mrv bereme jako funkci dvou proménnych, kde S je konstanta. Tedy:
S(r,v) = 2mr? + 2mrv. (54)

Funkce (54) je zaroven i vazebni podminkou.
Z vazebni podminky (54) si zvolime libovolnou nezndmou naptiklad v = % —r (55)
a dosadime do funkce (53) a tim ziskdme funkce jedné proménné:

/(g = e () =

Pro lepsi orientaci budeme funkci (56) znacit pouze V (r):

nr?-S

27T

V(r) = 3

—r

47



r-S
V(T') =T—T[T3.

Budeme hledat extrém funkce jedné proménné:
V@) =">—nr (57).

Funkci 57 budeme derivovat a derivaci polozime rovnu nule a tak ziskame stacionarni

bod:

S
V'(r) = o 3mra.

Derivace je nulova v ptipade, ze:

S 3nr? =0
> nré =
S

3nr? =—=
r >

S

2 - 2

r 6t

B S

r= =

Vypocitame druhou derivaci funkce (57) do které dosadime r = ’é, ¢imz zjistime

druh extrému:

V'(r) = —6nr

Protoze je —6m - \/g < 0 ma funkce (57) lokalni maximum. Tento lokélni extrém je

podle véty o dosazovaci metodé zaroveii i lokalnim extrémem funkce (53) vzhledem

Kk vazebni podmince (54).
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Jelikoz se jednd o jediny stacionarni bod funkce (53) na celém jejim defini¢nim oboru a

funkce (53) je spojita, jde tedy zaroveni i o globalni minimum této funkce.

Nyni dopocitame vysku v dosazenim do (55):

s-me2 Zs _sVEm\S _VerS
SV 3m

’ ’ 3
21 21
61
Vilec bude mit maximalni objem pfi daném povrchu S, jestlize bude jeho vySka

Vém's . y S
v =——ajeho polomérr = [—.
31 61

w|

4.8Priklad 8

Mezi v§emi trojihelniky, jejichZ obvod je [, najdéte ten, jehoZ obsah je nejvétsi. [5]
Reseni:

Pro vypocet obsahu trojihelnika pouzijeme Heronlv vzorec:

S=\/s-(s—a)-(s—b)-(s—c), (58)

s = a+127+c = é (polovi¢ni obvod). (59)

Herontiv vzorec (58) vyjadiuje zavislost obsahu S na obvodu [ trojahelnika.

Budeme hledat globalni maximum funkce (58), coz je funkce tfi proménnych a,b, c.
Proto libovolnou proménnou vyjadiime pomoci ostatnich proménnych ze vztahu (59),
napiiklad:

c=2s—a-—>

dosadime do (58) a dostaneme tak funkci dvou proménnych a, b, kde hledame jeji

extrém:
S(a,b)=\/s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s). (60)
Vypocitdme prvni parcialni derivaci funkce (60):
dS(a,b) _ s(s—=b)[(-1)-(a+b-s)+(s—a)] _  s:(s—b)(-2a—b+25) (61)
da 2+/s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s) - 2+/s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)
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dab 2-Js-(s—a)-(s—b)-(a+b—s) - 2-Js-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)'

of (xy) _ s(s—a)[(-1)(a+b-s)+(s—b)] _  s(s—a)(-2b-a+2s) (62)

Na zéklad¢ nutné podminky pro lokalni extrém tyto parcialni derivace polozime rovny

nule, abychom ziskali stacionarni body.

Rovnice (61) se rovna nule v ptipad¢ Ze:

(s—=b)=0(@63)V (m2a—b+2s)=0. (64)
Rovnice (62) se rovna nule v ptipad¢ Ze:
(s—a)=0(@65 VvV (=2b—a+2s)=0. (66)

Déle fesime tyto soustavy:
1. (63) +(65)
s=b A s=a.
Po dosazeni do (59) dostavame, ze ¢ = 0. V trojihelniku ABC nemuze byt

c=0.

2. (63) +(66)
(s=b AN 2b+a=2s)=>a=0.
V trojahelniku ABC nemiize byt a = 0.

3. (64) +(65)
(s=a A 2a+b=2s)=b=0.
V trojuhelniku ABC nemiize byt b = 0.

4. (64) + (66)
2b+a=2s A 2a+b=2s)=>a=h.

Do rovnic (64), (66) dosadime a = b. Dostaneme a=23—s,b =23—s. Tyto hodnoty

dosadime do (59):
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2s
C = —.
3

Ze zadani plyne, ze 2s = [, atedya =b =c = é

Z vyse uvedeného vyplyva, ze trojuhelnik ABC je pfi daném obvodu [ rovnostranny.

Nyni musime ovétit, zda je v bodé¢ P = [2—5 2—5] globalni maximum. Dopocitame tedy

vSechny druhé¢ parcidlni derivace:
azS(a,b)_—25-(s—b)-2-\/s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)
92a 4s-(s—a) - (s—b)-(a+b—s) B
s?-(s=b)?>-(2s—2a—Db)?-2
2-Js-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)_
" 4s-(s—a)(s—b)-(a+b—5)
52-(s—b)z-[(4a—4s)-(a+b—c)—(25—2a—b)2]_
4-Jls-(s—a)-(s—b)-(a+b—25)]3 -

B s?b? - (s — b)?
45 G- G-b-@+tb-9

0°S(a,b) _ s?b? - (s — b)?
2a 4 5-G-a) G-b (atb-9

OZS(a,b)_—Zs-(s—a)-2-\/s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)
0%b 4s-(s—a)-(s—=b)-(a+b—y5)
s’ (s—a)?-(2s—2b—a)?-2
_2-\/5-(s—a)-(s—b)-(a+b—s) _
4s-(s—a)(s—b)-(a+b—y5)
s’ (s—a)*-[(4b—4s)-(a+b—c)— (2s—2b—a)?] _
4-\/[5-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)]3 -
2a2_(s_a)2
4-\/[5-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)]3
0°S(a,b) _ s?a?- (s —a)?
92b 4-\/[5-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)]3
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azS(a,b)_Zs-(2a+2b—35)-\/s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)_
dadb 4s-(s—a)-(s—=b)-(a+b—y5s)
s’ (s—a)-(s—=b)-(2s—2a—b)-(2s—2b—a)
2-Js-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)
4s-(s—a)(s—=b)-(a+b—y5)
2s?-(2a+2b—3s)'s'(s—a)-(s=b)-(a+b—15)
4-J5-G-a) G-b) (atb-9 -
52-(s—a)-(s—b)-(Zs—Za—b)-(25—2b—a)_
4-Jls-GG—a)-(s—b) - (a+b—s)P -
_52-(s—a)-(s—b)-[2-(a2+b2+52)+3ab—4s-(a+b)]
- 4-IsG-a) (s—b) - (a+b-9)
OZS(a,b)_sz-(s—a)-(s—b)-[2-(a2+b2+SZ)+3ab—4s-(a+b)]
dadb 4-Jls-s—a)-(s—b)-(@+b—9s)°

02S(a,b) 25 (2a+2b—3s) /s (s—a) (s—b)-(a+b—s)
dbda 4s-(s—a)-(s—=b)-(a+b—y5)
s’ (s—a)-(s—=b)-(2s—2b—a)-(2s —2a—Db)
2-ys:(s—a)-(s—b)-(a+b—ys)
4s-(s—a)(s—b)-(a+b—y5)
2s2-(2a+2b—3s)-s'(s—a)-(s=b)-(a+b—y5)
4-\/[s-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)]3 -
SZ-(s—a)-(s—b)-(Zs—Za—b)-(25—2b—a)_
4-\/[5-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)]3 B
_ s’ (s—a)-(s—b)-[2-(a® + b* +5%) + 3ab — 45 (a + b)]
- 4-\/[5-(s—a)-(s—b)-(a+b—s)]3
0°S(a,b) s*-(s—a)-(s—b)-[2-(a® +Db* +s*)+3ab—4s-(a+Db)]
obda 4-[s-(s—a)-(s—b)-(a+b—5)]3

2s 2s

Stacionarni bod P = ?,?] dosadime do parcidlni derivace 2. fddu a urc¢ime druh

extrému:
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02S(a,b) S""g g 4s® 27-3:3

9%a s 81 4s° =-V3
S
+ (—7)
452 s2
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92b 81 456

s 45?2  4s? 452 4s
azS(a,b)_azS(a,b)_52'§'[2'(T+T+ ) 39 —4s 3

dadb ~  dbda 2
S4
4 (ﬁ)

V3
D—_ﬁ T2, 39
2 =37 =7
V3 4 4
Y3
2
D1:_'\/§.

lokalni maximum.

Protoze D, > 0 A D; <0 jevbods P = [ Z]

Jelikoz se jednd o jediny stacionarni bod funkce (60) na celém jejim defini¢énim oboru a

funkce (60) je spojitd, jde tedy zaroven i o globalni minimum této funkce.

Hledanym trojuhelnikem vyhovujicim podminkam zadéani je rovnostranny trojihelnik o

velikosti strany é
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5. SLOVNI ULOHY - NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1

Pii jakych rozmérech bude mit otevifena nadoba tvaru kvidru o objemu 36
litri minimalni povrch? [11]

Reseni:

Nadoba o objemu 36 litri bude mit minimalni povrch, jestlize bude mit ¢tvercovou

podstavu o strané a = 23/9 a vysku v = 23/9.

Priklad 2

Soucet tii kladnych ¢&isel sq,s,,s3 je 21. Urcete jednotlivé scitance, aby byl jejich
sou¢in maximalni. [6]

Reseni:

Soucin s¢itanct, ktery je pii danych podminkach maximalni, je 343, kdyz

S = S, = §3=7.

Priklad 3

Najdéte nejkratSi mnoZnou délku Zebriku opreného o svislou sténu a o zem, ktery

jde nad pristfeSkem vysokym 8 m a postavenym %7 m od stény. Vime, Ze

27
a+=
Z podobnosti trojihelniku plyne, Ze: %sz a

b? = a? + 64. [2]

ReSeni:

Wy . 125
Nejkrats$i mozna délka zebiiku je Y metru.

Priklad 4
Urcete rozméry kvadru s danym objemem V tak, aby kvadr mél minimalni

povrch. [16]
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ReSeni:

Rozméry kvadru jsoua = b = ¢ = V.

Priklad 5

Do kruhu o poloméru r vepiSte pravouhelnik

maximalniho obsahu. [12]

ResSeni:

Pravouhelnik, ktery m4d maximalni obsah je ¢tverec o strané

a=+V2-r.

Priklad 6

Na Novém Zélandu probiha kaZdoro¢né sklizeii jablek a hruSek. Funkce f(a,b) =

¥+4x— 2x? + 3y — y? vyjadiuju kolik tun jablek (zna¢ime x) a kolik tun
hrusek (znacime y) naceSe jeden tym za den. Jablka a hrusky se ukladaji do
spolecného kontejneru. Jaké maximalni vahy kontejneru lze dosahnout?

Reseni:

Maximalni vaha kontejneru je 55 tun.

Priklad 7

Spole¢nost dostala objednavku na 200 kusi jednoho z jejich vyrobkii. Protoze ma
dva vyrobni zavody, chce rozdélit splnéni objednavky tak, aby byly naklady
minimalni. Je-li a pocet kusii vyrobeny v prvnim zavodé a b pocet kusti ve druhém
zavodé, jsou celkové naklady na vyrobu popsany funkci

f(x,y) = 2a%? + ab + b? + 500. Jak nejvyhodn&ji rozdélit produkci tohoto
vyrobku? [7]

ReSeni:

Nejvyhodnéji se produkce vyrobku rozdéli, pokud se v prvnim zadvodé vyrobi 50 kust

a ve druhém zavodé 150 kusu.
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Priklad 8

Funkce f(x,y,z) = —4x? + 2xz — 6y* + 10 z vyjadfuje zisk v tisicich z prodeje
mikrovinné trouby (zna¢ime x), toustovace (znacime y) a rychlovarné konvice
(zna¢ime z). Jakého maximalniho zisku lze dosahnout, kdyZ vime, Ze za cenu jedné
rychlovarné konvice miiZe zikaznik poridit dva toustovace.

Reseni:

Maximalni zisk je 20 tisic.

Priklad 9

Material horni a dolni podstavy pravoiihlé uzavicené krabice stoji 3 K&m?, cena
materialu boénich stén je 2 K&/m?2. Vypoditejte nejmensi cenu, jakou miize mit
material na vyrobu takové krabice a jaké bude mit tato krabice rozméry. [13]
Reseni:

v w7

3(2 3(2 3/9
X = - = - 7 = -,
3’y 3’ 4

Priklad 10

2 2 2 2
302(;‘;’)) = LTy ITEY) g funkei

Ovérte, zda plati rovnost ( 2z a2y

f(x,y) = Vx* +y%. [4]
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6. ZAVER

Cilem této bakalaiské prace je sestavit sbirku feSenych aplika¢nich tloh
diferencialniho poc¢tu dvou proménnych.

Prvni ¢ast obsahuje zékladni teorii, kterd je potfebna pro feSeni vySe zminénych
uloh a je ve sbirce vyuzita.

Druhd c¢éast se vénuje urCovani lokalnich extrémt funkci dvou proménnych.
U kazdého piikladu je uren defini¢ni obor, prvni parcialni derivace, stacionarni bod,
vSechny druhé parcialni derivace, druh extrému (pokud existoval) a graf dané funkce.
Grafy funkci jsou vytvofeny v programu Matematika. Funkce jsou vybirany tak, aby
byly zastoupeny vSechny zakladni elementarni funkce. Pfiklady jsou uspofadany podle
stupné obtiznosti. Soucasti kazdé tlohy je slovni komentaf, ktery podrobné vysvétluje
postup feseni tlohy.

Tieti ¢ast se vénuje slovnim uloham na uziti extréma funkci dvou proménnych
Vv realnych situacich, které jsou opét fazeny podle stupné obtiznosti. Soucasti tllohy jsou
opét 1 komentafe vysvétlujici postup feSeni. Nekteré piiklady jsou pro lepsi
piedstavivost doplnény o obrazek vytvofeny v programu GeoGebra.

Posledni cast obsahuje nefeSené piiklady na wuziti extrémi funkci dvou
proménnych. Ulohy slouZi k procvi¢eni daného tématu a poptipadé k samostatné praci.
Pro kontrolu spravnosti fesSeni jsou u téchto tloh uvedeny vysledky.

Tato prace by méla slouzit jako studijni material studenttim bakalarskych obort se
zamé&fenim na matematiku. Sbirka mize byt vyuzita i v seminafich z matematiky na

sttednich Skolach, zejména pro talentované zajemce o matematické obory.
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