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Anotace

V tomto textu jsou uvedeny rozbory zakladnich téichkteré secasto pouzivaji
vytvareni matematickych model v patitatové fyzice. Text je rozilen do ¢ty
zakladnich kapitol. V prvni kapitole je uvedenainiee paitacového modelovani a
pacitacovych simulaci. Poté nasleduje kapitola zabyvajectasticovymi, spojitymi a
hybridnimi technikami p&tacového modelovani. Nakonec se tento text zabyva
popisem dvou nejpouzivgBich metod péitacového modelovani, tj. metodou

molekularni dynamiky a metodou Monte Carlo.
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Uvod

Poitatcové modelovani se hajnvyuziva v rkterych technickych &déach,
nagiklad ve fyzice, kybernetice, automatizaci. S rgewo vypaetni techniky vSak po-
¢itatové modelovani proniklo dastsiny technickych i netechnickycltd a stalo se tak
nedilnou so&asti nap. i meteorologie, ekonomie, biologie, chemie, madic..

Nejvétsi praktickou vyhodou modelovani je moznost ponmakusi a omyh
vyiesit i ty ulohy, které nemaji analytickéSeni. A nebo vyzkouSet vlastnosti drahych
zarizeni ed tim, nez budou realizovana v praxi, (haptegrované obvody,izné
biologické a chemické ifpravky, ...). P¢itacové modelovani fize nap. v biologii
zabranit gkterym pokuém na zviatech.

Pro modelovani viiznych vdnich oborech byla vyvinut@ada specializovanych
softwarovych balik. Mezi nejznanysi pati MATLAB (Matrix Laboratory) - mode-
lovani dynamickych systéim V minulosti se pouzivaly pro modelovani analogové
poitate - vypaet obyejnych diferencialnich rovnic s pateinimi podminkami a nebo
simulani programovaci jazyky, néijglad Simula (systémy s diskrétnimi udalostmi)
nebo CSSL (pro spojité systémy) viz [1].

Podstatou p@iacového modelovani je nahrada zkoumaného systému jeho
modelem (unile vytvorenym objektem). Stim provadime pokusy s cilem atisk
informace o pvodnim zkoumaném systému. Modely zkoumanych systésou
obvykle soustavy diferencialnich rovnic.

Poitatové modelovani je vysadnim gram pa@itacové fyziky (takové postupy,
pii kterych jsou fyzikalni problémyeSeny s vyraznym vyuzitim vypetni techniky).
Rozcdluje se naradu ditich technik (technikyasticové, spojité, hybridni) a je take
znamo mimo péitacovou fyziku.

Cilem této prace je vytib struicny a vystizny text, ktery bude popisovat
z&kladni techniky p#tatcového modelovani, ¢asto vyuZivané ip vytvareni
paocitatovych model. Konkrétré zde bude uvedenoéléni €chto technik a jejich
strieny popis a dale popis a vyuziti dvou nejuzigaich, tj. metody molekularni

dynamiky a metody Monte Carlo.



1. Pctitaéové modelovani a simulace

1.1 Pc&itacové modelovani

Poitatové modelovani se¢bné vyuziva v praxi proreSeni slozijSich uloh.
Pomoci poéitatového modelovani je mozné zjistit t&imcokoli, nap. jak se bude
chovat utity zkoumany problém, chemické, biologickégravky, vyvoj p@asi, ....
piipadi neni mozndesit analyticky (pesr€). To proto, Ze takovéeSeni by bylo filis
slozZité, a proto neni vhodné jej v praxi pouzivaeho vibec neexistuje. Proto se t&m
vSechny redlné problémy z oblastédy a techniky freSi pomoci pétatového
modelovani.

viN s

ve stale kratSintase a provad obrovska mnoZstvi pokiiss modely realnych uloh
(simulaci) s nejrzréjSimi vstupnimi hodnotami.

Podstatou modelovani ve smyslu vyzkumné technikygharada zkoumaného
systému jeho modelemigsreji: systémem, ktery jej modeluje). Cilem je zisgamoci

pokugi s modelem informaci ogpodnim zkoumaném systému viz [2].

1.2 Simulace

Simulace je v matematice, kyberneticeyace wdecka metoda, ip které se
zkoumaji vlastnosti studovaného systému pomoci rexpeti s jeho matematickym

modelem viz [1].

Simulace na pdita¢ich

Ve starSich dobach byl simulator i{zeni pro provaghi experiment s
modelem) realizovan na specialnichtizeanich a podle nich dostavaly prislusné
simulace jména. Jednalo se hap simulaci elektromechanickou, hydrodynamickou,
analogovou (pomoci analogovychéfiacia). Dnes se vyhradnvyuZivaji simulace na

¢islicovém pgitaci. Jedna se tedy o simulaidslicovou



Pokud je charakter simulovaného systépujity, tj. jestlize se vlastnosti, které
popisuji systém neémi vcase skoko¥ mluvi se osimulaci spojite. Jestlize je
simulovany systém diskrétni, tj. vlastnosti popisiugystém se mi skoko, mluvi se
o diskrétni simulaci. KdyzZ je simulovany systém kombinovany, tj. mastuesti jak
diskrétni tak i kombinované, mluvi sekombinované diskrétré - spojité simulaci

neboc¢astji 0 kombinované simulaci

1.3 Model

Prvnim krokem f pocitacovém modelovani byva sestaveni matematického
modelu zkoumaného systému. Podstata je vtom, beadiane zkoumany systém
modelem (undle vytvorenym objektem). Model fize byt ziskan bdl empiricky, tj.

z nangrenych hodnot, nebo teoreticky, tj. ze z&kladnictikBinich vlastnosti systému.
Matematicky model musi vhodrcharakterizovat zavislost vystiugystému na jeho
vstupech viz [3]. Mizeme ho naformulovat dus pouzitim klasické fyziky a nebo se
zapaitanim kvantové mechaniky. Model s vyuzitim kvafowechaniky bude zoae
elektroni. Do modelu bychom #ti zahrnout pouze podstatné vlastnosti zkoumaného
systému a ty mén podstatné vypustit. Modely fyzikalnich sysiénsou obvykle
sestaveny jako soustavykolika diferencialnich rovnic. U modelu je téz mézmenit
parametry a sledovat tak jejich vliv na vysledegeni zkoumaného problému.

Model ale malokdy dokaze popsaind dostaten¢ presré. Proto je nutné znat
omezeni pouzitého modelu a nevyvozovat z modelomapéaticné zavry. Vysledky
modelu vypovidaji pouze o modelu a ne o skubsti.

Podle charakteru studovaného procesiéisyw) se modely&t na:

a) Deterministické - v modelu nejsou zahrnuty ndhodné &iely. Modely se vyznéuji
jednozné&né urcenymi @ic¢inami a jejich nasledky. Hodnoty vystupnich vigli jsou
jednoznéné urceny pfibéhem veltin vstupnich.

b) Stochastické- zkoumany problém nebo metoétsseni maji ndhodny charakter viz

[4].



1.4 PostupreSeni fyzikalniho ukolu pomoci péitatéového modelovani

B tfeSeni fyzikalniho ukolu pomoci gitacového modelovani zpravidla

postupujeme dle nasledujicich kiok

o Formulace problému a vytva‘eni modelu -rozeberme fyzikalni problém a na jeho
bazi zformulujeme model pomoci zvolené techniky elodani. Model je tegf
vzdy jednodussi neZ studovany jevi j@ho formulaci se dod& snazime zahrnout
pouze podstatné vlastnosti zkoumaného systému.nOrgename jistotu, zdaikec
ty podstatné vlastnosti zname. Proto musime vysgled&delovani porovnat s daty

zZjistenymi experimental®- viz nize.

o ReSeni modelu podle techniky modelovani zvolime numerickou adet kterou
model vyeSime. Z matematického hlediska budefe8it soustavy ol¥gjnych
diferencialnich rovnic nebo rovnice integrodifer@hai, pipadré pouZzijeme i

postupy potu prav@&podobnosti a matematické statistiky.

o Porovnani vysledki, diskuse s experimentalnimi udaji(nezavislymi daty) -
vysledky modelovani srovname s experimentalnimy,dabkud je mame. Experi-
mentélni data by #ha byt giblizné stejna jako vysledky modelovani. Pokud tomu
tak neni a vysledky modelovani buddiilip odliSné, tak jeieba model opravit.



2. Techniky pdita¢ového modelovani

Techniky p@itatového modelovani odpovidajiznym drovnim zobeemi, na
kterych formulujeme matematicky model zkoumanéhgiésyiu. Rozeznavame nasledu-

jici techniky:

2.1 Casticové(mikroskpické) techniky

Casticové techniky popisuji studovany jev na zakleldovani jeho déiich ¢asti,
studovaného jevu, protoze ho popisujeme na mikpské urovni. Slovo ,mikrosko-
picky" je treba brat relativy protoze nap pri popisu pevné latky pracujeme s atomy,
zatimco i popisu galaxie si vystéme s h¥zdami. Vyhodowasticového modelovani
je to, Ze pinasi detailni informace o studovaném systému. delvghoda je v tom, Ze
programy jsou vypeetrg zna&né nara@né a to kwli tomu, Ze rovnicemi popisujeme
velky paset&astic (10 az 16).

Pfi porovnani vysledk modelovani s experimentalnimi Udaji provadime i
statistické vyhodnoceniéthto dat, protoze experimentalni fyzik neni schopen
poskytnout informace n&po poloze a rychlosti vSech elektipratomi nebo molekul
ve studovaném soubortimz by sec¢ést informace z modelovani ztratila. OvSern p
statistickém vyhodnoceni se tato informace nezardistane nam k dispozici a my se k
ni mizeme dle pdieby vracet a ziskavat j¢sdalSi vysledky.

Podle chovani studovaného systému r@zeane d¢ techniky ¢asticového

modelovani:

o Deterministické techniky - v modelu feSime numericky pohybové rovnice
popisujici studovany souboastic. Matematicky to bud@Seni soustav obgjnych
diferencialnich rovnic. f#kladem deterministickych technik je metoda molékui

dynamiky.
o Stochastické techniky -v modelu popisujeme chovani jednotlivy&hstic stochas-

ticky, tj. pomoci zakot poitu pravépodobnosti a matematické statistiky.

Prikladem stochastickych technik je metoda Monte &arl
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2.2 Spojité (makroskopické) techniky

Studovany jev popisujeme na makroskapiztovni, tj. divame se n&jrjako na
celek, nap. na plazma se divame jako na kontinuum @téirteplot, tlaku, sloZeni,
rychlosti proudni, atd. Mezi &mito makroskopickymi vetinami plati z&kony
zachovani - hybnosti, energie, nadboje, rovnice ikaity, apod. Matematicky jsou tyto
zakony zachovani popsany parcialnimi diferencialmawnicemi [3].

Mezi vyhody spojitétho modelovani pat
o Programy nebyvaji vyp®etre narané, jde o minuty strojovéh&gasu proti dam u
modelovaniéasticového.

o V modelu zpravidlaeSime mensi @et rovnic nez u technigasticovych.

Mezi nevyhody spojittho modelovani fiat

o Pouzité rovnice jsou ztia¢ obecné a i fes to, Ze je ugsnime volbou p@atenich
a okrajovych podminek, nebyvaji ziskavané vysletdkypresné jako u modelovani
céasticového.

o Rovnice jsou ale mnohem slaj#i a nalezeni vhodného algoritnieSeni vetns

naprogramovani byva dostzké a na&as narone.

Spojité techniky se nejvice pouZivagxperimentalni fyzice. kladem jsou
rizné zavislosti, napzavislost tlaku na teplgtelektrického proudu na tepéot. ..

Pro spojité modelovaci techniky je kpadizici komeéni software - viz nap
COMSOL Multiphysics, Fluent, atd.

Numerické metody proeSeni spoji formulovanych probléfn délime na
klasické ( metodyieSeni diferencialnich rovnic)raoderni (nag. metoda kon&nych
prvki, metoda hraghnich prvki, metoda okrajovych elemént metoda kon&nych

diferenci, ...).

a) Klasické spojité techniky

Fyzikalni zakony jsou vetgine pripadi formulovany jako diferencialni rovnice.

Jedna se hll o obyejné nebo o parcialni diferencialni rovnice . Tytwnice nelze

¢asto analytickyesit. Je tedyreba pouzit metody numerické matematiky [5].
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1) ReSeni obyejnych diferencialnich rovnic

Rikladem obyejnych diferencialnich rovnic je zavislot fyzikathi velin na
case, jako je tomu napu pohybuwastic plynu.

Budeme uvaZzovat diferencialni rovnicéatlu, kde je derivacerio vyjadena.
Resenim je realna funkce y(x), kteraisgé tuto rovnici:

dy(x) _ (1)

F—f(x,y)

VétSinou existuje nekoraeé mnoho funkci, které sfliji tuto rovnici. Jedno konkrétni

feSeni wtime tzv.pocateéni podminkou. Ta je znama ze zadani tlohy a mé nasledujici

tvar:

y(%) = Yo 2)
Xo, Yo - dané hodnoty

MetodyeSeni pro olbsejné diferencialni rovnice jsou nasledujici:
o Eulerova metoda

Je nejjednodussi metodou pEseni diferencialnich rovnic. V diferencialni

rovnici (1) nahradime derivactipliznym vzorcem:

T2 = (x,y) )@
h - délka kroku

Dale pak vyjaéimeyi.; tj.:

Yia =Y +NE(X, V) (4)
Vzorec (4) je Eulerova metoda, ktera umae @i znalostifeSeni v bod x; urcit reSeni

v boc xi+1. Eulerova metoda je metodojednokrokovou (k vypaitu nové hodnoty
pouZijeme pouze jednudgdchozi hodnotu).
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Eulerova metoda je jednoduchd, ale pé#h$ piesna. Nefesnost je zjisobena
tim, ze z kroku xdo %:1 pouzivame na celém intervalu konstantni hodnotivalee
f(xi, yi). Tato hodnota se vSak ve skirtesti v pfibéhu kroku néni. Tuto chybu se snazi

odstranit izné modifikace Eulerovy metody viz [5].

o Rungovy-Kuttovy metody
’mito metodami dostanemekolik odhadi derivace kv r riznych bodech. Pro

cely krok se potom vyuZije vazenyaper téchto derivaci s vaham; tj.:

yn+l = yn + h(Wlkl +"'+err) (5)

sx s

o Metoda stredniho bodu
Je to metoda druhéfau. Prvni krok této metody se provede pomocirbule

metody tj.:

Y1 = Yo +hf (%, Vo) 6) (

Druhy krok vychazi z f@dposledniho bodu-x za pouziti derivace z posledniho bogu x
tj.:

Vi = Yia thE(X, V1) (7)

Metoda stedniho bodu je metododvoukrokovou, protoZze k vypstu nové hodnoty

yi+1 pottebujeme znat dvpiedchozi hodnoty, tj.i\a y.1.

o Metody prediktor-korektor

Jedna se mnohokrokové metody (k vypétu nové hodnoty se vyuZije znalost
ieSeni ve viceipdchozich bodech). Pracujeme vzdy s dvojici metedna je metoda
explicitni (prediktor), druha je implicitni (korektf). Dvoijici prediktor - korektor volime
tak, abyfad prediktoru byl o jedna mensi n@d korektoru.

Nejprve pomoci prediktoru ziskdme prvdinad novéhdeSeni. Poté tento odhad
pouZijeme jako start itetaiho procesu, kterym sgeSi korektor. Timto itetmim

13



procesem se prvni odhad z prediktoriespi. Vypdty se opakuji, dokud nedosahneme

poZadovanéiesnostiieSeni korektoru.

2) Redeni parcialnich diferencialnich rovnic

Na internetu Ize nalézt mnoho matériZhbyvajicich se numerickyateSenim
diferencialnich rovnic a to jak obgjnych, tak i parcialnich. Jakaiklad Ize uveést
publikaci [5].

Budeme uvazovat linearni parcialni @ifexidlni rovnice druhéhtéddu. Ty lze
rozc&lit na rovnice parabolické, hyperbolické a eliptické. ©mgtvar &chto rovnic pro

dvé promenne tj. u = u(x,Xo) je nasledujici:

2 2 2
X

+
% ox? % ox? Pz ox0x,  0X

a;, bi, ¢ - zadané funkce, axo.

Zakladni metodou praeSeni linearnich parabolickych parcialnich difer@ndéch

rovnic je:

Metoda siti (metoda koné&nych diferenci) - princip sp@iva vtom, Ze misto spojité
funkce u(t, x) se hledaji pouze odhadgeni v kongném pdtu bodi. Body tvadi sit’ -
viz obr. 1, odtud poch&zi nazev metody. Mezi metitiypati nasledujici:

1 .
VA S A B S B S S I B
PSP T P U —

T S S S S SR
S SR R I A O T N P W
S 1 S S S R R

LRNCER T TR e S S S T SR R T N

66 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 o
Xp X1 X1 X1 X4l XM x

Obrézek 1: Konstrukce rovnammé ortogonalni sit Prevzato z [5].
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- Explicitni metoda - je nejjednodussi variantou metody siti. Jedna smetodu
podminéné stabilni (k zajiSeéni stability potebujeme #jakou podminku). Schéma

feSeni je na obr. 2.

-1 X X+l
Obrazek 2: Schem@&seni pro explicitni metoduid¥zato z [5].
- Implicitni metoda - tato metoda vylepSujef@dchazejici metodu tim, Ze odstuge

jeji nedostatek, tj. podminku stability. Implicitmietoda je tedgtabilni (nepodmigné

stabilni). Schém#eSeni je na obr. 3.

_tr"'H'l __. : ‘.

Obrazek 3: Schém&3eni pro implicitni metoduiévzato z [5].
- Crankovo - Nicholsonovo schéma je stabilni (nepodmigné stabilni) metoda.

Caso¥ je stejié naraéna jako implicitni metoda, ale jergsrejsi. Schémaeseni je na
obr. 4.
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.tr'1+l .. ; .,_

*|-1 X X|+1

Obrazek 4: Schem&seni pro Crankovo-Nicholsonovo schémavRato z [5].

b) Moderni spoijité techniky

o Metoda konenych prvki - v solasnosti je povazovana za jednu z tejjSich
numerickych (pibliznych) metod, které se vyuzZivaji pi@seni tloh popsanych dife-

rencialnimi rovnicemi viz [6].

o Metoda hraniénich prvki - je to univerzalni metoda presSeni integralnich rovnic.

Hojn¢ se vyuziva préeSeni elektromagnetickych poli viz [7].

o Metoda konenych diferenci - pouziva se tam, kde se vyuZije jeji vhodnosti p

aproximacireSeni spojenych s teplotnifeposem.
o Metoda okrajovych elemenfi - je nowjSi metoda proifeSeni okrajovych

pocateinich problénd. Pouziva se ve spojeni s teplotni teorii u sléskgch

proces.
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2.3 Hybridni techniky

Je to kombinaceffstupu spojitého &asticoveho, oft s cilem ziskat vysledek

co nejrychleji a s co nejtsi presnosti. RozliSujeme dva druhy hybridniho modelavan

o Hybridni modelovani na éasticové arovni - zde kombinujeme modelovani
deterministické (metoda molekularni dynamiky) a elodani stochastické (metoda
Monte Carlo), tzn. vychazime pouzecasticového modelovani. fiRladem
hybridnich technik nacasticové Udrovni je studium jév z mikroswta, tj.
studovanymicasticemi jsou elektrony, atomy, molekuly, iontyi Btudiu €chto
¢astic musime pouzit hybridnich technik, protoZze@eltit jejich patateeni stavy,
tj. rychlost a sotadnice pimym pozorovanim. Proto se vyuZiva stochastickych
postup, tj. postuf poitu pravé&podobnosti a matematické statistiky, na zéklad
kterych se pomoci roZtbvacich funkci ziskanych teoretickycuipocateni stavy

studovanycltastic.

o UpIné hybridni modelovani - zde kombinujemeasticové a spojité modelovani a
to tak, abychom z modelovantasticového fevzali p@esnost vyp&tu a

z modelovani spojitého rychlost vyia.

Vysledkem kombinovani dvou nebo i vicechinik modelovani je jejich
kompromis. Tzn., Ze vysledek nema Zzadné vyraznéstatky z fivodnich metod, ale
nema ani Zzadné gjoveé parametry rychlosti nebdgsnosti vypoétu. Zbavime se sice
nedostatll, které ngly pavodni metody, ale je to na Uk@asu. Riprava modelu a

viw s

piiprav pivodnimi technikami.
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3. Metoda Molekularni dynamiky

3.1 Popis metody

Metoda molekularni dynamiky je deterministickd (vodelu nejsou nahodné
veli¢iny, tj. hodnoty vystupnich veiin jsou jednozén¢é uréeny pfibchem vstupnich
veli¢in) ¢asticova metoda. Studovany systém popisujeme poatmsianijeho dikich
casti. Principem této metody jeSeni Newtonovych pohybovych rovnic procBstic.
Z matematického hlediska se jednd o soustavwgybych diferencialnich rovnic.
Castice, jejichZz chovani popisujeme, mezi sebouevmdj interaguji, proto je tato
metoda mnohasticova.

Pouziti metody molekularni dynamiky je Znarozsahlé. Typickym pouzitim je
modelovani trajektorii nebo studium dynamikyii¢m pohybu) ¢astic a ¢&les. V
souasnosti se tato metoda pouziva ¢&mSude, nap atomy v plynech, elektrony a
ionty v plazmatu, htzdy @i studiu galaxii, chovani kapalin, pevnych lateknamika
velkych makromolekul, biologické systémy - proteimpkleové kyseliny, ... viz [8],

[9].
3.2 IdeareSeni metodou molekularni dynamiky

1) Rozbor problému a vytva‘eni modelu

Rozebereme zkoumany problém &iore, zda budeme pracovat v jedno, dvou a nebo
v trojrozmerném prostoru. Poté popiSeme zkoumany systém pohh@éistic, utime
pracovni oblast (viz nize), zjistime silygobici na jednotlivéastice a péateni stavy
téchto castic. Nasledd vytvorime model, tj. popiSeme jednotlivésti zkoumaného

systému jejich pohybovymi rovnicemi.

2) Re3eni modelu
Ur¢ime pa@ateini podminky pohybovych rovnic a nasléde vyreSime. Cileméchto
snah je obvykle nalézt trajektoriastic a nebo pouzéastice v jakém casovém

intervalu.
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3.3 Pracovni oblast

Ped zahajenim simulace je nutné zvelikost pracovni oblastj jeji tvar a
okrajové podminky. Tyto parametry se v jednotlivyclifipadech mohou liSit, protoze

rozliSujeme dva zé&kladnkipady:

o Popis chovani velkého pétu ¢astic (téles), které zaujimaji velky objem -
pracovni oblast je Gaénnd velikosti¢astic, tj. bude vyraznmensi neZ objem, ktery
zaujimaji studovanéastice. To znamena, Ze zvolime pouze jakysiiexy do
zkoumaného systému. V tomtéigad musime ulit tvar a velikost pracovni oblasti
a dalSi okrajové podminky, protoZe pracovni obgiouze mal&ast z celkového

prostoru zaplénéhocasticemi.

o Popis chovanicdastic (téleg v omezené oblasti pracovni oblast musi byt tak
velk4, aby zahrnula cely studovany systém, tj. taawelikost pizptisobujeme
zkoumanému systému. V tomtéipad se okrajové podminky neformuluji, protoze
nejsou zapdebi. Studovand&astice neboéteso obvykle neriize pracovni oblast

opustit, pokud se ale tak stane, tak dojde k t&ohprogramu.

Velikost pracovni oblasti
Ri volbé velikosti pracovni oblasti posuzujeme tato krééri

1) fyzikalni moznost
Tato moznost zavisi na charakteru silovélisgbeni v naSem modelu. Rozeznavame

dva typy sil:

o sily dalekodosahové- jedna senap. o elektrostatickou nebo o grawita silu.
V tomto pipadt zvolime velikost pracovni oblasti tak, aby #astici ve stedu
oblasti pisobily zanedbatelné sily o#hstic mimo pracovni oblast, tzn., Ze na
vzdalenosti L/2, coZ je polovina pracovni oblagtesnou sily na zanedbatelnou

hodnotu.
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o sily krdtkodosahové- jedn& se ndapo sily v pevnych latkach. V tomtdipad je
silové pisobenicastic mimo pracovni oblast r@stici ve stedu pracovni oblasti

témsi nulové.

2) vypoéetni moznost
Velikost pracovni oblasti volime podle ¢to c¢astic, které by gla obsahovat. Pracovni
oblast byva v firozeném nititku, protoZe pokud pouzivameinpzena néiitka vSech

veli¢in, tak je jejich vyhodnoceni nejjednodussi.

Tvar pracovni oblasti

Tvar pracovni oblasti zalezi na tom, zda jgéstice ieSeném problému rozlo-
Zeny symetricky. Pokud ano, tak tvar pracovni dblpediidime tomuto rozlozZeni,
neba’ tim zjednoduSime popis prodasa hranici pracovni oblasti.

Pokud studovany problém symetrii nengho ma jen gakou nevyraznou, tak

se voli tvar pracovni oblasti co nejjednodussijelneelice vyhodné, protoZze se nam tim

zjednodusi dalSi manipulace s datiyrpodelovani.

Volba okrajovych podminek

Pokud je pracovni oblast pouze jakymsieZem z celého objemu zaph&ho
¢asticemi, tak budodastice neustale vylétat z pracovni oblasti do dkalrprostoru a
také budou neustale vstupovat z okolniho prostorprdcovni oblasti. Tento proces se
v modelu simuluje tzv.cyklickymi okrajovymi podminkami. Tzn., kdyZz ¢astice
vylétne z pracovni oblasti, tak vstoupi hned zasgilphlou sénou zggt. V pripac, ze
ma pracovni oblast jednoduchy tvar, tak cyklickéaghvé podminky budou realizovany
zcela jednoduSe. Tj. vtrojrozmé pracovni oblasti o hranL ma kazdacéstice
souadnici x,y,z. Kazda sdadnice kazdéastice musi lezet v rozmed, L) . V modelu
jiz netestujeme, zda s#stice pokouSi opustit pracovni oblast, ale sledajgouze
hodnoty soiadnic a k&m pak bd’ pficteme nebo oddéeme hodnotu Lk piislusné
souadnici, ktera z interval(D, L) vyboci viz [3].

Je nutné si tggdomit, Ze pi pouziti cyklickych okrajovych podminek klademe na
zkoumany systém jista fyzikalni omezeni a to:
a) Prostedi v systému musi byt homogenni.
b) Prostedi nesmi mit Zadny usinmény tok castic.
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Pokud systém tytoipdpoklady nesplje, je nutné mit v modelu zdrgpstic, ktery

bude kompenzovatstice, které vylétnou z pracovni oblasti.
3.4 Reseni translace

V tétocasti se budeme zabyvat uzitim metody molekularmadyky @i feSeni
pohybovych rovnic a ip vypoctu vysledného silovéhotugobeni na konkrétniastici
v zkoumaném systému.

3.4.1 Pohybové rovnice

Resime soustavy pohybovych rovnic pro vieckastice. Jsou to rovnice typu :

Th

_n
I
i 3
Z

9)

ti. 2. Newtoriv z&dkon. Zrychleni vyjadme jako druhou derivaci drahy podiasu a
soustavu rovnic (9)ipvedeme na soustavu diferencialnich rovni@@u.

2>
IE» :md I

Tyto diferencialni rovnice igvedeme na diferéni rovnice (spojitou¢asovou osu
diskretizujeme posloupnostadi to, ti, to, ..., tmax Kdety - tc = At). Cely vypdet je
nutné ,odstartovat‘ pomoci pateinich podminek, které nam rfapudavaji rychlosti
¢astic véasety. Timto postupem dostaneme algoritmus i@&eni soustavy pohybovych
rovnic pro vSech Nastic. NareSeni soustavy pohybovych rovnic existuje spousta
numerickych metod. Zakladni jsou Eulerova metoderletiv algoritmus a metoda

leap - frog.
Eulerova metoda

Tato metoda je univerzalni, ale pomalegZ Verletiv algoritmus a metoda leap

- frog. Algoritmus Ize shrnout daitkroku:
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1) Zvolime p@atetni podminky tj.:7:%, v°
2) Prejdeme Zasuty doty, ..., ty O tks1.

3) Déle pak ufjeme nové polohy a rychlosti.

K 2
rIK+1 = Fi'K +\7iKAt+ I:i At
2m
\7iK+l :\—/'iK + If|KAt
m (12)
IfK+1 —

Eulerovu metodu lze pouzit i tam, kde sila zavastychlosti. Fikladem tedy mze byt

elektromagnetické pole.

Verletova metoda
Je to metoda 2adu. Rychlost p&itame na zaklagdznalosti silylfik+1 ,proto mu-
si byt na rozdil od Eulerova algoritmu (11¥adi 2. a 3tadku zaminéno.
Postup:
1) Zvolime paateni podminky tj.: 7;°,v°
2) Prejdeme ziasutp doty,..., tx do tkss.

3) Dale pak postupujeme nasledeyvn

= K 2
ﬁK+l — FiK +\7iKAt+ Fi At
2m
Ff<=.
— K = K+1
\7iK+l :\7iK + (F| + I:| )At (12)
2m

Tento algoritmus je pouzitelny tam, kde sila negiéwa rychlosticastice. Fikladem

pouziti miZze byt kineticka teorie plyn fyzika plazmatu.

Metoda ,leap -frog”
Je to metoda 2adu. Stejn jako v gedchozi metadl patitdme rychlost na
z&klad znalosti silylfi"+l , proto musi byt na rozdil od Euleaatgoritmu (11) piadi

2. a 3faddku zaminéno.
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Od Verletova algoritmu se liSi tim, Zgchlosti a polohy jsou vygdtany
v riznych ¢asech wu¢i soke posunutych o {d diferentniho kroku. Jeji vyhodou oproti
Verletow algoritmu je to, Ze rychlost je explicknvypatitana a ze k ulozeni sily
nepotebujeme dva vektory, coz sniZuje naroky na gam
Postup:

Nl

1) Zvolime p&atesni podminky tj.:7.%,V,
2) Prejdeme Zasuty doty, ..., tcdo ty.

3) Déle pak postupujeme nasledsvn

! m (13)

Tento algoritmus stefnjako ten pedchozi je pouzitelny tam, kde sila nezavisi na
rychlosti castice. Fikladem pouZiti mZe byt kineticka teorie plyn fyzika plazmatu.
Nevyhodou tohoto algoritmu je to, Ze n&atku potebujeme p&atecni hodnoty polohy
a rychlosti waset;,. OvSem tyto hodnoty nebyvaji z experimentu znanprado je

nutné je z p&atesnich hodnot dopitat.
3.4.2 Vypocet silového pisobeni

Ri vypoctu celkové sily psobici nacastici je poteba rozliSit, zda séastice
nachazi blizko s&édu pracovni oblasti nebo na okraji.

LeZi - licastice blizko gedu pracovni oblasti, tak siluigpbici na konkrétni
castici vypaitame jako vektorovy sa@et sil, které psobi od ostatnich N1 ¢astic v
pracovni oblasti.

Pokud séastice nachazi na okraji pracovni oblasti a my Ziagpme jen silové
pusobeni od ostatniclgastic v pracovni oblasti je vypet sily chybny, nelb
zanedbavame &8i silové misobeni odcastic, které jsou blizko za hranici pracovni
oblasti. Vliv ¢astic, které jsou blizko za hranici pracovni oblastze zahrnout fjimo.
Tim bychom pouze 24¥Sili pracovni oblast. Néastji zahrneme vliv &chto ¢astic tak,
Ze soubor o velkém ptu ndhody rozloZenychtéstic obklopime soubory periodickymi,
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tj. kopiemi pivodniho souboru. Tento postup jéegny pouze vV ifpad presné
periodicity ¢astic, nap. modelovani krystél V pripadech, kdy periodicita nentgsna,
nag. nabitécastice v plazmatu, je tento postup spravny pouzag kd pdet ¢astic
v pracovni oblasti veliky.

Pracovni oblast obsahujicééétic obklopime ze vSech stran kopiemi této oblasti
I s jejimicasticemi - viz obr. 5. Na tomto obrazku jsou kopimaeny pismeny a - h,
N = 4, pracovni oblast jétverec uprosed. Pokud pracujeme ve dvojrozmeém
modelu, je kopii 8, vifrozmsrném modelu 26. Kopietistavaji spjaty stivodni oblasti,
tj. kazdy pohyb pvodnicastice se projevi ve vSech jejich kopiich.

a b C
4 2| "4 FERK 2
1 .1 1
3 3 3
4 2|4 T2 T4 2
b 1 1 1 d
3 3 3
4 2| FERK 2
1 .1 1
3 3 3
z f e

Obrazek 5: Kopie pracovni oblasti.
V piipack obrazku 5 Ize pro vyslednou silu psat:
E=F,+F,+F 14§

Sila pisobici nacastici 1 se vypégita jako vektorovy satet sil, které jpsobi od
ostatnich N-1 ¢astic v pracovni oblasti.
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N
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Zde horni indexy ozralji to, Ze ¢astice nepat do pivodni oblasti ale do dkteré
Z kopii.

| u ¢astic 2, 3, 4 vyp&itdme silu psobici na tytccastice stejnym Zjsobem jako u
¢astice 1. Jenom s tim rozdilem, Zze uvaZzujeme dlilyajblizSich¢astic a to bez ohledu
na jejich umisini.

Ve vysledném sow silového fisobeni se kazdéastice nebo jeji kopie objevi
jednou. Tato skutmost umo#uje vySe uvedeny postup zjednodusit. A to naslegtovn
o Nepaitdme se silami, ale pouze se vzdalenosisiic, protoZze vSechny typy sil

ubyvaji se vzdalenosti.
o Nepaithme s absolutnimi hodnotami vzdalenosti, ale gggjich pdadim. Stai

tedy paitat s druhymi mocninami vzdalenosti.

3.5 Metody urychlujici vypoéet siloveho misobeni

3.5.1 Metoda P-I-C(,Particle-In-Cell®)

Popis metody

Jsou to efektivggSi metody vypétu sily, nez které dava metoda molekularni
dynamiky, ale snizuji igsnost. V metad P-I-C provadime diskretizagiasoveé osy a
prostoru. To znamena, Ze nelze studovat procesyg kirobihaji v mensi délce nez je
délka hrany biiky Ax a kwili zavedeni diskretizacgéasu neni mozné ste&jnako
v metod& molekularni dynamiky studovat velice rychlé proceMetoda P-I-C ma
n¢kolik modifikaci. Z nichz zakladni jsou Nearest @&foint (NGP) a Cloud in Cell
(CIC). Pouziva se tam, kde mam&si paet ¢astic, tj. kinetick& teorie plyn fyzika
plazmatu ,....

Metodou P-I-C dostaneme pouzec¢dlgoritmus pro nalezeni silyagobici na
I - tou ¢astici v souboru vzajendninteragujicichéastic. Tuto silu musime dosadit do
pohybovych rovnic, nap Eulerova algoritmu, Verletova algoritmu, ,leapdt algo-

ritmu a proveést integraci celé soustavy v poZadématasovem intervalu.

Idea reSeni metodou P-1-C
Pracovni oblast se v zavislosti na jejim tvaru &izoa soustavu mensSich bikn
(¢asti) - viz obr. 6. Na tomto obrazku je pracovniasbrozd@lena na‘tvercové biiky.
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To znamend, Ze Nastic v fivodni pracovni oblasti se tak r@fidmezi jednotlivé
buiky. Podle pétu castic volime hustotu (@et buiek) prostorové sit Kdyz bude
délka hrany biky Ax priliS mal4, bude prostorové rozlozZzeni lokélniho ppi#is
jemné. Tim narostou fluktuace v intenzitach lokénpole mezi jednotlivymi hikami
(Castmi) si¢. OvSem pokud zvolime délku hranynby Ax priliS velkou, tak bude
prostoroveé rozloZeni lokalniho poléilE hrubé. Empiricky |ze odhadnout, Ze v jedné
buice by n¢lo byt asi 10astic.

Obrézek 6: Pracovni oblast metody P- I- C.

Vypdaet silového fisobeni metodou P-I-C ma #&hslozky a to: vypoet sily
pusobici natastici v lok&lnim elektrickém nebo gravitdm poli a uéeni tohoto pole.
Vlastni postup vyp&u touto metodou pro lokalni elektrické je nésléciuj

1) Nejprve pouzijeme vztah na vyfat sily pisobici natastici z externiho zdroje tj:

R =g E™(r) (16)
kde:

E®(F)- intenzita vijsiho pole v misti - té Gastice

g — nhaboji - técastice
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2) Intenzitu lokalniho elektrického pol&Euriime nasledujicim Zsobem:

o Elektricky naboj vSecltastic v buice g (i,j - soudadnice biiky) poskladame do
jedné vyslednéastice uprosed buiky. DalSi postup viz niZze - metoda NGP a CIC.

o Vydélime naboj v bice g jejim objemem a tim ziskame prostorovou hustotu

nabojep;; tj.:
_9
P=y (17

i

o VytreSime Poissonovu rovnici tj.:
AU =-F£ (18)

a tim dostaneme hodnoty elektrického potémdiq v kazdé biice.

o Prejdeme pomoci diferénich schémat tj.:

_ Ui+1j _Ui—lj
E)==on (19)

AX - je délka hrany hiky
od elektrostatického potencialu k hledanérinité elektrického poleE;™
v jednotlivych biikach viz [3].
3) Potom vypeoitame silu gsobici natastici z lokalniho zdroje tj.:
R =g E”(r) (20)
4) Nyni jiz mizeme pro vyslednou silu pouzit nasledujiciho vztahu
(1) = () + B () (21)

Tuto silu dosadime do pohybovych rovnic a proveddantegraci celé soustavy

v poZzadovanémasovém intervalu.
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a) Algoritmus NGP (,Nearest Grid Point")

Tento algoritmus je jednou z moznostk riskat celkovy elektricky naboj q
v buice. Tato metoda je zaloZena nactemi vSech nabdj v buice. Je nutné
pochopiteld dbat na znaménka jednotlivych ndhoyysledny naboj je potérpsunut
do stedu buiky viz obr. 7.

Obrézek 7: Skladani ndboje metodou NGP.

Metoda NGP jetp skladani naboje rychlejSi nez metoda CIC, ale ptia
rozloZeni naboje podstatvétsi fluktuace. To se promitne deétsiho rozptylu hodnot

intenzit lokalniho elektrického pole.

b) Algoritmus CIC (,Cloud In Cell®)

Tento algoritmus je druhou z moznostk fziskat celkovy elektricky naboj; g
v buice. Algoritmus CIC v podstatneni nic jiného nez linearni interpolace naboje.
Predpokladem ovSem je, Ze naboj neni bodovy, ale vaa oblaku. UvaZzuje se
konstantni hustota nabojového oblaku a tvar stigkg buika. Tento oblak se obvykle
rozprostira ve vice hikach a tim fispiva k rgkolika vyslednym nabdm ve stedu
téchto burgk samozejm¢ amerné svému objemu vijsluSnych biikach viz obr. 8.

Metoda CIC vede na rozloZzeni naboje s8imei fluktuacemi, coz umdiije
integrovat pohybové rovnice v metoIC s ¥tSim ¢asovym skokem. Tato vyhoda

vykompenzuje pomalejSi skladani naboje touto matodo
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Obrézek 8: Skladani ndboje metodou Cl&wvRato z [3].

Nedostatek metody P-I-C

Metoda P-I-C ma slabé misto vtom, Ze naboje pgeumi z jejich spravnych
poloh do stedi burek. Poté vypéitana hodnota intenzity lokalniho pole bude odpovi-
dat této posunuté poloze a ne té spravnéiipagt ¢astic, které jsou vzdalési od i -
té castice pro kterou gétame silu, je tato chyba zanedbatelna. OvSem pgdoual

castice blize, tak tato chyba fata. Byly navrzeny metody, které tuto chybu odstjia
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3.5.2 DalSi optimalizované metody

KdyZ je peet interagujicichcastic vyrazs vyssi nez 19 tak pestava byt
vyuZitelnd i metoda P-I-C. Na vypet vzajemného silovéhotapobeni interagujicich
¢astic je tedy nutné hledat jiné algoritmy. K#ifad se nize jednat o Barnés-Hutiv
algoritmus, Ewaldovu sumaci nebo metodiviP

Postup je obdobny jako v metéd|-C. Pracovni oblast se ratidna soustavu
burgk (st), poté se ufi hodnota lokalniho pole. Tato'sse postupfzjemuje. Tim se
vykompenzuje chybaipdesSlé metody. Zjeovani si¢ Ize provést déma zpisoby. Ri
prvnim zpisobu se zjertovani provadi pro kazdotastici, na kterou pigtame silové
pusobeni zvla& Nevyhodou tohoto postupu je pomalosti Bruhém zgsobu se
zjermovani provadi pro vSechnyastice najednou. Nevyhodou tohotougpbu je
slozitost.

Jedna se o slozité algoritmy, které se programétoissi hods dlouho. Pro
srovnani v metatl P-I-C se jedna o desitky hodin. Proto se &&)ji vyuzivaji jako
piedem pipravené podprogramy.

Pochopitel® existuji i postupy, které z ndboje v siti v¢ftaji silu pisobici na
¢astici @imo, tj. bez vypotu hodnoty lokalniho pole. Mezi tyto postupy ipatag.

princip superpozice nebo metoda multipélového rgevo
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4. Metoda Monte Carlo

4.1 Charakteristika metody

Metoda Monte Carlo gatnezicasticové metody. Je to metoda stochasticka, coz
znamena, ze hledany vysledek je ziskavan na zékladu pravé&podobnosti. Znény
rozvoj této metody lze datovat do obdobi na komohd s¥tové véalky. V té dob jsou
jiz v oblasti atomového vyzkumu vyuzivanygiace. Mezi tvairce metody pdt: J. von
Neumann (formuloval statistické zaklady), E. Fer&iA. Ulam, N. Metropolis a H.
Kahn.

Zé&kladni princip metody je vS8ak mnohetar&. JiZz vroce 1777 Georges de
Buffon formuloval Ulohu s jehlouReSenim této dlohy bylo mozné s vyuZzitim
nahodnych jefr urcit hodnotucislan [10].

Pouziti metody Monte Carlo je rozsalé@uziva se téd ve vSech ¥dnich
disciplindch. OvSenteSeni problému pomoci metody Monte Carlo neni viidy

nejvyhodrEjSim a to jak z hlediska jednoduchostiegnosti i rychlosti vyp&u.

4.2 ldea reSeni problému metodou Monte Carlo

1. Rozbor problému a vytvareni modelu
Rozebereme studovany fyzikalni problém a popiSemepdmoci nahodné veélny

s pevig danym rozdlenim pravépodobnosti a oborem hodnot.

2. Generovani nahodnych vetin, jejich transformace na veltiny s danym
statistickym rozdélenim
Nahodné vetiina se nageneruje (vytiip s pevié danym rozédlenim pravédpodobnosti
a poté se ietransformuje v nami hledanou nahodnou &weli. Timto krokem
dostaneme pouze jednu realizaci hledané nahodn#ényelProto ho musime opakovat
v cyklech, abychom dostali gebny pdet realizaci hledané nahodné vily. Paiet
opakovani musi byt zgay, neb@ metoda Monte Carlo nekonvergujélig rychle.
Experimentatnbylo zjis€no, Ze chyba metody Monte Carlo roste s&&yjicim

se p@tem pokug N podle vztahu
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9=1/N (22)

Ze vztahu (22) vyplyva, Ze metoda Monte Carlo niépatejefektivigjSim.

3. Statistické zpracovani vysledk

Pokud hledame jeddtselny vysledek, tak ten je zpravidla dan prvninban@ruhym
momentem nami zvolené nahodné &ialy. Neasgji to byva prvni moment, tj. &dni
hodnota. Kdyz budd&eSenim naSeho ukolwjaké rozdleni, tak se snazime model
vytvorit tak, aby hledané rozteni predstavovalo rozfleni prav@podobnosti naSi
nahodné vetiny a to jiz z posloupnosti hagenerovanych nahodmyelicin priblizné

zrekonstruujeme [3] .

4.3 Generovani ndhodnychisel

Metoda Monte Carlo modeluje ndhodnycpsopomoci operaci s nahodnymi
¢isly. Tatoc¢isla jsou ziskavana specialnimagpbem. Pro metodu Monte Carlo byly
navrzeny nasledujici apoby:

o Fyzikalni generéatory
o Tabulky nahodnyckisel

o Vypocitana ndhodnéisla

Fyzikalni generatory
Nejprve se vyuzivala ruleta, pagidsystémy pimo propojené s g@tacem vyuzivajici
nahodnych procds Tyto generatory se pouzivaly az daahu Sedesatych let. Jejich

nevyhodou byla pomalost.

Tabulky ndhodnych ¢isel
Jednalo se o fyzikalni generatory, které produkpvelhodn&isla. Ta se ukladala na
magnetickou nebo&inou pasku. Vzhledem k rychle se zvysujici vykoninegocetni

techniky i totofeSeni brzy festalo vyhovovat.
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Vypocitana nahodnaéisla

V sowasnosti negjastji pouzivany typ nahodnychisel. Jedna se o algoritmy, které
vedou na posloupnosti ndhodnyiikel. Tatccisla se také nazyvagpiseudonahodnaTo
protoZe se od skute¢ nahodnychéisel odliSuji tim, Ze posloupnost nagenerovanych
¢isel neni nekor@a, po uplynuti witého casového intervalu se & cela posloup-

nost opakovat. Tento interval nazyvame periodolegeoru.

Vyvoj postupoval nezadrzitéldal a v 90. letech byla vyti®na nova generace
fyzikélnich generatdr ndhodnychcisel s vyuZzitim novych princip experimentalni
fyziky. Tyto generatory jiz vyhovuji svou rychlostsowasnym peéitacam.

V sodasnosti se také vraci mySlenka na vigva tabulek nahodnyckiisel
vyuzivajicich modernich metod, tj. vyuZiti rychlyeblkokapacitnich médii - CD-ROM
a DVD-ROM viz [3].

4.4 Transformace nahodnych veltin

Generator nahodnyatisel zpravidla nageneruje nahodnou &eli s rovno-
meérnym rozdlenim na intervalu (0,1). Ta se poté musdt@nsformovat v nami poza-
dovanou nahodnou veéinu. K tomuto @elu bylo navrzeno velké mnozZstvi algontm
Muzeme je rozdit na:

o Algoritmy obecné - vyreSi ¥tSi mnoZstvi probléi ale s nizkou efektivitou.

o Algoritmy specializované- pro rozehravani konkrétni nahodné &ialy.

Pedpokladem je, Ze mame k dispozici spojitou nahadmdicinu Y rovnongrné

roz&lenou na intervalu (0,1). Parametry jejiho réledi jsou:

aw=%
1 (23)
D(Y) = 1—2

Pti realizaci nahodné veiny Y na paitaci ziskame m-mistna diskréttisla Y’, ktera

budou mit jiné momenty:
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-2

2 (24)
@-2""

12

E(Y') =
D(Y') =

Rozdily mezi Y a Y’ Ize diky vicemistné aritmetia@Sinou zanedbat a paktteme
nagenerovana nahodula podle pdeby povazovat hil za spojitou a nebo diskrétni

nahodnou vetinu viz [3].

Obecné algoritmy pro transformaci nahodnych vatin
V metod Monte Carlo se misto pojmu transformace pouZziyarpgrozehrani*

nahodné vetiny.

Rozehrani diskrétni nahodné velliny

Budeme mit vetiinu Z, které jezadana nasledo¥n

. :(xl X, Xg .. X J

P P2 P3Py (25)

Postup:
o V pocitadi vytvoiime vektor an sloZzkach: p, pz, ps, ... ph-1, 1 (viz obr. 9).
o Nagenerujeme jednu hodnotuarugime do kterého intervalu padne, tzn. budeme

postupr testovat podminku:

v<Yp (26)

o Prvni interval j, pro ktery bude tato podminka $pbn uti prislusnou hodnotu

veliciny Z, tj. Z = .

0 p o) 1

Obrazek 9: RozlozZeni pragpodobnosti pna intervalu0,1).
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Uvedeny postup je pouzitelny pro transfaci libovolné diskrétni ndhodné
veliciny. OvSem pokud je get moznych hodnot velny Z, n gilis velky, tak tento
postup neni nejvhodisi, protoZze hledaniifslusného intervalugrva dlouho. Proto Ize

v této situaci pouzit pa&kud rychlejSi postup - napmetodu fleni intervalu.

Rozehrani spojité nahodné vetiny

Pro rozehravani spojité nadhodné wiely je algortimi vice. Uvedeme si:
o Metodu superpozice

o Metodu inverzni funkce

o Metodu vylEru

Metoda superpozice
Pt pouziti této metody hledame ndhodnoudieli X s distrib&ni funkci:

F(9 =3 GR() @7)

Fi(X) - jsou téz distribéni funkce
cit...+Ccn =1 avSechna ¢ 0.

K tomuto &elu zavedeme diskrétni nahodnou &ielii n s rozélenim:
(1 2.m
Tl ¢c,.c, (28)
Postup jak najit nahodnou watiu X je nasleduijici:
o Nagenerujeme dvnezavislé hodnoty veiny Y tj. Y, a Yo.

a Cislem Y;rozehrajeme hodnotiy

o Zrovnice k(X) = Yy, kden = k ugime veltinu X viz [3].

Metoda inverzni funkce
Zname-li hustotu pravgodobnosti f(x), obor hodndh, b a hledame spojitou nahod-
nou veltinu X, postupujeme takto:

o Na zaklad veliciny Y vyreSime nasledujici rovnici :
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T f(x)dx=Y 9§2

Tim ziskame transforndai vztah X = g(Y). Tato rovnice je implicitni praehcinu X a
nemusi mit analytickéeSeni. V pipact, Ze analytickéreSeni neexistuje, tak nelze

metodu inverzni funkce pouzit a je nutné vyuzig jmetody.

1

fz)

Y

a X b

Obrazek 10: Metoda vyu pro generovani ndhodné ity X.

Metoda vybéru (nebo-li von Neumannova)

Predpokladejme, Ze mame rozehrat nahodnouinelis hustotou prsti f(x) definovanou
na intervalua, b (viz obr. 10).

Postup:

o Zvolime konstantu H tak, aby platilo:

f(x)<H,x0(a,b) (30)

Hodnotu H je nutno zvolit co nejmensi, abychibwsahli co nej§tSi Einnosti. Tzn.,
Ze hodnota H musi byt co nejblize:

H =supf(x) proas<x<b (31)

o Nagenerujeme dvhodnoty nahodné velny v, tj. y1, 2 a poté vytvéimedisla x,

Yi1.
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x, =a+y(b-a) (32)
y, =Hy,

o KdyZ bod Po sodadnicich (%, y1) bude lezet podifvkou y = f(x), tj. bude-li
y1 < f(X1), zvolime X=x; .
o KdyZz nebude podminka sgima, tak nagenerujeme novou dvojigciay, a postup

opakujeme.

Specializované algoritmy pro transformaci ndhodnychveli¢in

Tyto algoritmy jsou préeSeni gkterych problém efektivrgjSi nez algoritmy
obecné. V literatte jich Ize nalézt velké mnoZstvi. Zpravidla se poeaj pi reSeni
problémi se speciak definovanou hustotou pragpodobnosti. My si uvedeme
nasledujici:
o Rozehravani gaussovské nahodné&sirgfi X.
o Modelovani n - rozérného ndhodného bodu.

o Rozehravani nahodného bodu v kouli o painnR.

Rozehrani gaussovské nahodneé véiny X

Rozehravame nahodnou watiu X s parametry N(0,1), tj:

F(x) = ie(ZJ X CI(~00,+00)

NP

(33)
Algoritmu pro rozehrani gausovské nahodnédueyi je vice, my si uvedeme dva.

a) ZjednoduSeny postup

Hodnotu nahodné velny X ziskame jako sawet k hodnot rovnomarné rozcklené
veliciny v.

Postup

o Vytvotime veltinu X:

X=2x (34)
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Vytvaena velkina X" bude mit parametry:

(35)

o Poté pejdeme na pozadovanou normalizovanoucirali X. To provedeme pomoci

nasledujiciho vztahu:

X'=u
o

(36)

Tento algoritmus je pammé rychly, ale s nizSiigsnosti. Dostat@é gesnosti se
dosahne pro k = 12, pro k = 5 ziskdmedeli X s nizkou pesnosti viz [3].

b) Piesny postup
Kdyz poZzadujemeifgsnou gaussovskou w@tiu, tak pouzivame tento vztah:

X =./-2Iny, cos@my,) (37)

Y1, Y2 - jsou hodnoty rovnoginé rozclené nahodné veiiny v.

Modelovani n- rozmérného nahodného bodu

Tato metoda je vhodna pro generovanitbad slozi¢jSiho tvaru. Postupujeme timto
zpiasobem:

a) Zvolime co nejjednodussi oblast, ve které badiara oblast obsaZzena.

b) Generujeme body v této oblasti a testujeme, @adintakto utené body do f{vod-
ni oblasti.

c) Body, které padnou daipodni oblasti pouzijeme déale ve vypo, ostatni hodnoty

odstranime z paét.
Rozehravani nahodného bodu v kouli o polo#ru R

Ve sférickych sotadnicich (r, ¢) jsou transforméni vztahy ziskané s pouZitirfi t
hodnot ndhodné veiny v:
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r:R3\/71

cosd=2y,-1 (38)
¢ =2mny,

Pomoci druhého a&dtiho vztahu rozehravdme nahodnysmiz [3].
4.5 Efektivnost metody Monte Carlo

Chyba vypfiu metodou Monte Carlo zavisi na charakteristiced®tané
nahodné vetiny (na jejim rozptylu D(X)) a na gtu pokusi. Vztah pro chybu metody

Monte Carlo je

39
9= O,67,/¥ (39)

n - pacet pokus

Rychlost konvergence zvySime tim, Ze zvolime madehensi disperzi (rozptylem)
D(X).

4.6 Transportni problém (priachod ¢astic prostredim)

Transportni problém je nejraesitjSim problémentasticového modelovani ve
fyzice. Studuje prchodc¢astic hmotnym progedim. Na transportni problém |zéepést
velké mnoZstvi nejizngjSich fyzikalnich dloh, jako je naiklad
a pohyb elektrofl a ionfi v plazmatu,

o prachod zéeni latkou,

o pohyb elektrof v polovodtich, ...

Ri pouziti metody Monte Carlo neni nutné znat defadely pribéh transportu
castic. Ped z&atkem modelovani gime experimentathnebo teoreticky wezité fyzi-
kalni procesy, ke kterymiptransportu dochazi gjich rozdtlovaci zakony. R vlastni

simulaci pak dochazi postuprk rozehravani jednotlivyciodnot téchto ndhodnych
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proces. Zapaitanim vlivi téchto proces urtime konkrétni realizaci studovaného
problému.

Uvedenym postupem imeme naSifgdstavu o realném procesu srovnat s expe-
rimentem. Proto se tomuto postupu téké metoda paita¢oveho experimentu

Pri provadni metody poitacového experimentu @izeme postupovat dmna
zpasoby. Ri prvnim zpmsobu nejprve analyzujeme cely studovany fyzikakn p
shazime se vytwid model, ktery bude co nejjednodussSi pro wgtoa ktery bude co
nej\vérngji napodobovat skutmost. Takové modely jsou ovSearasto neefektivni, jejich
feSeni zabere vicgasu. Bmto modelm setika p¥irozené (viz 4.6.1). Ri druhém

zpiasobu provaghi metody peéitacového experimentu vytvéme modely se zvySenou

acinnosti. ®mto modelm setikdumélé - viz kapitola 4.6.2.

4.6.1 Modelovani pomocip¥irozenych modeti

Pri pocitatovém modelovani ukladame data do datovych strukiam jsou
nagiklad ukladany udaje o jednotlivyckiasticich, jako je rychlostastice, jeji
prostorové satadnice, typci hmotnost. B ¢asticovém modelovani rozeznavame dva
typy algoritmi: jednoéasticovéa mnohocasticoveé OdliSuji se v p&tu ¢astic (v ramci

modelu) gitomnych v pracovni oblasti.

Jednatasticova metoda

KdyZ je rozhodujici pouze interaki@stic s progedim a ne vzajemna interakce
castic mezi sebou, zjednoduSujeme si model tim,iZsimulaci vypoustimeastice
postupi. Teprve kdyZz jednaastice urazi celou svou trajektorii, tak vypustioe

pracovni oblasti dalSi.fPpouZiti jedngasticové metody pracujeme s malou datovou

strukturou.

Mnohocéasticova metoda

KdyZz nesledujeme jen interak@distic s progedim, ale i vzajemnou interakci
mezi ¢asticemi a nebo jen interakci ma&sticemi, musime sledovat chovani velkého
souboru ¢astic. Ri pouziti mnohdasticové metody zpravidla pracujeme s velkou
datovou strukturou.

Stochastickd metoda Monte Carlo je jeédsticova, deterministicka metoda

molekularni dynamiky je mnolkiasticova. V sotasnoti maji algoritmycasticového

40



modelovani rysy jak deterministické tak i stochaadi a proto i metoda Monte Carlo

muze byt mnohgasticova

Pracovni oblast

Pt pouZziti ¢asticového modelovani musime nejprveéitupracovni oblast v niz
budeme studovany proces simulovat. ¥fppd® metody Monte Carlo bude pracovni
oblast tvéena temicastmi: zdrojova oblast, vlastni pracovni oblasii@é oblast.
Zdrojova oblast je generatotastic. Odtud vstupujiastice do pracovni oblasti.
Pracovni oblastje ¢ast prostoru, kde dochazi k interakcim mezi proghémi casti-
cemi a latkovym progedim.
Cilova oblastje oblast, kde kati trajektoriecastice. Trajektorie vSak nemusi skibn
pouze v cilové oblasti, alettbe skowit i navrateméastice do zdrojové oblasti a nebo

jejim zachytem.

Procesy v latkovém prostedi

Ri prachodu ¢astic latkovym prosedim dochazi v latce k tzwvozptylovym
procesim. Tyto procesy charakterizujemeestnimi volnymi drahami nebog¢innymi
prafezy jednotlivych typ interakci. Stifedni volna draha i je praimérna vzdalenost

mezi d¥ma srazkami stejného typu, udava se v metrébinny prizez Sje dan

vzorcem.
1
3= (40)

udava se v m.

DalSi veltinou, se kterou séasto setkdvame jgahodna volna draha X Je to vzdale-
nost, kterou urazéastice mezi déma po sob nésledujicimi interakcemi. Ndhodna
volna dradha je nahodnou wgfiou. Mezi nahodnou volnou drahou desini volnou

drahou plati nasleduijici vztah:

A:E(X):%ixi (41)

Po urazeni ndhodné volné drahy dojd&tark interakci. Jeitba rozhodnout,
kterd interakce to bude.riRom se vyuziji hodnoty &dnich volnych drah dilch
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interakcii; (nebo @&innych phfezl S) k nalezeni prawgpodobnosti déich interakci v
daném mist a @i dané energicastice. Pro pravghodobnost vyskytu i-té interakce

pouzijeme jeden z nasledujicich viah

p=
(42)

p =

tin|;m >~

Kdyz tyto pravédpodobnosti zname, tak pouzijeme standardni pastupozehravani
diskrétni nahodné veiny (obr. 9) viz [3].

Zakladni druhy rozptylovych proégsou nasledujici:
o Nepruzny rozptyl

Nepruzny rozptyl je pistici vZzdy spojen se ztratou energieTato ztrata byva
nahodnou vedinou. Snér, ktery macastice po interakci, je obvykle zadan v expe-

rimentu a nebo ho ziskame ze vZt4R8).

o Pruzny rozptyl

Ri pruzném rozptylu se nemi celkova energie interagujicictastic. To
znamena, Ze energie soustastic pred i po srazceustane stejna. Ke zme energie
mezi interagujicimitasticemi obech mize dojit. Pokud chceme §itat zcela pesrg,
tak se pi sraZzce musi tato zZina v energetické bilan¢astice zapdéitat. Snér, ktery ma
castice po interakci je kiuzadan z experimentu a nebo $edpoklada uhlavizotropni

rozptyl, kde jsou siroveé kosiny rozehravany ze vziaf38).

o Stépeni

Skpeni je proces, kdy z jedné studova@stice (primarnéastice) vznikaji d¥
nebo i vice sekundarnichiiladem je teba Stpeni jader atofrin neutrony, B nichz
dojde v disledku interakce neutronu &kymi jadry atoni k rozStpeni. Ri tomto
procesu dochazi tedy k épeni trajektorie. Tzn., Ze z jedné stopw@dni ¢astice se
vytvoii ,stromy“. Studovany jev Z@me byt mnohd&asticovy. Neefektivni by bylo
simulovat vSechny interakce, které vyieja ,strom“ a pak je postugnanylyzovat. Pro

lepSi efektivitu byly navrzeny tyto postupy:
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Analyza po generacich

Castice, které vzniknou&ienim, zéadime do generaci. Tzn., Z&vpdni&astice
bude v generaci |. Ztpodni¢astice vzniknou novéastice, nap dw a tyto dv ¢astice
budou z#azeny do generace Il, atd. Generace, v ktetyastice zanikly se vymaZzou.
Pfi analyzovani ,stromu“ po generacich postupujemle, t2e nejprve zpracujeme
vSechny ¥tve jedné generace a pakejleme na generaci nasledujici a provedeme
totéZz. Analyza po generacich se pouziva tam, kdsrgéek hod¥y nag. ifetzova

reakce.

Analyza po Wtvich

Castice, které vzniknou &enim, &islujeme. Prvni¢astice, ktera vlétne do
pracovni oblasti bude méislo 1. Ta se ifp srazce roz&pi a vzniknou nove&astice,
nag. dw. Ty budou mitéisla 2 a 3. My budemeéastici 1 sledovat, dokud neopusti
pracovni oblast. Ta bude stale vy®tanovécastice. My ovSem nejsme schopni zjistit,
kteracastice je nova a ktera jéyodni.Ridime se proto tim, Zeipodni¢astice se vzdy
odklani jednim srrem. Strom analyzujeme postépnpo Wtvich. Nejprve
zanalyzujeme (zaznamename paramet@$tici 1 a poté odstranimeétev az k
piedchozimu uzlu. Tzn., Ze pokud nééstice 1 vytvdla nag. 20 novychiastic, tak po
analyzackastice 1 odstranime jejétev az k pedchozimu uzlu, kde seétvi vétev 20 a
vétev 1. Timto zpsobem zanalyzujeme cely soub@stic. Analyza po &tvich se
pouziva tam, kde je mélo srdZzkovych pracesdoucich na 8peni trajektorie.

o Zachyt

Zachytem se myslizné mechanismy. N&pneutron je absorbovan jadrem a
¢ast energie je vy¥éna, zachyceni elektronu v zakazaném pasu didekivi modelu
je zachytieSen tak, Ze model obsahuje procesy popisujiciyradstice a nasledné
uvolnéni energie nebo naboje. Pokud to ale studovanyngewyZzaduje, je zachyt
realizovan tak, Ze trajektorigstice v daném b@édprost konci a ze zdroje se vypusti

dalSicastice.
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Trajektorie &astice

Z experimentu ziskame informac#&etnosti rozptylovych procésjejich patu a
vlivu na prochazejiciastice. Poté tyto Udaje zpracujeme do jedné makpicke
velic¢iny, kterou byva vyslednaistdni volnd draha nebo vysledn§inny prifez. Tim
charakterizujeme kvantitatigrpramérny vliv prostedi na prochazeji¢gastice.

VyuZijeme makroskopickou wv@hu a na jejim zaklad vytvorime nahodnou
volnou drahu. Po uraZzeni ndhodné volné drahy Xéastice srazi a trajektorie Zmi.
Poté utime druh konkrétni interakce a podle jeho druhwrdme rychlostéastice.
VySe uvedeny postup opakujeme a tim ziskame cedgrktorii c4stice.

Generovani nahodnych volnych drah

Vztah pro generovani ndhodnych volnycihdze odvodit zafedpokladu, Ze
nezalezi na dilch parametrecltastice (hlava energii) a Ze #dni volna draha je
konstantni (tzn. latkové prdastdi je homogenni). Zaédhto pedpoklad je vztah,

kterym generujeme nahodné volné drahnasledujici:

X, ==Alny (43)

y - je rovnongrné rozcklena nahodna veilina na intervalu (01), nula neniZze byt mezi
generovanymi hodnotami zastoupena.
Pokud nejsou vySe uvedenéegpoklady splény nelze vztah (43) pouzit. Mist@jn

pouzijeme urdlého obratu, ktery je popsan v nasledujici kapitole

4.6.2 Modelovani pomociumélych modeki

Jedna se o modelovani fyzikalnich probees zvySenou dinnosti. Ungly obrat
vede k vytvéeni ndhodného procesu s mensim rozptylem. Lzeddodearakterizovat
tim, Ze pesnost simulace vynime za jeji rychlost. Tento proces vSak nepopisuj
dostatén¢ dolre studovany jev. Abychom tento problém vykompenfipvausi byt

souwasti unglého obratu postup, ktery z nespravného vysledigtashe vysledek sprav-

ny.
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Druhy umélych obratia
o Statistické vahy

Zrychli konvergenci (sbihavost) studadam procesu. Statisticka vahapied-
stavuje dalSi parametéstice, ale nemé&imy fyzikalni vyznam.

Pedpokladem modelu je, Ze do pracovni oblasti nepstgednacastice, ale
rovnou cely ,svazek (balik)* yéastic a Ze sefpsrazkach svazekastic nerozpadne.
Misto celého svazkuwastic budeme mluvit o jednéastici, kterd& ma statistickou
hmotnost w. Na p&atku transportu m&astice statistickou hmotnostow 1 a
v prab¢hu transportu statistickd hmostnost déle klesétisBtka vaha se zpravidla
nenechava libovoth zmensovat. Udava se pro ni limitni hodnota, pogfrdd se jiz
castice nesleduje a trajektorie se dale nemodefujetqze se to nevyplati), tzn., Ze
dojde k ukokeni trajektorie.

Tento postup je efekt&Bi nez pirozena metoda, protoZze &tapracovat
s menSim pétem castic, fddow s 1000. Manipulace s iy castic ve svazku sice

zpomaluje, ale vyhoda v Usfgopaitu castic vyrazg prevazi.

o Metoda nulové srazky

Této metatsetika tak proto, Ze negni smér pohybu interagujictastice a ani
enrgii tétocastice. B feSeni transportiastic ma tato metoda vysadni postaveni. Pro
rozehravani ndhodné volné drahy Ize i v nehomogénmiostedich vyuZivat jednodu-
chy predpis (43).

Ri formulaci modelu budeme pracovat s pfedim obsahujicim k+1 typ
srazkovych procéscharakterizovanychdinnymi prirezy S, ..., &, Sk+1. Srazkovy pro-
ces k+1 jsme si vymysleli, proto sittteme navrhnout i jeho zavislost ngakém
fyzik&lnim parametru, ktery #gobuje nekonstantnostiypdniho @inného pérezu.
Zavislost k+1 srdZzkového procesu vytivoe tak, aby celkovy novycéinny prifez S'=
S+ S +...+ & + S+ byl konstantni. Pak i upraven&esini volna draha” bude

konstantni a pro rozehravani ndhodné volné drahgo(izijeme tento vztah:
X ==A'lny (44)
o Metoda podobnych trajektorii

Tato metoda se uplaje pi reSeni geometricky podobnych uloh. fg§ime

pouze jednu z nich a poté v dalSich Ulohatktransformujeme trajektorii. To tedy
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znamena, ze zénime nahodné volné drahy X a zavedeme vahové fakémtic, které

budou zavislé na zéné metitka ulohy.

o Metoda rozdéleni trajektorie

Tato metoda slouzi ke tepréni vypaitu kdekoliv v pracovni oblasti. V
pracovnim prostoru zavedeme &lou interakci (Rpeni trajektorie) afedpokladame,
Ze po srazce jedn#stice o statistické vaze wznikne knovychc¢astic o vahach yk.
Trajektorie €chto novyché¢astic budeme dale studovat éhiohé. Predpoklada se vznik
vétsiho mnoZstvi novyctastic k, kterych byva obvykle 1@7 16.

o Metoda ukonéeni trajektorie

Je metodou inverzni k metadzcleni trajektorie. Postup je nasledujici: pokud
je vahacéstice pilis mald, rozehrajeme fiktivni sraZzkuii Réto srdZcecastice s
pravdEpodobnosti 1/k zsSi svoji vahu k krat aastice s pravipodobnosti 1-1/k

zanikne.

VySe uvedené whé obraty nejsou jediné, které existuji. Byla jitévrzena cela

fada a v jednotlivych oblastechdi@cové fyziky vznikaji stale nové.
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4.7 Ukazky reSeni numerickych uloh

Metoda Monte Carlo se ugiaje i v matematice, kde byly jeji algoritmy zpraco-
vany pro fizné oblasti. Hkladem niize byt vypdet jednoduchych i nasobnych
integrali, operace s maticemi, vypet soustav linearnich algebraickych rovnic, wgto

diferencialnich i integralnich rovnic, ....

4.7.1 Vypdetcislan

Metodu Monte Carlo Ize s @spem pouzit i k hledani hodnotysla . Do
¢tverce o stranach rovn&inych s osami sdadné soustavy vepiSeme kruh (viz obr.
11). P@atek sowadné soustavy lezi veistiu kruhu. Kazdy bod uviiittverce je dan
souadnicemi [xy; ], pricemz x,yi 0(-1,1) je ndhodne&islo. Podil pétu ¢isel leZicich
uvnité kruhu Nqun @ vSechéisel generovanych uviittverce Nekem j€ roven podilu
obsahu kruhu & a obsahutverce Sweree TO je Vyjadeno nasledujicim vzorcem viz
[10]:

Nkruh — SKruh — ”rZ (45)
N S S

ctverec ctverec

celkem

Ze vzorce (45) vyplyva pro hodnotu

ctverec

= NkruhS
2
r Ncelkem (46)
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b

Obrazek 11: Vypeetcislan. Prekresleno z [10].

4.7.2 Vypocet jednorozmérného uréitého integralu
Budeme wtovat ukity integral | z funkce f(x).
b
| = j f (x)dx (47)

Ukazeme si d¥ metody:

a) Vypocet stredni hodnoty funkce £ princip metody je v tom, Ze se pokousSime na-
|ézt stedni hodnotu integrované funkce v zadanych meHokud se nam to poiig

tak hodnotu integralu time podle vztahu:

| =(b-a)f, (48)
Pokud se nam to nepadlatak k nalezeni &dni hodnoty f pouZijeme nasledujiciho
principu:

Vezmeme nahodnou veéinu X rovnomerné rozctlenou na intervalda, b a zavedeme

nahodnou vetinu n = f(X), jejiz matematické @kavani E, je rovno pfimérné hodnat
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funkce f(x) na intervalga, . Hodnotu E, odhadneme pomoci aritmetickéhdumeru

n nezavislych realizaci veiny . Potom bude hodnota integralu | rovna:

| :(b—a)%i F(X) 149

viz [3].

b) Geometricka metoda- princip této metody je v tom, Ze se vychazi zmgetrického

vyznamu integralu, tj. integral je plocha podivkou y = f(x) ohrantena mezemi

(a, b viz obr. 12. Pedpokladem je, Ze funkce f(x) je na celém intenaahezena.

Postup

1) Vezmeme d¥ nahodné vetiny. Velicinu X zintervalu(a, b a velEinu Y
Zintervalu (0, ©. Oh& veliciny jsou rovnomdrné rozcklené na fisluSnych
intervalech.

2) Vytvarime nnahodnych boil (X,Y).

3) Podminkou Y< f(X;) budeme utovat kolik z nich padne podikku y = f(x).

4) Paet bodi, které se vejdou podikku ozna&ime n.

5) Hodnotu integrélu | éime takto:

= (b - a)%' (50)

y =0z

oy

0 a X, b

Obrazek 12 : Geometrickd metoda
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Presnost uvednych metod

Srovnani esnosti ukazuje, Ze metodaresini hodnoty ma zpravidla mensi
rozptyl nez metoda geometricka, a proto byva obeykeésrejSi.

Byly navrZzenytzné metody vylep3ujicitpsnost, protoze metoda Monte Carlo
konverguje pomaleji.if@snost vyp&tu se zvySuje zmensovanim rozptylu D(X). Rozptyl

muzeme zmensitiznymi metodami nap

a) Metoda symetrizace integrované funkce integrovanou funkci budeme upravovat
tak, aby se na integmim intervalu ndnila co nejmén, protoZe rozptyl je tim mensi,

¢im je znmeéna integrované funkce pomalejsi.

b) Nalezeni hlavniéasti - princip je vtom, Ze integral rozdme na d¢ ¢asti. Cast
prvni bude tzv. hlavni a budéguistavovat hlavnéast vysledné hodnotyast druha

bude upesiovat vysledek.
b b b
| = j f (x)dx = j g(X)dx + j h(x)dx (51)
Poté pro vypty integrah pomoci metody #tdni hodnoty a geometrické
metody budeme muset vztahy (49) a (50) modifikovat.
4.7.3 Vypocet dvojného urtitého integralu
Dvojny integral je zobeé&mim ucgitého integralu funkce jedné prémmé na

funkci dvou prominnych. Redstavuje objem vymezeny gadnicovymi plochami,
které omezuji integtmi oblast a plochou t¥enou danou funkci.

Z =

QD C— T

T f (x, y)dxdy (52)

Ol metody pouzité pro jednorozmmy integral Ize zobecnit na viceroZzmy

integral bez vyrazné ztratgimnosti.
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Metoda molekularni dynamiky a metoda koBarlo jsou nejvice pouzivanymi
metodami pi vytvareni p&itatovych model. Paitacové modelovaniémito metodami
pati v dnéSni dolké k nepostradatelnému nastrojicenému ke studiu nejenejSich
problému fyziky, chemie, biologie, meteorologiea3iich technickych i netechnickych
véd nacasticové (mikroskopické) urovni.

Poitatové modelovani dovoluje ziskat pohled na mikébsktery je klasickym
experimentem neproveditelny. Uminge provadt simulace, které nelze z négngj-
Sich divodi nahradit laboratornimi pokusy. A to ®&yprotoZe jsou pokusy v laboréito
prost neproveditelné (pokusy za nizkych teplot, vystkflaki) a nebo fliS drahé
(biologické, medicinskeé, chemické pokusy).

Uvedeny text se snazil na 51 strankddohrg a vystiZzié popsat péitacové
modelovani a jeho v dnesni dobv¢ nejpouzivasjsSi metody, tj. metodu molekularni

dynamiky a metodu Monte Carlo.
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