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Abstrakt

V prvni ¢asti prace se zabyvam predchudci NURBS kiivek a ploch, pfesnéji Fergu-
sonovymi, Bézierovymi, Coonsovymi a B-splajn kifivkami a plochami a déle B-splajn
funkcemi. V druhé casti se vénuji NURBS kiivkam a plocham, jejich zapsdanim jako
linearni kombinace B-splajn funkci v projektivnim prostoru. Podrobnéji jsem rozepsala
kuzeloseckové oblouky, jejich zaddvani v projektivnim prostoru a NURBS plochy dané
jako tenzorovy souc¢in NURBS kiivek. Posledni ¢ast je vénovana popisu programu pro
modelovani kuzelosecek a NURBS ploch.

Summary

In the first part I discuss ancestors of NURBS curves and surfaces, rather Ferguson,
Beziere, Coons and B-spline curves and surfaces and furthermore B-spline functions. In
the second part I devote to NURBS curves and surfaces, their description as a linear
combination of B-spline functions in the projective space. I specify conical arcs more
detailed, their submit in the projective space and NURBS surfasec given as tensor product
of NURBS curves. Last part is devote to describtion programs for modeling conicals and
NURBS surface.
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Uvod

V prvni poloviné Sedesatych let minulého stoleti vznikaji prvni kiivky a plochy hladkych
obecnych tvaru. Zacali je vyuzivat designéii v automobilovém prumyslu ¢i strojirenstvi
pro dokonalejsi modely v pocitacich.

Prvni takovéto kiivky a plochy mély ptfi navazovani spojitost 1. fadu a pti zméné
jednoho bodu se musela prepocitavat celd kiivka popi. plocha. Postupem doby se vyvinuly
krivky a plochy, u kterych se da ovladat jeji tvar pri zachovani zadanych bodu. Tim se
vyvoj dostal do projektivniho prostoru.

Takto sel vyvoj od prvnich kfivek a ploch - Fergusonovych, az po B-splajny. B-splajny
jsou jiz natolik rozvinuté, ze pfi napojovani maji spojitost 2. fadu a pri zméné jednoho
bodu se nemusi prepocitavat celd kiivka ¢i plocha, ale jen ¢ast vyuzivajici tento bod. Déle
se zde da zaridit, aby kiivka zacinala nebo koncila v krajnich bodech, pomoci nichz se
zadava.

B-splajny se déli na uniformni a neuniformni, déle na racionédlni a neracionalni. Tato
prace je zaméfena na neuniformni racionalni B-splajn - NURBS. Tyto kiivky a plochy
miuZou byt zaddvany pomoci mnoha bodi. Ty u plochy vytvéaii sit. Pro vétsi plochy je
tedy tieba zadavat spoustu dat a to i v pripadé, kdy to pro modelovani plochy neni zcela
nutné - mame-li plochu slozenou z vice ¢lenité ¢asti a méné ¢lenité casti, pak u NURBS je
treba se Tidit tou vice Clenitou ¢asti a tomu prizpusobit mnozstvi dat, tj. u méné clenité
¢asti vznikd zbyteéné podrobnd sit této plochy. Tuto skutecnost fesi T-splajny, kde tato
sit jiz nenf pravideln4, ale lze v ni néjaké piebytecné body v méné ¢lenité ¢dsti vynechat.
T-splajny vsak jsou nad ramec této prace a proto se zde jimi nezabyvam.

Cely tento vyvoj byl podporovan snahou modelovat kruznici na pocita¢i pomoci
zadavani bodu. Dosahlo se toho az pomoci NURBS krivek, které umoznuji modelovani
kuzeloseckovych oblouku. Linedarni kombinaci dvou kuzeloseckovych oblouku pak lze dosa-
hnout modelovani kvadrik.

NURBS jsou hojné vyuzivany napti. v. CAD systémech. Tady se vyuzivaji funkce
jako tazeni, otaceni ¢i vedeni. V jejich pozadi stoji pravé NURBS - pro tvorbu povrchu
preddefinujeme obrys ¢i profil daného télesa a z néj se pak pomoci danych funkei vy-
tvori 3D model. Déle se pouzivaji napr. u 3D skeneru pro nacteni redlného objektu
do pocitace a nasledného vytvoreni realné kopie. Vyuziti NURBS v téchto skenerech
umoznuje napiiklad zanechat hmotné odkazy budoucim generacim (cenné relikvie, apod.).



1 Definice vybranych prostoru

Protoze budeme rozebirat problematiku NURBS ktivek a ploch v projektivnim prostoru,
musime si nejprve definovat, co to ten projektivni prostor je. K tomu budeme potiebovat
vektorovy prostor a dale vyuzijeme prostor afinni a euklidovsky.

1.1 Vektorovy (linearni) prostor

Vektorovym (linedrnim) prostorem rozumime neprdzdnou mnozinu V, na které je defi-
novano s¢itani a ndsobeni prvku redlnymi ¢isly s témito vlastnostmi:

e V je uzaviend mnozina vuéi obéma operacim, tj. pokud séitdme nebo ndsobime
prvky z mnoziny V, vysledkem je opét prvek do této mnoziny nalezici.

Scitani je komutativni a asociativni, tj. pro libovolné prvky u, v, w € V je

u+v=v+u,
u+ (v+w)=(ut+v)+w.

V obsahuje nulovy prvek o takovy, ze pro libovolné u € V je

u-+o=nu.

Ke kazdému prvku u € V existuje opacny prvek -u, pro ktery plati

u+ (—u) =o.

Pro libovolna cisla «, 8 € R je

a(fu) = (af)u,
a(u+v) =au+ av,
(@ + f)u = au + fu,

l-u=nu.

Prvky mnoziny V nazyvame vektory, redlna cisla skaldry. Neprazdnou podmnozinu
W mnoziny V nazveme podprostor vektorového prostoru V, jestlize plati pro libovolné u,
veWaacR:

u+vew,
a-ueW.

Podmnozinu {u;}, i = 1, ..., n, vektorového prostoru V nazyvame linedrné zdvislou
pravée tehdy, kdyz existuji ¢; € R, ¢ = 1, ..., n, z nichz alespon jedno je nenulové, takové,
ze Y v cu; = 0.V opaéném pripadé nazyvdme mnozinu linedrné zdvislou.

Vektor v € V nazveme linedrni kombinact vektori {w;} C V, i = 1, ..., n, prave
tehdy, kdyz existuji ¢; € R, ¢ = 1, ..., n, z nichz alespon jedno je nenulové, takové, ze
> v, ¢u; = v. Mnozinu vsech linedrnich kombinaci vektort {w;} C V, i =1, .., n,



znacime {v e V | v =" cu} = (u;us;...;u,). Vektory u;, i = 1, ..., n, jsou tedy
linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz zddny z nich neni linedrni kombinaci ostatnich.

Podmnozinu {ui} C V, i =1, ..., n, vektorového prostoru nazveme (konecnym) ge-
nerdtorem tohoto prostoru praveé tehdy, kdyz kazdy vektor v € V je linearni kombinaci
{u;}, i =1, ..., n. Linedrné nezavisly kone¢ny generator vektorového prostoru nazyvame
jeho konecnou bazi. Libovolné dvé konecné baze téhoz vektorového prostoru maji stejny
pocet prvku.

Necht vektorovy prostor V ma koneénou bazi s n prvky Pak ¢islo n nazyvame dimenzi
prostoru V a prostor oznacujeme V,,. Zna¢ime Dim(V,,) = n.

Necht V,, je vektorovy prostor dimenze n, B = {w;}, i = 1, ..., n, jeho libovoln4 béze
av=>" ¢u jeho libovolny vektor. Koeficienty ¢;, i = 1, ..., n, této linedrni kombinace
nazyvame soufadnicemi vektoru v v bazi B, piSeme v = (cl, Coy -y Cn)B-

Tenzory

Linearni zobrazeni f : V,, — R, kde V,, je vektorovy prostor koneéné dimenze n, se
nazyva linedrni forma na V prave tehdy, kdyz pro kazdé u, v € V a kazdé ¢ € R plati:

flutv) = f(u) + f(v),
flea) = cf(u).

Y . . ~ . ’ ’ ~ 7 .
Necht V* je mnozina vSech linedrnich forem nad V. Pro kazdé f1, fo €V* definujeme
s¢itani linedrnich forem a nasobeni linearni formy skaldrem:

fi(a) @ fo(u) = fi(u) + fo(u),
c® fi(u) = cfi(u).

Pak V* je vektorovy prostor. Jde o prostor vSech linedrnich forem na V - dudlni prostor
k V.

Zobrazeni g : UXxV — R, kde U, V jsou vektorové prostory koneénych dimenzi m, n,
se nazyva bilinedrni forma mezi prostory U, V, je-li g linearni v obou svych vektorovych
argumentech:

9(111 + 112,V) = g(ubv) + g(u2,v), g(ru, V) = rg(u,v),

g(u,vi+vsz) =g(u,vi)+g(u,vz),  g(u,rv)=rg(u,v),
pro libovolné u, uy, us € U, v, vy, vo € V, r€ R. Zobrazeni g : U x V — R nazyvame
souctem bilinearnich forem ¢g; : UXV — R, g5 : UXx V — R prave tehdy, kdyz pro kazdé
u e U, v eV plati:
g(u> V) =01 (u> V) + 92(117 V)'
Zobrazeni h : U x V — R se nazyva skaldrnim ndsobkem bilinearni formy g : U x V —
— R praveé tehdy, kdyz existuje ¢ € R takové, ze pro kazdé u € U, v € V plati:

h(u,v) = g(cu, cv) = cg(u, v).

Vsechny bilinearni formy lze zapsat ve tvaru:

m n
E g Ui - Uy - g ez> § Ui " Qij
=0 7=0 =0 7=0
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resp.

Qoo Qg1 --- Qop Vo
g(u,v) = ( Ug Up ... Uy ) aip @11 ... Qin V1 ’
amo Qm1 ... Qmn Uy,
kde u;, i = 0,1,...,m, avj, j =0,1,...,n, jsou soufadnice vektori u € U resp. v.€ V

v béazi {eg;e1;...;em} € Uresp. {fo;f1;...;fn} € V.

Mnozina U®V vsech bilinedrnich forem mezi prostory U, V spolu se souc¢tem bi-
linedrnich forem a skalarnim nasobkem bilinedarni formy je vektorovy prostor. Tento vek-
torovy prostor U ® V nazyvame tenzorovym soucinem prostoru U a V. Specidlné ten-
zorové souciny U ® U, U @ U* U* @ U* nazyvame prostory tenzoru, jejich prvky
nazyvame tenzory, pricemz prvky prostoru U nazyvame kontravariantni vektory, zna¢ime
u = (uy, Usg, . .., Uny). Prvky dudlniho prostoru U* nazyvame kovariantni vektory, znacime
je u* = (ul,u?, ... u™).

1.2 Afinni (bodovy) prostor

Afinnim (bodovym) prostorem rozumime neprazdnou mnozinu A,,, pro kterou existuje
vektorovy prostor V,, a zobrazeni ¢ : A, x A,, — V,, takové, ze plati:

1. pro kazdé A € A, a kazdé v € V,, existuje pravé jedno B € A, takové, ze
¢(A;B) = v,

2. pro kazdé A, B, C € A, je p(A;C) = ¢p(A; B) + ¢(B; C).

Prvky mnoziny A,, nazyvame body. Usporddanou dvojici [A, B] nazyvame umisténim
vektoru v v prostoru A,,. Vektorovy prostor V,, nazyvame zaméreni prostoru A,,. Dimenzi
afinniho prostoru rozumime dimenzi prostoru V,,.

Je-li 9(A; B) = v, piseme v = B—A. Bod A = [ay;a9;...;a,] € A, afinniho prostoru
nazveme afinnim ndsobkem bodu B = [by;ba;...;b,] € A, pravé tehdy, kdyz existuje
¢islo ¢ € R takové, ze:

lai;ag; .. .5 a,) = [cby; cba; ... chy).

Piseme [a1;as;...;a,) = c[bi;ba;...; by, resp. A =c- B.
Bod D = [dy;ds; . .. ;d,] € A, nazveme afinnim souctem bodu A, B € A,, praveé tehdy,
kdyz:
[dy;da;...;dy] = [a1 + biyag + bo; ..o a, + by).
Piseme [dy;da; ... ;d,) = [a1;a9; ... 5an] 4 [b1; 025 .. .5 by), resp. D = A+ B.
Bod E = [e1;e9;...;€,) € A, nazveme afinni kombinaci bodu A; = [ai1; ao; .. . ; Gin),
1=1, 2, ..., k, pravé tehdy, kdyz existuji tq,ts,...,tx € R takové, ze:

t1—|—t2—|—...—|—tk:1,

k k k
le1;€9;. .. 6,) = E tiair; E tiaio; . .. E tiin
i=1 i=1 i=1

Piseme [61; €25..., Gn] = Zle ti[ail; a;2;5 ... ;am], resp. E = tlAl + tgAg + ...+ tkAk, tj.
E=YF tA,.
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1.3 Euklidovsky prostor

Necht V = (V,+,+) je vektorovy prostor. Necht ( , ) je zobrazeni mnoziny V x V do R
spliiujici pro kazdé u, v, w € V, r € R:

L. (u,v)=(v,u),

(
2. (u+v,w)=(u,w) + (v,w),
3. (

ru, v) = r(u,v),
4. (u,u) > 0,u #o.

Pak V se nazyva vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, neboli unitdrni prostor. Afinni
prostor, jehoz zaméfrenim je unitarni prostor, nazyvame euklidovsky prostor. Euklidovsky
prostor dimenze n se znaci E,,.

Je-li V,, unitarni prostor dimenze n, {e;;es;...;e,} libovolna baze V,, a O € E,, pak
usporadanou (n + 1) - tici (O;eq;es;...;e,) nazyvame kartézskou souradnou soustavou.
Jestlize X —O = x1€1 +x2€2+. .. + 1€y, pisSeme X = [21; 2»; ...; 2,] a usporadanou n - tici
nazyvame kartézskymi souradnicemi bodu X.

1.4 Projektivni prostor

Necht V41 (n > —1) je vektorovy prostor dimenze n + 1 nad mnoZinou vsech redlnych
¢isel. Mnozinu P,, vSech jednodimenzionédlnich podprostoru prostoru V,,;1 nazyvame pro-
jektivnim prostorem dimenze n. Jeho prvky jsou body. Vektorovy prostor V,, i nazyvame
aritmetickym zdkladem prostoru P,,. Kazdy nenulovy vektor v € V, ., ktery generuje
bod A = (v) = {kv | k € R}, nazyvame aritmetickym zdstupcem bodu A projektivniho
prostoru.

Mnozina bodu {X1; Xo;...; Xi}; Xi € Py, je linedrné nezdvisld pravé tehdy, kdyz jsou
linearné nezavisli aritmeticti zastupci jejich prvku.

Aritmetickou bdzi projektivniho prostoru P,, rozumime libovolnou bazi (uj;us;. . .;
u,,) vektorového prostoru V, 1. Geometrickou bdzi prostoru P, rozumime (n + 2) - tici
bodu (O1; Oy; ... ; O,yq1; E) takovych, ze libovolnych (n+ 1) z nich je linedarné nezavislych.
Body O1, O, ..., O,y1 nazyvame zdkladni body a bod E jednotkovy bod geometrické baze.
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, ={u,)} E=e)

& ={u, )

(2 = -::ll. l
Obr.1: Zobrazent bdzi v Py

Necht (O1;0s; . ..; O,41; E) je geometrickd bdze a (uy;uy;...;u,41) je aritmetickd béaze
projektivniho prostoru P,, takova, ze

E=(u+uy+..+u,1),
O1 = (w), 02 = (12), ..., Ont1 = (Un11).

Dale necht A = (v) € P,, je libovolny bod, pficemz v = viuy + vy + . . . + Vpy1Uny,
v; € R, i=1,2 .., n+ 1. Pak usporddanou (n + 1) - tici (vi;ve;...;0,01) € R
nazyvame projektivnimi homogennimi souradnicemi bodu A vzhledem ke geometrické bazi
(O1;02; .. .; Ony1; E).

Projektivni prostor Q,, nazyvame projektivnim podprostorem prostoru P,, jestlize
aritmeticky zaklad prostoru Q,, je podprostorem aritmetického zakladu P,,.

Jestlize jsou Ay = (vi), Ay = (va), ..., Aps1 = (V1) linedrné nezéavislé body z Q,,
a pro aritmetického zastupce x libovolného bodu X € Q,, plati:

X = >\1V1 + )\2V2 + ...+ )\m—l—lvm—f—la
fikdme, ze bod X je projektivni kombinaci bodu Ay, As, ..., A,yq. PiSeme:
X=MA1+ Ao+ ...+ 1A

Tuto rovnici nazyvame parametrickym vyjadfenim podprostoru s geometrickou bazi (Ay;
Ag; s A X).

Projektivni prostor muzeme modelovat jako euklidovsky prostor rozsifeny o jednu
dimenzi. V tomto modelu je projektivnim bodem euklidovskd ptimka prochazejici eu-
klidovskym pocatkem. Bod A = (vy;v9;...;v,41) nazyvame vlastnim bodem prostoru P,
praveé tehdy, kdyz v,,,1 # 0. V opacném piipadé jde o bod nevlastni. Vlastni bod muzeme

prepsat na tvar A = | —2—; 2 .., -2, 1) a kartézské souradnice tohoto bodu v eukli-
Un41’ Un+1 Un+1
dovském prostoru pak jsou A = [ . 2. - tn }
Un41’ Un+1 Un+1

13



Obr.2: Zobrazeni vlastniho a nevlastniho bodu v projektivni rovine.

Mnozina vSech vlastnich bodu projektivniho prostoru P,, je jeho projektivnim podpro-
storem, ktery je izomorfni s n-rozmérnym afinnim prostorem. Je-li aritmetickym zakladem
prostoru P,, unitarni vektorovy prostor, je podprostor izomorfni s n - rozmérnym eukli-
dovskym prostorem.
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2 Krivky

V matematice se Casto setkavame s kiivkami, které prochazeji ptedem zadanymi body
(napf. interpolaéni polynomy, splajny apod.). Technickd praxe vsak casto vyzaduje kiivky
urcené body, kterymi kfivka nemusi prochdzet a jejichz poloha urcuje kiivku jinym zpuso-
bem. Jednd se o ridici body nebo o fidici polygony. Jednu z nejjednodussich takovych
kiivek pouzival od roku 1964 J. C. Ferguson - Fergusonovu kiivku. V letech 1959 - 1962
navrhli nezavisle na sobé P. E. Béziere a P. de Casteljau ktivku, jejiz nazev je Bézierova
kiivka.

Mezi dalsi ktivky, jez jsou v technické praxi hojné pouzivany, patii Coonsovy kiivky
a B - splajny, které definoval S. A. Coons. Nevyhodou Fergusonovy, Bézierovy a Coonsovy
kiivky je pouze lokalni kontrolovatelnost - po zméné jednoho bodu musime prepocitat
celou kfivku, a Spatna ovladatelnost.

Raciondlni B - splajny a neuniformni racionalni B - splajny (NURBS) umoznily ge-
nerovat klasické geometrické prvky (napt. usecky, kruznice, elipsy) za pomoci stejnych
metod, které umoznuji vytvorit kiivky se slozitymi prubéhy.

2.1 Definice krivky

Zobrazeni v : I — V,, se nazyva vektorovd funkce na intervalu I C R . Rekneme, ze
vektorova funkce v : I — V,, je tridy C" na I, pravé kdyz v ma na I spojité vSechny
derivace az do fadu r véetné. Pripadnou nultou derivaci rozumime funkci samu.

Zobrazeni f : I — E, nazyvame pohyb v prostoru E,. Je-li P €. E, pevné zvo-
leny pocatek, tak pruvodicem bodu @ € En_)rozumime vektor v = P € V,,. Pohyb
f 1 ol E,, definuje vektorovou funkci Pf : I — V,,, kteréﬁa)idému t € I priradi
pruvodi¢ Pf(t) = (f(t) — P) € V,, bodu f(t). Vektorova funkce Pf : I — V,, se nazyva
pruvodic¢ pohybu f.

Vektor f/ = % (pokud existuje) nazyﬁi)me vektor rychlosti pohybu f. Rekneme, ze f
je pohyb tridy C", jestlize jeho pruvodi¢c Pf je vektorova funkce tiidy C”. Tento pohyb
je requldrni, jestlize % # o pro vsechna t € I. Bod f(ty), v némz % = 0 nazyvame
singuldrnim bodem pohybu f.

Pohyb f : I — E, je jednoduchy, plati-li t; # to = f(t1) # f(t2). Mnozinu C C E,,
nazyvame jednoduchd krivka t¥idy C”, pokud existuje takovy jednoduchy regularni pohyb
f:I— E, tiidy C", ze plati C = f(I). Samotné zobrazeni f pak nazyvame parametrizaci
krivky C.

Jednoducha kiivka C je orientovand souhlasné s parametrizaci f, jestlize pro dva libo-
volné body f(t1), f(t2) kiivky C plati, ze f(t1) je pred f(to) prave tehdy, kdyz t; < t.
Pokud je t; > to9, pak jde o nesouhlasnou orientaci.

Rikdme, ze C C E, je krivka t¥idy CT, jestlize pro kazdy bod X € C existuje takové
jako okoli U v E,,, ze CN U je jednoducha kiivka tridy C”. Parametrizace pruniku C N U
nazyvame lokdlnimi parametrizacema.
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Obr.3: Lokdlni parametrizace

2.2 Predchidci NURBS krivek
2.2.1 Fergusonova kiivka

Fergusonova kiivka je urcena ¢tyrmi body Py, P, P», P3, kde body F,, Ps jsou krajnimi
body kiivky. PyPy, P> Ps jsou teéné vektory v krajnich bodech. Velikost téchto vektoru
ovliviiuje zdroven druhou derivaci kiivky (¢im je velikost vetsi, tim vice kiivka k vektoru

priblizuje). Jsou-li oba te¢né vektory nulové, pak se kiivka stane tiseckou FyP;.

5
P

||I'_I|:II

Obr.4: Fergusonova krivka

Parametrizace kiivky je tvaru:

Q) =) PFE(t);  te(01),

Fo(t) =263 =3t + 1, Fi(t) =3 — 21> + t, F5(t)

—2t3 4 3t%, F3(t) =t — #°.

(1)

(2)

Funkce F; jsou polynomy 3. stupné. Fergusonova kiivka je tedy kubicka parabola.

Nékdy je tato kiivka nazyvana Hermitovskou kubikou.

Nejvétsi prednost Fergusonovych kiivek se projevi pti jejich navazovani. Spojitosti pri
navazovani dvou kiivek docilime totoznosti posledniho bodu prvni kiivky a prvniho bodu
druhé kiivky. Identita teénych vektori v daném bodé zajistuje, ze vznikla kiivka je tiidy

ch.
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Obr.5: Spojeni dvou Fergusonovijch kiivek

2.2.2 Bézierova kiivka

Bézierovy kiivky jsou patrné nejpopularnéjsi aproximacni kiivky pouzivané pro mode-
lovani ve dvou rozmérech. Casto se pouzivaji i pti definici pisma.

4

¥ L~"U

Y
o
Obr.6: Bézierova krivka

Bézierova ktivka je urcena ¢tyimi body Py, P;, P, P3 a je definovana parametrizaci:

Q(t) = ZPZ-Bi(t); t € (0;1), (3)
Bo(t) = (1 —t)*, By(t) = 3t(1 —t)*, By(t) = 3t*(1 —t), Bs(t) =t>. (4)

Jedna se o kubickou parabolu, ktera prochazi body Fy, Ps, usecky Py P, P3P, urcuji tecny
v krajnich bodech a jejich smérnice jsou ¢iselné rovny tretiné délky téchto tisecek.

Bézierovy krivky muzeme snadno hladce napojovat, a to tak, ze v bodé spojeni za-
jistime spolecnou te¢nu - docilime tak spojitosti kiivky a jeji derivace, tj. kiivka je tiidy
Ch.
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Obr.7: Spojeni dvou Béziorovich krivek

Zobecnénime-li predchozi kiivku, dostaneme obecnou Bézierovu kiivku n - tého stupné.
Vznikne pomoci n + 1 fidicich bodu a je ur¢ena vztahem:

QW) =3 PBI(t:  te ), )

BI(t) = ( " ) f(1l -t i=0,1,..,n. (6)

]

B!'(t) jsou Bernsteinovy polynomy. Bernsteinovy polynomy jsou nezaporné a jejich soucet
je roven jedné. Kazdy bod Q(t) Bézierovy krivky je tak afinni kombinaci fidicich bodu
(dle konce kapitoly 1.2).

B

WY
iy

wy

7
Obr.8: Obecnd Bézierova krivka stupné n = 5

Pii zméné polohy fidictho bodu P; dojde ke zméné tvaru celé kiivky. Proto se tyto
kiivky déli na segmenty nizsitho stupné, které se postupné navazuji.

Pokud kazdému bodu P; prifadime nezaporné realné c¢islo m;, dostaneme kiivku jez je
dana rovnici:

Q=Y PRI te 1), )
v B
B = S Bram, ®
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Je to racionalni Bézierova kiivka a R!'(t) jsou raciondlni Bernsteinovy polynomy. Ke zmé-
né tvaru ktivky tedy jiz neni vzdy nutno ménit fidici polygon, této zmény lze docilit
i zménou piislusnich vah m;. Na rozdil od ptedchozich kiivek vsak jiz tuto kiivku nelze
v E, vyjadrit jako linedrni kombinaci polynomu, k jejimu zapisu v E,, je nutné racionalni
funkce. Tato kiivka je specidlnim piipadem NURBS (Non Uniform Rational B-Spline)
krivky.

Obr.9: Racionalni Bézierova krivka s riznym zakrivenim

2.2.3 Coonsova krivka

Coonsova kiivka je podobna Fergusonové kiivce a zaujima vedle Bézierovych krivek
vyznamné postaveni v historii parametrickych kfivek a ploch. Je bézné pouzivana pti tvor-
bé po castech skladanych polynomialnich kiivek. Uvahy o uniformni a neuniformni para-
metrizaci vyrazné prispély k zobecnénému pohledu na vlastnosti a tvorbu polynomialnach
béazi a v neposledni fadé se stala zakladem obecného aparatu NURBS.

Zakladni oblouk je opét urcen ¢tyimi body Py, Py, P5, P3. Tentokrat vsak kiivka nezaci-
na ani nekonéi v zadném z téchto bodu. Pocateéni a koncovy bod lezi v antitézistich
trojuhelniku Py Py Py a P, P, Py (na stejné dsecce jako téziste, ale ve vzdalenosti 1/3 délky
od bodu Py, resp. P).

B

B
Obr.10: Coonsova krivka

Parametrizace Coonsovy krivky je:

QU =S RC:  te ), (9)
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Co(t) = (1 —1)%,C1(t) = 3t3 — 6% 4+ 4, Co(t) = 3t3 + 3t + 3t + 1,C5(t) = 3. (10)

Soufadnice antitezist jsou:

Q) = 5(Py+4P, + P), Q(1) = 5(Py +4P; + F). (1)

2.3 B-splajn kiivka

Pokud skladame Coonsovy kiivky, pak dvé po sobé jdouci kiivky maji vzdy stejné tii ze
¢tyt fidicich bodu. Kiivku slozenou z Coonsovych kiivek nazyvame B-splajn (uniformni,
neracionalni; nebo také Coonsuv kubicky B-splajn). Ta je ve vSech vnitinich bodech spo-
jitd i se svou prvni a druhou derivaci. Je to tedy kiivka tifdy C2.

Pti zméné jednoho tidictho bodu dochéazi pouze k lokalni zméné kiivky, tj. pouze ctyt
oblouku, jejichz konstrukce se dany bod tcastni. U B-splajnu muzeme zatidit, aby kfivka
zacCinala a koncila v krajnich bodech. A to tak ze tfi fidici body prvniho a posledniho ob-
louku splynou. Na kiivce lze vytvofit hrot, a to tak, ze tii body fidiciho polygonu splynou.
Kiivka je v tomto pifpadé tiidy pouze C°, nebot v tomto bodé neexistuje derivace.

Obr.11: B-splajn krivka

B-splajn generovany m + 1 body fidicitho polygonu Py, Py, ..., P, je slozen z m — 2 seg-
mentu (s, ..., Q. Parametr ¢ probihd interval (ts,t,, + 1) a hodnoty parametru ¢ v uzlech
oznacené t; definuji uzlovy vektor. Tyto hodnoty maji konstantni vzdalenost ¢, —t; = k,
uzlovy vektor je tedy uniformni. Je tvofen neklesajici posloupnosti nezapornych redlnych
cisel.

Obecny B-splajn ma uzlovy vektor t = (to,t1, ..., tmins1), kde m + 1 je pocet fidicich
bodu a n je stupen kiivky.Tato kiivka je definovana vztahem:

Q) = > PN (1), (12)

kde N jsou bazové B-splajn funkce definované v nésledujici kapitole.

Pokud je v uzlovém vektoru prvnich a poslednich n + 1 ¢isel shodnych, pak kfivka
prochazi prvnim a poslednim fidicim bodem a jedna se o "sevienou” kiivku - spojnice
prvnich a poslednich dvou fidicich bodu jsou tetnami v krajnich bodech kfivky.

B-splajn ktivka lezi celd ve své konvexni obdlce a jeji segmenty lezi v konvexnich
obalkach svych fidicich polygonu. Je invariantni vuci otaceni, posunuti a zméné méritka.

Specialnim pripadem B-splajnu je Bézierova kfivka a to B-splajn stupné pocet bodu
minus jedna pro uzlovy vektor délky 2(n + 1) a tvaru t = (tg,....tn, tust1, ooy tony1) =
=(0,...,0,1,....,1).
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2.3.1 B-splajn funkce

Jako bazové funkce se pro B-splajn kiivky a plochy a pro NURBS ktivky a plochy pouzivaji

B-splajn funkce. B-splajn funkce s uzlovym vektorem t = (to,t1,...,t,) je definovdna
nasledovné:
1 pro te (titis1)
0 _ iy Vit1)y
Ni() = { 0 jinde, (13)
t—1t; t; —t _
NE(t) = ——- NI (1) + = — NI (1), (14)
tivk — i Livk+1 — Lig1

kde k znaci stupen funkce apro 0 <i<n—k—1, 1 <k <n-1, 8:0. n + 1 je pocet
uzlu ;.

Soucet B-splajn funkci stupné k na intervalu (¢;,¢;11) je jedna. V uzlu ndsobnosti s
mé béazové funkce NF spojitost C*~*

2.3.2 Priklady vypoctu B-splajn funkci

Priklad 1: Spocitejme B-splajn funkce stupné 1 pro uzlovy vektor t = (to,t1, ..., t7) =
=(0,1,2,3,4,5,6,7).

Dle vzorecku (14) spocteme B-splajn funkce NF(t) prok=1ai=0,1,...,n —k —1,
ne—k—1=7—-1-1=5,t.i=0,1,..,5

2=t oy = i:gNg(t)+ﬂN{J(t) = tNJ(t)+(2—t) N7 ().

~ O NI 2
0()+t2—t1 1 51

Funkce NO(t), i = 0,1 uréime ze vztahu (13). Rovnou si vypiSeme vSechny funkce NP(t),
které budeme potiebovat, tj pro ¢ =0, ..., 6:

o | 1 pro te(tot1)=1(0,1),
No(t) = { 0 jinde.

wo-{§ (Sl
NQ@);{ (1) jg;‘;e‘ t € (ta,t3) = (2,3),
M=y e W=
Nf(t):{ (1) jg;“;e‘ t € (ts,t5) = (4,5),
M=y e e 0 =00
wo-{ . (00760
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Protoze pocitame vzdy pres hodnoty t;,¢;11,%;12, vysledek se ndm rozlozi na intervaly
(tistiv1), (tiv1,tire) a jinde. Po dosazeni dostavame:

t pro t€(0,1),
Ny(t)=4{ 2—t pro te(1,2),

0 Jinde.
Stejné tak ziskdme i ostatni B-splajn funkce:

P20 oy + 2L N0y = Lo oy + 22N =

Ni(t) =
ty—th ts — ts 21 32

0 Jinde.
t— t )
Nl NO — —NO —NO
(1) = 7= N§(0) + 2= V() (1) + 2= NY(t) =
t—3 pro (3,4)
= (t—=3)NJ(t) + (5—t)NJ(t) 5—1t pro (4,5)
0 jmde
1 t— 0 _t=40 6—1
N N,
NI = N30 + = N (1) + 2= No(1) =

0 jmde
t— 15 = 7T—1
N (t Ot t)+ ——NJ(t) =
(t) = 2 N2E) + = VB = £ N8(O) + T NSO
t—5 pro t e (5,6),
= (t = 5)NP(t) + (7 — t)N(t) 7T—t pro  t€(6,7),
0 jinde

Funkce N} (t), i =0, ...,5, jsou zndzornény na nasledujicim obrazku.
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b1 2 2 4 5 & 1
Obr.12: B-splajn funkce stupné 1 pro uzlovy vektor t = (0,1,2,3,4,5,6,7)

Priklad 2: Pro uzlovy vektor t = (to,t1,....,t7) = (0,1,2,3,4,5,6,7) spocitdime B-
-splajn funkce stupné 2.

Ze vzorecku (14) spocitdme B-splajn funkce prok =2ai=0,...n—k—1,n—k—1=
=7—-2—1=4,tj.1=0,...,4. Protoze mame uzlovy vektor stejny jako v minulém priklade,

muzeme z néj pouzit jiz Vypomtane funkce stupné 1 a 0. Poc¢itame ptes hodnoty t;, ..., t;13.
Vysledek se ndm tak rozlozi na intervaly (t;,ti11), (tit1,tite) (tite,tivs) a jinde.

t3 t—0 33—t

204 _ 1 1 1 1) —
N3(0) = N 6) + N (6) = g N6+ SV
/2 pro € (0,1),
oty 3—t 1, ) (=282 +6t—3)/2 pro tE(l,Z),
_ENO(t)+ 2 Ni(t) = (3—1)%/2 pro  te(2,3),
0 Jinde.
(Pro (1,2) mdme (2 —t)/2+ (3 —¢)(t — 1)/2 = (—2t* + 6t — 3)/2.)
t—1 ty —1 t—1 4 —
205\ _ 1 1y _ 1 1
NHD) = TN + TN = £ N ) + 15N =
(t—1)%/2 pro  te(l,2),
t=1 d—t o ) (=2t2+10t—11)/2 pro  te(2,3),
2 Ni(®) + 2 Na(8) = (4—1)2/2 pro  te (3,4),

0 Jinde.
(Pro (2,3) mdme (t — 1)(3 —t)/2+ (4 —t)(t — 2)/2 = (—2¢* + 10t — 11)/2.)
t—

ts — 1 t—2 5 —

N2 Nl Nl _ Nl Nl

) = T2 NH(0) + N0 = T N0 + 2N (D) =
(t—2)%/2 pro  t€(2,3),

o t=2 5-t 1, ) (=22+ 14t —23)/2 pro  te(3,4),

2 N2 (t) + 2 Ns () = (5—1t)?/2 pro  te (4,5),
0 Jinde.
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(Pro (3,4) mdme (t —2)(4 —t)/2+ (5 —t)(t — 3)/2 = (—2t* + 14t — 23)/2.)

t— te —t t—3 6—t
N3(t s Nt NYt) = —SNMt) + —NX(t) =
5(t) = R— 3()+t6—t4 4 (1) 5.3 3()+6—4 4 (1)
(t—3)%/2 pro  t€(3,4),
t=3 6—t 1, ) (—=2t2+18t—39)/2 pro t € (4,5),
2 N3 1) + 2 Nalt) = (6 —1)%/2 pro  te (56),
0 Jinde.

(Pro (4,5) mame (¢t —3)(5 —t)/2+ (6 — ¢)(t — 4)/2 = (—2t* + 18t — 39)/2.)

t—1y tr —1 t—4 7 —
NZ(t) = Nj(t Ni(t) = —N}(t LNt
4 (1) et 4 (1) . 5(t) = - ()+7 5 5(t) =
(t —4)%/2 pro  te(4,5),
t=4 T—t g, ) (22422t -59)/2 pro  t € (56),
=5 Ni(®) Ns(t) =93 (7- 122 pro te (6.7,
0 Jinde.

(Pro (5,6) mame (¢t —4)(6 —t)/2+ (7T —t)(t — 5)/2 = (—2t* + 22t — 59)/2.)

Obr.13: B-splajn funkce stupné 2 pro uzlovy vektor t = (0,1,2,3,4,5,6,7)
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3 Plochy

Snaha oprostit uzivatele grafickych systému od matematiky a 1sili o maximalni geome-
trickou nazornost vedly k rozvoji technickych ploch. Uzivatel modeluje tyto plochy tak,
ze zada napt. Tidici body, okrajové kiivky nebo teéné vektory. Mezi technické plochy
patii napi. Fergusonovy, Bézierovy a Coonsovy plochy. Tyto plochy vznikaji zobecnénim
prislusnych kiivek.

3.1 Definice plochy

Mnozinu § C E3 nazyvame jednoduchd plocha ttidy C”, jestlize existuje oteviend mnozina
D C R? a injektivni zobrazeni f : D — Ej tiidy C" takové, ze S = f(D) a vektory f/,
1l jsou linedrné nezdvislé v kazdém bodé z D. Mnozinu D nazyvame oblast parametri
a zobrazeni f je parametrizace S.

Rikdme, Ze mnozina S C Es je plocha t¥idy CT, jestlize pro véechna X € S existuje
takové jeho okoli U,, ze U, NS je jednoducha plocha tiidy C”. Parametrizace téchto
pruniku nazyvame lokdlnimi parametrizacemi plochy S. Plocha je souwvisld, jestlize kazdé
dva body na & muzeme spojit jednoduchou kfivkou, kterd celd lezi na S.

Souradnicovymi krivkami na plose S rozumime kiivky zadané v oblasti parametru D
rovnicemi u = konst, resp. v = konst. Mnozinu vSech soutadnicovych kiivek na plose S
nazyvame soufadnicovd sit.

3.2 Fergusonova plocha

Fergusonovy plochy vznikly v roce 1964 a jsou dvojrozmérnym zobecnénim Fergusonovych
krivek.

i
f i
',:o

R

(X 05507%
St
St

it
= A

Obr.1/: Fergusonova plocha

Parametrizace této plochy je tvaru:

3 3
Q(r,s) => Y PyF(r)F(s);  rse(0;1), (15)
Fo(t) =2t> = 3t2 + 1, Fy(t) =3 — 22 + ¢, Fy(t) = =2t 4+ 3%, Fy(t) = t* — 2. (16)
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Pokud danou rovnici rozepiSeme maticove, bude mit tvar:

Poo P P FPos FO(S)

Po Py P P Fi(s
Qi) = (RO) F) Bl )| 0 o pe i e an)

Py P31 P3 Ps3 FB(S)

kde Fyy, Poz, P3g, P33 jsou tiislozkové zkruty v rozich. Py, Py, Pig, Pi3, Pao, Pa3, Pi3
a Ps3 jsou tecné vektory v rozich. Piy, P, Ps1, Pay jsou body urcujici rohy plochy.

Jsou-li zkruty Py, Pos, P30, P33 nulové vektory, pak jde o plochu dvanactivektorovou.
V opacném piipadé jde o plochu Sestnactivektorovou.

Obr.15: Fergusonova plocha dvandctivektorovd

Zkruty tidi vyklenuti plochy v jejim rohu. V piipadé dvanactivektorovych ploch je
toto vyklenuti realizovano zménou dvou te¢nych vektoru v okoli prislusného vrcholu.

Hladké a spojité navazovani Fergusonovych ploch zajistime stejnymi hodnotami ve dvou
sloupcich nebo tadcich matic danych ploch.

3.3 Bézierova plocha

Bézierovy plochy jsou snadno diferencovatelné, jednoduse a intuitivné se modeluji a re-
lativné snadno se vypocitava prusecik s paprskem. Jsou specialnim piipadem NURBS
ploch.

Bézierova bikubicka plocha je dvojrozmérnym zobecnénim Bézierovy kubiky. Jeji pa-
rametrizace je:

Q(r;s) = ZZPM’BZ’(T)BJ’(S); r,s € (0;1), (18)

Bo(t) = (1 — 1), By(t) = 3t(1 —t)?, By(t) = 3t*(1 —t), Bs(t) = t>. (19)
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Obr.16: Bézierova bikubickd plocha

Vyjadiime-li rovnici (15) maticové, dostaneme tvar:

Py Py Poe FPos BO(S)

Po Py Py P By(s
Qros) = ( Bolr) Bilr) Bar) B(r) ) | 0 it i e f ] | e

Py P31 P3p Ps3 BB(S)

Polynomy B;(t)jsou stejné jak u Bézierovy kubiky. Body P;; jsou fidici body plochy
a tvorli tzv. ridici polygon, pomoci néhoz plochu tvarujeme.

Hrany fidiciho polygonu vychézejici z bodu Py, Fps, Psg, P33 jsou tecény plochy
ve sméru souradnych os a okraje plochy jsou tvoreny Bézierovymi kubikami. Pokud po-
lygon zadame tak, ze ztotoznime body na nékterém jeho okraji, prejde tento okraj v bod
a dostavame plochu ”trojihelnikovou”.
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Obr.17: Bézierova bikubickd plocha “trojuhelnikovd™

Jednou z vyhod téchto technickych ploch je jednoduchost sestavovani velkych ploch
z jednotlivych mensich ploch. U Bézierovych ploch velmi jednoduse splnime podminku
v technické praxi vyzadovanou - hladkost a spojitost i se svymi minimalné prvnimi
parcialnimi derivacemi. Zafidime to spolecnym okrajem tidicitho polygonu. Piiéné hrany
sousednich polygonu musi lezet na téze piimce. Okrajové hrany tak musi tvorit spole-
¢nou tecnu obou ploch. Tuto podminku splnime nejjednoduseji tak, ze krajni body druhé
plochy zaddme stredové soumérné s krajnimi body prvni plochy podle bodu spoleé¢ného
okraje.
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Obr.18: Spojeni dvou Bézierovijch bikubickijch ploch

Obecna Bézierova plocha vznikne zobecnénim Bézierovy bikubické plochy. Jeji rovnici
obdrzime rozsitenim matice fidicich bodu z 4 x4 na mxn; m,n > 4 a kubické bernsteinovy
polynomy nahradime polynomy obecnymi:

Qr.s) =S S PBIRBY () ros € (051), (21)

i=0 j=0
k ki k—i
Bi) = )=t i = 0,1, k. (22)
Kazdy bod Q(r, s) Bézierovy plochy je podobné jako u Bézierovych kiivek afinni kombinaci

fidicich bodu (dle konce kap. 1.2). Bézierova plocha lezi celd v konvexni obalce svych
fidicich bodu. Zménou polohy jediného ridictho bodu zménime cely tvar Bézierovy plochy.
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Obr.19: Obecnd Bézierova plocha

Racionalni Bézierova plocha je trojrozmérnym zobecnénim racionélni Bézierovy kiivky.
Plocha je urc¢ena parametrizaci:

Q(r,s) =Y P;RI™(rs); 15 e (0:1), (23)
i=0 j=0
wijBi(m) (T)Bg('n)(s)
S Sy B (1) B (s)wy

R (r, s) = : (24)
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kde w;; jsou vahy prifazené jednotlivym fidicim bodim. Véhy maji stejny vyznam jako
u racionalnich Bézierovych kiivek. Jejich velikost urc¢uje vzdélenost plochy od prislusnych
fidicich bodu. jsou-li vSechyn vahy rovny jedné, dostavame obecnou Bézierovu plochu.

3.4 Coonsova plocha

Coonsova plocha fizend polygonem je zobecnénim Coonsovy kubiky. Parametrizace plochy
ma tvar:

Q) = 35 Y ST PACNG ) s € (o51), (25)

Co(t) = (1 —1)3,C1(t) =3t — 6% +4,Cy(t) = 3t3 + 3t2 + 3t + 1,C5(t) = 3. (26)

Obr.20: Coonsova plocha Tizend polygonem

Pokud rovnici (22) napiSeme maticové, dostaneme tvar:

Poo Por Po2 Pos Co( )
Py P P2 Pi3 01( )
Pyy Py Py Po3 02(8)
Py Py Py Py 03( )

Q(r.s5) = ( Col(r) Ci(r) Ca(r) Cs(r) ) , (27)

Ridici polygon jiz neni tak nézorny jako u plochy Bézierovy. Coonsovy plochy vsak
patii v technické praxi k nejpouzivanéjsim. jejich hlavni vyhoda je v jejich napojovani.
Vhodnou volbou fidicich polygonu jednotlivych ploch muzeme docilit hladkosti druhého
stupné u vysledné plochy. Je tedy hladsi nez plocha slozena z Bézierovych ploch. Dané
hladkosti u Coonsovych ploch dosdhneme tim, Ze posledni tfi fady prvniho fidiciho po-
lygonu jsou shodné s prvnimi tfemi fadami druhého fidicitho polygonu. Oba polygony se
tak navzajem lisi jen v jedné tadé.
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Obr.21: Spojeni dvou Coonsovych ploch

Coonsova plocha definovand okrajem je jednoznac¢né urcena ctyimi kiivkami, které
musi tvorit jeji uzavienou hranici. Pomoci parametru r, s uréime libovolny bod plochy
P(r,s). Bez ijmy na obecnosti mizeme predpoklddat, ze r, s € (0;1), nebot kazdou
plochu ¢i kiivku lze parametrizovat tak, aby tato podminka byla splnéna. Je-li tedy plocha
déna ptredpisem P(r,s); r, s € (0;1), pak pro jednotlivé okrajové kiivky jsou splnény

podminky:
prvnf kiivka: s = 0 Ar € (0; 1),
druhd kiivka: r = 1 A s € (0;1),
treti kiivka: s =1 Ar € (0;1),

ctvrtd kiivka: r =0 A s € (0;1).
Oznacme tedy predpisy pro zndme hrani¢ni kiivky symbolicky P.o, Pis, P, Pos.

Nezndmy predpis pro plochu je P(r,s), rohy plochy tvoii body Pog, Pio, P11, Po1. Tato

plocha mé rovnici:

FPo Pos Pn 1—s
(1_T -1 T) Py P Pa —1 = 0.
Py P Pn S

Pokud z dané rovnice vyjadiime P(r, s), dostaneme:
Py =—Pyp(l—7r)(1—38)+ Po(l —8) — Pyor(1l —s) + Pys(1 —r) + Pgr— (28)
—Po1(1 —7)s+ Pys— Pirs.
Dostavame tak explicitni parametrické vyjadieni plochy, které je tieba jiz jen tiikrat

rozepsat do jednotlivych souradnic.
Okraje plochy jsou rovinné kiivky, které musi byt navrzeny tak, aby na sebe v prostoru

navazovaly. jejich prostorové rozmisténi nad stranami ¢tverce bude dano tim, zZe budou

7 pricitany spravnym smérem” k rohum plochy.
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Obr.22: Coonsova plocha definovand okrajem

Jestlize dvé protilehlé okrajové kiivky budou piimky, dostavame specialni piipad plo-
chy urcenou okrajem - plochu primkovou. Obecné nemusi mit bilinearni plochy ¢tvercovy
pudorys. Hrani¢ni kfivky dokonce nemusi byt ani rovinné. Konstrukce téchto ploch je
vsak ponékud obtiznéjsi.

3.5 B-splajn plocha

B-splajn plochy jsou zobecnénim B-splajn kiivek. Velice snadno se navazuji a jsou proto
pro modelovani daleko vyhodnéjsi nez Fergusonovy a Bézierovy plochy. B-splajn plochy n-
tého stupné zarucuji C™ ! spojitost ve vSech svych bodech a neni nutné omezovat nékteré
jejich tidici body vnéjsimi podminkami jako v piipadé Bézierovych ploch.

P1i zméné jediného tidictho bodu ménime tvar vzdy jen c¢asti B-splajn plochy. Nava-
zujici B-splajn plochu definujeme m x (n — 1) body ptedchozi plochy a priddme pouze
m dalsich bodu. Jednotlivé plochy se tak prekryvaji. Proto pfi zméné jednoho bodu
ovliviiujeme vice ploch, kterym tento bod nalezi. Pocet ovlivnénych ploch zavisi na zvo-
leném stupni bazovych polynomu obdobné jako pti modelovani B-splajn krivek.

B-splajn plocha lezi celd v konvexni obdlce svych fidicich bodu. Plocha obecné ne-
prochazi krajnimi body tidici sité. Toho lze docilit nasobnosti fidicich bodu a u ne-
uniformnich ploch nasobnosti uzlu. B-splajn plochy jsou invariantni viéi otd¢éeni, posunuti,
zméné meritka a zkoseni.

Nejjednodussi B-splajn plochou je bikubicka B-splajn plocha - neracionédlni a neuni-
formni. Pouziva se ve slozitéjsich modelovacich programech. Jeji jedinou vyhodou oproti
Bézierové plose je spojitost C? bez nutnosti zaddvat néjaké vnéjsi omezujici podminky
na polohu fidicich bodu.
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4 NURBS krivky a plochy

NURBS - Non Uniform Rational B-Spline, je zobecnénim B-splajnu. Co je uniformni
B-splajn jsme si jiz tikali v kapitole 2.3. Neuniformni B-splajn je tedy B-splajn jehoz
uzlovy vektor obsahuje aspon jednu dvojici ¢;, t;,1, jejiz vzdalenost se lisi od ostatnich.
Racionalita znamend, ze ke kazdému bodu je pritazena jeho vaha. Ta urcuje jakou si-
lou bude bod pusobit na tvar kiivky resp. plochy. Pokud maji vsechny body vahu kon-
stantni, pak se jedna o B-splajn kiivku resp. plochu. Pridanim vah k bodum, které nejsou
pro vSechny body konstantni, se dostavame do projektivniho prostoru. Muzeme zde také
presné zadavat kuzeloseckové oblouky narozdil od jinych dosud znamych kiivek.

NURBS jsou specialni aproximacni ktivky a plochy, které jsou dany fidicimi body
a bazovymi B-splajn funkcemi. Diky své konstrukci mohou byt modifikovany do obecnych
tvaru.

4.1 NURBS krivka

Pokud mame m+1 tidicich bodu P; a k nim m+1 kladnych realnych ¢isel w; - vah a uzlovy
vektor t = (to,...,tn+m+1), kde n je stupen kiivky, pak NURBS kiivka je definovana
vztahem:

Q(t) = iy BN (29)
> i WilNE (1)
kde t € (t,,tms1) a NJ*(t) jsou bazové B-splajn funkce.
Jestlize oznacime:
RMt) = e (30)
> imo WiV} (t)

pak muzeme NURBS kiivky zapisovat vztahem:
Q)= PRI). (31)
i=0

Jak jsme si jiz tekli, tak pfidanim vahy ruzné od 1 k bodum se dostavame do projek-
tivniho rozsifeného prostoru. Na nasledujicim obrazku je znédzornéné projektivni rozsiteni

roviny do prostoru.
=

==]
[ ¥ o)

/ \F

Obr.23: Projektivni rozsireni roviny
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Vlastni body NURBS ktivky v projektivni roviné jsou dany tremi soutadnicemi, které
uréuji souradnice bodu euklidovské roviny a vdhu bodu. Naptiklad projektivni bod (6, 3, 3)
ur¢uje euklidovsky bod (2,1) s vdhou 3.

Vlastni body prostorové kiivky jsou reprezentovany ctyimi homogennimi soutfadni-

cemi (2}, y., i, w;), které odpovidaji euklidovskym bodum (z;,v;, ;) = (fy—/, i—/, Z—/>, kde
w; znaci vdhu daného bodu.

Vahovy vektor tvori posloupnost kladnych realnych cisel. Jeho délku udava pocet
fidicich bodu (kazdy bod méa svou véhu). Pokud maji vSechny body stejnou vahu, je
vahovy vektor posloupnost (1,1,...,1). Jestlize vdha bodu lezi v intervalu (0,1), pak
prislusny bod ma mensi vliv nez bod s vdhou 1. Pokud ma dany bod védhu vétsi jak

1, zvysuje se jeho vliv a vysledna kiivka se k tomuto bodu vice priblizuje.

/=2
7L
Iy ""leé N
/ E

Obr.2/4: Vliv vahy na tvar krivky
Kuzeloseckové oblouky

V tvodu jsme zminili, ze u NURBS kiivek muzeme presné zadavat kuzeloseckové
oblouky. Ty ziskdme pokud dame stupen kfivky roven dvéma (jde o kvadratické kiivky),
budeme mit tii fidici body Py, Pi, P, jejich vahovy vektor je tvaru (1,w;, 1) a uzlovy
vektor (0,0,0,1,1,1).

Pro dosazeni do vzorce (15) tedy mame m = 2 an = 2. Z uzlového vektoru si spocteme
vSechny potiebné B-splajn funkce a to ze vzorcu (13), (14). Ty ndm vyjdou nasledovné:

No'(t) = Ny'(t) = Ny(t) = Nj(t) =0,

1 pro te(0,1)
0 _ ) )
N (1) = { 0 jinde.

Z nich dostaneme:

No(t) = Ny(t) =0,

1 | 1=t pro te(0,1),
Nl(t)_{ 0 jinde.

1 )t pro te(0,1),
Na(t) = { 0 jinde.

33



Pomoci nich uz spo¢teme B-splajn funkce pro dosazeni do vzorecku:

oy J (L= pro  te(0,1),
NO(t)_{ 0 jinde,

o [ 2t(1—t) pro te(0,1),
Ni(t) = { 0 jinde,

2 pro te€{0,1)
2 _ 9 9
N (1) = { 0 jinde.

A nyni jiz muzeme vse dosadit:

Py(1 —t)? + wi P2t(1 — t) + Pot?

Q) = Q-2 +w2t(l—t)+2

te(0,1) (32)

Tim jsme dostali rovnici kuzelosecky zadanou jako NURBS kiivku. Je-li wy = we = 1,
pak podle hodnoty vahy w; dostavame jednotlivé typy kuzeloseckovych oblouku:

wy < 1 elipticky oblouk,
wy; =1 parabolicky oblouk,
wy > 1 hyperbolicky oblouk.

P, (w<D) "By (1)

Py Go=D)

'F

B R Py 0 Py

Obr.25: Elipticky, parabolicky a hyperbolicky oblouk
Protoze je kruznice zvlastnim piipadem elipsy, vhodnym uréenim vahy w; muzeme
z eliptického oblouku ziskat kruznicovy oblouk. Dd se odvodit, ze w; = cos g, kde a je

sttedovy uhel kruznicového oblouku. Pti zadavani kruznicového oblouku musi navic fidici
body tvofit rovnoramenny trojuhelnik Py P, Py, kde |PyP;| = | P Ps.

Fylwy = -:-:-5%]

Obr.26: Kruznicovy oblouk
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Kruznici muzeme sestrojit jako ¢tyfi kruznicové oblouky o stfedovych tihlech o = 90°.
Zadévame tak devet fidicich bodu. Jestlize umistime stfed kruznice do bodu [0, 0] a bude
o poloméru r = 1, pak budeme mit néasledujici ridici body:

[_1>0]>[_1>1]>[0>1]>[171]>[1>0]>[1>_1]>[0>_1]>[_1>_1][_1>0]-
Uzlovy vektor bude mit tvar t = (0,0 0,}1, i,%, %,%, %, 1,1, 1) a vahovy vektor bude w =
(1 V2 V2 V2 2 1)

y 92 0ty Ty T s by T

Obr.27: Kruznice jako NURBS krivka

4.2 NURBS plocha

Neuniformni raciondlni B-splajn plochy jsou zobecnénim B-splajn ploch a predstavuji dnes
prumyslovy standard v geometrickém modelovani. NURBS umoziuji definovat sirokou
tFidu ploch, mezi které patii jak volné tvarovatelné plochy na béazi racionalnich polynomu,
tak i plochy zalozené na primkach, kuzeloseckach apod.

NURBS plocha je dana siti (¢4 1)(r + 1) kontrolnich bodua Pj;, kde 0 <i < ¢, 0< 5 <
< r. Dédle mame (q + 1)(r + 1) kladnych redlnych ¢isel w;;, jenz nazyvame vahy. Stupen
plochy pro fadky je m a pro sloupce n. Radkovy uzlovy vektor je u = (uy, s Ut g1)
sloupcovy uzlovy vektor je v = (vp, ..., Unir11). NURBS plocha je pak uréena rovnici:

O g wi Py NI (w) N7 (v)
Qluv) = i=0 =0 Wi NI (W) N (v)

kde (u,v) € (uo, Umtqr1) X (V0, Vntri1), Ni"(u) a N (v) jsou bdzové B-splajn funkee urcené
vztahy (13), (14).
Muzeme zde vyuzit zjednoduSeny zapis pomoci racionalni B-splajn béze:

(33)

w; N{™ (u) N} (v)
Z:o erzo wi N (u) NJ*(v)

Ziskame tak zkraceny tvar:

Rg(u,v) = (34)

q

v) =YY PiR(u,v). (35)

i=0 j=0
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Obr.28: NURBS plocha

NURBS plochy maji vlastnosti prenesené z NURBS kfivek rozsitené do prostoru. Patti
sem:

e nezapornost B-splajn funkei,
o > o> j—0 N"(u)N7(v) = 1 pro libovolné (u,v) € (0,1) x (0,1),

//////

e zména polohy libovolného ridiciho bodu nebo vahy zméni tvar plochy pouze na pii-
slusném intervalu (u;, Witm+1) X (Vj, Vjtnt1),

_} . zména vahy

Obr.29: Vliv vahy na tvar plochy

e kiivka S(u,v) ma C™ % resp. C"~! spojité parcidlni derivace v bodé odpovidajicimu
parametru u, resp. v, je-li nasobnost uzlu u, resp. v rovna k, resp. [,

e NURBS plocha je invariantni vuci projektivnim transformacim, coz znamena, ze
neni nutné zobrazovat vsechny body plochy, ale pii projektivnich transformacich
staci zobrazit pouze tidici body,

e Bézierova plocha je specidlnim pripadem NURBS plochy v pripadé, ze pocet bodu
v tadku je roven fadkovému stupni m, pocet bodu ve sloupci je roven sloupcovému
stupni n a uzlové vektory jsou tvaru u = (0, ...,0,1,...1), kde 0 i 1 jsou m + 1 krat,
av=/(0,..0,1,..1), kde 0 i 1 jsou n + 1 krat.
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4.3 NURBS plochy jako tenzorovy soucin

V soucasné literatute zabyvajici se touto problematikou se casto objevuje myslenka se-
strojit NURBS plochy jako tenzorovy soucin NURBS kiivek. Plocha je definovana jako
vyéislitelnd funkce dvou parametru u a v popisujici zobrazeni rovinné oblasti do eukli-
dovského trojrozmérného prostoru, které je formalné zapsano jako

Qu,v) = (2(u,v),y(u,v), 2(u,0) = > Y filu)g;(v)ay;, (36)

i=0 j=0

kde
Qij = (5Eij>yij>2’ij); 0<u,v< 1.

Funkce f;, g; jsou bazové funkce. Takto sestrojend NURBS plocha byva oznacovana jako
"tensor product surface”, tj. "povrch vytvoreny tenzorovym soucinem”.

Rovnice (36) definuje zobrazeni do euklidovského prostoru. Q(u, v) je bod tohoto pro-
storu, f;, g; jsou bazové funkce bliZe nespecifikovaného funkcionalniho prostoru a a;; jsou
fidici body plochy, tj. prvky euklidovského prostoru, nebo jejich polohové vektory, tj.
prvky zaméteni euklidovského prostoru, do kterého se mé tato funkce zobrazovat. Toto
volné zachdzeni s matematickou symbolikou znacné ztézuje pochopeni podobnych textu
a komplikuje vyzkum v této oblasti.

NURBS kiivka popsané rovnici (29) nemuze vystupovat v tenzorovém soucinu, nebot
ji nelze zapsat jako linearni kombinaci bazovych funkei N*(t). Ve snaze tenzorovy soucin
”zachranit” byvaji tyto kiivky casto psany ve tvaru linedrni kombinace (31). Coz muzeme
rozepsat do soutadnic:

() =D puRP(t);  k=12..d. (37)
=0

Za bazové funkce jsou pak prohlasovany funkce R!'(t) dané vztahem (30), ¢cimz se vsak
podstata véci déle zatemnuje.

Ukéazeme, ze NURBS kiivky jsou tvofeny stejnymi bazovymi funkcemi jako B-splajn
krivky:

Necht P; = [pi1;pi2;---;pid) € Eq je bod d-rozmérného euklidovského prostoru Eg.
Rovnici B-splajn kiivky (12) pak muzeme rozepsat do d rovnic tvaru:

=0

kde opét @ = [q1;¢2;-.-;q4) € Eq. V projektivnim rozsiren{ E, prostoru E; odpovidaji
euklidovskym bodum @, P, € E; vlastni body Q, P; € Eg, jejichz aritmeticti zastupci
jsou tvaru:

P; = (Pi1:Di2s - - -3 Piai Das1) = Wi(Piri Pizs - - -3 Pias 1) = (WiDin; Wikios - - -3 Wibia; w5), (39)
kde w; € R.

Q= (T1:T2 - 3703 Tagr) = War1(q13 @25 - -3 0a5 1) = (Was1G1; Wa1G25 - - - 5 Wa1qa; War1 ),
(40)
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kde wqy; € R. V projektivnim rozsifeni E; mé rovnice (38) stejny tvar, tj.

i=0 i=0
Posledni homogenni soufadnici bodu kiivky lze podle vztahu (41) psét ve tvaru linedrni
kombinace bazovych funkei N§', N7, ..., N, kde wg, wy, ..., w,, jsou koeficienty linedrni
kombinace:
Qi1 = Z w;iN;". (42)
i=0

NURBS krivka mé tedy stejné bazové funkce jako B-splajn. Jediny rozdil je v tom,
ze rovnice (38) popisuje vztah mezi souradnicemi kartézskymi, kdezto v (41) vystupuji
soufadnice homogenni.

Bod Q kiivky tak lze psit ve tvaru:

Q= (0:0; 170 Tasr) = <§ w;pa N E WP N{'s . . E w;pialN{"; E wiNi"> :
1=0 1=0 1=0 =0
(43)

Homogenni soufadnice vlastniho bodu () muzeme psat ve tvaru:

@:(ql‘ LI ad;1). (44)

— p— ) pR—
dit1 4441 g1

Dosadime-li do vztahu (43) z rovnice (41), dostaneme pro jednotlivé souradnice bodu @
"raciondlni zapis”:

> i wipr NI (t)
ZZ’ZO w; N} (t) ’

coz je rovnice (29) rozepsand do soufadnic.

Otézkou zustava, jak geometricky interpretovat koeficienty w;. Poc¢ateéni motivaci pro
vznik NURBS kiivek bylo ”osvobozeni” uzivateli CAD systému od matematiky. Generuje-
li naptiklad uzivatel kiivku pomoci bodu Py, Pi, P», kterym priradi vahy wy = wy =
= 1 a vahu prostfeniho bodu bude postupné zvysovat, muze fici pouze to, zZe je kiivka
k tomu bodu s narustajici vahou ”vice pritahovana” tak, jak se i doCteme ve vétSiné
pramenu z védy o poc¢itac¢ich. Matematik vsak muze fici mnohem vic - je to krivka druhého
stupné s uzlovym vektorem t = (0,0,0,1,1,1). Jak jsme si jiz uvadéli v podkapitole
o kuzeloseckach, tak také podle hodnoty vahy dokaze matematik urcit, zda jde o oblouk
elipsy, paraboly ¢i hyperboly.

NURBS ktivky jsou projektivné invariantni, coz v tomto pripadé znamend, ze zména
polohy ridicich bodu neméni typ kuzelosecky. Ten je ovlivnén jen vahami. Nejsou to
tedy tidici body, ale vahy, které rozhoduji o geometrické povaze kiivky. Vektor vah w =
= (wg, Wy, ..., W,,) muzeme tedy nazvat charakteristickym vektorem kiivky.

Koeficienty wq, wy, ..., w,, je tedy tifeba chapat jako vahy bazovych funkci a ne jako
vahy fidicich bodu. Kazdy vektor vah w = (wg, w1, ..., w,,) tedy uréuje mnozinu projek-
tivné invariantnich kiivek, které se lisi jen svymi fidicimi body. Tyto vektory vah muzeme
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formalné scitat a nasobit skalarem tak, jako kazdé jiné usporadané m + 1-tice realnych
¢isel a vSechny tyto vektory tvori m + 1 rozmérny vektorovy prostor.

Misto vektoru w = (wo, wy, ..., Wy, ) uvazujeme vektor kw = (kwg, kwy, ..., kwy,); k # 0.
Dosadime-li tento vektor do (39), (40), (41), (42), obdrzime pro kartézské soutradnice (43)
vlastnich bodu NURBS kfivky tytéz hodnoty jako v ptipadé vektoru w. To znamend, ze
kazdé dve krivky, jejichz charakteristicky vektor je tvaru kw = (kwy, kwy, ..., kw,,); k # 0,
maji stejnou ”geometrickou povahu” - jsou projektivné invariantni. Mnozina vSech Vek-
tori kw tvori jednorozmeérny podprostor prostoru V,,.; a mnozina vSech téchto jedno-
rozmérnych podprostoru je tedy projektivnim prostorem nad V41 (dle zavedeni pojmu
projektivni prostor v kap. 1.4).

Uvazujeme dva vektorové prostory U,,.1, V1. Napi. pro m = 2 an = 3 je Uy,
vektorovym prostorem kuzeloseckovych obloukt a V,,,; prostorem Bézierovych kubik. Se-
strojime-li tenzorovy soucin téchto prostoru (dle ¢asti Tenzory v kap. 1.1), dostaneme
vektorovy prostor bilinearnich forem, z nichz kazda urcuje mnozinu projektivné inva-
riantnich ploch, jejichz u-kiivky tvoii vzdy kuzeloseckovy oblouk a v-kiivky Bézierova
kubika.

Parametrizaci (33) NURBS ploch muzeme podobné jako parametrizaci NURBS kfivek
rozepsat do soutadnic:

iz ZT 0 WijPiji N (U)Ngn(”)

qk(u>v) = T n ;
?:oZ —o Wiy N (u )Ng v)

k=1,2,...d (46)
V projektivnim rozsiieni E4 prostoru E; mé rovnice (46) tvar:

q r
— Z Zwijg_oijkNZ”(u)N;L(v); k=1,2,...d, (47)

i=0 j=0

q

Qd+1 u, U ZZwZJNm n( ) (48)

=0 7=0

Tyto rovnice muzeme psat ve tvaru (pro struc¢nost vynechavame parametru u, v):

WooPook  Wo1Potk - -- WorPork Ny
go=(Np NP N wioPiok  WiiP1ik - -- WirPlirk NY (49)
We0Pg0k Wq1Pqlk - - WarPgrk Ny
kde k=1,2,...,d
Woo Wop ... Wor Ny
Qoo = (N Ny Npo) | o et Y (50)
Weo Wql ... Wgr N
Polozme
wo = Ty = \/iWoo; w; = Z(? i=1,2,...,q W = %ﬂ i=1,2, ..,
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Rovnice (49) resp. (50) pak muzeme psat ve tvaru:

Pook  Poik  ---  DPork 1EON6L
T = ((woNG* wiN™ ... w,N™ ) Pk WiiPuk .- WiDirk w Ny . (51)
Pgok  WqPqik -+ Wy, Dark w, N}
kde k =1,2,...,d, resp.
11 .1 TN
Gat1 = ( wolNg®  wiNT* ... we N ) 1wy g wiNy' . (52)
1wy ow, )\ @

kde w}; = wu:gj; 1=1,2,...,q,7=1,2,...,7.

Rovnici (52) muzeme nazvat charakteristickou rovnici NURBS plochy, matici typu
(¢ + 1)(r + 1) v této rovnici pak vahovou matici. Skaldrni soucin fadkového resp. sloup-
cového vektoru ve vztahu (52) s prvnim sloupcem resp. fadkem charakteristické matice
udava charakteristickou rovnici ”tvoticich” NURBS kiivek (u - kiivek resp. v - kiivek)
na NURBS plose. Ostatni radky resp. sloupce charakteristické matice spolu s prislusnym
charakteristickym vektorem urcuji dalsi ”vytvareni” plochy - urcuji charakteristické rov-
nice dalsich u - ktivek resp. v - kiivek.

Pro kazdou usporadanou dvojici (u,v) € (a,b)(c,d) a kazdé k = 1,2, ...,d+ 1 jsou rov-
nice (51) a (52) bilinedrni formou a mnozina vsech téchto bilinedrnich forem je tenzorovy
sou¢in vektorovych prostoru R™*! R"T! Takto sestrojeny tenzorovy soucin vSak nems
zadnou piimou souvislost s "tvoricimi kfivkami” a zddnou bilinearni formu nelze oznagéit
za " tensor product surface”.

Abychom plochu skutecné ”vytvorili tenzorovym soucinem”, je tfeba pracovat s vek-
torovymi prostory Ni' = (Ng"; Ni*;..; NJ*) a Nj = (Ng; Ni'; ... NY), které jsou gene-
rovany B-splajn funkcemi [Ng*; Ni*;...; N;"| a [Ng'; Ni';...; NJ'] nad uzlovymi vektory u
a v. Prvky téchto prostoru jsou linedrni kombinace bazovych funkei tvaru (43) - tedy
mnoziny vzajemné projektivné invariantnich kiivek (7 abstraktni kiivky”). Souradnice abs-
traktnf NURBS kiivky Ni' jako vektoru prostoru Nii' v bazi [Ng"; Ni"; ...; N jsou véhy
w;; 1 = 0,1, ..., q jednotlivych bazovych funkci. Zapisem kiivky NI jako vektoru v téchto
soufadnicich je tedy jeji vahovy vektor (wo;ws;...;w,). Tenzorovym souc¢inem NI @ N7
vektorovych prostoru NI a N7 vSech mnozin N7 a N7 projektivné invariantnich NURBS
kiivek stupné m resp. n nad uzlovym vektorem u a v je tedy podle vztahu (50) mnozina
vSech bilinearnich forem tvaru:

1 | Wo

m N, — 1wy ... wi, w
9N NY) = Gaqa :S wy Wy ... W )J o ' ' (53)

first curve 1 w;l . w;‘ ﬁ)/r

second curve

Plocha je tedy vytvorena bilinearni formou véahovych vektoru dvou kiivek a vdhovou
matici plochy. Tuto bilinedarni formu muzeme nazvat vahovou formou NURBS plochy.
Plochu vytvotenou podle rovnice (53) muzeme prohlésit za ”tensor product surface”.
Kazdé dvé plochy, jejichz charakteristickd rovnice resp. vdhova forma je stejnd (nevadi
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ani nenulovy ndsobek), maji opét stejnou ”geometrickou povahu” a muzeme ji povazovat
za rovnici ”abstraktni” plochy. Je to mnozina vsech ploch, které lze jednu v druhou prevést
pomoci projektivni transformace. Rovnice (53) sama o sobé neni rovnici zadné ” konkrétn{”
plochy. K vybéru konkrétnich reprezentantu slouzi ridici body téchto ” abstraktnich” ploch.

Obr.30: Tensor product surface

Budeme-li mit vdhovou formu napi.:

11 1 1
g(N2,N2):(1 2 1) 1 wi wh V2, (54)
1wy wiy 1

dostaneme plochu vzniklou jako soucin eliptického oblouku (1, g, 1) a hyperbolického
oblouku (1, V2, 1). Tyto dvé krivky popisuji sousedni okraje plochy. Zbylé dva okraje jsou
kivky s vahovymi vektory (1, gwﬁ, w’Q“Q) a (1, \/§w’2“1,w’2“2). Dalsimi kfivkami na plose
jsou kifivky urcené charakteristickymi vektory (1, gw’fl, wgl) a (1, V2wl w},). Hladkym
napojenim Ctyt oblouku (1, g, 1) (podle zavéru kap. 4.1) vznikne elipsa, hladkym na-
pojenim ¢tyt ploch (54) vznikne jednodilny elipticky hyperboloid. Na obr. 31 je sestrojen

reprezentant formy (54) pro wi; = 1,3, wj, = 0,5, wi; = 0,7, wl, = 1,25 urceny
fidicimi body Py = [1;—1;1], Po1 = [0;—0,3; —1], P2 = [—1;—1; —1], P = = [1;0;1],
Py =[0;0;0], P2 = [=1;0; 1], Poo = [1;1;—1], Py = [0;0,3; 1], P2 = = [-1;1;—1].

Soucinem paraboly a tsecky dostaneme vahovou formu:

11
1
(N )NY=(111 11 : 55)
g ( ) L (1) (
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Jsou-li fidici body FP;;; @ = 0,1; j = 0,1,2 voleny tak, Ze vektory P; — Fy; = v, jsou
kolinearni, dostavame parabolickou valcovou plochu. Pokud jsou tyto vektory ruznobézné,
dostaneme parabolickou kuzelovou plochu.

Obr.31: NURBS plocha z elipsy a hyperboly

Obr.32: NURBS plocha z paraboly a usecky
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5 Kuzelosecky a NURBS plochy

Pro nazornéjsi ukazku dané tématiky jsem vytvorila program Kuzelosecky a program
NURBS.

Program Kuzelosecky, jak uz jeho nézev napovida, se zabyva oblouky kuzelosecek.
Umoznuje zvolit uzivateli, zda chce elipticky, parabolicky ¢i hyperbolicky oblouk. U elip-
tického a hyperbolického oblouku je moznost nastaveni vahy prostiedniho bodu (krajni
body maji automaticky vahu 1, aby slo o kuzelosecky). Véha zaddvana do programu je
vynasobena stem pro lepsi zadavani zejména eliptickych oblouku.

%ﬁ’ Kuzelosecky E]@ﬂ

Y aha prostiednibo boduw;

Elipticki oblouk B0 —
T Krudnice Frekresli

(" Parabalicks oblouk

)

(" Hyperbolickj oblouk | [250 % D Wymad
(" lednoduchi oblouk
(v Mawazané oblouky Stop | F.onec

" Uzaviens oblouky
(" KuZelosecky

Obr.33: Ovladaci panel programu KuZelosecky

Protoze vaha prostredniho bodu v ptripadé, Ze chceme kruznici, nelze zadat presné
(wy = 72), je zde vytvoreno zaskrtavaci policko Kruznice. Program toto zaskrtnuti bere
v uvahu jen tehdy, je-li zaroven zatrzeno i pole Elipticky oblouk. Pokud si uzivatel zvoli
na kreslici plose tfi body, vykresli se mu aktualné zatrzeny oblouk. Pokud nyni zvoli jiny
oblouk nebo u zvoleného eliptického ¢i hyperbolického oblouku zméni vahu prostfedniho
bodu a da Prekresli, pak se mu vykresli nové zvoleny oblouk s ptivodnimi fidicimi body.

Na nésledujicim obrazku muzeme vidét jako prvni elipticky oblouk, vedle kruznicovy
oblouk, déle je parabolicky oblouk a vedle néj hyperbolicky oblouk. Vpravo pak muzeme
vidét srovndni predeslych oblouku (pro nové fidici body ale stejné véhy prostiedniho
bodu) vytvorené pomoci tlacitka Prekresli.
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? Kreslici plocha ugl

£ | 1 | [l]
Obr.3/4: Jednoduché oblouky kuzelosecek

Kromé druhu oblouku kuzelosecky muze uzivatel ménit i to, zda chce jednoduchy
oblouk, navazané oblouky, uzaviené oblouky nebo konkrétni kuzelosecky. Moznost Jed-
noduchy oblouk umozni vykreslit pouze kiivku se tfemi tidicimi body - zakladni oblouky.

Uzaviené oblouky vyzaduji zadani t¥i fidicich bodu prvniho oblouku, ke kterému pak
dokresli dalsi tri oblouky tak, aby se dand kfivka uzaviela a ve vSsech bodech byla spojita
i se svymi prvnimi a druhymi derivacemi. Pfi zadavéani této kiivky vyrazné ovliviuje
vysledny tvar poloha fidicich bodu - to jak jsou vzdjemné umistény v souradném systému,
jaky thel svira spojnice prvniho a druhého bodu se spojnici druhého a tretiho bodu
a vzdalenost téchto bodu od sebe.

? Kreshici plocha EJLEIJE
%

I:i ..__-' I.r_,' IlIII
.-—""-F: ¥
P, “hel | 1
P3 -\_I ) =

Obr.35: Uzavrené oblouky
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Navazané oblouky umi nadpojovat puvodni kfivku se tfemi ridicimi body a to tak,
ze vyslednd kiivka je spojitd i se svymi prvnimi i druhymi derivacemi. Toho je docileno
tak, ze ihned po vykresleni oblouku se vykresli i druhy fidici bod (tteti fidici bod prvni
kiivky je automaticky prvnim fidicim bodem druhé kiivky). Pro vykresleni druhé kiivky
tak staci zadat jen jeden bod. Pokud bychom uz nechtéli déle kiivku napojovat, staci
stisknout tlacitko Stop a program bude ¢ekat na zaddni novych tii fidicich bodu.

Posledni moznosti jsou kuzelosecky. Pokud je zatrzené toto pole, pak uzivatel zada
ti fidici body, podle kterych program dokresli kuzelosecku, tj. elipsu, kruznici, parabolu
nebo hyperbolu (podle toho, ktery z téchto typu oblouku si uzivatel prél. Tretim bodem
uzivatel jen udava, na které strané od spojnice prvniho a druhého fidictho bodu ma byt
treti Tidici bod. Jeho presnou polohu uz program spoc¢itd sam tak, aby byl pravy thel
mezi spojnici prvniho a druhého fidictho bodu a spojnici druhého a tfetiho fidicitho bodu.
U kruznice navic spocita vzdalenost tohoto bodu od druhého ridiciho bodu tak, aby obé
spojnice byly stejné dlouhé.

=l r
4 4

Obr.36: KuZelosecky

Program NURBS umoznuje nakreslit NURBS plochu jako tenzorovy soucin dvou
NURBS kiivek. Tyto kiivky zde uzivatel zaddava pomoci soufadnic fidicich bodu a je-
jich vah, a to bud’ v projektivnim nebo euklidovském prostoru. Kazd4 kiivka je zaddna
ttemi body. Ty maji tfi soutadnice z, y, z. Vedle téchto soutadnic se zadava vaha bodu
w. Prvni kiivka je vykreslena cervené, druhd zelené. Plocha ma tento souradny systém:

bl

"

Obr.37: Souradny systém pouzity v programu NURBS
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fﬁ"Cuntrul_Panel E]@
hAEFitko: Frohlizeci dhhy:

w = lﬁ 250 Horizontalni |30 = S puistit |
y= [380 Wertikélni (20 3 Voma3
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o

Obr.38: Ovladact panel programu NURBS

Protoze protilehlé kiivky stejné barvy nemusi mit obecné stejné vahy, je zde moznost
meénit vahy vSech fidicich bodu na plose. Stejné jako u programu Kuzelosecky je i zde
vaha bodu vynéasobena stem pro lepsi zadavani uzivatelem.

Kromé zékladniho nastaveni NURBS plochy je zde mozno nastavit meétitko kreslici
plochy (pro zvétseni ¢i zmenseni plochy) a danou plochou lze natédcet pomoci prohlizecich
uhlu.

Obr.39: Kreslici plocha programu NURBS
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Zaver

Ukolem této prace je obecny analyticky popis NURBS kiivek a ploch v projektivnim
prostoru a dale jeho konkretizace pro popis kuzelosecek a kvadrik. Proto v prvni ¢asti
této prace definuji projektivni prostor a prostory potiebné pro vyjadieni projektivniho
prostoru. Ve druhé a treti ¢asti se zabyvam predchudci NURBS kiivek a ploch. Popsala
jsem zde zakladni vlastnosti a vyvoj téchto kiivek a ploch.

Ctvrtd ¢ést je pak vénovéna samotnym NURBS kiivkdm a plochdm a jejich specidlnim
pripadum, kterymi jsou kuzelosecky a platy kvadrik. Moznosti modelovani platu kvadrik
je zde dosazeno pomoci tenzorového souc¢inu dvou kuzelosecek. Pata cast je vénovana
popisu programu modelujici kuzelosecky a platy kvadrik.

Na zaver tak zustava otazka, pro¢ pouzivat zrovna NURBS kiivky a plochy? Duvodu
predchudcu spojité spolu se svymi prvnimi a druhymi derivacemi, kdezto napr. Ferguso-
novy a Bézierovy krivky jsou spojité pouze se svymi prvnimi derivacemi. Dalsi dulezitou
vyhodou je lokalni kontrolovatelnost. Pokud zménime jeden bod napt. v NURBS kiivce,
pak musime prepocitat pouze piislusné oblouky, které tento bod obsahuji (predpokladame,
ze kiivka je slozena z vice oblouku). Kdezto napt. u zminéné Fergusonovy kiivky je pii
zméné jednoho bodu nutné prepocitat celou ktivku.

Z predchozich dvou vyhod a z racionality NURBS vyplyva dulezité pouziti NURB, a to
moznost modelovat kuzelosecky a kvadriky. Zde se pak objevuje dalsi vlastnost NURBS -
- pfi zméné vah fidicich bodu kuzelosec¢ky (napt. pokud vsechny vahy vyndsobime dvéma)
a zachovani puvodnich soutadnic se typ kuzelosecky neméni.
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