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UVOD

Bakalatska prace se zabyva nelinedrnim geometrickym zobrazenim zvanym kruhova
inverze. Toto zobrazeni bylo zndmo jiz ve 2. stol. pf. n. 1. Apolloniovi z Pergy, jenz
s jeho pomoci fesil nekteré geometrické ulohy. Zhruba o pét set let pozd€ji se o kruhové
inverzi zminuje i Pappus z Alexandrie, ktery studoval obrazy pfimek a kruznic v tomto
zobrazeni. Po skonceni zlaté éry fecké geometrie bylo toto zobrazeni zapomenuto a zdjem
o n¢j a o studium jeho vlastnosti se opét objevil az v 19. stol.

Cile této prace jsou dva. Prvni z nich je sesbirat, porovnat a utfidit zakladni poznatky
o kruhové inverzi v ¢eské odborné literature a doplnit je o poznatky publikované v zahranici.
Druhym cilem je prozkoumat vlastnosti tohoto zobrazeni a objevit nové, dosud nepublikované
¢i autorem prace nenalezené, poznatky o kruhové inverzi. K tomuto ucelu bude vyuzito prace
s dynamickym geometrickym softwarem GeoGebra. Dil¢im cilem prace je téZ prezentovat
vSechny uvedené poznatky v graficky srozumitelné a estetické forme.

V textu prace se objevuji tfi druhy matematickych vét. Oznaceni véta pouzivéa autor
pro matematické tvrzeni, které spolecn¢ s ditkazem piejima ze zdroji uvedenych v seznamu
literatury. Jako feorém jsou oznaceny véty, jeZ byly objeveny autorem pii zkoumani vlastnosti
inverze a spole¢né s nimi predklada i jejich diikkaz. Véty, které se autorovi nepodatily dokazat,
nesou oznaceni hypotéza.

Bakalatska prace je rozd€lena do tfi kapitol. Prvni kapitola je teoreticka a zavadi
vSechny potfebné pojmy a jejich definice, které vyusti na konci kapitoly v definici samotné
kruhov¢ inverze. Druha kapitola se postupné zabyva vSemi druhy kuZzelosecek, jejich obrazy
v kruhové inverzi a vlastnostmi téchto obrazli. Nejvice prostoru je veénovano piimkam
a kruznicim, jelikoz jsou tyto znalosti prakticky upotiebitelné pii feSeni nejriiznéjSich
geometrickych problémi. Pojednani o obrazech ostatnich kuZelosecek je naopak zajimavéjsi
a roz§ifuje ¢tenafi obzor o poznani kiivek vysSich fadu. Treti kapitola je v€novana praktickym
feSenim geometrickych probléml s vyuZitim kruhové inverze. Zna¢na cast této kapitoly
je zaméfena na teSeni Apolloniovych a Pappovych tuloh, pfi¢emz pfi feSeni urCitych typt
téchto Uloh je vyuziti kruhové inverze nezbytné. Zbytek kapitoly se vénuje nékterym dal§im,

méné znamym, Uloham vyuzivajici pfi feSeni kruhovou inverzi.



1 KRUHOVA INVERZE JAKO ZOBRAZENI V ROVINE

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy, které jsou tieba pro definici kruhové
inverze jako zobrazeni v roving. Je pojednano o riznych druzich zobrazeni v roviné a jejich
vlastnostech a je rozsifen pojem Euklidovské roviny. Déle jsou zminény dvé tiidy kiivek,
jejichz obrazy v kruhové inverzi se zabyva nasledujici kapitola. Na zavér je pak definovana

samotna kruhova inverze a jeji vlastnosti.
1.1 Linearni a nelinearni transformace

Definice 1.1

Geometrickym zobrazenim nazyvame piedpis f: A = B, ktery kazdému bodu X (tzv.

vzor) z mnoziny A piifazuje nejvyse jeden bod X' = f(X) (tzv. obraz) z mnoziny B .
(Lavicka, 2006, s. 7)

Mezi typickd geometrickd zobrazeni patii napt. identita, translace (posunuti), rotace
(otoceni), osova ¢i stfedova symetrie (soumérnost) nebo homotetie (stejnolehlost). VSechna
tato zobrazeni jsou bijektivni' a zobrazuji celou mnoZinu A samu na sebe; jedna se tedy o tzv.

geometrické transformace (Lavicka, 2000, s. 8).

Definice 1.2

Bijektivni zobrazeni f: A - A afinniho bodového prostoru A sama na sebe se nazyva
afinni transformace, pravé kdyz kazdé tii navzdjem rtzné kolinearni* body B,C, D
zobrazuji bud’ do jediného bodu nebo do tii riiznych kolinearnich bodt f(B), £(C), f (D)
tak, e tyto body zachovavaji délici pomér (BCD) =( f(B)f(C)f(D)).

(Leischner, 2010, s. 26; Lavicka, 2006, s. 13)

Vlastnosti afinni transformace je, Ze zobrazuje piimky opét na ptimky, ptipadné

na body. Zobrazeni, kterd prevadéji ptimky na piimky se nazyvaji linearni.

1 Bijektivni zobrazeni — jedna se o zobrazeni, které je injektivni (tedy riznym vzorim jsou pfifazeny rtizné
obrazy) a zaroven surjektivni (kazdy prvek z mnoziny, do niZ se zobrazuje ma alespon jeden vzor).
2 Kolinearni — lezici na jedné pfimce.



Transformace muzeme rozdélit na linearni a nelinearni. Linearni transformace

je takové zobrazeni, jehoz asociované zobrazeni® spliiuje nasledujici vlastnosti:

1. aditivita pi+v) = @(0)+¢(¥)
k€R
(Balkova, 2013, s. 60)

<{

2. homogenita plk-%) = kg

Linearni transformace jsou vSechny vySe uvedené geometrické transformace, protoze
vSechny zobrazuji pfimky opét na ptimky (pfip. body). Oproti tomu nelinearni transformace
nespliuji vlastnosti aditivity nebo homogenity. V dasledku toho se v ni pfimky nezobrazuji

vzdy na ptimky, ale obecné na kiivky.

1.2 Konformni zobrazeni, involuce, samodruznost

Konformni zobrazeni je takové zobrazeni, které je spojité a izogondlni, tj. zachovava
odchylky kiivek (PospiSilova, 2012, s. 13). VétSina afinnich transformaci jsou konformni
zobrazeni, napf. translace, rotace, symetrie (stfedova i osova) a homotetie. Naopak osova

afinita ¢i elace konformni transformace nejsou.

Involutorni zobrazeni (neboli involuce) je zobrazeni, které sloZzeno samo se sebou

dava identitu (Chodorova, 2013, s. 39). Involuce je tedy sama sob¢ inverznim zobrazenim.

fof=id > [f(fxX))=x > [f=["

V tomto zobrazeni se nerozliSuje vzor a obraz. Ptikladem involuce muze byt tieba
osova a stfedova soumérnost. Stredem involuce se nazyvéa takovy vlastni bod, ktery
v zobrazeni odpovida nevlastnimu bodu®. Pokud nevlastnimu bodu odpovida opét nevlastni

bod (napt. u osové soumernosti), stied involuce neexistuje (Chodorova, 2013, s. 40).

3 Asociované zobrazeni — zobrazeni, podle néhoz se transformuji vS§echny vektory daného afinniho prostoru.
4 O nevlastnim bod¢ viz dale podkapitolu 1.3.



Involuce miize byt ur¢ena tfemi zpisoby:

1. dvéma pary odpovidajicich si bodii (Chodorova, 2013, s. 39)
2. stfedem involuce a jednim parem odpovidajicich si bodti (Chodorova, 2013, s. 40)

3. stfedem involuce a samodruznym bodem

Definice 1.3

Bud f: A = B geometrické zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B , ptfi¢emz piedpokla-
dejme ANB # B . Bod S € ANB se nazyva samodruzny bod zobrazeni f , pravé kdyz
f(8)=S; bodova mnozina M € ANB se nazyva samodruZna mnoZina zobrazeni f ,
pravé kdyz f (M) = M . Mnozina M se nazyva mnoZina samodruZnych bodu, je-li kazdy

jeji bod samodruzny.

(Lavicka, 2006, s. 9)

SamodruZny bod ¢i samodruZna mnoZina jsou tedy objekty, které se zobrazuji sami
na sebe.

Slabé samodruzna mnozina je takovd mnozina, kterd se zobrazi sama na sebe, ale
jednotlivé body této mnoziny samodruzné nejsou. Jako ptiklad Ize uvést ptimku v osové
soumernosti, kterd je kolma na osu soumérnosti. Kolmé pfimka je slab&é samodruznd, protoze
se sice cela pfimka zobrazi sama na sebe, ale jednotlivé body ptimky se zobrazi na jiné body
této pfimky. Jinym piikladem muze byt libovolna kruznice ve stfedové soumérnosti se stie-
dem ve stfedu soumérnosti. KruZnice se zobrazi sama na sebe, jeji body vSak nikoliv.

Silné samodruZzna mnozina je mnozina, ktera je zaroven i1 mnoZinou samodruznych
bodii, tedy celd mnozina se zobrazi sama na sebe a jednotlivé body této mnoziny se téz
zobrazi sami na sebe. Piikladem mulZze byt osa v osové soumérnosti. Ta se zobrazi sama

na sebe a téZ vSechny jeji body se zobrazi na sebe.

1.3 Euklidovska a Mobiova rovina, nevlastni bod

Definice 1.4

Euklidovska rovina je dvoudimenziondlni afinni prostor, jehoz zaméfeni je vektorovy

prostor se skalarnim sou¢inem, s Euklidovskou metrikou: |XY| = || XY| = VXY - XY .
(Leischner, 2010, s. 14)




Definice 1.5

Maobiova rovina je Euklidovska rovina doplnéna o pravé jeden nevlastni bod M™ | ktery se

nazyva Mobiiv bod. Mo6bitv® bod je rizny od vSech vlastnich bodi roviny a leZi na vSech

piimkach roviny a vné¢ kazdé kruznice v roving.

(Riha, 2010, s. 20; Lavicka, 2006, s. 35)

Bodim Euklidovské roviny fikdme vlastni body. Ostatni body, které byly k pivodni
rovin¢ pridany (o tyto body rozsifeny) nazyvame nevlastni body.

Mobiova rovina se 1isi od projektivné rozsifené Euklidovské roviny. Zakladnim
rozdilem je, ze Mdbiova rovina obsahuje pouze jediny nevlastni bod M ™ a vSechny pfimky
roviny se v tomto bod¢ protinaji. Oproti tomu projektivné rozsitena Euklidovska rovina
obsahuje nekone¢né¢ mnoho riiznych nevlastnich bodu (tvoticich neviastni primku) takovych,
ze kazdé dveé rovnobézné piimky se protinaji pravé v jednom nevlastnim bodé, zatimco jiné

dvé rovnobézné piimky (s jinym smérovym vektorem) se protinaji v jiném nevlastnim bodg.°
1.4 Kruhové krivky a sinové spiraly
Kruhova krivka je zobecnénim pojmu kruZnice pro vSechny mozné kladné poloméry.
a) r €(0,00)  polomér kruZnice je realné &islo, jedna se tedy o kruznici
b) r>ow polomér kruznice jde limitné k nekone¢nu, vysledkem je primka

c) r=0 polomér kruznice je nulovy a stavé se z ni jediny bod

V kartézskych souradnicich ma kruhova ktivka tuto rovnici:

[ A+ )+ Dx+Ey+F = 0 (Leischner, 2010, s. 111)’

5 August Ferdinand Mébius (1790-1868) — némecky matematik.
Nevlastni bod ptimky p je definovan jako svazek rovnobézek (svazek primek 2. druhu) uréeny ptimkou p .
Svazek riiznobézek (svazek piimek 1. druhu) o stfedu S je mnoZina vsech pfimek prochazejicich bodem S .

(Chodorova, 2013, s. 14-15)
7 Rovnice je ve zdroji uvedena v komplexnich soufadnicich ve tvaru AzZ+bz+bZ+ C, kde
A,C€R a b,z € C.Komplexni &isla Ize zapsat jako b = b+ byi az=x+Yyi.
Uprava na tvar uvedeny vySe je nasledujici:
Alx+ yi)(x = yi) + (b, = b,i)(x + yi) + (b, +b,i)(x — yi) + C
A(x*+ yz) +(b x+b,yi— b,xi+ byy) +(b,x — b, yi+ b,xi +byy) +C

XXy
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Podle hodnot koeficientd rovnice vyjadiuje kruznmici (stredova kruhova kirivka),
primku (nestredova kruhova kiivka), bod (nulova kruhova krivka) ¢i prazdnou mnozinu.

(Janyska, 2019, s. 111). Tyto moZnosti znazornuje nasledujici tabulka:

primka A =20
kruZnice® A # 0 #— AF > 0
bod A#0 #— AF =0
prazdna mnoZina A #0 #— AF < 0

(Leischner, 2010, s. 111)

Obecnd kuzelosecka’ v roviné ma v Kkartézskych soufadnicich rovnici tvaru
Ax*+ Bxy+ Cy" + Dx+ Ey + F = 0. Vhodnym otoenim soufadnic se miZeme zbavit
Clenu xy , tzn. Ze rovnici lze psat ve tvaru A'x°+ C'y’ + D'x + E'y + F' = 0. Kruhova
ktivka je tedy specidlnim pfipadem obecné kuzelosecky pro koeficienty 4" = C' (Weisstein,
Quadratic Curve; Abramson, 2014, p. 910).

a 10 11

V poléarnich soutfadnicich ma kuzelosecka obecnou rovnici » = 17 cosd
— € - COS

A ( i+ yz) +2b,x+2b,y + C . Vevysledné ipravé jsou pak koeficienty pfejmenovany takto:
A=4 D=2b, E=2b, F=C

D E 1\/D2+E2

— AF .

8 KruZnice se stfedem x, = 54 ; Vo= 54 a polomérem 7 = — 4

Al

9 Kuzelosecka je rovinna kiivka vznikla jako prinik roviny s rotacni kuzelovou plochou. Déli se na regularni,

kdy rovina neprochazi vrcholem kuzelové plochy a singularni, kdy rovina prochézi vrcholem.
Mezi regularni kuzelosecky patii kruznice, elipsa, parabola a hyperbola. Mezi singularni kuzelosecky patii
primka (ptipadné dvojice piimek) a bod. (Kocourek, 2016, s. 21; Abramson, 2014, p. 909)
10 Parametr € (ciselna excentricita / vystiednost) uréuje vysledny tvar kuzelosecky:
& = 0 kruZnice, e<l1 elipsa, e=1 parabola,
€ >1 hyperbola, ¢ = /2 rovnoosa hyperbola, £->00 piimka.
Pro bod mizeme polozita = 0 .
a r = a ar= —a .
l+¢&-cosf’ 1 —¢-sinf 1 +¢-sinf
Zaména znamének a funkce sinus za kosinus zptisobuje pouze otoéeni kuzelose¢ky o uhel 90 © .
(Abramson, 2014, p. 923)
Takto zadana kuzeloseCka ma jedno ze svych ohnisek ve stiedu souradné soustavy.

11 Dalsi mozné tvary jsou 7 =

11



Odchylka kruhovych kiivek je dana obecn¢ odchylkou jejich te€en ve spole¢ném bod¢.
V piipadé primky je jeji teCna sama piimka; v piipad€ kruznice se jedna o kolmici na ptimku
vedenou jejim stfedem a bodem dotyku, kterym tato kolmice prochézi.

Odchylka dvou kruhovych kiivek < (clycz) = @ je déna nasledujicim vztahem:

|D\D,+ E\E,—2A4,F,— 24, F |
J(D*+E>— 44,F V(D2 + E* —4 A,F,)

2] @ = arccos

(Janyska, 2019, s. 111)"

Sinova spirala® je druhem spirdly', u niz je zavislost vzdalenosti od stfedu dana
nékterou z goniometrickych funkci. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o funkci ohrani¢enou, a to
na intervalu [0,1] , vysledna kiivka se jiz nepodoba , klasické* spirale.

Spiréla je v polarnich soufadnicich ur¢ena nasledujici rovnici:

n

= 4" cos(n-0) (JareSova, 2009, s. 16)

12 Pivodni vztah je ve zdroji uveden v jiném tvaru. Uvazujme obecnou rovnici piimky a kruznice
prax+by+d=0ak: x’+y —2mx—2ny + ¢ =0 . Jednotlivé odchylky jsou pak tyto:
|a1a2 + blb2‘
(a; +6)(a; + 57)
lam + bn +d|
\/(Clz + 192)\/(rn2 +n’—c) -
[2mymy+2n,n,— ¢, — ¢,
2\/(’"? + n12 - cl)\/(mi + mi —¢,) .
(Janyska, 2019, s. 106-107)

Odchylka dvou pfimek < (pl,pz) = @ je dana vztahem COS@ = \/

Odchylka ptimky a kruznice < ( p.k ) = @ vztahem cOS@ =

Odchylka dvou kruznic < (k 1, k 2) @ vztahem COSQ =

Do uvedenych vztahii dosadime nasledujici koeficienty:
D E F
a=D,b=E,d=F m=——— n=———,c=—
2A 2A A

Po upravé pak jednotlivé vztahy odpovidaji vyse uvedenému, kdyz v pripadé piimky dosadime za 4 = 0 .
13 Touto spiralou se poprvé zabyval skotsky matematik Colin Maclaurin (1698—1746).
14 Spirdla je rovinna ktivka, ktera vznika jako stopa bodu pohybujici se po polopfimce od pocatecniho bodu
(zavislost je obecné funkéni) zatimco polopifimka se otaci kolem polu pii konstantni uhlové rychlosti.
(Jaresova, 2009, s. 5)

12



Podle hodnoty parametru n se miize jednat o néasledujici kiivky:

n=-1 primka n=1 kruZnice
n=-2 hyperbola " n=2 lemniskata '
n=-1/2 parabola n=1/2 kardioida

(JareSova, 2009, s. 16—17; Weisstein, Sinusoidal Spiral; Ferréol, Sinusoidal Spiral)

15 V tomto ptipad¢ se jedna o rovnoosou hyperbolu!
16 Tzv. Bernoulliho lemniskata, kterou popsal §vycarsky matematik a fyzik Jacob Bernoulli (1655—-1705)
v roce 1694.
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1.5 Kruhova inverze

Definice 1.6

Necht je v Euklidovské roving dana kruznice w(S,r). Transformace I,: M,=> M,
v Mdbiove roviné se nazyva kruhova inverze, pravé kdyZ spliiuje nasledujici podminky:

1. 1,(8)=M"

2. I,(M”) =S

3. I,(X) = X' X#S A X#M” aplati, e X' € SX A |SX|-|sx'| =+

Kruznice w se nazyva Fidici kruZnice inverze, bod S stied kruhové inverze a kladné ¢islo

k = r* koeficient kruhové inverze'’.
(Lavicka, 2006, s. 37; Riha, 2010, s. 20)

Kruhova inverze je nelinedrni transformaci (Lavicka, 2006, s. 35), ktera zobrazuje
body vnitini oblasti fidici kruznice na body jeji vnéjsi oblasti a vice versa'. Body fidici
kruZnice se zobrazuji sami na sebe a jsou tedy samodruzné (Riha, 2010, s. 20).

Pro jednoduchost budeme nadale predpokladat, ze stfed kruhové inverze je zaroven

pocatkem soufadné soustavy. Z definice pak plyne analytické vyjadieni obrazu bodu zapsané

v kartézskych soutadnicich takto:

[3a] [;] = 2" 2-H (Lavicka, 2006, s. 38)"

V poléarnich soufadnicich jsou rovnice inverze nasledujici:

[3b] 7' = 0" = 0 (SkifSovsky, 2012, 5.23)

17 Téz mocnost kruhové inverze.
18 Body vné&jsi a vnitini oblasti kruznice jsou ureny tzv. mocnosti. Mocnost bodu ke kruznici s rovnici

A(x*+ Y )+ Dx+ Ey+ F = 0 jeislo K=x§+ y3+§x0+ £y0+£,kdc Xy Yo jsou

A A
soufadnice tohoto bodu. Pro hodnoty K mocnosti bodu ke kruznici nastavaji tyto ptipady:
K<0: bod vnitini oblasti kruZnice K>0: bod vnéjsi oblasti kruznice
K=0: bod leZi na kruznici (Janyska, 2019, s. 103)

19 Pro kruhovou inverzi s obecnym stiedem S, § 5 je rovnice inverze nasledujici:

X =845,
Y=>51 IS
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Tyto rovnice plynou piimo z definice kruhové inverze, kterd ve 3. bod¢ fika,
ze nasobek vzdalenosti vzoru a obrazu je roven koeficientu (mocnosti) inverze a ze obraz

bodu lezi na polopfimce urcené sttedem inverze a vzorem bodu.

Véta 1.1

Kruhové inverze je involutorni zobrazeni. Sttedem involuce je stfed S fidici kruZnice.
(SkiiSovsky, 2012, s. 23)
Diikaz:
V poléarnich soufadnicich je dikaz trividlni. V kartézskych soutadnicich si nejprve
podle ptedpokladu involutornosti vyjadiime slozky x, y :
x"+y x"+y

Nyni staci dosadit do vyjadiené slozky x' (pro slozku y' je diikaz identicky):

x':—k X = k ( k 'X'):
2 2 2 2 2 2
x+ k , k , x!+ !
y ( )( y) y

2 2

X+ y x""+y
k2 k2
k ? 2 2 2 2 T kz'(X'2+y’2)2'x, -
] e e e
x +y
Vidime, Ze obrazem obrazu je ptivodni vzor, coz jsme m¢li dokazat. O

Jak jiz bylo zminéno vyse, kazdou involuci Ize zadat tfemi riiznymi zplsoby; stejné
tak je mozné zadat i kruhovou inverzi. Navic 1ze zadat inverzi jesté dal$imi zplsoby vySe

neuvedenymi.

A) Kruhova inverze zadana stiedem S a samodruznym bodem X :

Jedna se o klasické zadani. Samodruzné body kruhové inverze lezi na fidici kruZznici,

tudiz je bodem X ur¢en polomér této kruznice r = |SX| .

Popis konstrukce fidici kruznice:

1. o; o(S,|SX|)
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B) Kruhovi inverze zadana sti‘edem S a parem odpovidajicich si bodii X , X' :

Podminkou takto zadané inverze je, aby vSechny tfi body S, X, X' byli kolineérni,
jinak se totiz nejedna o kruhovou inverzi. Bez Gjmy na obecnosti ozna¢ime bod bliz§i sttedu
X a vzdalengjsi bod X' . Ridici kruznici konstruujeme pomoci Euklidovy véty o odvésné
Konstrukce se tak zamétuje na hledani bodu P , ktery lezi na kolmici k pfimce, na niz lezi
vSechny zadané body a prochéazejici bodem X a zaroven takového, které svird se stfedem
a bodem X' pravy thel [XSPX'|=90°. Takovy bod nalezneme jako prinik Thaletovy

kruznice®' sestrojené nad tseckou SX ' a zminéné kolmice. (Chodorova, 2013, s. 41)

Popis konstrukce fidici kruznice:

l. a;, a=SX AN X'€a 4. t,; (T,|ST]|)
2. by X€a A alb 5. P; Pelbnrt}
3. T; T€a A |ST|=|TX| 6. o, w(S,|SP|)

20 V kazdém pravouhlém trojuhelniku je druha mocnina délky odvésny rovna soucinu délek prepony
a prilehlého useku. (Pomykalova, 1997, s. 74)

V uvedeném piikladu konstrukce se jedna o vztah [SX | - [SX| = |SP|2 v trojuhelniku SPX ' .
21 Mnozina vrcholii vsech pravych iihli, jejichz ramena prochdzeji body A, B (A ;tB) , Ij. mnozina viech

bodii, z nichz vidime visecku AB pod pravym vihlem, je kruznice s primérem AB kromé bodii A, B .
(Pomykalova, 1997, s. 92)
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C) Kruhova inverze zadana dvéma pdry odpovidajicich si bodit X , X'a Y, Y':

Pfimky XX'a YY' nesmi byt rovnob&zné.” Prisefik obou piimek se téZ nesmi
nachazet ve vnitini oblasti ¢tyfuhelniku XX'YY' ; takto zadand inverze neexistuje. Bez Gjmy
na obecnosti ozna¢ime body z dvojice blize pruseciku ptimek bez apostrofu, body vzdalenéjsi
s apostrofem. Dany priseCik je hledanym stfedem kruhové inverze, zbytek konstrukce pak

kopiruje predchozi zadani.

Popis konstrukce fidici kruznice:

1. a;, a=XX'

2. b, b=YY'

3. §; Selanb)]

4. ¢; X€c AN alc

5. T; T€a A |ST|=|TX|
6. tv; t(T,|ST|)

7. P; Pelcnt)

8. w,; w(S,|SP|)

22 Na kazdé ptimce podle definice lezi stied inverze a neexistoval by tak jediny stied.
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MtiZe téZ nastat piipad, kdy jsou viechny étyii zadané body kolinearni. Usetky XX
a YY' nesmi obsahovat stejné body”, jinak inverze neexistuje. Op&t oznafime blizsi si
z dvojice bodl bez apostrofu, vzdalen€jsi s apostrofem. Stied inverze lezi na usecce XY .
Z bodu X vedeme libovolnou piimku x a k ni rovnobézku y z bodu ¥ . Z bodu X' vedeme
k obéma piimkam libovolnou riznobézku x’ a z bodu Y’ k ni dalsi rovnobézku y' . Prisecik
piimek x a y’ oznalime P, a priseCik pfimek y a x’ oznalime P . .Prinikem piimky, na niz
leZi vSechny zadané body a piimky, ktera vede priseciky P . a P . je hledany stfed inverze.

(Chodorova, 2013, s. 40) Zbytek konstrukce je jiz identicky s vyse uvedenymi.

-

~
,” 6 \s~
/’ ~\
Re ny' N
~
W s AN
’ .
’ \
/ \
8 4 \
. p \
2 / '
) 5 x '
! 1
. ! 9 1 .
Y s 1 Y X i .X/
e : T
1 1 S
' ]
\ Y I}
\ I
\ ’
A ’
\ ’
\\ Pyx' ’
\ 7 ,’
A ,
~ 4
7
3 So R4
X \\ b d

Popis konstrukce fidici kruZznice:
s, s=XX'=YY'
yY'e y
x'; X'e x' A x|y

x;, XE x

P_.; ny,E[xﬁy’}

xy'?

P . Pyx,E{yﬂx'}

1

2

3

4

5. y; YE y A xlly
6

7. P,

8. p; p=P,.P,.
9. §; Se{pns}

10. ddle postupujeme podle konstrukci uvedenych vyse

23 Primik obou usetek musi byt prazdnd mnozina. XX'N YY' = @&
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D) Kruhova inverze zadana pdrem odpovidajicich si bodit X , X' a samodruZnym

bodem P :

Teorém 1.1

Kruhovou inverzi Ize zadat parem odpovidajicich si boda

a s nimi kolinedrnim samodruznym bodem lezicim mezi t€émito body.

Stied inverze lezi na polopfimce PX , kde bod X ozna¢ime bod dvojice blizsi

k samodruznému bodu P a bod X' vzdalen€jsi od samodruzného bodu.

Popis konstrukce fidici kruznice:

1. s;, s=XX" AN P€s

2. p;, Pe p N pls

3. K; Kes A |XK|=|KX'|
4. k; k(K,XK|)

5. T; Te{pnk|

6. t;, T,Ket

7. g, T€ g N glt

8. 0; Q€lgns)

9. S, S€s A |0S|=|SP|
10. w; o(S,|SP])
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Pro potfebu dikazu uvedeného teorému vyslovme nasledujici lemma:

Lemma A

Ctyii kolinearni body ABCD , z nichz body AB jsou samodruznymi body kruhové inverze
a body CD jsou vzajemné si odpovidajici body této inverze tvoti harmonickou ctverici (resp.

body 4B jsou harmonicky sdruzeny s body CD ). Pro dvojpomér* t&chto bodt plati:

(4BCD) = —1
B D
o
Diikaz (lemmatu A):
Mame dokazat, e (ABCD) = —1 . Rovnici pfepiSeme v nasledujicim tvaru:
|AC|-|BD| _ _ (ISB|+|SC|)- (= |SB|+|SD|) _

|BC|- |4D| (—1SB| +[SCl)- (ISB| +|SDI)

_ —|SB[* +|SB||SD| — |SB|{SC| +|SC|{SD]
— |SBJ* — |SB|-|SD| + |SB||SC| + |SC|-|SD|

Pro kruhovou inverzi plati |SB]' =|SC||SD| . Po dosazeni dostdvame:
|SB||SD| - |SB|-|SC| _

= -1
— |SB||SD| + |SB|-|SC]| =
Diikaz (teorému 1.1):
Pro vyse uvedenou konstrukci plati, ¢ (QPXX') = —1. Z vlastnosti dvojpoméru

plyne, Ze (QPXX') = (XX'QOP) . Podle uvedeného mizeme tedy povazovat body XX’ za

samodruzné body jiné kruhové inverze a bod P za vzor. VySe uvedend konstrukce je pak

konstrukci obrazu QO v inverzi podle kruznice k (K ,| XK|) (viz oddil 2.1.1). O
AC|-|BD —
24 Dvojpomér bodil je realné &islo, pro které plati (ABCD) = % ,kde | XY| jsou tzv.
|BC|-|4D|
orientované vzdalenosti. (Chodorova, 2013, s. 17)
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Teorém 1.2

Kruhovou inverzi Ize zadat parem odpovidajicich si boda

a s nimi kolinedrnim samodruznym bodem nelezicim mezi témito body.

Stfed inverze lezi na useCce PX , kde bod X oznac¢ime bod dvojice bliz§i k samo-

druznému bodu P a bod X' vzdalenéjsi od samodruzného bodu.

15
Popis konstrukce fidici kruznice:
1. s;, s=XX' A P€s 7. D; Delanb}] A C#D
2. A; A€s A |XA|=|4X'| 8. q;, q=CD AN gls
3. a; a(4,|x4]) 9. 0, QO€l{gns}
4 B; Bes A |PB=|B4| 10. S; Ses A |PS|=|50
5. b; b(B,|PB]) 11. w; w(S,|SP|)
6. C; Celanb)
Diikaz:
Vychazime opét z faktu, ze (POXX') = (XX'PQ). Sestrojujeme tedy bod O jako
obraz bodu P v inverzi a(A4,| XA|) (viz oddil 2.1.1). O
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Teorém 1.3

Kruhovou inverzi Ize zadat parem odpovidajicich si boda

a s nimi nekolinedrnim samodruznym bodem.

Bod X oznacime bod dvojice blizsi k samodruznému bodu P a bod X' vzdalengjsi od

samodruzného bodu.

Popis konstrukce fidici kruznice:

I. s, s=XX'

2. x; x=PX

3. x'; x'=PX'

4. o,; o,={B; |Bx|=|Bx'|}

5. 0,; 0o,={B; |Bx|=|Bx'|] A o,Lo,
6. P,; P,elo, Ns|

7. P,; P,€{o,Ns|

8. S; Ses A |P,S|=|SP,

9. w; w(S,|SP|)
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K ditkazu posledniho teorému je zapottebi dalsiho lemmatu:

Lemma B

Dvojpomér ctyt kolinearnich bodi je jednoznaéné ur¢en pomérem hodnot sini velikosti ¢ty
orientovanych uhlii, pod nimiz jsou jednotlivé body promitany z libovolného bodu nelezicim
na piimce, s nimiz jsou tyto body incidentni®.

|AC|-|BD| _ sin(]<APC|)- sin(|< BPD|)

ABCD) = —/—— = — - , P ¢
( ) |BC|-|4D| sin (| BPC]|) - sin (|« APD|) P
p
Dikaz (lemmatu B):
" N . |4C|-|BD| k- m
Podl deného obrazku plati: ———= = .
odle vyse uvedeného obrazku plati BC|- [D| Tk )
Ze sinové véty*® plynou nasledujici rovnosti: £k = ¢+ ;IIIIEZ; , =1 = C'Slslilrf—(_ﬁ/;),
sin( ) sin(k + A+ u)
=d- k+1 =d- .
" sin(180° — )’ Ve L+ m) sin(a)
Po dosazeni dostavame:

k- m _ c-sin(x)-d-sin(u)-sin(B)-sin(a) B
~1-(k+1+m)  sin(a)-sin(180°— B)-c-sin(—A)-d-sin(k + A+ u)
_ sin (x) - sin(u) sin( ) _ sin(|<«APC]) - sin (|« BPD|)
" sin(—A)-sin(c + A+ u) \sin(180° = B)] ~ sin(|<BPC|) - sin(|% APD))

Vzhledem k tomu, ze vSechny uhly v trojihelniku jsou mensi nez 180°, je vyraz

v zavorce roven jedné. O

25 Pokud jsou body incidentni s ptimkou, znamena to, Ze na dané pfimce tyto body lezi.
26 Pro kazdy trojiihelnik ABC | jeho vnitini iihly maji velikost & , [3, Y astrany délky a , b , ¢ plati:
a b c

; = = = = (Odvarko, 2003, s. 104)
sin o sin f3 sin y
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Diikaz (teorému 1.3):
Konstrukce je zalozena na sestrojeni os hlu < XPX' . Tyto osy vytinaji na pfimce s

body P, a P, . Dokazme nyni, 7ze (P,P,XX') = —1:

Oznac¢me orientovany thel < XPX' = 6 a dosad'me do lemmatu B:
- °_ 0. 4nll - o_ 0
sin (|« P,PX|) - sin (| P,PX ") 5111(90 2) Sm(z) ~ Sm(90 2)

sin (|« P,PX|)-sin([<xP,PX'|) ~ sin(— %) : sin(90° + %) sin(90° + %)

Uplatnime vztah pro soucet/rozdil argumentt funkce sinus (Abramson, 2014, p. 573):

. O_Q . o . Q _ ° . Q1 Q Q

_sm(90 2) B sm(90) cos(z) cos(90) sm(z) B cos(z) _
in[00°+ 2}~ §in(90°)- cos[ 2 osin[2) T cos[2)]
s1n(90 + 2) s1n(90 ) cos(2)+cos(90 ) s1n(2) cos| >

ProtoZe se jedna o harmonickou ¢tvefici, jsou podle lemmatu A body P, a P,
samodruzné body hledané kruhové inverze, v niz si body X a X' vzajemn¢ odpovidaji.
Podle Thaletovy véty’” musi bod P nutné leZet na fidici kruznici dané inverze, protoze

|« P, PP, = 90°. O

Véta 1.2

Kruhové inverze je konformni zobrazeni (zachovava odchylky kruhovych kiivek).
(Leischner, 2010, 5.99; Lavicka 2016, s. 41)

Diikaz:
Vychazime z obecné rovnice kruhové kiivky [1], aplikujeme na ni transformaci podle

vzorce [3a] a vyraz upravime:

A- k x2+ k 2
x2+y2 x2+y2y

1 (x + )

- (x2 + yz)z

+ D zk 2x+E2 >
x +y x t+y

yv+F =0

A

+D zkx s+ E zky2+F:0
X +y X +y

Celou rovnici dale vynasobime vyrazem (x* + y°):
A+ Dkx+ Eky+ F(x*+ %) = 0

Po pfejmenovani koeficientl se opét jedna o kruhovou kiivku v obecném tvaru:

[4]  4'(X*+ )’ )+D'x+E'y+F' =0; A'=F, D' =Dk, E'=Ek, F'= Ak’

27 Vsechny uhly nad primérem kruznice jsou prave. (Pomykalova, 1997, s. 92)
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Dosad’'me nyni transformované kiivky do vztahu [2]:
\D"\D',+ E"\E',— 24" \F'y —2A",F"|
V(D7 +ET =44 F'\)N(D5+ ES — 44',F",)

@ = arccos

D, kD, k + E\k Eyk — 2F A,k> —2F, 4,k
V(DK + Bk — 4F A KD + EXF — 4F, A, k)

= arccos

K|D,D,+ E\E,—2A,F,—24,F|
ky(D*+ E>— 44,F,) k(D> + E>— 4 A4,F,)

= arccos =@
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2 VLASTNOSTI OBRAZU KRIVEK V KRUHOVE INVERZI

Tato kapitola se zabyva obrazy kiivek v kruhové inverzi a jejich vlastnostmi. Nejprve
je pojednano o kruhovych kiivkach (bod, pfimka a kruznice), jejichz inverzni vlastnosti jsou
nejcastéji pouzivany pii feSeni praktickych tloh v rovinné geometrii. V dalsi podkapitole jsou
uvedeny vybrané priklady tiidy kiivek (tzv. sinovych spirdl), které se v kruhové inverzi
zobrazuji na jiné kiivky stejné tiidy.

Tieti podkapitola se zabyva obecnymi stfedovymi kuzeloseckami jako doplnéni
k jiz dfive uvedenym kuZeloseckdm specidlnim, tj. kuzeloseckam singularnim (bod, pfimka),
nestiedovym (parabola) a specidlnim stfedovym (kruznice, rovnoosa hyperbola). Tim jsou

zahrnuty vSechny existujici typy kuzelosecek a vlastnosti jejich obrazl v kruhové inverzi.

2.1 Kruhové kiivky

Véta 2.1

Kruhova inverze zobrazuje kruhové kiivky opét na kruhové kiivky.
(Lavicka, 2006, s. 39)

Diikaz:
Je soucasti ditkazu véty 1.2, konkrétné vztah [4]. O

2.1.1 Bod (nulova kruhov4 kiivka)

Transformace bodu v kruhové inverzi je analyticky dédna vztahem [3a] v kartézskych

a vztahem [3b] v polarnich soufadnicich.

Pokud chédpeme bod B = lxol jako nulovou kruhovou kiivku (kruznici s polomérem
Yo

rovnym nule), 1ze ji téZ zapsat rovnici v kartézskych soufadnicich:

(x—x+(y—y) =0
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V polarnich soufadnicich ma bod B = {’” o] nasledujici rovnici:
a

r = r,-cos(6 — a)+\/r(2)~cosz(9 —a)—ry

Pii konstrukci obrazu bodu X v kruhové inverzi o (S, ) musime vychazet z polohy

bodu viici fidici kruznici. Mohou nastat celkem tii ptipady:

A) Bod lezi na ridici kruznici:

V tomto ptipadé se bod zobrazi sam na sebe a neni potfeba zZadné konstrukce.

28 Pro odvozeni z kartézskych soufadnic polozme X =7 -cos @, y=r-sinf, X7+ y =r
aobdobné X, = 7, - COS L, Y, = Fy-Sin &, xo+ yo = ro.
V rovnici (x — X )2 + ( y — y0)2 = 0 provedeme umocnéni zavorek a vhodné& preskladame &leny:
x 4y = 2xx,— 2o+ xg + o = 0. Aplikujeme vyie uvedené prevodni vzorce:
r>— 2rry(cos 0 - cos a +sin 0 -sin a)+r; = 0.
Dale uplatnime vztah pro rozdil argumentl funkce kosinus (Abramson, 2014, p. 571):

2 2 L. . - .
r°— 2rr,cos (0 - Ot) + r, = (. Nakonec pouZijeme vzorec pro kofeny kvadratické rovnice.

Jestd si poviimnéme, Ze cela funkce je definovana pouze pro uhel 8 = @ ; v tomto pfipadé je vyraz pod
odmocninou roven nule. Pro ostatni thly je vyraz pod odmocninou zaporny.
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Véta 2.2

Body lezici na fidici kruznici inverze jsou samodruzné.
(Riha, 2010, s. 20)
Diikaz:
Pokud lezi bod X na fidici kruznici, plati |SX|= r .
Podle definice 1.6 |SX|-|SX'| =+, tedy [SX'|=r atudiz X = X' O

B) Bod lezi ve vnitini oblasti Fidici kruZnice:

Ke konstrukci obrazu bodu vyuzijeme Euklidovu vétu o odvésné.

Popis konstrukce:

s; S, X€ s

t;, Xet ANtls
T; Teltn w)
a;, a=ST

b; Te b Nalb
X', X'el{snb]

AN
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C) Bod lezi ve vnéjsi oblasti fidici kruZnice:

Ke konstrukci obrazu bodu vyuZzijeme opét Euklidovu vétu o odvésné.

Popis konstrukce:

s; s=8X
P; Pes A |SP|=|PX|
T, 7(P,|PS|)

T,; T,e(rNw)}
T,; T,eltnNnw} AN T, #T,
t; t=T,T,

NS v kR D -

X', X'el{snt}

Uvazujme nyni nad dvojici bodi a jejich obrazi v kruhové inverzi. Z vety 1.2 vime,
ze kruhova inverze zachovava odchylky uhli. Nésledujici véta tikd, ze orientované thly

se zobrazuji na opacné. Kruhové inverze je tedy nepiimé zobrazeni.
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Véta 2.3

Necht X' a Y’ jsou obrazy bodfi X a ¥ v dané kruhové inverzi. Pak |[<SXY|= [« SY'X | . ‘
(Leischner, 2010, s. 96)

Diikaz:
Z definice kruhové inverze plyne, ze k = [SX|-|SX'| = |SY]|-[SY'] .
Trojuhelniky SXY a SY'X' maji spolecny uhel pfi vrcholu S a poméry jejich stran
jsou Isx| = ISY
lsY[ [sx]
[XSXY|=|xSY' X .

. Jsou tedy podobné podle véty sus.*® Z této podobnosti nasledné vyplyva

Pokud jsou body S, X, Y kolinearni, pak je tvrzeni véty ziejmé. O

Dale nés zajima vztah mezi vzdalenosti dvou bodl a vzdalenosti jejich obrazi.

Véta 2.4

Vzdalenost obrazit X', Y’ bodi X a Y v kruhové inverzi o (S, r) je ddna vztahem:

2

r
XY = o7 1 XY
XY = s A
(Leischner, 2010, s. 98)
Diikaz:
Oznac¢me slozky bodi takto: X = Ol X = x,1 L Y=|", v = yll )
Xy X Y2 Yo

Vzdalenost obrazii je dana vztahem: | X 'Y'| = \/(x'1 -y P+ (x, =),

> — —

Dosadime ze vztahu [3a]: | X'Y'| = \/ ; —
Xp+tx, ity

2 2 2 2
X tx, yity,

7 ’ 7 ’ ’ 2 , .
Vytkneme & a roznasobime zavorky. Dale dosadime & =~ a vyraz upravujeme:

X’Y’ _k x%+x§ J’12+y§ _ <2x1y1+2x2y2)
| |— ) 2 et T 2\2 2 2 2 2y
(xl +x2) (J’1 +J’2) (xl + xz)()"1 +y2)

_ rz.\/(xl—y1)2+(x2—y2)2 — rz‘\/<x1_y1)2+(x2_yz)2 — ”2'|XY|
(x7 + x3)(y] + ¥3) Vx+ ) N+ ) ISxl-1sY]

(]

29 Véta sus: Dva trojuhelniky jsou podobné, shoduji-li se v jednom uhlu a v poméru délek stran lezicich na jeho
ramenech. (Pomykalova, 1997, s. 36)

30



2.1.2 Ptimka (nestfedova kruhova kiivka)

Rovnice piimky miize mit v kartézskych soufadnicich jeden z nasledujicich tvart:*

y = ax + Y, x = by +x,

a(x —x,) x =bly-y)

<
[l

V polérnich soutadnicich mé pfimka rovnici:

31

r o= r, sec(0 — a,)

Pii konstrukci obrazu piimky p v kruhové inverzi (S, ») musime vychazet z polohy

piimky vuci fidici kruznici. Mohou nastat celkem tii ptipady:
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30 Koeficienty X, ¥, udavaji priseciky ptimky s osami P = |ﬁ(§£| a P = [ 0 ] .

31

Y1
Koeficienty @, b maji vztah k orientovanym odchylkam mezi p¥imkou a osami:

o, = <I(p,ox) = arctan(a) = arctan _ 4 af, = <I(p,0y) = arctan(b) = arctan _h
X, Y1

Koeficient a se nazyva smernice primky.
o y e I _ _

Vzéjemny vztah vSech koeficientil je nasledujici: a  =b, y,=—ax, a x, = b Y-

V polarnich soufadnicich je pfirozenéjsi pracovat s kruznicemi nezli s ptimkami.

Piimku proto vyjadfime pomoci kruznice a to jako te¢nu k uréenému bodu kruznice.

Tec¢na ke kruznici mé nésledujici vyjadreni:

Xo

(x - Sx)(xo_ Sx) + (y - Sy)(yo - Sy) :r(z) s bodem dotyku T = y
0

Pro zjednoduseni predpoklddejme stied kruznice v po¢atku soutadné soustavy, tedy S = Sl = |:0:| .
s, 0

Rovnice te¢ny je pak nasledujici: xox + y, vy = r(z) . Polomér 7, udava vzdalenost piimky od pocatku.

Rovnici dale upravime podle pievodnich vztahl pro polarni soutadnice:

Fo:COSCy ¥ -Ccosl +ry-sina,-r-sinf = rg . Vytkneme 7 a 7, a vyménime souciny:

rro(cos@ - cosa, +sin - sina,) = ry . Pouzijeme vztah pro rozdil argumentii funkce kosinus:

1y - COS(H — ao) = 7(2) . Zkratime ', a pfevedeme kosinus na pravou stranu, ¢imz obdrzime vysledny

vyraz (funkce sekans je reciproka funkce k funkei kosinus).

Vztahy dalsich koeficientti jsou nasledujici:

X Y

a, = %(ry0,) = arctan(—a) = arctan| — | a 8, = %(r, 0,) = arctan(—b) = arctan| —

’ Yo i Xo
Dale plati, ze Xy X; = Vo V1 = r?) a podle Euklidovy vety o vysce téz nasledujici vztahy:

2 2

Xo = J/O'()H - yo) a Yo = xo'(x1 - xo) :
Jednotlivé orientované odchylky splfuji tyto rovnice: o, = —p, a /50 = —a, . Dale téz plati, ze:
ag—a, =B, =B, =90".

Pro 7, = 0 je nutno rovnici upravit takto:

r - COS (0 - Oto) = r, . Pfevedeme ¥ na pravou stranu a pouzijeme inverzni funkci k funkei kosinus:
r o

0 — a, = arccos| — | .Podosazenizar, =0 obdrzime: 6 = 90 +a, = «,.
r
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A) Primka je vnéjsi pfimkou Fidici kruZnice:

Pfimka se zobrazi na kruznici, kterd prochazi stfedem inverze® a celd lezi ve

vnitini oblasti #idici kruznice.*

Konstrukei provedeme tak, ze nalezneme bod obrazu (kruznice), ktery lezi nejdale

od stfedu inverze a tvoii se stfedem inverze prumér hledané kruznice. Z vlastnosti

kruhové inverze vime, Ze jeho vzor leZi naopak co nejblize sttedu inverze a jedna

se tedy o bod vzoru (pfimky) s nejkrat$i vzdalenosti od stiedu inverze. Tento bod

1 jeho obraz lezi na kolmici k zadané ptimce vedouci stiedem inverze. Z obrazu

nakonec sestrojime stfed vysledné kruznice a samotnou kruznici.

” ~
e hS
’ ~
P ~
’ ~
’ AN
e \ P
’ \
’ \
‘ \
w ! ‘\
’ L]
1 P \
! \
I 1
| 1 4 3 Lo
T * X '
1 S O X 1
1 1
\ 1
\ ]
\ ]
\ 7
A ’
A ’
» ’
\\ Vi
\\ /,
~ /l
S ,
~ ’
~ P
\s ”

-
-

Popis konstrukce:

I. o S€ o Nolp

2. X; X€ [oA p}

3. X', I,(X) = X' viz konstrukce v oddile 2.1.1
4. O, O€o A |SO=|0X'|

5 SO|)

pr,. p’(O,

32 Na stied inverze se vzdy zobrazuje nevlastni Mbiiiv bod M ™ | ktery je soucasti kazdé pifmky.

33 Protoze pifimka naopak lezi cela ve vnéjsi oblasti fidici kruznice.
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B) Primka je te¢nou Fidici kruZnice:

Ptimka se zobrazi na kruznici prochéazejici sttedem inverze a dotykajici se fidici
kruznice v bod¢ dotyku s ptimkou.

Vzhledem k tomu, Ze body fidici kruznice jsou samodruzné, mame jiz dva body
obrazu, a sice stfed inverze a bod dotyku pfimky s fidici kruznici. Navic se jedna
o nejvzdalenéjsi bod obrazu/nejblizsi bod vzoru k fidici kruznici, tedy Thaletova

kruznice sestrojena nad témito body je nami hledany obraz.

Popis konstrukce:

1.

2
3.
4

o, S€ o Nolp

X, Xefonp AN X=X’
O; O€o A |SO|=|0X|
50|)

pr’. p'(O,
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C) Primka je se¢nou Fidici kruZnice:
Ptimka se zobrazi na kruZnici prochazejici sttedem inverze a protinajici fidici
kruznici ve dvou bodech.
Konstrukce obrazu (kruznice) je jednoduchd, protoZze méame k dispozici jiz tii
obrazy jejich bodul, které ji urcuji — stfed inverze a oba body protinajici fidici

kruZnici. Sta¢i pouze sestrojit kruznici opsanou trojihelniku z téchto bodd.

-

Popis konstrukce:
1. A4; A€ {w N p)
B, BelonNnp} AN A#B
0,; 0,=1{X; |AX|=|BX|}] A S €o,

0,; 0,={X, |SX|=1|4X|} A o, Lu
O; O0={o0,No,}

2
3
4. u; u=_584
5
6
7 o))

p'; p'(o,

35



Specialni piipad nastava, kdyz pfimka prochézi sttedem inverze. V tomto piipadé
jsou oba protinajici body a stfed inverze kolinearni. Nelze pouzit konstrukci
pomoci trojuhelniku, avSak vime, Ze obrazem bude kruhova kiivka obsahujici tyto

tii body; obrazem je tedy pfimka shodna se svym vzorem.

&
@
-

Vlastnosti obrazi ptfimky mizeme shrnout nasledujicimi vétami.

Véty 2.5 a 2.6

Ptimka neprochazejici sttedem inverze se zobrazi na kruznici prochazejici sttedem inverze.
Ptimka prochdzejici sttedem inverze se zobrazi sama na sebe a je slabé samodruzna.

(Janyska, 2019, s. 117)
Diikazy:

Véta o pfimce prochazejici sttedem inverze vyplyva z definice 1.6 (bod 3). O
Pokud ptimka neprochazi sttedem inverze, plati podle véty 2.3 [ SPX|=|<SX'P'|,
kde bod S je stfed inverze, bod X libovolny bod piimky a bod P pata kolmice ze stfedu

inverze na danou piimku. ProtoZe plati, Ze |[XSPX|=|«SX'P'|=90", musi leZet vSechny
body X' na Thaletové kruznici s primérem SP'. O
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Zajimava je téz otazka, jaka je zavislost mezi vzdalenosti pfimky od stiedu inverze
a polomérem inverzni kruznice; polomér kruznice zaroven udava vzdalenost stfedu kruznice

od stfedu inverze.** Odpovéd’ dava nasledujici teorém.

Teorém 2.1

Polomér kruznice vzniklé inverzi piimky v kruhové inverzi w (S, r) je dan vztahem:

k
R=21
2d

kde R je polomér kruZnice, k = r° mocnost inverze a d je vzdalenost piimky od stiedu.

Diikaz:

Z definice kruhové inverze plati, ze [SX|-|SX'| = *. Podle véty 2.5 je obrazem
pfimky v inverzi kruZznice prochazejici sttedem. Ozna¢me O stfed kruZnice vzniklé inverzi
a X patu kolmice ze stfedu inverze na zobrazovanou piimku. Pak jisté plati:

Isx| _ k.
2 2-|SX| 2d

R = |SO| = O

V piipadé, ze se piimka dotykd ¢i protina fidici kruznici, miizeme se ptat jaka je
odchylka mezi pfimkou a fidici kruznici, pfipadné mezi obrazem pifimky a fidici kruznici,

v zavislosti na vzdalenosti od stfedu inverze. Odpovéd’ podava nésledujici teorém.

Teorém 2.2

Odchylka p¥imky p a jejiho obrazu, kruznice p', od Fidici kruznice inverze w (S, ), kde

2. . , vr v . . ,
k = r” je mocnost inverze a d vzdalenost piimky od stfedu inverze, je ddna vztahem:
9

@Y = i(p,w) = <I(p',a)) = arccos(%)

Diikaz:
Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, ze stied inverze je v pocatku soustavy
soufadné a polomér ¥idici kruZnice je » = vk . Podle obecné rovnice kruhové kiivky [1] ma

fidici kruznice nasledujici koeficienty: 4, = 1, D, = 0, E, = 0a F, = —k.

34 Jednim z bodt kruZznice je totiz stied inverze, protoze kruznice vznikla inverzi ptimky, kterd vzdy obsahuje

’ © . v . . v .
nevlastni bod M ~ | jenz se podle definice zobrazuje na stfed inverze.
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Ptimka p ma koeficient 4, = 0, ostatni koeficienty jsou libovolna Cisla. KruZnice
p' mapodle [4] tyto koeficienty: 4, = F,, D, = Dk, E, = E-kaF, =0.
Vzdalenost bodu od ptimky je dana nasledujicim vztahem:

‘a-bx+ b-by + c‘ 35

|Bp| = (Dofkova — Kopecky, 2007, s. 34)
\/ a’+b’
Po dosazeni koeficientd ptimky p a stfedu soufadné soustavy ziskavame vztah:
IR
2 2
\/DP + Eﬂ

Odchylky vypocteme podle [2]:
\D,D,+E,E,—2A4,F,—2A4,F,
(D) + EL —44,F (D, + EL—4 4 F )

|7

7 N2 L 2
VD2 + E2

+(p,w) = arccos

= arccos |_2F”‘
Vaky(D? + E)
|D,D, +E,E, —2A4,F, —2A4,F,)
2 2 2 2
\/(Dw+ E(u - 4A(UFW)\/(DP’ + Epr - 4Ap’Fp’)

= arccos

*(p',w) = arccos

‘2Ap'k‘

arcCoS| ——
(Mk\/(Dj +E)

A
V(DK + B2 i)

e
= arccos( N ) O

— arccos

|7

= aI'CCOS(\/k\/m

35 p=|b
b

X

,p: ax+by+c=0

y
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2.1.3 KruZznice (stfedova kruhova kiivka)

. v o. v X , ’ , v ’ v
Rovnice kruznice k (S, R) se sttedem S = l 0| ma v kartézské souradné soustave tvar:

Yo

V polarnich soutfadnicich ma kruznice rovnici:

ro= ro-cos(H—a)+\/r§~cosz(9 —a)—ri+ R

Pii konstrukei obrazu kruznice & v kruhové inverzi o (S, #) musime vychézet z polohy

kruznice vici fidici kruznici. Mohou nastat celkem ¢tyii ptipady:

. . g . . . 2
36 Odvozeni je totozné jako pro rovnici bodu, pouze nesmime zapomenout na ¢len R~ .
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A) KruZnice prochazi stiedem ridici kruZnice:

Stied fidici kruznice se zobrazuje do Mobiova bodu, tedy obrazem kruznice
libovolného poloméru je piimka. Protoze je kruhova inverze involutorni zobrazeni,
jsou vSechny konstrukce shodné s konstrukci obrazu piimky neprochézejici
sttedem inverze, avSak provadéné ,,opacné®.

Univerzalni postup je tedy zkonstruovat obraz nejvzdalenéjSiho bodu kruZnice
od stfedu inverze, vést jim piimku do stfedu inverze a v tomto bod¢ vést

k ptimce kolmici. Tato pfimka je obrazem zadané kruznice.

Popis konstrukce (obrazky viz oddil 2.1.2):

1
2
3.
4

X: X ek A ISO|=|0X]

o, o = SX

X', I,(X) = X' viz konstrukce v oddile 2.1.1
k', X'e k' Nk'Lo

Dalsi tfi ptipady se zabyvaji kruznici, ktera neprochézi stredem fidici kruznice.

7 we w

B) KruzZnice se cela nachazi ve vnitini ¢i vnéjsi oblasti Fidici kruZznice:

Obrazem je kruZnice, jez se nachazi v opacné oblasti fidici kruZnice, nez jeji vzor.
Sestrojime obraz nejvzdalenéjsiho a nejbliz§iho bodu vzoru ke stiedu inverze. Tim
ziskame primér, nad nimz pak sestrojime Thaletovu kruznici, ktera je vyslednym

obrazem.
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Popis konstrukce:

1.

A T

o; 0=2380

X, X€ (kAo

Y; Y€ kAo

X', I,(X) = X' viz konstrukce v oddile 2.1.1
Y'; I,(Y) = Y’ viz konstrukce v oddile 2.1.1
P, P€o A |X'P|=|PY

k'; k'(P,|PY'))

Speciélni ptipad nastava, kdyz je stfed zobrazované kruznice totozny se sttedem
inverze. Obé kruznice jsou soustiedné a z vlastnosti kruhové inverze vyplyva,
7e 1 obraz této kruznice s nimi bude soustfedny. Pi konstrukci tedy staci zobrazit
libovolny bod kruznice vzoru, protoze jeho vzdalenost od stiedu inverze

je polomérem kruznice obrazu, jejiz stied je sttedem inverze.
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C) KruZnice se dotyka ridici kruZnice:
Vlastnosti obrazu i konstrukce jsou stejné jako v ptedchozim piipadé, pouze je pfi
konstrukei vynechéan krok €. 4, protoZe je samodruznym bodem inverze.
V pripadé, Ze uvazujeme specidlni ptipad jako v predchozim bodé, tedy ze
kruznice se dotyka fidici kruznice a zaroven ma stfed shodny se stfedem inverze,
dojdeme k ptipadu, kdy jsou kruznice vzoru, obrazu i fidici kruZnice totozné.

Z toho vyplyva, ze fidici kruznice inverze je samodruznou kruznici.

D) KruZnice ma dva spole¢né body s Fidici kruZnici:
Obrazem bude kruznice prochazejici spoleénymi body vzoru a fidici kruznice.
Konstrukce je jednodussi, protoze jiz mame dva samodruzné body. Staci tedy
zobrazit jakykoliv jiny dal$i bod kruznice a vyslednému trojuhelniku opsat
kruznici. Pro vétSi jednoduchost zobrazime bod lezici na ose usecky obou

samodruznych bodi, jez zaroven prochdzi sttedem inverze.

Popis konstrukce:

. u;, u=A4B 5. v; v=A4X'

2. o 0,=Z |4Z|=|BZ) 6. 0,; 0,=17; |4Z|=|x"'Z|)
3. X, X={o,Nk| 7. O; O={o,No,}

4. X'; I,(X) = X' 8. k'; k'(0,l0X"))
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Vlastnosti obrazii kruznice mtizeme shrnout nasledujicimi vétami.

Véty 2.7 a 2.8

Kruznice prochazejici sttedem inverze se zobrazi na pifimku neprochazejici sttedem inverze.

KruZnice neprochézejici sttedem inverze se zobrazi na kruznici neprochazejici sttedem inverze.

(Janyska, 2019, s. 118-119)

Diikazy:
Véta o kruznici prochazejici stftedem inverze vyplyva z diukazu vety 2.5 a z faktu,

ze kruhové inverze je involutorni zobrazeni. O

K diikazu véty o kruznici neprochdzejici sttedem pouzijeme nésledujici obrazek:

V dikazu vyuzijeme piedevsim vétu 2.3. Necht je bod Z libovolny bod kruznice & .
Pak plati, ze [¥SZX|=|«SX'Z'| a |¥SZY|=|«SY'Z'| . Bodem Z' vedme rovnobézku
k pfimce XY a zvolme na ni pomocny bod P . Z vlastnosti souhlasnych a vrcholovych uhli
vyplyva, e [« SX'Z'| = |« PZ'X'| a |« SY'Z'|=|<PZ'Y'| . Z vlastnosti Thaletovy kruznice
plyne, Ze [« SZX| — |« SZY|=90°, tudiz |« PZ'X'|— [« PZ'Y'| = 90° . MnozZina v§ech bodii

Z' tedy lezi na Thaletové kruznici nad primérem X'Y " . O

Pojd'me se nyni zabyvat samodruznymi nenulovymi kruhovymi kiivkami v kruhové
inverzi. Podle véty 2.6 je piimka prochézejici sttedem inverze slabé samodruzna. V ¢asti C
tohoto oddilu jsme ukdzali, Ze fidici kruznice inverze je t€¢z samodruzna. Z véty 2.2 vyplyva,

ze tato kruznice je silné samodruzna.



V kruhové inverzi existuji i jiné samodruzné kruznice, nez je fidici kruznice inverze.
Na tyto kruznice jsou vSak kladeny jisté podminky. Pfedné jejich stfed musi lezet ve vnéjsi
oblasti fidici kruznice a jejich polomér musi mit konkrétni hodnotu zévislou na vzdalenosti

jejich stfedl od stfedu inverze. Takové kruznice se nazyvaji ortogondlni vici tidici kruznici.”

Véty 2.9 a 2.10

Kruznice £ = w se v kruhové inverzi zobrazi sama na sebe a je silné samodruzna.

Kruznice k # w je slabé samodruzna, pravé kdyz je ortogonalni viiéi fidici kruznici inverze.
(Liska, 2007, s. 64; Lavicka, 2006, s. 41)

Diikazy:

Prvni tvrzeni ptimo vyplyva z véty 2.2. O

Druhé tvrzeni dokaZeme tak, ze z ortogonality kruznice s fidici kruznici vyplyva jeji
samodruznost. Opacné implikace se dokaZe obracenim tohoto postupu.

Ozna¢me Fidici kruznici (S, 7), samodruznou kruznici k (O, ') a jeden z prisediki
obou kruznic jako bod 7' . Z ortogonality plyne, ze pfimka ST je tecna kruznice k . Zvolme
libovolny bod X kruznice k& a pomocnou piimku SX , jejiz druhy prisecik s kruznici &
oznaéme X'. Z vlastnosti mocnosti bodu ke kruznici plyne, ze |SX|-|SX'| = ‘ST 2|

(Pomykalova, 1997, s. 83). Vzhledem k tomu, ze bod T € w , je tento vztah definici kruhové

inverze se sttedem S a mocnosti |ST2 , tedy libovolny bod kruznice & se zobrazi na jiny bod

téze kruznice. O

Jak bylo popséno v piedchozim odstavci, kruznice ortogondlni vii¢i fidici kruznici
musi mit specificky polomér v zavislosti na vzdalenosti jejiho stiedu od stfedu fidici kruznice.

Hodnota tohoto poloméru je ddna nasledujicim teorémem.

37 Dve kruznice jsou ortogondalni, prave kdyz stred jedné z nich lezi na tecné sestrojené k druhé kruznici v jejich
pruseciku. (Leischner, 2010, s. 96)
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Teorém 2.3

Kruznice k¥ | w , jez je samodruzna v kruhové inverzi w (S, r) , mé nasledujici polomér:

R=Vd"—k*»

kde R je polomér kruznice k , k& = r> mocnost inverze, O stfed kruznice k a d = |SO| .

Diikaz:
Vztah vyplyva z Pythagorovy vety a z faktu, Ze stied ortogondlni kruznice lezi

na priseciku te¢en vedenych z druhé kruznice body, které jsou priseciky obou kruznic. [

U stredt kruznic se jesSte¢ pozastavme. Pokud sestrojime v inverzi obraz libovolné
kruznice, ktera neprochazi sttedem inverze ani k ni neni ortogonalni, a poté k ni obraz jejiho
stiedu, zjistime, Ze obraz pivodniho stfedu kruZnice se v inverzi nezobrazuje na stied této
kruznice. Je to také diivod, pro¢ jsme obraz stiedu kruznice nepouzivali pti konstrukei obrazu
celé kruZnice.

Vyvstava otazka, jakym zpiisobem lze nalézt a zkonstruovat stied obrazu kruznice

v kruhové inverzi. Odpoveéd’ davé nésledujici véta.

Véta 2.11

Kruznice, kterd neprochdzi sttedem inverze, a jeji obraz v kruhové inverzi

jsou stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti ve stfedu inverze.
(JanySka, 2019, s. 121)

Diikaz:

Podle vety 1.2 zachovava kruhova inverze odchylky kiivek. Uvazujme libovolnou
kruZznici neprochézejici sttedem inverze a k ni ob¢ te¢ny vedouci ze stfedu inverze. Kruznice
se v inverzi zobrazi na jinou kruznici, zatimco ob¢ te€ny se zobrazi sami na sebe. Protoze
se zachovavaji odchylky kiivek, jsou ob¢ tecny opét tecny zobrazené kruznice a z toho

vyplyva, Ze jsou ob€ kruznice stejnolehlé se sttedem stejnolehlosti ve stfedu inverze. O

Konstrukci stfedu obrazu kruznice pomoci homotetie zde rozebirat nebudeme.
Zabyvejme se ale otazkou, kam se zobrazi piivodni stfed kruznice. U obecné kruznice to bude
bod ve vnitini oblasti obrazu kruznice. Nésledujici dva teorémy se zabyvaji specifi¢téjSimi

ptipady. Prvni z nich pojednavéa o kruznici prochazejici sttedem inverze.

38 Ze vztahu piimo vyplyva podminka, Ze stfed ortogonalni kruznice musi lezet ve vnéjsi oblasti fidici kruznice.

45




Teorém 2.4

Stied O kruZnice k prochéazejici stiedem inverze @ (S, ) se zobrazi na bod S’ ,

jenz je totozny s obrazem stiedu inverze S v osové soumeérnosti podle piimky k',

ktera je obrazem kruznice & v této inverzi.
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Dikaz:
. ) v 2 . v v
Z definice kruhové inverze plyne, ze [SX|-|SX'| = r°. Z vlastnosti stfedu kruznice

také vyplyva vztah |[SX| = 2-|SO| . Oznaéme bod O’ obraz bodu O v kruhové inverzi

a dosad'me uvedené vztahy do definice inverze:

2

2
SO = - =2.L _ =2.sx| =Iss] - O
el SO] ST |SX'| = |SS]

I
“

O

V pripad¢€, ze kruznice neprochdzi stfedem inverze, je jejim obrazem opét kruznice
a puvodni stfed se zobrazi do vnitini oblasti této kruznice. Specialnim piipadem jsou kruznice
ortogonalni vici fidici kruZnici. Jejich stfed, ktery lezi ve vné&j8i oblasti fidici kruznice,
se zobrazuje do jeji vnitini oblasti a je kolinedrni s pruseciky téchto dvou kruznic. Pfimka,
na které tyto body lezi, vykazuje specidlni vlastnosti vic¢i pivodnimu stfedu kruznice

ve vztahu s fidici kruznici inverze. Déle o tom pojednava nasledujici teorém a definice.
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Teorém 2.5

Stted O kruznice k L @ se v kruhové inverzi s fidici kruznici w (S, r) zobrazi na bod O,

ktery je kolinedrni s pruseciky kruznice k s fidici kruznici w .

Diikaz:
Vyplyva ptimo z definice kruhové inverze a Eukleidovy véty o odvésne. O
Definice 2.1

Polara bodu P vzhledem ke kruznici £ je pfimka, na niz lezi body dotyku tecen vedenych
bodem P ke kruznici k£ . Bod P se nazyva pél ptimky p vzhledem ke kruznici & .

(Sindelat, 1959, s. 152—153)
K dikazu nésledujiciho teorému je tfeba uvést dalsi pomocné lemma:

Lemma C

Dvé kruznice, jez jsou vzajemnymi obrazy v kruhové inverzi, jsou stejnolehlé se sttedem
stejnolehlosti ve stfedu inverze a maji koeficient stejnolehlosti:

k
(d + R)(d — R)

2 . roe « , Vo . ,
kde k£ =r” je mocnost kruhové inverze, R polomér vzorové kruznice a d je vzdalenost

stfedu vzorové kruznice od stiedu inverze.
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Diikaz:
K dikazu vyuZijeme véfu 2.4 a dosadime do ni nasledujici vzdalenosti:
I X'Y'| = 2b, |XY| = 2a, |SX| = |SA|+a a |[SY| = |S4| —a

2
7

(1S4 + a)(IS4] — a)

Pro koeficient stejnolehlosti plati, ze & = h-a . Po dosazeni do piedchoziho vzorce

Obdrzime vzorec: 2b = -2a.

» k
dostavame: h = = . O

(IS4| + a)(IS4| —a) ~ (d +R)(d — R)

Ptedchozi dva teorémy se zabyvaly obrazem stiedu vzorové kruznice a to ve special-
nich pfipadech, kdy tato kruznice bud’ prochdzela stfedem inverze, nebo byla vici fidici
kruznici inverze ortogonalni. Nésledujici teorém popisuje obraz stfedu obecné kruznice, jez
neprochdzi sttedem kruhové inverze. Je také zobecnénim teorému 2.5 a dava tak do souvislos-

ti polarni vlastnosti stiedu fidici kruznice inverze viici vzorové kruznici a jejimu obrazu.

Teorém 2.6

Stied 4 kruznice k (4, a) neprochazejici sttedem inverze w (S, r) se zobrazi na bod 4’ ,

jenz je totozny s obrazem stiedu inverze S v kruhové inverzi podle kruznice k'(B, b) ,

ktera je obrazem kruznice & v inverzi s fidici kruznici w .
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Diikaz:

Podle definice kruhové inverze predpokladame, ze |SB|-|4'B| = b°.
VyuZijeme vlastnosti stejnolehlosti: b = h-a, |SB| = h-|SA|.
|SB| - |4"B| = |SB|-(ISB| —|S4') = h-|S4]- (h-|S4] —|s4’]) =

. ' 2
= B -|S4f — b -1s4]- |s4'] = hz-(ISAIZ—%if“) = hz-(|SA|2—%).

Z lemmatu C dosadime za koeficient stejnolehlosti ve jmenovateli zlomku:

2 2
2 > rT| _ 2 > (IS4l + a)(|s4] —a)| _
= - (|SA =S4+ d”) = ¥ -d® = B O

Poznamka:
Vzhledem k tomu, Ze je kruhova inverze involutorni zobrazeni, je téZ bod B’ obrazem

stiedu inverze S v kruhové inverzi podle kruznice k (A4, a) .

Podle definice 2.1 se polara pélu P zobrazi v kruhové inverzi jako Thaletova kruznice
nad polomérem SP a také obraz polu P vzdy lezi na jeji polafe p . Mimo to ma polara i pol

dalsi zajimavou vlastnost, o které mluvi nasledujici véta (uvedend bez diikkazu).

Véta 2.12

Necht’ je ptimka prochazejici pélem P secnou kruznice k& ,

body X a Y prtseciky kruznice se se¢nou a bod P, prasecik seny a polary p .

Pak plati, Ze tyto body tvofi harmonickou &tvefici, tedy (XYP,P)=—1 .
(éindeléf, 1959, s. 152; Chodorova, 2013, s. 72)

Z véty 2.12 a lemmatu A vyplyva, ze usecka XY je pramérem fidici kruznice inverze,

v niz si navzajem odpovidaji body P a P, .*

39 Téz obraceng: Usetka PP je primérem fidici kruZnice inverze, v niZ si navzdjem odpovidaji body X a ¥ .
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Hypotéza 2.1

Je-li ptimka p polarou pdlu P vzhledem ke kruznici k se sttedem S ,
body X a Y priseciky se¢ny kruznice k , kterd zaroven prochazi pélem P
a bod P, prisecik této seCny s polarou p ,
pak bod O, jenz je sttedem kruznice w sestrojené nad primérem XY

lezi na Thaletoveé kruznici T sestrojené nad pramérem SP .
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Definice 2.2

Chordala dvou nesousttednych kruznic k,, k, je pfimka, kterd je mnozinou vSech bodi

majicich k témto kruznicim stejnou mocnost.

(Riha, 2010, s. 14)

Hypotéza 2.2

Necht’ je dana kruznice @ se sttedem S , kruznice k£ se stfedem A

a kruznice k' se sttedem B, jez je obrazem kruZnice k v inverzi s fidici kruznici o .
Dale ptimka p, , ktera je polarou bodu S vzhledem ke kruznici & ,

ptimka p,., kterd je polarou bodu S vzhledem ke kruznici k',
bod A',jenZ je obrazem bodu A4 v inverzi s fidici kruznici w aleZi na polédie p,.,
bod B',jenz je obrazem bodu B v inverzi s fidici kruznici w a leZi na poléie p,
abod P, ktery je sttedem usecky B'A4’.
Pak je ptimka ch , prochazejici bodem P arovnobézna s poldrami p, a p,.,

spole¢nou chordalou kruznic w , k a k'.

———————
- ~

4
3
’
4
’
s
,
'

: ,
\\ Pk : ’

~o Ll ch

———————
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2.1.4 Casti kruhovych k¥ivek

V piedchozich odstavcich jsme se zabyvali zobrazenim riznych piipadi kruhovych
kiivek. V tomto oddile postupné probereme zobrazeni ¢asti jednotlivych kruhovych kiivek

se zaméfenim na jejich metrické vlastnosti, tedy zavislosti zmény délek jednotlivych kiivek

v dané inverzi.

Nejprve se budeme zabyvat polopfimkou. Kazdou poloptimkou mizeme prolozit
pravé jednu pfimku, kterou budeme pro potieby tohoto textu nazyvat wurcujici primkou.
Vlastnosti obrazu dané poloptimky jsou pak zavislé na vlastnostech této urcujici primky.

Z oddilt vyse vime, ze v kruhové inverzi zalezi na tom, zda pifimka prochazi stredem
inverze ¢i nikoliv. V zévislosti na tom pak rozliSujeme tyto tfi mozné polohy polopiimky

v inverzi:

a) Urcujici pfimka prochazi stfredem inverze, ale poloprimka jim neprochazi
Jelikoz je obraz piimky prochazejici stfedem opét pfimka (s ni totoznd)
a polopiimka je ¢ast ptimky, bude téZ obraz polopfimky cast ptimky, tedy usecka.
Polopiimka vede z ur¢itého bodu ptimky X do bodu v nekoneénu M”, ktery se

zobrazi na stfed inverze S . Vyslednym obrazem polopfimky bude tsecka SX ' .

- -~

-
-

———————
<

~~~~~~~~
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Teorém 2.7

r , v ;. P TN NN 2
Délka [ usecky p' v kruhové inverzi s fidici kruznici (S, 7) kde k =r°,
jenz je obrazem poloptimky p , kterd lezi na urcujici primce prochazejici sttedem inverze,

je zavisla na vzdalenosti d pocatecniho bodu poloptimky od stfedu inverze a je rovna:

1= K
d
Diikaz:
Vyplyva piimo z definice kruhové inverze,kde / = |[SX'| a d = |SX] . a

b) Urcujici pfimka i polopiimka prochazi stfredem inverze
Polopfimka se zobrazi na dvojici vzdjemné se nepiekryvajicich polopiimek
leZicich na urcujici pfimce. Timto pfipadem se nebudeme vice zabyvat.
Specialné, kdyz je pocatecni bod polopiimky shodny se stfedem inverze, je

obrazem polopfimky polopiimka s ni shodna.

Teorém 2.8

Poloptimka s pocatecnim bodem ve stfedu inverze se zobrazi sama na sebe a je slabé samodruzna.

Diikaz:
Vyplyvé ptimo z definice 1.6 (bod 3). O
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Urc¢ujici primka neprochazi stfedem inverze
Z predchoziho textu vime, Ze piimka neprochazejici stfedem inverze se zobrazi
na kruZznici prochazejici sttedem inverze. Polopfimka lezici na této urcujici pfimce

se tedy zobrazi na kruhovy oblouk, jehoz krajnimi body jsou stfed inverze S

a obraz pocate¢niho bodu polopfimky X .

Pti konstrukci kruhového oblouku je tieba nalézt stfed oblouku O . Ten nalezneme
pomoci teorému 2.4 tak, Ze zobrazime stied inverze S v osové soumérnosti pies
urCujici pifimku a poté tento obraz znovu zobrazime v kruhové inverzi pres
kruznici w . Nyni vedeme oblouk stfedem O z bodu S do bodu X' .

Pro urceni délky kruhového oblouku je nutné uvazovat dalsi bod. Patu kolmice
vedenou ze stfedu S’ na urcujici ptimku oznac¢me S’ a nazvéme stredovy bod.
Pokud je krajnim bodem poloptimky stfedovy bod, je obrazem polopiimky
kruhovy piloblouk. V ptfipadé¢, Ze polopfimka stfedovym bodem prochézi (resp.

neprochdzi), je jejim obrazem oblouk delsi (resp. kratsi) nez tento ptiloblouk.
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Teorém 2.9

Velikost stiedového thlu a piislusného k oblouku p' v inverzi s fidici kruznici w (S, 7)

zavisi na poloze pocatecniho bodu polopfimky p vici sttedu inverze S a je rovna:

a) a = 180° pokud S'=X
b) a = 180°+2- arccos(&) pokud S' € p
c) a = 180° —2 -arccos d_ okud S’ ¢&

kde d =SS je vzdalenost uréujici pfimky od stiedu inverze.

Teoréem 2.10

r r ;. P T NN 2
Délka / kruhového oblouku p' v kruhové inverzi s fidici kruznici @ (S,7) kde k = r°,
jenz je obrazem polopiimky p , ktera lezi na urcujici primce neprochézejici sttedem inverze,
je zavisla na vzdalenosti uréujici pfimky od stiedu inverze d = |SS'

a vzdélenosti po¢ate¢niho bodu polopiimky od stfedu inverze |SX| a je rovna:

a) | = ];_;'t pokud §'=X

by I = % _ (% N arccosl(SCéo/ |SX|)) pokud S’ € p

o I = liT;z _ (% B arccosl(gcéo/ |SY|) pokud S’ & p
Diikazy:

Plati, ze velikost stfedového uhlu je rovna dvojnasobku velikosti obvodového uhlu

piislusného k témuz oblouku (Pomykalova, 1997, s. 60), tedy [$ X'OS'| = 2 - |« XSS'| .

Déle plati, ze cos|< XSS'| = % . 'V ptipadé, ze polopfimka p prochdzi (resp. neprochézi)
sttedovym bodem, je velikost stfedového uhlu oblouku p'rovna velikosti ptimého thlu
zvétseného (resp. zmenseného) o velikost thlu [« X 'OS’| (resp. [¥Y'OS'|). O

Délka kruhového oblouku, ke kterému piislusi stfedovy uhel a je dana vzorcem

[l =2mxr- 3602)" (Pomykalova, 1997, s. 68). Polomér kruhového oblouku dosadime

zteorému 2.1: v = % . Velikost sttedového thlu a se vypocte z teorému 2.9. O
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Dale se zabyvejme useckou. Stejn¢ jako polopiimka, lezi kazda tsecka na wurcujici
primce, jejiz vlastnosti urCuji vlastnosti obrazu dané tsecky. Opét se budeme zabyvat tfemi

polohami usecky v kruhové inverzi:

a) Urcujici pfimka prochazi stfredem inverze, ale iisecka jim neprochazi
Obrazem usecky v inverzi bude usecka, ktera lezi na urcujici pfimce a neprochazi

stfedem inverze.
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Teoréem 2.11

r , w ros s s s vt 2
Délka tise¢ky u' v kruhové inverzi s fidici kruznici w(S,r) kde k& =r7,
jenz je obrazem useCky u , ktera lezi na urcujici primce prochazejici sttedem inverze
b
je zavisla na vzdalenosti usecky®® u od stiedu inverze a je rovna:

kl

S )]

kde /' je délkatsecky u', [ délkausecky u a d vzdalenost usecky od stiedu inverze.

Diikaz:
Vyplyvazvéty 2.4,kde I' = |X'Y'|, [ = |XY|, d =|SX| a d+I=|SY|. O

40 Vzdalenost usecky od stfedu inverze je dana vzdalenosti jejiho nejbliz§iho bodu od tohoto stiedu.
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Teorém 2.12

Usecka se v kruhové inverzi zobrazi sama na sebe a je slabe samodruznd prave tehdy,
jsou-li jeji krajni body vzajemnymi obrazy v dané inverzi.
Takova tisecka je primérem samodruzné (ortogonalni) kruznice v této inverzi.

Délka samodruzné Gsecky zavisi na jeji vzdéalenosti od stiedu inverze a je rovna:

=24
d

kde I je délka usecky, d vzdalenost od stfedu inverze s Fidici kruznici w(S,7) a k =r>.

Diikaz:
Vyplyva z definice kruhové inverze a teorému 2.11. O
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b) Ur¢ujici pfimka i isecka prochazi stiredem inverze
Usecka se zobrazi na dvojici vzajemné se nepiekryvajicich polopiimek leZicich
na urcujici ptimce. Timto pfipadem se opét nebudeme vice zabyvat.
V situaci, kdy lezi jeden z koncovych bodt usecky ve stfedu inverze, je obrazem
usecky poloptimka, jejiz pocatecni bod je obrazem druhého koncového bodu této

usecky.
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c) Urcujici pfimka neprochazi stiredem inverze

Usetka XY se zobrazi na kruhovy oblouk X'Y', jenz lezi na kruZnici
prochazejici stfedem inverze. Stfed kruznice, na niz lezi tento oblouk, nalezneme
stejn¢ jako v ptipadé¢ konstrukce obrazu polopiimky, kterd lezi na urcujici pfimce
neprochazejici sttedem inverze (viz vyse). Pro urceni délky kruhového oblouku

op¢t pouzijeme stiredovy bod S' .
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Teorém 2.13

Velikost stitedového uhlu « piislusného k oblouku u’ v inverzi s fidici kruznici w (S, r)

zavisi na vzdalenosti urcujici pfimky a krajnich bodii usecky u od stiedu inverze a je rovna:

a) a = 2-arccos |bfi_Y| pokud S'=X ¥
b) a = 2-arccosL + 2 - arccos| —— okud S'€u
7] [SX] P
¢) a = 2-arccos 4\ 2 - arccos d_ pokud S’ & u
NY 1SX|
kde d =|SS| je vzdalenost uréujici pfimky od stfedu inverze.
Diikaz:
Vyplyva z teorému 2.9. O

41 Pokud tsetka neprochézi sttedovym bodem, oznadime krajni body usecky tak, aby platilo |XS'| <|¥YS| .
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Teorém 2.14

r r ;e R T v ot 2
Délka / kruhového oblouku ' v kruhové inverzi s fidici kruznici w (S, 7) kde &k =r?,
jenz je obrazem UseCky u , ktera lezi na urcujici primce neprochazejici sttedem inverze,

je zavisla na vzdalenosti uréujici pfimky od stiedu inverze d = |SS'

a vzdalenosti krajnich bodd usecky od stiedu inverze* a je rovna:

a) [ =k d” : arccosl(gcéf IS YD) pokud ' = X
by I = kdn ' arccosl(gcé({ 1SY|) . arccosl(gcéf |SX|)) pokud S €
o 1 = kdn ' arccosl(gcé! 1sY|) arccosl(gf)f|SX|)) pokud ' ¢ u
Diikaz:
Je obdobny diikazu teorému 2.10 pti pouziti velikosti uhlu z teorému 2.13. O

Nakonec se budeme zaobirat kruhovym obloukem. Podobné, jako pro ¢asti pfimky
udava jejich vlastnosti urcujici pfimka, tak pro kruhovy oblouk vyplyvaji vlastnosti jeho

obrazu z tzv. urcujici kruznice, na niz tento oblouk lezi. Nastat mohou dva ptipady:

a) Urcujici kruZnice prochazi stifedem ridici kruZnice:

Pokud kruhovy oblouk neprochazi stiedem inverze, je jeho obrazem usecka.
V ptipadé, Ze je jednim z krajnich bodii oblouku stfed inverze, je vyslednym
obrazem polopiimka. Pokud oblouk prochdzi stfedem inverze, zobrazi se
na dvojici polopfimek. Vzhledem k tomu, Ze je kruhova inverze involutorni
zobrazeni, odpovidaji vSechny tfi polohy oblouku a jejich obrazy jednotlivym
ptipadim uvedenym vyse u polopiimky a usecky.

Délku usecky, ktera je obrazem kruhového oblouku neprochdzejiciho stredem
inverze je mozné vyjadiit obracenym postupem z teorému 2.14.% Délka neni
zavisla pouze na poloméru urcujici kruznice a délce samotného oblouku, ale také
na poloze tohoto oblouku na urdujici kruznici. Cim blize se nachazi oblouk
ke stiedu inverze, tim delsi bude vysledna tsecka.

42 Opét plati, 7e pokud Gisecka neprochazi sttedovym bodem, tak |XS'| < |YS'| .
43 Z délky a polohy oblouku zjistime stfedovy thel k nému pfislusny, z néj pak obvodovy uhel ze sttedu inverze
a nasledné vyjadiime velikost tisecky pomoci goniometrickych funkci a vzdalenosti jejich krajnich bodd

od stfedu inverze. Pro vypocet je jesté nutna vzdalenost sttedu inverze od piimky, s niZ je usecka incidentni.
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b) Ur¢ujici kruzZnice neprochazi stfedem ridici kruznice:
Obrazem je kruhovy oblouk. Pii konstrukci postupujeme tak, jako bychom
konstruovali obraz urcujici kruznice, na niz zobrazime krajni body, které urcuji

vysledny oblouk. Stied P zobrazené¢ho oblouku nalezneme pomoci stejnolehlosti.

e ————

Délka vysledného oblouku zavisi na poloméru urcujici kruznice, vzdalenosti jejiho
sttedu od stfedu inverze, samoziejm¢ mocnosti dané inverze, ale také na samotné

poloze vzorového oblouku na urcujici kruznici, tedy na poloze jeho krajnich bodu.

kruhové inverze § ved'me piimky prochazejici pocatecnim a koncovym bodem ptivodniho
oblouku. Tyto pfimky, které jsou nejCastéji seny urcujici kruznice, oznaCme s, a s, .
Ob¢ piimky vytinaji na urcujici kruznici Ctyfi body, jenz ozna¢ime A, B, C a D.
Dvojice po sobé¢ jdoucich bodi pak urcuji Ctyfi kruhové oblouky a = AB, b= BC,
¢ =CD a d = DA, které dohromady tvofi urCujici kruznici.

V piipadé, ze je jedna z piimek vedouci stfedem inverze a pocateCnim/koncovym
bodem oblouku te¢na urcujici kruznice, oznac¢ime ji ¢, (pfip. ¢,). Body 4 a B splynou
v jediny bod T ,, (ptip. body C a D splynou v bod T, ), oblouk a (pfip. ¢ ) nebude
existovat a bude platit,ze b=7,,C a d = DT ,, (ptip. b=BT ., ad =T A4).
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Pokud by byly ob¢ ptimky jdouci stfedem a pocate¢nim/koncovym bodem oblouku
tecny urcujici kruZnice, budou na ni vytinat pouze dva body 7 ,, a T, . Oblouky a a c
nebudou existovat a pro zbylé dva oblouky bude platit,ze b =T ;T ., a d =TT ;5.

Dale plati, ze polara bodu S vzhledem k urcujici kruznici, tedy ptimka p =7 ;T ,,
rozdé€luje urcujici kruznici na dva oblouky. Body 4 a D se pak nachéazeji na oblouku, jenz
lezi v poloroviné pS, body B a C se nachazeji na oblouku lezici v poloroviné¢ pO , kde

bod O je sttedem urcujici kruznice. VSe prehledné zachycuje nasledujici obrazek:

v w - R
\ [ '-..
\\ T AB - .
\ ...‘ A
a \ .."
----- '
T ™, - . Bl
t1 K B B ." 1 bl '
bt d
s 3 A |'
1 . 1
d . ® 1 [ ]
S D O [ P
82 ‘. C S I' -‘, Cl
t o 1
2 o .
TCD ''''' * K D'
N c | .,
1 cl K
!
II T
’ cb L.

Pii vypoctu délky inverzniho oblouku vychazime z faktu, ze urcujici kruznice a jeji
obraz v kruhové inverzi jsou stejnolehlé se sttedem stejnolehlosti v bodé S . Za pomoci
lemmatu C nalezneme koeficient stejnolehlosti % . Z vlastnosti kruhové inverze pak vyplyvaji

nasledujici rovnosti:
a'"' = h-a b" = h-d ¢ =h-c d" = h-b

Piivodni oblouk je v zavislosti na své poloze na urcujici kruznici sloZen z jednotlivych
dil¢ich obloukti a, b, ¢ piip. d . Pokud zname jejich délky, mizeme pak jiz snadno urcit
velikosti jejich obrazli pomoci vySe uvedenych vztahi a prostym scitdnim ziskat délku

inverzniho oblouku.
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Teorém 2.15

Kruhovy oblouk se v kruhové inverzi zobrazi sdim na sebe a je slabé samodruzny

pravé tehdy, je-li jeho urcujici kruznice ortogonalni vici fidici kruznici dané inverze,

a zaroven pokud jsou jeho pocatecni a koncovy bod vzajemnymi obrazy v této inverzi.

Dikaz:

Vyplyva z definice kruhové inverze a véty 2.10. [
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2.1.5 Svazky kruhovych kiivek

Definice 2.3

Svazek kruhovych kfivek je mnozina kruhovych ktivek o rovnicich:
M4 (X + ")+ Dix+ Eyy+ Fi] + Ao[Ay(x"+ ')+ Dyx+ E;y + Fo] = 0
kde A, , € R senazyvaji parametry kruhové kiivky patiici do svazku a plati, ze

2 2
:2a¥—AF20

4, D, E, F,

A=A, > (AA,#0), h
(4, ) (4,4, ), A, D, E, F,

kde M =(A,M,+A,M,), M €{A4,D E, F}.

(Janyska, 2019, s. 112)

Existuje celkem Sest typli svazkli v zavislosti na typu a poloze kruhovych kiivek
(Janyska, 2019, s. 112—-113):
I. svazek riuznobéZnych piimek
* vSechny kruhové kiivky svazku se protinaji ve dvou bodech:
stied (vrchol) svazku S a Mobitiv bod M™
I1. svazek rovnobéZnych primek
* vSechny kruhové kiivky svazku se protinaji v jednom bodé¢:
Mébiy bod M™
I11. svazek soustiednych kruZnic
* kruhové kiivky svazku se neprotinaji v Zzddném bodé
* vSechny kruznice svazku maji spolecny stfed S
IV. svazek protinajicich se kruhovych kiivek
*  mimo kruznice se spolecnymi dvéma body je soucasti svazku i jedna piimka
(prochéazejici obéma body), jez je zaroven spole¢nou chordalou vsech kruznic
V. svazek dotykajicich se kruhovych k¥ivek
* mimo kruznice se spoleénym bodem dotyku je soucasti svazku i jedna ptimka
(prochézejici timto bodem), jez je zaroven spole¢nou chordalou vSech kruznic
VI. svazek mimobéznych kruhovych krivek
* mimo kruZnice jsou soucasti svazku dvé nulové kruhové kiivky (dva body)
a jedna piimka, kterd je zaroven spolecnou chordalou vsech kruznic

Stiedy vsech kruznic lezi na ptimce kolmé na chordalu zvané centrala svazku.
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V pfipadé, ze umistime stied kruhové inverze do stfedu S svazku rGznobéznych

piimek (pfip. svazku soustfednych kruznic), obdrzime jako obraz svazek stejného typu. Jsou

tedy oba tyto svazky se stiedem inverze ve stfedu svazku samodruzné.*

/

Obrazem svazku rtiznobéznych ptimek se stfedem inverze v jiném bod¢, nez je stied

svazku, je svazek protinajicich se kruhovych kiivek. Vzory spole¢nych boda v tomto svazku

jsou stied svazku riiznob&znych piimek S a Mobitv bod M~ .

Svazek rovnobéznych piimek se v kruhové inverzi s libovolnym stfedem zobrazi

na svazek dotykajicich
je Mobitv bod M”.

se kruhovych kiivek. Vzorem spoleéného bodu tohoto svazku

44 Svazek riznobéznych piimek je silné samodruzny (ptimky se zobrazi sami na sebe), zatimco svazek
soustiednych kruznic je slabe samodruzny (kruznice se zobrazi na jiné kruznice téhoz svazku).
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Obrazem svazku soustiednych kruznic se sttedem inverze v jiném bodé¢, nez je stred
svazku, je svazek mimobéznych kruhovych kiivek. Vzory nulovych kruhovych kfivek v tom-

to svazku jsou stfed svazku riiznob&znych piimek S a Mobiliv bod M ™ .

/

\

Svazek protinajicich se kruhovych kiivek se v kruhové inverzi zobrazi na jiny svazek
protinajicich se kruhovych kiivek, jehoz spolecné body jsou obrazy spole¢nych bodli vzoru
v této inverzi. Pokud je sttedem inverze jeden ze spole¢nych bodil, zobrazi se svazek na
svazek riznobéznych ptimek. Stfed tohoto svazku bude obrazem druhého spole¢ného bodu.

V piipadé, Ze lezi stied kruhové inverze na centrdle svazku a fidici kruznice inverze
prochazi obéma spoleénymi body svazku, zobrazi se svazek sim na sebe.* Samodruzny bude
téz svazek, v némz lezi stfed kruhové inverze na chordale svazku a jeji fidici kruznice

je ortogonalni ke v§em kiivkam svazku.*

Svazek dotykajicich se kruhovych kiivek se v kruhové inverzi zobrazi na jiny svazek
dotykajicich se kruhovych ktivek, jehoz spole¢ny bod je obrazem spolecného bodu vzoru
v této inverzi. Pokud je stfedem inverze piimo spolecny bod, zobrazi se svazek na svazek

rovnobéznych piimek.

45 Svazek bude slabe samodruzny.
46 Svazek bude silné samodruzny.
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V piipadé, Ze lezi stied kruhové inverze na centrdle svazku a fidici kruznice inverze
prochézi spoleénym bodem svazku, zobrazi se svazek sdm na sebe.*” Samodruzny bude téz
svazek, v némz lezi stfed kruhové inverze na chordale svazku a jeji fidici kruznice

prochazi spole¢nym bodem svazku.*

Svazek mimobéznych kruhovych kiivek se v kruhové inverzi zobrazi na jiny svazek
mimobéznych kruhovych kiivek, jehoz nulové kruhové kiivky jsou obrazem nulovych
kruhovych kiivek vzoru v této inverzi. Pokud je stfedem inverze jedna z nulovych kruhovych
ktivek, zobrazi se svazek na svazek soustfednych kruznic.

V ptipadé, ze lezi stfed kruhové inverze na centrale svazku a fidici kruznice inverze je
totozna s kruznici daného svazku®, zobrazi se svazek sam na sebe.*” Samodruzny bude téz
svazek, v némz lezi stfed kruhové inverze na chorddle svazku a jeji fidici kruznice

prochazi obéma nulovymi kiivkami svazku.*

47 Svazek bude slabé samodruzny.
48 Svazek bude silné samodruzny.
49 Pro dany stfed kruhové inverze na centrale svazku existuje jedina kruznice, ktera patii do tohoto svazku.
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Definice 2.4

Duadlni svazky kruhovych krivek jsou takové dva svazky, pro néz plati, ze kazda kruhova

ktivka jednoho svazku kolmo protind kazdou kruhovou kiivku druhého svazku.
(Janyska, 2019, s. 113)

Existuji celkem ctyfi pary dudlnich svazka (Janyska, 2019, s. 114):

a) svazek rtiznobéznych ptimek je vzdjemné dudlni se svazkem soustiednych kruznic
* oba svazky maji spole¢ny stied S

b) svazek rovnobéZnych piimek je vzajemné dudlni se svazkem rovnobéznych ptimek
* piimky prvniho svazku musi byt kolmé na pfimky druhého svazku

c) svazek protinajicich se kruhovych kiivek je vzajemné dudlni se svazkem mimo-
béznych kruhovych kiivek
* spolecné body svazku protinajicich se kruhovych kiivek jsou nulovymi kruho-

vymi kiivkami svazku mimobéZznych kruhovych kiivek

* chordala prvniho svazku je centralou druhého svazku a vice versa

d) svazek dotykajicich se kruhovych kiivek je vzajemné dudlni se svazkem dotyka-
jicich se kruhovych kiivek

* chordala prvniho svazku je centralou druhého svazku a vice versa

TR
‘lﬁ\\ 1
i N

a9 S
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Definici kruhové inverze lze zobecnit tak, Ze misto fidici kruznice inverze budeme
uvazovat obecné nenulovou kruhovou kiivku. Mimo vSechny obvyklé ptipady, kdy je fidici
kruhovou kiivkou kruznice tak ptfibyva moznost inverze podle kruhové kiivky, kterd je
pfimkou. V tomto ptipad¢ jiZ nelze pouzit definici 1.6.

Pii konstrukci obrazu a hledani vlastnosti inverze pies pfimku vSak stidle mizeme
pouzit lemma A. ProtoZe pfimka je limitnim pfipadem kruzZnice, v némz se stfed kruznice
piiblizuje bodu v nekone¢nu, uvazujeme v lemmatu A jeden ze dvou samodruznych bodu
zobecnéné inverze jako bod v nekonecnu. Obraz bodu C pak nalezneme tak, aby byly on
a jeho vzor D harmonicky sdruzeny se samodruznym bodem B a bodem v nekonecnu 4., ,
tedy aby spliiovali podminku (4,BCD) = —1.

Z vlastnosti dvojpoméru plyne, ze samodruzny bod zobecnéné inverze je stiedem
usecky vzoru a jeho obrazu.” Z toho vyplyva, ze kruhova inverze s fidici kruhovou kfivkou,
ktera je ptimkou, je linearni zobrazeni znamé jako osova soumérnost.

VétsSina dosud uvedenych vlastnosti kruhové inverze plati i pro osovou soumeérnost.
Ob¢ zobrazeni jsou konformni, involutorni (u osové soumernosti neexistuje stied involuce)
a mnozina jejich samodruznych bodu je fidici kruhova kiivka. Obé zobrazuji kruhové kiivky
opét na kruhové kiivky a ortogonalni kruhové kiivky vuci fidici kruhové kiivce jsou
v obou zobrazeni slabé samodruzné. Kruznice a jeji obraz jsou stejnolehlé¢ se stfedem
stejnolehlosti ve stfedu inverze; u osové soumérnosti je tento stied stejnolehlosti bodem

v nekonecnu. Ob¢ zobrazeni jsou nepiima zobrazeni.

Teorém 2.16

Svazek kruhovych kiivek je v kruhové inverzi se zobecnénou fidici kruhovou kiivkou

slabe samodruzny, pokud tidici kruhova kiivka patti do dané¢ho svazku, nebo

silne samodruzny v ptipadé, Ze tidici kruhova kiivka patti do jeho dudlniho svazku.

Diikaz:
Tvrzeni o slabé samodruzném svazku vyplyva z vlastnosti kruhové inverze (osové
soumeérnosti) a faktu, ze kruhova inverze (osova soumérnost) zachovava incidenci bodi.

Tvrzeni o silng samodruzném svazku vyplyva z tychz vlastnosti a z véry 2.10. O

_ l4a.cl-|BD| _ |BD| _ _
IBC|-|4,D|  |BC|

50 (A, BCD) 1 » |CB| = |BD| (Chodorov4, 2013, s. 17)
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2.2 Sinové spiraly

Véta 2.13

Kruhova inverze se sttedem v pocatku soustavy souradné

zobrazuje sinové spirdly op¢t na sinové spiraly.

Diikaz:
Obecnou rovnici spirdly »" = a"- cos(n-0) odmocnime &islem 7 :

= a-cos'"(n-0) . Dale transformujeme podle vztahu [3b]:

r
k n 7 r k —1/n
Z = a-cos""(n0).Vyraz upravime: r = =-cos ""(n-0).
r a
.. k m . . , .
Uvazumen =-m: r = —- cos'! (—m-6) . Funkce kosinus je sudd, tudiz:
a

k m 4 w7 m "
r = = cos'"(m-0) . Umocnime &islem m : " = (—) -cos(m-0) .

a a

Nakonec upravime na 7" = b" - cos(m-0) , coZ je opét rovnice sinové spiraly. [

Dusledek:

Sinové spiraly s parametrem 7 se zobrazi na spiraly s parametrem —n .

2.2.1 Rovnoosa hyperbola a Bernoulliho lemniskata

Rovnoosa hyperbola je specidlnim typem hyperboly, pro niz plati € = V2 . Patii mezi
regularni kuzelosecky a vznika fezem rotacni kuzelové plochy, jejiz povrchové piimky sviraji
s osou rotace kuzele uhel o velikosti 45° .

Rovnice rovnoosé hyperboly se sttedem v pocatku soustavy soutfadné jsou:

r = a-sec'”(20) =y =4d (JareSovd, 2009, s. 17)

Koeficient a udava vzdalenost vrcholu hyperboly od jejiho stiedu. Vzdalenost ohnisek

hyperboly od stiedu je dana vztahem e = ¢ a = /24 .
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Bernoulliho lemniskata je kiivka ¢tvrtého tadu a je definovana jako mnozina bodi,

jejichz soucin vzdalenosti od dvou pevnych bodl F, , F,, tzv. ohnisek, je roven ctverci

2

|7\

poloviny vzdéalenosti obou ohnisek, tedy: L, = { X, |XF |- |XF,|= 3

Rovnice Bernoulliho lemniskaty se sttedem v poc¢atku soustavy soutadné jsou:
r = a-cos'*(20) (x*+ 1?7 = a*(x* = »") (Bimova, 2006, s. 53)

Koeficient @ udava vzdalenost vrcholu lemniskaty od jejiho stfedu. Vzdalenost

: L, 4 s a
ohnisek lemniskaty od stiedu je dana vztahem e =

77
Dukazy vSech nasledujicich vét této a pristi podkapitoly se provedou tak, Ze se rovnice
ptislusné kiivky v polarnich soufadnicich dosadi do vztahu [3b], ¢imZz obdrzime rovnici

kiivky inverzni.

Véta 2.14 a 2.15

Inverzni kiivkou hyperboly se sttedem inverze v jejim stfedu je Bernoulliho lemniskata.

Inverzni kiivkou Bernoulliho lemniskaty se stfedem inverze v jejim stiedu je hyperbola.
(Kocourek, 2016, s. 35)
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Pascalova zavitnice je specialnim piikladem prodlouzené epicykloidy”™, ktera vznikne
kotalenim tvofici kruznice po pevné kruznici se stejnym polomérem (Bimova, 2006, s. 40).
Rovnice Pascalovy zavitnice vzniklé inverzi rovnoosé hyperboly s ohniskem ve stiedu

soufadné soustavy jsou:

r = a(1+v2-cosh) (X’ + 1y —V2ax) = d(x*+)7)

(Ferréol, Limagon of Pascal)
Koeficient a udava vzdalenost stfedu soustavy soufadné od prasecikli s osou y.

Véta 2.16

Inverzni kiivkou hyperboly se stfedem inverze v jejim ohnisku je Pascalova zavitnice.
(Kocourek, 2016, s. 36)

Rovnice rovnoosé hyperboly s ohniskem v poc¢atku soustavy soufadné jsou:

a 2 2 2
F= - — X’ +2V2ax = & %
1 ++2-cosb 4

51 Epicykloida — rovinna kiivka, kterd vznikd pii kotdleni tvofici kruznice po pevné kruznici s vnéjSim

dotykem.
ProdlouZena epicykloida — je epicykloida, jejiz tvofici bod ma vétsi vzdalenost od stiedu tvorici kruznice,
nez polomér této kruznice. (Bimova, 20006, s. 34)
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Piima strofoida je mnoZina vSech krajnich bodl priméri vedenych bodem 4 = [‘5]

ke svazku kruznic o spole¢né tecné v ose x s bodem dotyku v pocatku (Bimova, 2006, s. 16).

Rovnice pifimé strofoidy jsou:
r = a-cos26 -sect y(a+x) = x*(a—x)  (Bimova, 2006, s. 16)
Koeficient a udava vzdalenost stfedu soustavy soufadné od priseciku s osou x.

Véta 2.17

Inverzni kiivkou hyperboly se sttedem inverze v jejim vrcholu je ptima strofoida.
(Kocourek, 2016, s. 38)

Rovnice rovnoosé hyperboly s vrcholem v poc¢atku soustavy souradné jsou:

r = 2a-cosf -sec26 ¥ (x—a)’—y = a

. .2 2 2
52 Z obecné rovnice X~ — y° = a” odvozeno takto:

Stred hyperboly je posunut vpravo o vzdalenost e = \/ 2a , ¢imz se do pocatku dostava ohnisko:
= \2
(x - \/ 2 a) — y2 = a’.Po algebraickych tpravach obdrzime vysledny tvar.

53 Z kartézskych soutadnic (x - a)2 - y2 = 4’ odvozeno takto:

x> — 3> —2ax = 0.Dosadime polarni soufadnice: r*(cos’d — sin’@)— 2ar-cos = 0.

Upravime vyraz v zavorce a vydélime rovnici 7 : 7 - cos260 — 2a -cosf = 0.
cos®

——— . Nakonec nahradime kosinus v ¢itateli funkci sekans.
cos26

Osamostatnime 7 : » = 2a -
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Hypotéza 2.3

Inverzni kiivkou Bernoulliho lemniskaty

se sttedem inverze v jejim ohnisku je Pascalova zavitnice.

Hypotéza 2.4

Inverzni kiivkou Bernoulliho lemniskéaty

se sttedem inverze v jejim vrcholu je ptima strofoida.
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2.2.2 Parabola a kardioda

Parabola patii mezi regularni kuzelosecky a vzniké fezem rotacniho kuzele s rovinou,
kterd je rovnobé&zna s libovolnou tecnou rovinou této kuzelosecky.

Rovnice paraboly s ohniskem v poc¢atku soustavy soufadné jsou:

r o= a-secz(%) V4dax = 4d° (JareSové, 2009, s. 17)

Koeficient @ udava vzdalenost vrcholu paraboly od jejiho ohniska.

Kardioida je prosta epicykloida™, ktera vznikne kotalenim tvofici kruznice po pevné
kruZnici se stejnym polomérem. Je to téZ specialni piipad Pascalovy zavitnice™. (Bimova,
2006, s. 55-56)

Rovnice kardioidy s hrotem (bodem vratu) v pocatku souradné soustavy jsou:

x*+ 2_gx2 = a_z(x2+ ?)
) y 5 4 y

(Ferréol, Cardioid)

2
r = a~cos(

0D

Koeficient a udava vzdalenost hrotu a druhého priseciku kardioidy s osou x .

54 Prosta epicykloida — je epicykloida, jejiz tvofici bod ma stejnou vzdalenost od stfedu tvotici kruznice jako
polomeér této kruznice. Tvofici bod tedy lezi na tvofici kruznici. (Bimova, 2006, s. 34)
55 Srovnici v polarnich soufadnicich: » = a (1 + cosf ) . (Ferréol, Limacon of Pascal)
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Véta 2.18 a 2.19
Inverzni kiivkou paraboly se sttedem inverze v jejim ohnisku je kardioida.

Inverzni ktivkou kardioidy se stfedem inverze v jejim hrotu je parabola.
(Kocourek, 2016, s. 43)

Dioklova kisoida vznik4d valivym pohybem vrcholu paraboly, kterd se odvaluje

po shodné parabole (Bimova, 2006, s. 24).
Rovnice Dioklovy kisoidy s vratnym bodem ve stfedu soufadné soustavy jsou:

yi(a—x) = x° (Bimova, 2006, s. 24)

¥ = a-tanf -sinf

Koeficient a udava vzdalenost asymptoty kiivky od stiedu soustavy soutadné.

Véta 2.20
Inverzni kiivkou paraboly se stfedem inverze v jejim vrcholu je Dioklova kisoida.
(Kocourek, 2016, s. 42)

Rovnice paraboly s vrcholem v pocatku soustavy soutadné jsou:

(Ferréol, Parabola)

¥y = a-cotf -cscl

~<
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Hypotéza 2.5

Inverzni kiivkou kardioidy se stiedem inverze v jejim vrcholu®® je Dioklova kisoida.

56 Za vrchol kardioidy vyjadiené v polarnich soutadnicich uvedenych vyse je povazovan bod protinajici osu X ,
ktery neni jejim vratnym bodem (hrotem).
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2.3 KuzZelosecky

2.3.1 Elipsa

Elipsa je regularni kuzelosecka a vznika fezem rotacni kuzelové plochy rovinou, jejiz
odchylka od osy rota¢niho kuzele je vétsi nez odchylka libovolné povrchové ptimky kuzelové
plochy od této osy.

Rovnice elipsy se stredem v po¢atku soustavy soufadné jsou:
ab : y_2 -

2

X,
2

= \/bz COSZ (0 ) + az Slnz(e ) a b (FeITéOI, Elllpse)

r

Boothiiv oval (téz eliptickd lemniskdta) je mnozina bodu, které jsou ortogonalnimi
projekcemi stfedu elipsy na vSechny jeji te¢né piimky.

Rovnice Boothovy eliptické lemniskaty se stfedem v pocatku soustavy soutradné jsou:

r = Va’cos’(0) + b*sin’(0) (x*+ ) = &’x*+ by’

(Ferréol, Booth's curve)

Koeficient a u obou kfivek udava vzdalenost priaseciku s osou x od pocatku soustavy

souradné, koeficient b obdobné vzdalenost priseciku s osou y.

Véta 2.21 a 2.22

Inverzni kiivkou elipsy se stfedem inverze ve stfedu elipsy je Boothliv oval.

Inverzni kiivkou Boothova ovélu se stiedem inverze ve stfedu ovalu je elipsa.
(Ferréol, Booth's curve)
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Véta 2.23

Inverzni kiivkou elipsy se stiedem inverze v jejim ohnisku je Pascalova zavitnice®’.
(Kocourek, 2016, s. 30)

Rovnice elipsy s ohniskem v poc¢atku soustavy soufadné jsou:

2 2 52y? 2
ro= 3 : 5 * (“W) + 2L =1 (Ferréol, Ellipse)
a+\a®— b cosd a b

Cramerova krivka je upatnice paraboly, jejimz upatnikem je bod lezici na ose této
paraboly™ (Ferréol, Right circular rational cubic). Specidlnimi ptipady této kiivky jsou
Dioklova kisoida, jejimz upatnikem je vrchol paraboly a pfima strofoida, jejimz patnikem

je prusecik osy paraboly s jeji fidici primkou (Bimova, 2006, s. 16).

Rovnice Cramerovy kiivky se singularnim bodem v poc¢atku soustavy souradné jsou:

r = asec(6)+bcos(0) (x —a)(x*+ ) = bx’ %0

(Ferréol, Right circular rational cubic)

57 Rovnice obecné Pascalovy zavitnice jsou:

r = a(l+e-cosh) (xX*+y’ —eax)’ = a’(x*+ %) (Ferréol, Limagon of Pascal)
2 2 42
a —b
58 Ve zdroji uvedeno takto: 7 = #, p = b—, E = —,
1+e¢&-cosf a a

59 Upatnice dané kiivky je mnozina bodii, v nichz se tecna kiivky protind s kolmici spusténou na ni z pevného
bodu, ktery se nazyvd pol upatnice, anebo néekdy téz upatnik. (Bimova, 2006, s. 15)

60 Pro Dioklovu kisoidu plati, 22 b = —a , pro piimou strofoidu plati b = —2a .
(Ferréol, Right circular rational cubic)
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Véta 2.24

Inverzni kiivkou elipsy se stfedem inverze v jejim hlavnim vrcholu je Cramerova kiivka.
(Ferréol, Right circular rational cubic)

Rovnice elipsy s hlavnim vrcholem v poc¢éatku soustavy souradné jsou:

2ab’ - cosO 61 (x+a)2 + Y

b*cos’(0) + a’sin*(0) a v

2.3.2 Hyperbola

Obecna hyperbola je regularni kuzelosecka, kterd vznika fezem rotacni kuzelové
plochy rovinou, jejiz odchylka od osy rotacniho kuZzele je mensi nez odchylka libovolné
povrchové piimky kuZzelové plochy od této osy.

Rovnice obecné hyperboly se sttedem v pocatku soustavy soutfadné jsou:

2 2
ab X_2 -Y - (Ferréol, Hyperbola)

"= 2 2 2 2 2
Vb cos?(6) — a’sin’(6) a b

61 Odvozeno z rovnice v kartézskych souradnicich.
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Boothova lemniskata (téz hyperbolickda lemniskdta) je mnozina bodi, které jsou

ortogonalnimi projekcemi stfedu hyperboly na vSechny jeji te¢né ptimky.

Rovnice Boothovy hyperbolické lemniskaty se sttedem v pocatku jsou:

r o= \/azcosz(H)—bzsinz(H) (x*+y*) = a’x* = by’

(Ferréol, Booth's curve)

Koeficient a u obou kiivek udava vzdalenost pruseciku s osou x od pocatku soustavy

soufadné, koeficient b urcuje vysledny tvar kifivky (odchylku asymptot u hyperboly
a vzdalenost tecen kolmych na osu y od osy x u lemniskaty).

Véta 2.25 a 2.26

Inverzni kiivkou hyperboly se stiedem inverze ve sttedu hyperboly je Boothova lemniskata.

Inverzni kiivkou Boothovy lemniskaty se sttedem inverze ve stfedu lemniskaty je hyperbola.

(Ferréol, Booth's curve)

Véta 2.27

Inverzni kiivkou hyperboly se stfedem inverze v jejim ohnisku je Pascalova zavitnice.

(Kocourek, 2016, s. 36)

Rovnice hyperboly s ohniskem v poc¢atku soustavy sourfadné jsou:

2 2 12y? 2
r= AN szz p (x+\/227b) % = 1  (Ferréol, Hyperbola)
a+va © COS
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Véta 2.28

Inverzni kiivkou hyperboly se sttedem inverze v jejim vrcholu je Cramerova kiivka.

(Ferréol, Right circular rational cubic)

Rovnice hyperboly s vrcholem v poc¢atku soustavy soufadné jsou:

2ab’ - cosb (x+a) ~
b cos’(0) — a’sin’*() ?
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3 APLIKACE KRUHOVE INVERZE

V této kapitole jsou uvedeny praktické aplikace kruhové inverze na nejriiznéjSich
geometrickych problémech. Prvni podkapitola se detailn¢ zabyva nejtypictéjSim pouzitim
kruhové inverze a to pfi feSeni tzv. Apolloniovych a Pappovych tloh. Uvadi v§echny mozné
typy zadani tlohy a podava jejich vycCerpavajici vycet, spolecné s pocty a zpiisoby feseni.
Déle ukazuje moZznosti feSeni uloh pomoci kruhové inverze a metody uziti inverze.

Na tuto podkapitolu navazuje druha, jez se snazi pomoci inverze kategorizovat polohy
jednotlivych zadani téchto tloh a podat jejich souhrnny piehled spole¢né s pocty feSeni.
Ve treti podkapitole jsou pak uvedeny mén¢ znamé geometrické problémy, které je mozno

elegantné fesit praveé uzitim kruhové inverze.

3.1 Apolloniova a Pappova uloha

Klasickym ptipadem vyuziti kruhové inverze jsou starovéké geometrické ulohy znamé
jako tlohy Apolloniovy a Pappovy formulované cca ve 3. — 2. stol. pf. n. . a 3. — 4. stol. n. 1.
Piivodni tloha Apolloniova zni takto: ,.Jsou dany tri kruznice. Sestrojte kruznici, kterd se
dotyka vsech tri danych kruznic.“. Pozdéji byla uloha aktualizovédna a tfi zadané kruZnice
mohly byt nahrazeny pfimkou ¢i bodem. Zadani se tak rozsitilo na deset riznych moznosti.
(Riha, 2010, s. 5)

Dal$im rozsifenim Apolloniovy ulohy jsou tzv. Pappovy ulohy, které jsou pouze
specidlnim piipadem jiz vySe uvedenych uloh. Jedna se o variantu, kdy je soucasti piivodni
ulohy alesponi jeden bod a alespoii jedna nenulova kruhova kiivka (tedy pfimka ¢i kruznice),
pfi¢emz tento bod lezi na dané kruhové kiivce. Uloha zni takto: ,,Sestrojte kruznici, kterd se
dotyka zadané kruhoveé krivky v daném bode a dale se dotykd dalsi kruhove kiivky nebo
prochazi jinym zadanym bodem.*. PoCet Pappovych uloh je Sest. (Patdkova, 2005, s. 30)

V nasledujicich oddilech budou u kazdého typu ulohy rozebrany jednotlivé mozné
konfigurace zadanych kruhovych kiivek a stanoveny podty feseni. Ulohy budou feseny
predevsim pomoci kruhové inverze, av§ak bude zminéno i pouziti jinych metod feseni. Pod
feSenim budou uvedeny dva nécrty; vlevo plivodni tloha, vpravo uloha inverzni. Modrou
barvou budou znazornény zadané kruhové kiivky, Cervenou kiivky inverzni, fialovou

samodruzné kruhové kiivky, zelenou tidici kruznice a zlatou vysledna feSeni a body dotyku.
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Nejjednodussi Apolloniovy ulohy jsou typu BBB® a PPP, které lze feSit jiz se zna-
lostmi geometrie ze zékladni Skoly, konkrétné se znalostmi kruznic opsanych a vepsanych
trojuhelniku a mnozin bodi dané vlastnosti. Se stfedoSkolskymi znalostmi je mozno feSit
ulohy typu BPP a PPK pomoci stejnolehlosti a lohy typu BBP a BBK uZitim mocnosti bodu
ke kruznici. Ulohy typu BPK, BKK, PKK a KKK se fe§i uzitim kruhové inverze nebo

dilatace, kteréZto patii mezi znalosti vysokoskolské. (Riha, 2010, s. 6)

BBK

MNOZINA BODU MOCNOST BODU KRUHOVA INVERZE

®
®
0

V ptipad¢€ pouziti kruhové inverze pii feSeni Apolloniovy ¢i Pappovy ulohy se zobrazi
puvodni body na jiné body, pfimky na kruZznice (nebo zlstanou beze zmeény) a kruznice
na jiné kruznice ¢i pfimky (nebo téz beze zmény). Po této transformaci se tak kompletné méni
charakter ptivodni ulohy; dokonce miizeme misto kruZnice hledat pfimku, kterd se ostatnich
ti objektt dotyka.® Tato nova, charakterové odlisna, tloha se nazyva inverzni uloha.*

Benefitem pfi pouziti kruhové inverze pro feSeni uloh je to, Ze pfi spravné zvolené
fidici kruznici inverze® je inverzni uloha mnohem jednodussi na konstrukci, neZ uloha

puvodni. Pti volbé fidici kruznice pouzivame jednu z nasledujicich metod:

62 Kazdy typ Apolloniovy ulohy je oznacen tfemi velkymi pismeny podle toho, které kruhové kiivky se v ném
vyskytuji: B — bod, P — primka a K — kruznice. U Pappovych uloh je incidence bodu s jinou nenulovou
kruhovou kiivkou zazna¢ena zavorkou uzavirajici obé kiivky.

63 Vzhledem k tomu, Zze kruhova inverze méni kruhové kiivky na kruhové kiivky, mize zménit i piivodni
feSeni, jimz byla kruznice, na kruhovou kfivku, které je nyni ptimkou.

64 Nebo téz tloha vnitini.

65 Vhodné zvoleny stied a polomér fidici kruznice.

83



a) Metoda odstranéni bodu
Spociva v tom umistit stfed fidici kruznice (stfed inverze) do jednoho ze zadanych
bodii ulohy. Inverzni Gloha tak obsahuje pouze dvé jiné kruhové kiivky a jejim
feSenim je nalézt takové ptimky (nikoli kruznice), které se obou téchto kruhovych

ktivek dotykaji. Tim se uloha vyrazn¢ zjednodusuje.

b) Metoda inverze spole¢nych bodi
Sted fidici kruznice se umisti do bodu dotyku ¢i priniku dvou (pfip. vsech)
zadanych kruhovych kiivek. Ty se v inverzni tloze transformuji do pfimek.
Inverzni tloha je jednodussi v tom, Ze zpravidla obsahuje méné kruznic nez tloha

puvodni.

c) Metoda soustifednych kruZznic
Tato metoda se pouziva v ptipadech, kde jsou zadany dvé kruznice bez spole¢ného
bodu nebo kruznice a jeji vnéjsi ptimka. Pomoci nize uvedenych konstrukci
nalezneme jeden ze dvou konkrétnich bodii, do néhoz umistime stfed fidici
kruZnice. Inverzni tloha pak bude obsahovat dvé soustfedné kruznice a jednu dalsi
kruhovou kiivku. Ulohu tohoto typu je pak mozné fesit mnoZzinou bodi danych

vlastnosti ¢i dilataci.

Body, do nichz je tieba umistit stfed inverze pro pouziti metody soustfednych kruznic,
se tradi¢n¢ hledaji konstrukci s vyuzitim chordaly obou kruznic. Chordéala dvou protinajicich
se kruznic je pfimka vedend body priuniku obou kruznic a zaroven piimka kolma na tzv.
sttednou® (Liska, 2007, s. 13). Pfi konstrukci chordaly dvou neprotinajicich se kruznic
pouzijeme libovolnou® tieti kruZnici (tzv. pomocnou), ktera ob& zadané kruZnice protina.
Body téchto prinikt vedeme chordaly danych kruznic s kruznici pomocnou. Prinik téchto
chordal je tzv. potencni stred vSech tii kruznic. Poten¢nim stfedem musi prochéazet i chordala
dvou zadanych kruznic. (Riha, 2010, s. 14) Tu pak jednoduse sestrojime jako piimku
prochazejici potenénim sttedem a kolmou na stfednou obou kruZnic.

Na chordédle zvolime libovolny bod. Tento bod ma k obéma kruZznicim stejnou

mocnost, tedy délka te¢ny® vedena z tohoto bodu k ob&ma kruznicim je stejna. Sestojime-li

66 Stfedna — usecka spojujici stfedy dvou kruznic.
67 Stred této kruznice nesmi byt kolinearni se stfedy dalSich dvou kruznic. (Riha, 2010, s. 14)
68 Délkou tecny je zde minéna usecka lezici na tecné ke kruznici, vedouci ze zminéného bodu do bodu dotyku.
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tedy kruznici se stfedem ve zvoleném bodé a s polomérem velikosti délky te¢ny, obdrzime
kruznici, ktera bude ortogonalni vii¢i obéma zadanym kruznicim.® Jeji priseciky se stfednou
jsou nami hledanymi body; do jednoho z nich umistime stied kruhové inverze, ktera nasledné
pfevede obé zadané kruznice na kruznice soustiedné. Obraz druhého z bodu v takto zvolené
inverzi je pak stfedem soustfednych kruznic.

V pfipadé, ze bychom umistili stfed kruhové inverze na kruznici ortogondlni vici
obéma zadanymi, obdrzeli bychom jako obraz dv¢ jiné kruznice, jejichz stiedy lezi na pfimce,
jez je rovnobézna k tecné ortogonalni kruznice vedené stiedem inverze. Z vlastnosti kruhové
inverze také vyplyva, ze pokud bychom umistili stied inverze na piimku spojujici oba stiedy
zadanych kruznic, obdrzime jako obrazy jiné kruznice, jejichz stiedy opét lezi na této piimce.
V piipadé, Ze zvolime jako stfed prinik téchto dvou piimek, musi stfedy obrazli obou
kruznice lezet zaroven na obou piimkach, coz je mozné jedin€ v piipad¢€, ze jsou oba stiedy

totozné. Nalezli jsme tedy dva body, v nichz kruhova inverze pfevadi dvé zadané kruznice

na jiné kruznice se stejnym stiedem, tedy soustiedné kruznice.

Podrobny popis konstrukce podava napt. Patdkova (2005, s. 42).

69 Zdavodnéni viz poznamka pod ¢arou €. 37.
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Pti hledani stfedd inverze u dvojice kruznice a ptimka je postup konstrukce teoreticky
naprosto stejny, avSak prakticky se velice zjednodusSuje. Pfedné chordala obou kruhovych
kiivek je shodna se zadanou pfimkou.” Dale sta¢i zvolit libovolny bod dotyku (vyjma bodu
leZicich na stfedné) na kruZznici a jim vést te¢nu. Bod, v némz te¢na protne zadanou piimku,
se stane stfedem ortogonalni kruznice a délka této tecny jejim polomérem. Priniky orto-
gondlni kruznice se stiednou jsou hledané stfedy inverze. Opét plati, ze obraz druhého ze

stfedll inverze se stava sttedem soustfednych kruznic.

Stiedy kruhové inverze, v niz se dvé kruznice zobrazi na soustfedné lze nalézt téz
jinym zptsobem. Cty¥i spole¢né tecny téchto kruznic se vzajemné protinaji v Sesti bodech.
Dva z téchto bodt, H, a H,, lezi na pfimce s urcené stfedy obou kruZnic a jsou to stfedy
stejnolehlosti t&chto kruznic. Zbylé ¢tyfi body tvoti dva pary osové soumérnych bodl K, ,
K,'a K,, K,', pfiCemzZ osou soumérnosti téchto parti je pfimka s . Praseciky I, a I,

pfimky s apfimek k, a k,,urCenych t€mito pary bodd, jsou hledanymi stfedy inverze.

70 Prtseciky piimky pomocné kruznice s pfimkou nutné lezi na této pfimce, lezi na ni tedy i potencni stied obou
ktivek. Stfedna obou kruhovych ktivek je z podstaty kolmice na ptimku vedouci stftedem zadané kruZnice.
Z toho vyplyva, Ze zadana piimka je i hledana chordala.
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Hypotéza 3.1

Necht jsou dény kruznice &,(S, r,), k,(S,r,) abody K,, K,", K, a K,', jenZ jsou
priseciky spole¢nych tecen téchto kruZznic a nelezi na pfimce s , kterd je dana body S, ., S, .
Necht jsou pfimky k&, a k, dany dvojicemi bodii K, , K,' a K,, K’

a vytinaji na pfimce s body 7, a I,.

Pak je bod 7, obrazem bodu 7, v kruhové inverzi s ¥idici kruznici &, (S l’r,)

abod 7/, obrazem bodu 7, v kruhové inverzi s fidici kruznici kz(Szﬂrz) .

Hypotéza 3.2

Necht jsou dany kruznice kl(Sl’rl) , kz(Sz,rz) abody XK,, K,', K, a K,', jenz jsou
priseciky spole¢nych tecen téchto kruznic a nelezi na ptimce s, kterd je ddna body S, , S, .

Pakbody K,, K,', K, a K,' lezi na Thaletové kruznici T nad primérem |SlSz| .

Hypotéza 3.3

Necht’ jsou dany kruznice kl(Sl,rl) , kz(Sz,rz) abody H, a H,, jenz jsou pruseciky

spole¢nych tecen téchto kruznic lezici na pfimce s, kterd je dana body S, , S, .

Pakbody H,, H,, S, a S, tvoti harmonickou ctverici, tedy (H,H,S,S,) = —1.
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3.1.1 Apolloniova tloha typu BBB
* pocet moznych konfiguraci zadani: 1

* obvykla metoda reseni: mnozina bodl dané vlastnosti

Nejjednodussi Apolloniova uloha. V piipade tii nekolinedrnich bodl staci sestrojit
kruznici opsanou trojuhelniku tvofené¢ho zadanymi body; feseni je tedy pouze jedno. Pokud
jsou body kolinearni, feSeni tllohy neexistuje.

Pouziti kruhové inverze v tomto piipadé vede ke zbyteéné komplikovanému nalezeni

vysledného feSeni a neni tedy Zadouci.

3.1.2 Apolloniova uloha typu PPP
* pocet moznych konfiguraci zadani: 4

* obvykla metoda reseni: mnozina bodl dané vlastnosti

%
}[{%] [C] [D]

Zadani kategorizujeme podle poctu rovnobéznych piimek. V ptipad€, ze jsou vSechny
tfi pfimky rovnobézné [A], tloha nemd feSeni. Pokud jsou dvé pfimky rovnobézné a treti
k nim riznobézna [B], existuji celkem dve feSeni konstruované pomoci pruniku os uhli.
Pokud jsou vSechny tii piimky riznobézné a protinaji se v jednom bodé [D], uloha nema
feSeni. Pokud se protinaji ve tfech riznych bodech [C], ma uloha celkem 4 feSeni; jedna
kruznice trojahelniku vepsand a tfi kruznice trojuhelniku ptipsané.

Pouziti kruhové inverze, stejné jako v predeSlém pfipade, proces nalezeni feSeni

vyrazné komplikuje.
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3.1.3 Apolloniova uloha typu BBP / Pappova tloha typu (BP)B
*  pocet moznych konfiguraci zadani: 2 /2

*  obvykld metoda reseni: mocnost bodu ke kruznici / MBDV"
o
o
° 8] *lcl D]

Pokud lezi oba body v téze poloroviné urceni ptimkou [A], existuje feSeni ulohy.
Uloha ma obecné dvé feseni, avsak v piipads, Ze pfimka uréena obéma body je rovnobézna se
zadanou pifimkou, redukuje se pocet feSeni na jedno. Obvyklé feSeni vyzaduje znalosti
mocnosti bodu ke kruznici, ale ulohu je mozné fesit i pomoci kruhové inverze. Varianta
zadani, kdy kazdy bod leZi v jiné polorovin¢ uréené pifimkou [B] nema Zadné feSeni.

Pappova uloha, kdy jeden z bodu lezi na pfimce [C] ma jedno feSeni. Je mozné jej
ziskat konstrukci priniku kolmice k pfimce z bodu na ni leZicim a osy usecky tvoiené
zadanymi body. Je téZ mozné pouzit kruhovou inverzi a to dvojim zptsobem. V piipadé, kdy
oba body lezi na ptimce [D], uloha feSeni nema.

Pii aplikaci kruhové inverze v ptipadé¢ Apolloniovy ulohy [A] pouzijeme metodu
odstranéni bodu. Stfed inverze volime v jednom ze zadanych bodi a pro usnadnéni
konstrukce volime polomér fidici kruznice tak, aby druhy z bodi lezel na fidici kruznici a byl
tedy samodruzny. V inverzni tloze se pfimka méni na kruznici a bod, ktery byl ve stfedu
inverze se nyni nachdzi v nekonecnu. Cilem inverzni ulohy je tedy sestrojit tecnu ke kruznici
danym bodem, ktery lezi na fidici kruznici. Tato konstrukce je trividlni a vyzaduje pouziti

Thaletovy kruznice. Z konstrukce te¢ny ke kruznici danym bodem plynou dve¢ feseni ulohy.

71 MBDV — mnozina bodu dané vlastnosti.
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V Pappové tloze [C] opét pouzijeme metodu odstranéni bodu. Za stfed kruhové
inverze muzeme volit bud’to bod lezici na pfimce, nebo bod lezici mimo piimku. V prvnim
piipad¢ se tohoto bodu zbavime, pficemz piimka zlstane samodruznd. Pokud zvolime
polomér inverze tak, aby bod mimo ptimku lezel na fidici kruznici, ziskdme tlohu, pfi niz
mame vést rovnobézku k zadané piimce. Pokud zvolime za stfed inverze bod mimo pfimku
a polomér opét takovy, aby byl druhy z bodl samodruzny, ¢eka nas uloha na sestrojeni te¢ny
ke kruznici (ktera bude obrazem piimky) v daném bod¢. V obou piipadech plyne z konstrukce

inverzni ulohy jediné feSeni.
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3.1.4 Apolloniova uloha typu BPP / Pappova uloha typu (BP)P

* pocet moznych konfiguraci zadani: 3 /3

* obvykla metoda resSeni: translace a stejnolehlost / MBDV
/‘\/ ° A — ° X
o -
/ X i
9B] — ___IDb] [F]

Vycet moznosti zadani rozdélime podle toho, zda jsou piimky rovnobézné ¢i rlizno-
bézné. Pokud v Apolloniové tloze, kterd obsahuje rovnobézné piimky, nelezi zadany bod
uvniti rovinnného pasu dané¢ho pifimkami [B], Gloha nema teSeni. V piipadé, Ze bod lezi
v rovinném pasu [A] ma uloha dvé feSeni, které se konstruuji pomoci translace libovolné
kruznice dotykajici se obou ptimek. V ptipadé¢ riznobéznych piimek [C] je pocet feseni stejny
jako u [A], ale pfti konstrukci se vyuziva stejnolehlosti.

Pappova tloha s rovnobéznymi ptimkami [D] ma jedno feSeni konstruované¢ pomoci
kolmice na obé& ptimky prochazejici zadanym bodem. Uloha s riiznob&znymi piimkami [E]
ma feSeni dvé, a to pomoci konstrukce priniku os thl a kolmice na ptimku, na niZ lezi bod,
a kterd prochazi danym bodem. V ptipadé, ze je zadany bod totozny s prinikem obou piimek
[F], tloha nem4 feseni.

Aplikace kruhové inverze na Apolloniovu ulohu se zadanim [A] pfevadi tlohu
na nalezeni spolecnych te€en dvou dotykajicich se kruznic. Vzhledem k néro¢nosti této
konstrukce, oproti vyuziti translace, se pouziti inverze nedoporucuje. Inverzni tiloha k uloze
[C] je opét konstrukci spole¢nych teCen (za predpokladu, Ze stied inverze byl zvolen
v zadaném bod¢). Stejné jako v ptivodni tloze, je 1 v inverzni Gloze nutné pracovat se zna-
losti homotetie a tudiz se pouZiti inverze opét nedoporucuje. Vzhledem k trividlnim feSenim
Pappovych uloh je pouziti kruhové inverze pro tyto ulohy bezpfedmétné.

Pouziti kruhové inverze je u téchto typt tloh kontraproduktivni, protoze jeji aplikace
inverzni ulohu komplikuje, misto toho aby ji zjednoduSovala. Je to z toho divodu, ze pfi

pouziti inverze se v inverzni tloze navySuje pocet kruznic oproti tloze ptivodni.
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3.1.5 Apolloniova uloha typu BBK / Pappova tloha typu (BK)B

* pocet moznych konfiguraci zadani: 3 /3

* obvykla metoda reseni: mocnost bodu ke kruznici / MBDV
- @ Q@O
@)
o :
° e [B] [° [C1] [C2] [D]

Varianta Apolloniovy ulohy, kdy jeden z bodil lezi vné a druhy uvnitf zadané kruznice
[B] nema zadné tfeseni. Pokud oba body lezi ve vnitini/vnéjsi oblasti kruznice [A], ma tloha
celkem dvé feSeni, které se standardné fesi pomoci mocnosti bodu ke kruznici, konkrétné
vyuzitim poten¢niho stfedu. V ptipad¢, kdy jsou oba body vné kruznice [A1] se miize pocet
feSeni zredukovat na jedno a to tehdy, lezi-1i oba body na te¢né k zadané kruznici.

Pappova uloha [C] mé pouze jedno feSeni konstruované pomoci priniku osy usecky
dané zadanymi body a pfimky urcéené sttedem kruznice a bodem na ni lezicim. Pokud lezi
druhy z bodl ve vnéjsi oblasti kruznice [C1] a je incidentni s te¢nou prochazejici bodem
leZicim na kruZnici, tloha nema zadné feSeni. Bez feSeni je téz piipad, kdy oba zadané body
lezi na kruznici [D].

Pti aplikaci kruhové inverze v ptipadech [A] volime metodu odstranéni bodu; stfed
fidici kruznice volime v jednom ze zadanych boda a polomér kruznice takovy, aby byl druhy
bod samodruzny. V obou variantach obdrzime kruznici a bod v jeji vnéjsi oblasti. Inverzni

ulohou je opét sestrojeni tecny ke kruznici z daného bodu, z ¢ehoz vyplyva pocet feseni.

Pappovu ulohu typu (BK)B miZeme pievést na tlohu typu (BP)B, kdyZ nahradime

zadanou kruZznici jeji teCnou, ktera prochazi bodem na ni lezicim (Patakova, 2005, s. 30).
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3.1.6 Apolloniova tloha typu BPK
*  pocet moznych konfiguraci zadani: 8

* obvykla metoda resSeni: kruhova inverze

° Q\J ([DZI ° D1] 2]

Jednotlivé konfigurace rozdélme podle vzajemné polohy zadané piimky a kruZnice.
Pokud nemaji zadny spole¢ny bod, existuji Ctyfi feSeni v piipad€, ze kruznice a bod lezi
ve stejné poloroving urc¢ené piimkou a bod je vné kruznice [A]. V ptipadé€, ze zadany bod lezi
na teén¢ ke kruznici, kterd je zaroven rovnobéznd se zadanou piimkou, redukuje se pocet
fedeni na tii. Zadné feSeni nemaji varianty, kdy bod a kruznice lezi v opaénych polorovinach
[B1], nebo v ptipadé, kdy sice lezi ve stejné poloroving, ale bod se nachazi ve vnitini oblasti
kruznice [B2].

Pokud se pfimka dotyk4 kruznice, pak se pocet feSeni redukuje na tfi [C] tam, kde
puvodné byla feSeni Ctyfi [A], a naopak se pocet feSeni navySuje na jedno [D] tam, kde
puvodné zadné tfeseni nebylo [B]. U konfigurace [C] se mize pocet feSeni dokonce snizit
na dv¢ a to pokud zadany bod lezi na te¢n¢ ke kruznici, ktera je zaroven rovnobézna se
zadanou piimkou. V piipadé Ze pfimka prochédzi kruznici, existuji feSeni dvé, nezavisle na
tom, kde se nachazi zadany bod [E]. AvSak pokud u konfigurace [E1] lezi bod na te¢n¢ ke
kruznici, ktera je rovnobézna se zadanou piimkou, je feSeni pouze jedno.

Pti feSeni ulohy pomoci kruhové inverze volime u konfigurace [A] metodu odstranéni
bodu. Obdrzime dv€ kruZnice a inverzni Ulohu, v niz mame sestrojit vSechny spole¢né tecny

k témto kruznicim. Inverzni tloha se fesi pomoci vlastnosti stejnolehlosti.
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U konfigurace [C] pouzijeme metodu inverze spole¢nych bodu, tedy zvolime za stied
inverze bod dotyku kruznice a pifimky. Polomér opét volime tak, aby byl zadany bod
samodruzny. Obdrzime inverzni ulohu typu BPP, kde bod lezi v rovinném pasu ur¢enym
rovnobézkami. Timto pfipadem jsme se jiz zabyvali v oddile 3.1.4. Inverzni Gloha ma vSak
pouze dvé feSeni oproti pivodni Uloze, ktera ma mit fesSeni tfi. Posledni feSeni dostaneme
v inverzni uloze tak, Ze obrazem bodu vedeme rovnobézku k obrazim pivodni piimky

a kruznice. Pti zpétném pievodu ulohy obdrzime vyslednou tieti kruznici.

Konfigurace [D] miizeme pievést na Pappovu ulohu typu (BP)B tak, Ze nahradime
kruZznici jejim bodem dotyku s pfimkou. Timto pfipadem jsme se zabyvali v oddile 3.1.3.

U konfiguraci [E] volime metodu inverze spole¢nych bodi. Polomér inverze opét
volime tak, aby zadany bod byl samodruzny. Uloha se ptevede na Apolloniovu tlohu typu

BPP, ktera se feSi pomoci stejnolehlosti.
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3.1.7 Pappova tiloha typu (BP)K / Pappova tloha typu (BK)P

* pocet moznych konfiguraci zadani: 4/3/2

* obvykla metoda resSeni: kruhova inverze
(@] O
° o o
B1] B2]
[E] [F]

Nejprve podotknéme, Ze nezélezi na tom, zda je zadany bod incidentni s pfimkou nebo
kruznici, a to jak v pfipad¢ poctu fesSeni, tak pii aplikaci kruhové inverze. Konfigurace,
v nichz je piimka vnéjsi pfimkou kruznice [A] nebo je jeji seCnou [C] maji vzdy dvé feseni.
Konfigurace, kde je pfimka tecnou kruznice [B] ztrdci jedno feSeni oproti piedeSlym.
Vyjimku z tohoto pravidla jsou konfigurace, v nichz je bod incidentni s kruznici a je zaroven
bodem dotyku te¢ny k této kruznici, ktera je rovnobézna se zadanou ptimkou. V tomto
piipad¢ klesa o jedno pocet feSeni, tedy [A2] a [C3] budou mit jedno feSeni a [B2] zaddné
feSenti.

Ve specidlnich Pappovych tlohéach, kdy je zadany bod incidentni s obéma kruhovymi
ktivkami mohou nastat dvé varianty. Pokud je pfimka te¢nou kruznice [E], existuje nekonecné
mnoho feSeni.”” Pokud je piimka se¢nou kruznice [F], uloha nema zadné feSeni.

Pii pouziti kruhové inverze v uloze, kdy je pfimka vngj$i ptfimkou kruznice [A]
pouzivame metodu odstranéni bodu. Stfed inverze volime v zadaném bod¢, polomér mizeme
zvolit libovolng. Idedlné vSak tak, aby se ndm konstrukce obrazii provadély pifjemnég.”
V obou variantach obdrzime jako obrazy novou pfimku a kruznici. Inverzni uloha se fesi
konstrukci rovnobézek k dané ptimce, které jsou zarovei tecny dané kruznice. Z inverzni

ulohy vyplyvaji dvé feseni ulohy ptivodni.

72 Jedna se o svazek dotykajicich se kruznic.
73 To znamena, aby obrazy kruhovych kfivek nebyly pfili§ malé nebo naopak prilis velké.
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U konfiguraci [B], kdy je pfimka tecnou kruznice volime opét metodu odstranéni
bodu. Stied inverze v zadaném bod¢é a polomér opét mize byt libovolny. Obdrzime novou
kruznici a pfimku a inverzni ulohu, v niZ mame sestrojit te¢nu ke kruznici, ktera je
rovnobéznd k dané pfimce. Variantu tlohy kdy je bod incidentni s pfimkou si mizeme velice
usnadnit tim, ze polomér volime tak, aby byl bod dotyku pfimky s kruznici samodruzny, ¢imz

obdrzime inverzni ulohu, v niz jsou piimka a kruznice totozné s tlohou piivodni.

V piipad€ konfiguraci, kdy je zadana pfimka se¢nou kruZnice [C] vyuZivame metodu
inverze spole¢nych bodl. Z dvou moznych bodl stiedu inverze mizeme volit libovolné,
polomér volime tak, aby zadany bod byl samodruzny. Inverzni iloha je Pappova tloha typu

(BP)P, ktera se fesi pomoci pruniku os thll protinajicich se pfimek a kolmice z daného bodu.
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3.1.8 Apolloniova loha typu PPK
*  pocet moznych konfiguraci zadani: 17

* obvykla metoda reseni: stejnolehlost a dilatace

| N
-5 of
— a1 O

/o Jo O o O

[F] [G1] [H1] K1]

NYala

K2 =~ M) T TN e

Jednotlivé moZnosti zadani se déli podle toho, zda jsou pfimky rovnobé&zné ¢i rizno-
bézné, a podle poctu spoleénych bodli kruznice a obou piimek. Nejprve se zabyvejme
variantou zadani rovnobéZnych piimek. Pokud obé ptimky a kruznice nemaji Zadné spolecné
body, existuji dvé rizné konfigurace. Prvni z nich, kdy kruZnice lezi v rovinném pasu
uréeném piimkami [A], mé celkem Ctyfi feSeni. Druha, kdy kruznice lezi mimo tento pas [B],
fadné feSeni nemd. Z téchto poloh vychazeji dalsi, v nichZ ma kruzZnice s ptimkou spolecny
bod dotyku. V prvnim ptipadé se pocet feSeni redukuje na tfi [C], ve druhém piipadé
se rozsifuje na jedno feseni [D]. V pfipadé kruznice nachazejici se v rovinném pasu se pfi
dalSim doteku s druhou ptimkou [E] dél redukuje pocet feSeni na dvé. Dve feSeni ma téz
varianta, kdy je jedna z pfimek se¢nou kruznice a druha je jeji vnéjsi pfimkou [G2]. Z tohoto
ptipadu vychazi dalsi, kdy kazdy pfidany spolecny bod navysSuje pocet feseni o jedno; tedy tfi
feSeni v pfipadé, Ze piivodni vnéjsi piimka je te€nou kruZnice [H2] a Ctyti feSeni, kdyZ jsou
ob¢ ptimky se¢nami kruznice [K2].

Uved’'me nyni pocty feSeni u konfiguraci, v nichZ jsou zadané piimky rtznob&zné.
Pokud Zadna z pfimek neni seCnou zadané kruznice [F][G1][H1] jsou feSeni celkem Ctyfi.
Stejny pocet feSeni je 1 v piipade€, Ze jedna z ptfimek je secnou kruznice a druhd jeji vnéjsi
pfimkou [J]. V piipadé, ze se vnéjsi piimka stane te¢nou kruznice [K1], rozSifuje se pocet
feSeni na Sest, avSak je-li zdrovenl bodem dotyku této tecny spole¢ny bod obou piimek [L],
pocet feSeni se naopak redukuje na dvé. Pokud jsou obé pifimky se€nami kruznice [M][N],

je pocet feSeni maximalni, tedy osm. Specialnim piipadem je konfigurace, kdy spole¢ny bod
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obou secen zarovei lezi na kruznici [P]. Tehdy se redukuje pocet feSeni na Ctyfi.

Vsechny vySe uvedené konfigurace se zadanymi rovnobéZnymi piimkami se feSi
pomoci dilatace.” Vyjimku tvoii konfigurace [E], kterou lze jednoduseji feSit translaci.
Konfigurace s riiznob&znymi piimkami [F][J][M][N] se fe$i pomoci stejnolehlosti.”

Konfigurace [G1][H1][K1] lze pomoci kruhové inverze transformovat na konfigurace
[G2][H2][K2] a feSit pomoci dilatace. Stied inverze je tieba umistit do bodu, v némz se
pfimka dotykd zadané kruznice. VSechny takto inverzni ulohy maji mensi pocet feSeni nez
uloha piivodni a je tfeba je doplnit o feSeni, ktera vzniknou konstrukci ptimek/piimky

rovnobézné s danymi pifimkami a zarovein tecné k dané kruznici (viz nasledujici obrazky).

74 Tato prace se o zobrazeni nazvaném dilatace nezmitiuje. Vice informaci podavaji napt. Riha (2010, s. 42-44)
nebo Liska (2010, s. 31-33).
75 Vice informaci o piislusné konstrukci uvadi Riha (2010, s. 10-11).
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Konfigurace [L] a [P] mizeme pomoci kruhové inverze prevést na Apolloniovu tlohu
typu PPP. Stfed inverze volime v tzv. ,pretizeném* bodé”, coz je bod spoleény viem tiem
kruhovym kiivkam. Pocet feSeni inverzni ulohy ziistava stejny, jako pocet feSeni ulohy

ptvodni. Reseni tloh typu PPP zmiiiuje oddil 3.1.2.

76 Termin ,,ptetizeny* bod je ptevzat z prispévku Josefa Tkadlece Kruhova inverze ve sborniku matematického
koresponden¢niho seminafe PraSe na https://prase.cz/library/KruhovalnverzePT/KruhovalnverzePT.pdf
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3.1.9 Apolloniova tloha typu BKK

*  pocet moznych konfiguraci zadani: 13

* obvykla metoda resSeni: kruhova inverze
O O : ;
O ) °
* A1 [A2] [B1] ® [B2] [B3]

© [D1] ® Er)z] §D3]

Konfigurace tohoto typu ulohy mzeme rozdélit na tfi pfipady podle toho, zda zadané
kruznice nemaji spole¢ny bod, dotykaji se ¢i se protinaji. V prvnim piipadé mohou byt
kruznice kazda ve vnéjsi oblasti t¢ druhé, nebo je jedna z nich ve vnitini oblasti druhé
kruznice. Pokud se zadany bod naléza u prvni moznosti vné obou kruznic [A1] nebo u druhé
moznosti v oblasti mezikruzi [A2], mé tloha celkem c¢tyfi feSeni. Jind poloha zadaného bodu
nevede k zaddnému fteSeni [B]. V piipad¢ konfigurace [A1l] mize byt pocet feSeni sniZzen
o jedno, pokud zadany bod lezi na spole¢né te¢né obou kruznic, nebo o dvé v ptipad¢, ze je
totozny s pranikem spolec¢nych te¢en obou kruznic.

Ve druhém ptipad¢, kdy se kruznice vzdjemné dotykaji, existuji tfi feSeni, pokud lezi
zadany bod ve vné&jsi oblasti obou kruznic s vnéjSim dotykem [C1], nebo lezi-li zadany bod
v ,,mezikruzi“ u kruznic s vnitfnim dotykem [C2]. Ostatni varianty [D] nabizeji jediné feSeni.
Opét plati, ze u konfigurace [C1] se snizi pocet feSeni o jedno, pokud zadany bod lezi
na spolecné tecné kruznic a o dvé, pokud je bod totozny s prusecikem spolecnych tecen.
U konfigurace [D2] téZ mize nastat situace, v niz tato tloha nema zadné feseni. Jedna se
o pfipad, kdy zadany bod leZi na jediné spolecné tecné obou kruznic.

Ve tietim piipadé, kdy se kruznice vzajemné protinaji [E], existuji vzdy dvé feSeni
vyjma situace, kdy bod lezi vné obou kruznic [E1]. Pokud zaroven lezi na spolecné tecné,
redukuje se pocet feSeni na jedno. V ptipadé kdy lezi na obou spolecnych tecnéch (tj. v jejich

pruniku), zddné feSeni neexistuje.
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Pii aplikaci kruhové inverze na konfigurace [A] pouzivime metodu odstranéni bodu.
Stied inverze je zadanym bod, polomér je libovolny. ReSenim inverzni tlohy je nalezeni
spolecnych teCen dvou kruznic; z toho vyplyvaji ¢tyfi feSeni ptivodni ulohy. V obou varian-
tach konfigurace [A] se v inverzni uloze nachdzeji kruznice, jez lezi ve vné&jsi oblasti druhé

z kruznic.

Konfigurace [C] vedou pfi volbé metody inverze spoleénych bodi na inverzni tlohu
typu BPP, v niz jsou pfimky rovnobézné, a bod lezi v rovinném pasu uréenym témito
pfimkami. Pfi volb& poloméru inverze je vhodné, aby fidici kruZnice protinala obé zadané
kruznice, ¢imz se velmi usnadni konstrukce ptimek, jez jsou jejimy obrazy. Abychom ziskali
uplny pocet feSeni (inverzni tloha poskytuje pouze dv¢), musime jako feSeni inverzni ulohy

pocitat 1 pfimku, kterd prochazi danym bodem a je rovnobézna k obéma danym piimkam.

U konfiguraci [D] volime opét metodu inverze spole¢nych bodl. Inverzni tloha je
Apolloniova tloha typu BPP, v niz bod lezi mimo rovinny pés uréeny danymi piimkami. Tato
uloha, jak vime, nema feSeni, ale pokud piiddme (obdobn¢ jako u konfiguraci [C]) jako feSeni
piimku prochdzejici danym bodem a rovnobéznou k danym pifimkam, obdrzime jediné feSeni

této konfigurace. Pti praktickém feSeni navic sta¢i zobrazit pouze jednu ze zadanych kruZznic,

101



protoze ke konstrukci rovnobézky prochdzejici bodem nejsou dveé piimky zapotiebi.
U konfiguraci [D1] a [D3] téz miZeme pro zjednoduSeni volit polomér inverze takovy, aby

zadany bod byl samodruzny.

Na konfigurace [E] mizeme pouzit budto metodu odstranéni bodu, nebo metodu
inverze spolecnych bodl. Prvni moZznost dava inverzni Glohu, v niz hledame spole¢né tecny
dvou protinajicich se kruznic, druhd moznost dava Apolloniovu tlohu typu BPP s rGzno-

béznymi piimkami. Ob¢ inverzni Glohy se fesi pomoci stejnolehlosti.
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3.1.10 Pappova tloha typu (BK)K

* pocet moznych konfiguraci zadani: 11

* obvykla metoda resSeni: kruhova inverze
o SlSe
)
[B1] [B2] B3]
@ o
: i ) (0]
[C1] [C2] [E]

Pocet teSeni ulohy je zavisly na vzajemné poloze zadanych kruznic. Pokud kruZnice
nemaji zadny spolecny bod [A] nebo maji dva spolecné body [D], existuji dvé feseni tlohy.
Pouze v ptipadé, kdy je zadany bod zaroven spolenym bodem protinajicich se kruznic [E]
feSeni neexistuje. Dale pokud lezi u konfiguraci [A1] ¢i [D1] zadany bod na spole¢né te¢né
obou kruznic, redukuje se pocet feSeni na jedno. Jinak nema poloha bodu na pocet feseni vliv.
Pokud se kruznice vzajemné dotykaji, nezavisle na tom, zda je dotyk vnitini ¢i vnéjsi [B], je
feSeni tlohy pouze jedno. U konfigurace [B1] pak feSeni neexistuje, pokud lezi zadany bod
zaroven na spolecné tecné obou kruznic. Naopak, je-li zadany bod totozny s bodem dotyku
obou kruznic [C], existuje nekonecné mnoho feseni této ulohy.

Konfigurace [A] se fe$i metodou odstranéni bodu. Ziskame inverzni ulohu, v niz

mame sestrojit te¢ny k dané kruznici, jez jsou rovnobézné k dané primce.
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Konfigurace [B] feSime metodou inverze spolecnych bodd. Obdrzime Pappovu tlohu
typu (BP)P, v niZ jsou dan¢ pfimky rovnobézné. Pro zjednoduseni konstrukce volime polomér
tak, aby byl zadany bod samodruzny. Také staci zobrazit pouze tu kruznici, na niz zadany bod

nelezi; druhd neni k vyfesSeni inverzni ulohy potieba.

Téz konfigurace [D] feSime metodou inverze spole¢nych bodi. Inverzni tloha je opét

Pappova uloha typu (BP)P, tentokrat v§ak s riznobéZnymi pfimkami.
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3.1.11 Apolloniova tloha typu PKK
*  pocet moznych konfiguraci zadani: 42

* obvykla metoda reseni: kruhova inverze a dilatace
O /(\ o @/Q
[C2]

[E1] [E2] [H1] [H2]

ORACHNENONING
<§J>1] ([J\Zl C>[J3] [Kll [K2] [K3] [K4] [KS]
@1] L2] [L3] [M1] /@ﬁ;] @[MZ]

/@INII @l @] @]

@2] @[Qﬂ 632] @1] é?ﬂ %]

Pocet feseni Apolloniovy ulohy podle konfigurace zadani rozdélme do ¢ty kategorii,
podle toho, kolik kruhovych kiivek se vzajemné protina. V prvni kategorii se Zadné kruhové
kiivky neprotinaji. Vezméme v uvahu situaci, kdy také nemaji zadny spole¢ny bod. V ptipade,
ze obé kruznice lezi ve stejné poloroving urcené piimkou [A], existuje celkem osm feSeni.
Pokud naopak kazdéa z kruznic lezi v jiné poloroviné [B1], iloha nema feSeni. Téz v ptipadé,
kdy ob¢ kruznice lezi ve stejné poloroving, ale zaroven jedna z nich se nachazi ve vnitini
oblasti t¢ druhé [B2], tloha nemé zadné fesSeni. Z téchto situaci vychazi i dalsi konfigurace.
Pokud vychéazime z konfigurace [A], tak za kazdy dotyk navic, které kruhové kiivky maji, se
snizuje pocet feseni o dve, tedy u konfiguraci [C] na Sest, u konfiguraci [E] na ¢tyfi a u kon-
figurace [G] pouze dvé¢ feSeni. U poloh vychazejicich z konfiguraci [B] stoupa pocet feseni
na dvé nezavisle na tom, zda maji jeden dotyk [D], ¢i dva dotyky [F] navic. Pokud vsak

existuje jeden spole¢ny dotyk vSech kiivek [H], feSeni tlohy je nekonecné mnoho.
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Ve druhé kategorii se protinaji pravé dvé kruhové kiivky. Nezavisle na poctu dotekil
kiivek mezi sebou, existuji vzdy Ctyfi feseni ulohy. Jedna se o konfigurace [J][K][L].

Tteti kategorie obsahuje dvé dvojice protinajicich se kruhovych kiivek. Pokud je tieti
dvojice kiivek bez dotyku [M], existuji celkem Ctyfi feSeni. V ptipad€, Ze ma treti dvojice
dotyk [N], navySuje se pocet feSeni na Sest, avSak je-li bod dotyku zaroveinl jednim z bodl
praniku kiivek [P], redukuje se pocet feSeni na dve.

Ve Ctvrté kategorii jsou polohy zadani, v nichZ se protinaji vSechny kruhové kiivky.
Ty maji standardné osm feSeni; jedna se o konfigurace [Q][R]. V ptipad¢, ze vSechny kiivky
maji jeden spole¢ny bod, v némz se protinaji [S], redukuje se pocet feSeni na Ctyii. Pokud se
vSechny kfivky protinaji ve dvou spolecnych bodech [T], feSeni neexistuje.

Konfiguraci [A] feSime pomoci metody soustiednych kruznic, pfipadné muzeme
vyuzit k feSeni dilataci. Stfed inverze nalezneme vyse uvedenym postupem, polomér volime

takovy, aby se inverzni tloha dobfe konstruovala.

Konfigurace [C][D][E][F][G][K][L][N] se feS$i metodou inverze spole¢nych bodl
a prevadi se tim na Apolloniovu tlohu typu PPK s rovnobéznymi piimkami, které se fesi
pomoci dilatace. Stfed inverze je tfeba umistit do bodu dotyku kruhovych kiivek. Pfi umisténi
sttedu inverze do priniku kruhovych kiivek obdrzime ulohu typu PPK s riznobéznymi

pfimkami, kterou bychom museli dal$i inverzi opét prevadét na ulohu s rovnob&znymi
piimkami (viz oddil 3.1.8).
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Inverzni Glohy téchto konfiguraci nabizeji téméf vzdy (vyjma konfigurace [G]) nizsi
pocet feSeni, nez ma puvodni uloha. Pro obdrzeni plného poctu feSeni je nutné zahrnout do
feSeni inverzni ulohy také tecny dané kruznice, jez jsou rovnobézné s danymi piimkami.
Napt. inverzni uloha u konfigurace [D] nema zadné teSeni, avSak ptipocitdme-li dvé rovno-
bézky tecné ke kruznici, dostaneme po zpétné inverzi ob¢ feseni dané ulohy.

Konfigurace [J][M][Q][R] se fesi také metodou inverze spole¢nych bodi a jak bylo
fedeno vyse, prevadi se tim na inverzni Glohu typu PPK s rliznob&znymi piimkami’’, které je

tieba fesit uzitim stejnolehlosti.

Konfiguraci [P] je mozné pievést na Apolloniovu tlohu typu PPP s parem rovnobézek
a jednou k nim riznobéznou ptimkou. Stfed inverze se umisti do ,,pfetizen¢ho* bodu, polomér
je libovolny. U konfigurace [S] také vyuzivame volbu stfedu inverze v ,,pfetizeném* bodé¢,
opét s libovolnym polomérem. Inverzni tlohou je Apolloniova tloha typu PPP tii vzajemné

riznobéznych piimek.

77 Nebot’ spoleénym bodem mize byt pouze jeden z bodl priniku dvou kruhovych kiivek.
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3.1.12 Apolloniova tloha typu KKK
*  pocet moznych konfiguraci zadani: 49

* obvykla metoda resSeni: kruhova inverze a dilatace

O@

O CO

O[AIIQ [Bl]@ Qen ek O[CSI
[E1] § [E2] é [E3]

[H1] [H2]

QJI]Q [J3]<§[2 %[Kl 3 [K2] [K3] 21(4]
g[L1 :é[LZ [L3|< é[L4 i[Ml] [M2] [K5]

\;— [N1] [N2] Xi [N4]
g[Rl] [R2] [R3] Egi[Sl] [S2] [S3] ;T]

Pocty tesSeni jednotlivych poloh zadani, metoda jejich feSeni a pismenna oznaceni
koresponduji s konfiguracemi uvedenymi v oddile 3.1.11. Zde je pouze stru¢né zopakujeme
a kde bude potieba, uvedeme doplitujici informace.

Konfigurace, v nichZ se zadné kruhové kiivky neprotinaji maji celkem osm feSeni
v pfipadé, Ze nemaji zddny dotyk [A], Sest feSeni pii jednom [C], Ctyfi feSeni pii dvou [E]
a dv¢ feSeni pii tfech [G] dotycich. Pro konfiguraci [A] plati, Ze vezmeme-li libovolnou jeji
kruznici, pak zbylé dvé kruznice lezi ob¢ ve stejné oblasti vici této zvolené kruznici (vnéjsi
nebo vnitini). Tato podminka neplati pro konfiguraci [B], kterd tak nema zadné tfeSeni a z ni
vychézejici konfigurace [D] a [F], jez maji dvé feSeni. Maji-li vSechny tii kruhové kiivky

spole¢ny bod dotyku [H], existuje nekone¢né mnoho feseni.
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Konfigurace, v niz se protinaji pravé dvé kruhové kiivky nezavisle na poctu dotykt
mezi nimi [J][K][L] maji vzdy c¢tyti feSeni. Pii existenci dvou dvojic vzajemné se protinaji-
cich kiivek existuji Ctyfi feSeni, pokud je zadani bez dalSich dotyk [M], Sest feSeni maji-li
dve kiivky jeden dotyk [N] a pouze dvé¢ feSeni, nachazi-li se v zadani ,,pfetizeny* bod, tedy
maji-li vS§echny kruhové kiivky jeden spolecny bod [P].

V piipadé, ze se vSechny kiivky vzajemné protinaji v riznych bodech [Q][R], existuje
celkem osm feSeni. Maji-li jeden spole¢ny (,,pfetizeny*) bod [S], jsou feSeni pouze Ctyii,
a pokud jsou v zadéni dva ,,pfetizené* (spolecné) body [T], feSeni tlohy neexistuje.

Metody feSeni tloh pii aplikaci kruhové inverze jsou totozné s témi uvedenymi
v oddile 3.1.11 a je zbytecné je zde opakovat, stejn¢ jako nacrty feSeni, které by byly velmi

podobné tém ve zminovaném oddile.

3.2 Urdeni poctu FeSeni Apolloniovy/Pappovy ulohy

Urceni poctu feSeni Apolloniovy ¢i Pappovy ulohy zavisi na konkrétni konfiguraci
zadanych kruhovych kiivek v uloze. Celkem existuje 170 riznych vzajemnych poloh tii
kruhovych kiivek, jak bylo uvedeno v predchozi podkapitole. Provést klasifikaci vSech téchto
rozdilnych poloh spolecné s uréenim celkového poctu feSeni uloh dané konfigurace se muize
zdat byt nadlidskym ukolem.

Tento problém se vSak stava daleko jednodussim v ptipadé pouziti kruhové inverze.
Pii aplikaci inverze na jednotlivé konfigurace obdrzime jako obraz jinou konfiguraci.
Vzhledem k tomu, Ze kruhova inverze zachovava incidenci bodl, maji vSechny vzajemné
polohy zadani vzniklé aplikaci inverze stejné mnozstvi feSeni. Existuje tak jakasi tfida
konfiguraci, jez jsou vzajemné inverzni a maji stejny pocet a také stejny postup fesSeni
Apollonivy/Pappovy ulohy.

Pfi hledani poctu feSeni daného zadani pak staci urcit tento pocet a postup feSeni
pouze u jedné z konfiguraci dané tfidy a vysledek bude platit pro vSechny zbylé konfigurace.
Jako kanonickou formu nazvéme jednu vybranou konfiguraci z kazdé tridy, kterd tak bude
reprezentovat vSechny vzajemné inverzni polohy kruhovych kiivek v dané tfid€. Piivodnich
170 raznych moZznosti vzajemnych poloh se tak zredukuje na pouhych 33 kanonickych forem,

u nichZ staci urcit pocet feSeni tlohy. (Bruen — Fischer — Wilker, 1983, p. 98-101)
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3.2.1 Kanonické formy

Nasleduje vycet vSech kanonickych forem s uvedenim popisu, oznaceni, poctu feSeni
ulohy a ostatnich vzajemné inverznich konfiguraci dané t¥idy.” Pro zjednoduSeni popisu
budeme v nasledujicim textu pod pojmem kruhova kiivka predpokladat pouze nenulovou

kruhovou kiivku, tedy pfimku nebo kruznici.

# Kkan.forma oznac. inverzni konfigurace + popis
e
1 © )]
5]
pocet feseni: 1 t7i body
o
2 o M o o
o o
pocet feseni: 2 kruhova krivka a dva body ve stejné oblasti dané krivkou
°
3 S
e
°
pocet feseni: 0 kruhova krivka a dva body v riiznych oblastech danych krivkou

78 Nasledujici tabulka Cerpé z Bruena, Fischera a Wilkera (1983, p. 100-101), avSak z pedagogickych a estetic-

kych dtivodu jsou jako kanonické formy vybrany jiné konfigurace dané tfidy, nez je uvedeno ve zdroji. Také
pocty feseni jednotlivych konfiguraci se neshoduji se zdrojem. Je to z toho divodu, Ze v této bakalaiské praci
se za legitimni feSeni tlohy povazuji pouze kruznice (nikoliv obecné kruhové kiivky) a to navic takové, jez
nejsou jednou z kruznic v zadani. Proto nalezneme v uvedeném zdroji u nékterych kanonickych forem vétsi
pocet feSeni nez v této praci!
V textu se také vyskytuji pismennd oznaceni kanonickych forem, ktera vychéazi z Fitz-Geraldova znaceni
téchto forem (viz uvedeny zdroj), avSak je zde poceSténo, upraveno a rozsifeno. Puvodni oznaceni
zahrnovalo pouze 18 ptipadt kanonickych forem, v nichZ se nevyskytoval bod. Symbol I (intersection) je ve
znaceni nahrazen symbolem P (priinik) a symbol T (tangent) symbolem D (dotyk). Symbol S (separation -
oddéleni) byl ponechan, stejn¢ tak pouziti hranatych zavorek [ | pro oznaceni spolecnych bodt a dolnich
indexti pro rozliSeni n€kterych konfiguraci. Pfidan byl symbol M (mimobézny) pro doplnéni ptvodniho
znaceni do celkového poctu nenulovych kruhovych kifivek, coz umoznilo vytvofit totozné znaceni pro
zbylych 15 kanonickych forem obsahujicich body. Pro oznaceni bodu leziciho na kiivce je uzito symbolu P.
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O[O~

—

pocet feseni: kruhova krivka a dva body, z nichz jeden lezi na kiivce

. b, //

pocet feSeni: 0 kruhova krivka a dva body lezZici na kiivce

Po= OB

e

pocet feseni: 4 dveé mimobézné kruhové krivky a bod v jejich spolecné oblasti
O = =
PO
°
pocet feseni: 0 dve mimobézné kruhové kiivky a bod v jedné z oddeélenych oblasti
§ o PM, o ©
e o)
pocet feSeni: 2 dveé mimobézné kruhové krivky a bod lezici na jedné z nich
79

9 DM ° ©

o o
pocet feSeni: 3 dve dotykajici se kruhové kiivky a bod v jejich spolecné oblasti

79 Dvé dotykajici se kruhové ktivky se v kruhové inverzi se stfedem v bod¢ dotyku zobrazi na dvé rovnobézné
ptimky. Spole¢né s nimi se jako dal$i rovnobézné piimky zobrazi i feSeni Apolloniovy ulohy. Protoze v této
praci nepovazujeme piimky za feSeni ulohy, je tieba v konfiguracich, v nichz se vyskytuji dvé rovnobézky
a bod (resp. kruznice), odecist od ptivodniho poctu fesSeni tato ,,pseudo-feseni®, tedy pocet vSech piimek,
které jsou s témito rovnobézkami rovnob&zné a zaroven prochazi danym bodem (resp. jsou tecnami dané
kruznice).
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@ - O O00=

pocet feseni: dveé dotykajici se kruhové kirivky a bod v jedné z oddeélenych oblasti
.o/~ O|© 60 =

pocet feseni: dve dotykajici se kruhové krivky a bod leZici na jedné z nich
ISSMICES

pocet feSeni: oo dvé dotykajici se kruhové krivky a bod, v nemz se krivky dotykaji
o o o 0

13 PM, o o

pocet feseni: 2 dveé protinajici se kruhové krivky a bod

14 ° PP o . ° C °

pocet feseni: 2 dve protinajici se kruhové kirivky a bod leZici na jedné z nich

15 [PP] /@ ><

pocet feseni: dvé protinajici se kruhové kiivky a bod, v némz se krivky protinaji
5o &

pocet feSeni: 8 t'i mimobézné kruhové krivky se spolecnou oblasti

112




17 SMM

O

©
)N
ON

pocet feSeni: 0 ti mimobézné kruhové krivky bez spolecné oblasti

18 CI) DMM /3/
O &

©
@
A

pocet feSeni: 6 dvé dotykajici se kruhové krivky a tieti v jejich spolecné oblasti

19 SDM

ORy

pocet feSeni: 2 dvé dotykajici se kruhové kirivky a treti v jedné z oddelenych oblasti

>

20 C% DDM

pocet feSeni: 4 ti dotykajici se kruhové krivky ve dvou bodech, se spolecnou oblasti

o\

21 SDD

pocet feSeni: 2 t7i dotykajici se kruhové krivky ve dvou bodech, bez spolecné oblasti
22 DDD

pocet feseni: 2 t7i dotykajici se kruhové kiivky ve trech bodech

113




YAk
X

23 [DDD]

©
R
e

pocet feSeni: oo tri dotykajici se kruhové krivky v jednom spolecném bodé

&)

24 GD PMM
O

Q®
5@

pocet feSeni: 4 dvé protinajici se kruhové krivky a treti k nim mimobézna

(0

NC)
S B
3O
50\

25 PDM

pocet feSeni: 4 dvé protinajici se kruhové kiivky a treti dotykajici se jedné z nich
26 PDD

pocet feSeni: 4 dve protinajici se kruhové krivky a treti obou se dotykajici

80 I kdyz mé uloha nekone¢né mnoho feseni, vSechna feSeni prochazeji spolecnym bodem dotyku kruhovych
ktivek. V kruhové inverzi se stfedem v tomto spolecném bod¢, kdy se uloha pievede na tfi vzajemné
rovnobézné piimky, jsou vSechna feSeni taktéz rovnobézky (prochéazeji spoleénym bodem v nekonecnu).
Z toho duvodu, Ze ptimku nepovazujeme za legitimni feSeni tlohy, vyplyva, Ze tato konfigurace feSeni nema.
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pocet feSeni: 4 dvé protinajici se kruhové krivky a treti protinajici se s jednou z nich

Q

O @

28 PPD
pocet feSeni: 6 dvé dotykajici se kruhové krivky a tieti protinajici obé z nich
29 [PPD]

pocet fesSeni: 2 dveé dotykajici se kruhove krivky a treti protinajici je obée v bodé dotyku

o Q9 m @D @

pocet feseni: 8 t7i vzajemné se protinajici kruhové kiivky v Sesti bodech
31 PPP,
pocet feseni: 8 tri vzajemné se protinajici kruhové kirivky v Sesti bodech
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@Y &L
LA

pocet feSeni: tri vzajemné se protinajici kruhoveé krivky ve ctyrech bodech
@ [PPP], % %
pocet feSeni: 0 tri vzajemné se protinajici kruhové krivky ve dvou bodech

3.2.2 Spolecné tecny

Pro spravné urceni poctu feseni Apolloniovy ¢i Pappovy ulohy nestaci pouze pomoci
kruhové inverze nalézt kanonickou formu zadédni a podle ni urcit pocet feSeni. Existuji totiz
varianty zaddni Ulohy, které maji mens$i pocet feSeni, nez udava jejich kanonicka forma.
,Nevhodnou“ volbou poloh jednotlivych kruhovych kiivek (ptfipadn€ poloméri kruznic)
se totiz mize jedna Ci vice kruznic feSeni transformovat na ptimky, které se do vysledného
poctu feSeni nezapocitavaji.

Takovy ptipad miize nastat ve chvili, kdy vSechny tfi kruhové kiivky zadéani ,,sdili
spolecnou te¢nu®. V tomto kontextu je ,,tecnou* piimky libovolna jeji rovnobézka a ,,te¢na“
bodu je ptimka, jez timto bodem prochazi. Kazda tato ,,sdilend te¢na* redukuje pocet feseni
ulohy o jedno feseni.”

Uved’'me né¢kolik piiklada. Tti kolinearni body maji ,,spole€nou te¢nu piimku, ktera
jimi prochazi. Takto zadana lloha nema zadné feseni. Pokud prochazi dvéma zadanymi body
pfimka, kterd je rovnobézna se zadanou piimkou (pfip. je te¢nou zadané kruznice), snizi se
pocet feSeni této ulohy na jedno. Mame-li v zadani bod, pfimku a kruznici, pak se snizi pocet
feSeni, pokud je jedna z teCen kruZnice prochazejici danym bodem zdroven rovnobézna se

zadanou ptimkou.

81 Ngkteré z téchto pripadi byly zminény v pfedchozim oddile, kdy se u konfiguraci se dvéma rovnob&znymi
ptimkami a bodem/kruznici tato feSeni odcitala.
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Jsou-li zadany dvé¢ kruznice a bod, mize byt snizen pocet feseni az o dveé. Pokud lezi
bod na jedné ze spolecnych tecen kruznic, snizi se feSeni o jedno, avSak je-li zadany bod
totozny s jednim z prisecikli spole¢nych tecen, snizi se pocet feseni o dve. Uloha, v niz jsou

zadany tf1 vzdjemné stejnolehlé kruznice ma celkem Sest feSeni.

Petr LiSka (2010, s. 17) uvadi ve své diplomové praci Apolloniovy ulohy tvrzeni,
ze neexistuje takova konfigurace zadani, ktera by méla pravé sedm feSeni. Toto tvrzeni je vSak
chybné a v rozporu s vySe uvedenymi principy; vychazi totiz z chybného ptedpokladu
uvedené¢ho v jeho praci: ,,Chceme-li ziskat prave sedm reSeni, musime vytvorit takovou
konfiguraci kruznic, aby jeden konjugovany par kruznic splynul v jednu kruznici.*.

Jako ditkaz chybnosti tohoto tvrzeni je zde uveden protipiiklad. Pro lepsi Citelnost
obrazku je kazda jednotlivd kruznice feSeni vyvedena jinou barvou a kruznice zadani jsou
srafované. Carkovand je vyvedena spoleéna te¢na viech ¥ kruznic, tedy osmé ,,pseudo-

feSeni‘ ulohy.
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3.3 Geometrické problémy reSené pomoci kruhové inverze

3.3.1 Steinertv tetéz (Steiner Chain)*

Problém

Je dana kruznice k a kruznice [ , kterd se nachazi ve vnitini oblasti kruznice £ , avSak neni
s ni soustiedna. Do oblasti mezikruzi obou kruznic vepiSme libovolnou kruznici, kterd se
zaroven dotykd kruznic £ 1 /. Pokracujme s vepisovanim dalSich kruZnic, které se vSechny
budou dotykat kruznic &, [ a predchozi vepsané kruznice. Vznikne ,,fet¢z dotykajicich se
kruznic vepsanych do mezikruzi kruznic k& a /. Dokazte, ze v ptipadé, kdy se posledni
vepsand kruznice zarovenn dotykd prvni vepsané kruZnice, plati, ze v dané konfiguraci

kruznic k, [ vznikne tento ,,fetéz* dotykajicich se kruznic nezavisle na tom, kam v mezi-

kruzi umistime prvni vepsanou kruznici.

(Davis, 2011, p. 12-13)

Reseni:
Kruznice k& a [ pfevedeme pomoci kruhové inverze na soustfedné kruznice. Protoze

X 66

vepsané kruznice tvofici ,.fetéz” se dotykaji kruznic & a [, budou v takto zadané inverzi
prevedeny na kruznice o stejném poloméru. U ,,fetézu“ dotykajicich se kruznic stejného polo-
méru vepsanych do mezikruzi dvou soustfednych kruznic nezavisi na poloze téchto kruznic

a tudiz nezavisi na poloze kruznic ani v inverznim ptipadé.

82 Nekdy téz uvadéno jako SteinerQv porismus (Steiner porism).
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3.3.2 Pappuv arbelos (4Arbelos of Pappus)

Problém

Necht jsou 4, B a C tifi rizné kolinearni body urcujici ptimku p . Sestrojme tii
pulkruznice nad priméry 48, BC a AC ve stejné poloroving uréené ptimkou p . Oblast
ohrani¢ena témito pllkruznicemi se nazyva arbelos.* Do této oblasti postupné vepisujme
kruZnice, které se dotykaji pulkruznic AB a AC a zaroven posledni vepsané kruznice. Pro
prvni takto vepsanou kruznici plati, Ze se téz dotyka pulkruznice BC . Dokazte, Ze pro prvni
takto vepsanou kruznici plati, Ze vzdalenost jejiho stfedu od pfimky p je rovna priméru
této kruznice. Pro druhou vepsanou kruZznici plati, Ze vzdalenost jejiho stfedu od pfimky p

je rovna dvojnasobku primeéru této kruznice a obecné pro n-tou kruznici je vzdalenost jejiho

sttedu od piimky p rovna n-nasobku priméru této kruznice.

(Davis, 2011, p. 14-16)

A B C

Reseni:

Zobrazime-li celou konstrukci v kruhové inverzi se sttedem v bodé¢ A4 a polomérem
fidici kruznice takovym, aby jedna z vepsanych kruznic byla samodruzna, zobrazi se pul-
kruznice AB a AC na rovnobézné piimky. VSechny obrazy vepsanych kruznic se musi
dotykat téchto rovnobézek a téz sebe navzajem. Z toho vyplyva, Ze obrazy vsech kruznic
budou mit stejny primeér rovny priameru samo-
druzné kruznice v inverzi. Sectenim vSech priméra
obrazii kruznic vepsanych pied zvolenou kruznici

spole¢né s jejim polomérem a polomérem obrazu

pulkruznice BC obdrzime vyslednou vzdalenost. 1 M )]

83 Nazev pochazi z feckého vyrazu pouzivaného pro oznaceni tvaru Sevcovského noze. (Davis, 2011, p. 14)
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3.3.3 Ptolemaiova véta (Ptolemy's Theorem)

Problém

Dokazte, ze v libovolném tétivovém &tyithelniku®** ABCD plati nasledujici rovnost:
|AC|-|BD| = |AD|-|BC|+ |AB|-|CD|

(Davis, 2011, p. 8-9)

Reseni:
Zvolme bod A za stfed kruhové inverze. Z vlastnosti kruhové inverze vyplyva,
ze kruZnice opsana tétivovému Ctyithelniku se zobrazi na ptimku. Pro obrazy bodi jisté plati,
ze |B'D'| = |B'C'| + |C'D'| . Podle véty 2.4 plati pro vzdilenosti dvou bodl a jejich
2
—r .
|sx| -|sY]

kruhové inverze a r je polomér fidici kruznice. Dosazenim do pfedchozi rovnice ziskame:

obrazii v kruhové inverzi nasledujici vztah: |X'Y'| = |XY| , kde bod S je stied

2
! -|BC| + -|CD| , jez po vynasobeni koeficientem

o
ISC] - |SD|

|SB|'|S€|'|SD | ptechézi na: |SC|-|BD| = |SD|-|BC| + |SB|-|CD| . Vzhledem k tomu,
Ze jsme za stfed inverze zvolili bod 4 , je timto Ptolemaiova rovnost dokézana.

Poznamka:

Vyse uvedenou rovnost Ize zobecnit na tzv. Ptolemaiovu nerovnost, jez plati pro
libovolné &tyfi body v roving a ma tvar: |AC|-|BD| < |AD|-|BC|+ |A4B|-|CD| . Vice o této
nerovnosti uvadi Leischner (2010, s.106—-108).

84 Jako tétivovy oznacujeme takovy Ctyfuhelnik, jehoz vSechny ctyfi vrcholy lezi na jedné kruznici.
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3.3.4 Miquelova véta (Miquel's Theorem)

Problém

Necht je dan trojuhelnik ABC a necht’ zvolime po fadé body P,, P, a P, na seCkach
BC, AC a AB tak, aby nesplyvaly s zadnym vrcholem trojuhelniku. Dokazte, Ze kruznice

opsané trojuhelnikim AP ,P., BP.P, a CP P, se protinaji v jednom bod¢.
(Davis, 2011, p. 10; Hajmova, 2018, s. 53)

Reseni:

Bod priniku, zvany téz Miqueliv bod trojuhelniku, oznaéme M a zvolme jej za stied
kruhové inverze. Uvazujme pouze kruznice opsané trojuhelnikim AP ,P ., CP P, a ukaZzme,
ze jejich spole¢ny bod M lezi na kruznici BP.P ,, tedy Ze po aplikaci kruhové inverze bod
B' lezi na ptimce P',P'.. Vime, Ze soucet protilehlych Ghll je v tétivovém ctyfuhelniku
roven 180°. Oznaéme Ghly a = <B'P',C’,
p = XC'P'yA" a y = <A'P'.B'. Pro plny
uhel okolo bodu M musi platit nasledujici:
(180° — ) +(180° — B) +(180° — y ) =360°.
Z toho vypliva, ze a + B +y =180°. Avsak
pokud by bod B’ neleZel na ptimce P’ ,P'.,
tato rovnost by neplatila. Tim je dikaz u konce.

Poznamka:

Véta plati, i kdyz néktery z bodi P lezi

mimo stranu trojuhelnika na ptfimce ji urcené.
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ZAVER

Kruhova inverze je nelinearni, involutorni a konformni geometrickd transformace
Mobiovy roviny s kruznici samodruznych bodi, ktera prevadi kruhové kiivky (tj. pfimky
a kruznice) na kruhové kiivky a sinové spiraly na sinové spiraly, je-li stfedem inverze stfed
spiraly.

Prvni kapitola prace shrnuje vySe uvedené vlastnosti kruhové inverze a podava jejich
definice spolecné s definici samotné inverze. Druha kapitola se zabyva vlastnostmi obrazi
kruhovych kiivek, sinovych spirdl a kuZeloseCek. Posledni dva oddily jeji prvni podkapitoly
pfinaseji novy pohled na inverzi kruhovych kiivek. Oddil 2.1.4 zkoumad inverzni vlastnosti
pouze jednotlivych casti kruhovych kiivek, zatimco oddil 2.1.5 se zabyva inverzi celych
svazkt kruhovych kiivek, tj. nekonetnych mnozin kruhovych kiivek s danou vlastnosti.
Shrnuti poznatkt této kapitoly nalezne ¢tenar v ptilohdch €. 1 a 2.

Tteti kapitola pfedstavuje prakticka vyuziti kruhové inverze pii feSeni geometrickych
problémil. Jeji znacnd cCast se zabyva feSenim Apolloniovy a Pappovy ulohy. Prvni
podkapitola Ctendfe seznamuje s obéma ulohami, piedkladd obecné metody jejich feSeni
a v dalS$im textu postupné rozebird vSechna moznd zadani ulohy a postup pii jejich feseni.
Autor soustavné pracoval na nalezeni vSech existujicich konfiguraci zadani ulohy, kterych
objevil celkem 170 a jejich ptehled podava v ptiloze €. 3.

Druhé podkapitola se vénuje pouziti kruhové inverze pii klasifikaci vzajemnych poloh
tii kruhovych ktivek v zadéani téchto tloh a urceni poctu feSeni tlohy v zavislosti na tomto
zadéani. Kategorizuje tak pivodnich 170 konfiguraci do ptehlednych 33 kanonickych forem.
Zaver kapitoly zmifiuje pouziti inverze pii feSeni nékterych méné znamych geometrickych
problému.

Pfi studiu jinych praci s tematikou kruhové inverze byly nalezeny nesrovnalosti
v identifikaci nékterych inverznich kiivek kuzelosecek. Po prostudovani zahrani¢ni literatury
na toto téma a ovéfeni pomoci analytického vyjadieni danych kiivek byly tyto nesrovnalosti
v bakalaiské praci opraveny.

Mimo matematické véty nalezené v uvedenych zdrojich je v praci publikovano 19
origindlnich teorémil zabyvajicich se pfedev§im metrickymi vlastnostmi obrazi kruhovych
kiivek. Dale autor predklada k dal§imu badani celkem 8 nedokézanych hypotéz zabyvajicich

se polarnimi vlastnostmi kruznic ¢i obrazy kiivek vyssich fadi v kruhové inverzi.
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VSechny obrazky pouzité v této bakalaiské praci byly autorem prace vytvoreny
v dynamickém geometrickém softwaru GeoGebra a napliuji tak dil¢i cil prace opatiit
vSechna uvedena tvrzeni srozumitelnym, vystiznym a estetickym grafickym vyjadienim, ¢imz
vytvareji integralni soucast této prace. Pfi jejich tvorbé byly uvedené pozadavky napliovany
predevsim témito zdsadami: vypusténi méné podstatnych pomocnych konstrukci, hojné
vyuziti grafické stylizace kiivek (typ, tloustka a barva) a intuitivni pismenné znaceni.
Graficka prezentace obsahu vrcholi ve dvou ptilohach, které tak shrnuji poznatky druh¢ a treti

kapitoly této bakalatské prace.
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PRILOHY

Priloha ¢. 1: Prehled obrazu krivek v kruhové inverzi

vzor / obraz

obraz / vzor

bod

ve vnirni oblasti fidici kruznice

bod

ve vnéjsi oblasti fidici kruznice

bod
lezici na ridici kruznici

pfimka

neprochdzejici sttedem inverze

kruznice

prochazejici stfredem inverze

primka
prochazejici stfedem inverze

kruznice

neprochazejici sttedem inverze

kruznice

neprochdzejici sttedem inverze

kruznice
ortogondlni v{ci Fidici kruznici

rovnoosa hyperbola
(stfed inverze v jejim stfedu)

Bernoulliho lemniskata
(stfed inverze v jejim stfedu)

rovnoosa hyperbola
(stfed inverze v jejim ohnisku)

Pascalova zdavitnice
(stfed inverze v singularnim bodé)

rovnoosa hyperbola
(stfed inverze v jejim vrcholu)

pfima strofoida
(stfed inverze v singularnim bodé)

parabola
(stfed inverze v jejim ohnisku)

kardioida
(stfed inverze v singularnim bodé)

parabola
(stfed inverze v jejim vrcholu)

Dioklova kisoida
(stfed inverze v singularnim bodé)

elipsa / hyperbola
(stfed inverze v jejim stfedu)

Boothlv oval / lemniskata
(stfed inverze v jeho / jejim stfedu)

elipsa / hyperbola
(stfed inverze v jejim ohnisku)

Pascalova zavitnice
(stfed inverze v singularnim bodé)

elipsa / hyperbola
(stfed inverze v jejim vrcholu)

Cramerova k¥ivka
(stfed inverze v singularnim bodé)
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Priloha €. 2: Prehled inverznich krivek kuzelosecek
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Priloha €. 3: Piehled vzajemnych poloh tfi kruhovych krivek
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