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1  Úvod

Některé algebry, které se intenzivně studují v posledních letech, je možné reprezentovat v kladném nebo záporném kuželu uspořádaných grup. Ve své práci se zabývám algebrami, které vycházejí z kladných kuželů uspořádaných grup. V textu jsou obsaženy MV-algebry, pseudo-MV-algebry, ŁBCK-algebry, pseudo-ŁBCK-algebry, kuželové algebry, GD-posety a GPD-posety.

Vztahy mezi těmito algebrami jsou shrnuty níže ve schématu. Oboustranná šipka mezi dvěma typy algeber říká, že obě můžeme považovat za ekvivalentní. Šipka od jedné algebry k druhé znamená, že první je zobecněním druhé a druhá algebra je ve skutečnosti charakterizována prostřednictvím první přidáním dalšího axiomu, který je uveden vedle šipky.
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2  Svazově uspořádané grupy
V této části zopakujeme základní pojmy teorie svazově uspořádaných grup a uvedeme několik příkladů, jejichž význam se ukáže při ověřování základních vět pro svazově uspořádané grupy.

Pro svazově uspořádané grupy se užívá aditivní i multiplikativní zápis. Zde budeme používat aditivní zápis, ale čtenář by z toho neměl vyvozovat, že všechny uvedené grupy jsou abelovské.

Řekneme, že 
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 kladných prvků se nazývá kladný kužel grupy 
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Lze snadno ověřit, že uspořádání je určeno kladným kuželem 
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 Navíc každá podmnožina 
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indukuje uspořádání na 
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Nyní předpokládejme, že uspořádaná množina 
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Svazově uspořádanou grupu lze definovat i jako algebru 
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Spojením 
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, pokud existuje. Definice l-grup však nutně neimplikuje existenci spojení a průniků nekonečných množin.

Jestliže svazové uspořádání na některé l-grupě je lineární uspořádání (tj. pro jakékoliv 
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 lineárně uspořádanou grupou (o-grupou). Poznamenejme, že v tomto případě kladný kužel navíc splňuje kritérium 
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Vztah mezi svazovými operacemi a inverzním prvkem je dán DeMorganovými zákony:
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Obecně:

Věta: Nechť 
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 je svazově uspořádaná grupa a 
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a duálně. (Poznamenejme, že existence nekonečných svazových operací napravo nemusí implikovat existenci nalevo.)

Důkaz: Nechť 
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(a) Jestliže 
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(b) Jestliže 
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Z důkazu můžeme odvodit další výsledky. Uspořádaná grupa, pro kterou je definováno spojení (nebo průsek), je nutně l-grupa. Užitečná rovnost vyplývá také z následující věty:

Věta: Platí 
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Jestliže 
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Poznamenejme, že sčítání ortogonálních prvků je komutativní; je-li 
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Věta (Reiszova interpolační vlastnost): Jestliže 
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Důkaz: Indukcí podle 
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Poznámka: Existují uspořádané grupy, které mají tuto vlastnost a nejsou to l-grupy.

Z Reiszovy interpolační vlastnosti plyne:

Důsledek: Pro kladné 
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Následující věta popisuje základní vlastnosti nosných svazů a grup l-grup:

Věta:
(a)
Svaz l-grupy je distributivní.

(b)
Grupa l-grupy je bez torze.

(c)
V l-grupě platí: 
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Důkaz: (a): Dokážeme, že svaz je distributivní. Stačí ukázat, že jestliže 
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(b): Předpokládejme, že 
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(c): Nechť 
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Příklad 1: Aditivní grupy celých čísel 
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 jsou lineárně uspořádané grupy s přirozeným uspořádáním.

Příklad 2: Grupu 
[image: image147.wmf]´

ZZ

 lze uspořádat „po složkách“. Tím dostaneme svazově uspořádanou grupu, která ale není lineárně uspořádaná. 
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(b) Nechť 
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Příklad 3: Nechť 
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Příklad 4: Nechť 
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Příklad 5: Nechť 
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nulový prvek: 
[image: image177.wmf](

)

0,0,0

 a opačné prvky: 
[image: image178.wmf](

)

(

)

(

)

,, pro  sudé,

,,

,, pro  liché.

 

kmnn

kmn

mknn

---

-=

---


Na 
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 definujme uspořádání takto:
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Potom 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image185.wmf](
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Kladný kužel l-grupy 
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Příklad 6: Nechť 
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Příklad 7: Nechť 
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Příklad 8: Nechť 
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Věta (Hollandova): Pro každou l-grupu 
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3  MV-algebry  a  pseudo-MV-algebry

MV-algebry zavedl a studoval C. C. Chang v [1] a [2] jako algebraický model Łukasiewiczovy nekonečně hodnotové výrokové logiky. Navíc Chang dokázal, že každá lineárně uspořádaná MV-algebra je izomorfní s MV-algebrou ve tvaru 
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D. Mundici v [3] zobecnil tento výsledek pro libovolné MV-algebry. Jmenovitě, nechť 
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Věta: V MV-algebře 
[image: image279.wmf](

)

,,,0,1

M

ÅØ

 definujme uspořádání takto:


[image: image280.wmf]  1

abab

£ÛØÅ=

.

Pak 
[image: image281.wmf](

)

,

M

£

 je ohraničený a distributivní svaz, kde:


[image: image282.wmf](

)

xyxyy

Ú=ØØÅÅ

,


[image: image283.wmf](

)

(

)

(

)

xyxyxyy

Ù=ØØÚØ=ØØÅØÅØ

.

Věta: Nechť 
[image: image284.wmf](

)

,,,

G

+ÚÙ

 je komutativní l-grupa, 
[image: image285.wmf]uG

+

Î

. Na intervalu 
[image: image286.wmf][

]

0,

u

 definujme operace 
[image: image287.wmf]Å

, 
[image: image288.wmf]Ø

:


[image: image289.wmf]xux

Ø=-

,


[image: image290.wmf](

)

xyxyu

Å=+Ù

.

Potom 
[image: image291.wmf](

)

[

]

(

)

,0,,,,0,

Guuu

G=ÅØ

 je MV-algebra. Svazové operace v MV-algebře 
[image: image292.wmf](

)

,

Gu

G

 jsou stejné jako v l-grupě 
[image: image293.wmf](

)

,,,

G

+ÚÙ

.

Důkaz: Nechť 
[image: image294.wmf](

)

,,,

G

+ÚÙ

 je komutativní l-grupa, 
[image: image295.wmf]uG

+

Î

. Pro 
[image: image296.wmf][

]

,,0,

xyzu

"Î

 platí:


[image: image297.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

xyzxyzuuxyzxuuxyzu

ÅÅ=++ÙÙ=++Ù+Ù=++Ù=



[image: image298.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

xyzuzuxyuzuxyz

=++Ù+Ù=+Ù+Ù=ÅÅ

. Dál  
[image: image299.wmf](

)

xyxy

Å=+Ù

 
[image: image300.wmf](

)

uyxuyx

Ù=+Ù=Å

 a 
[image: image301.wmf](

)

00

xxuxux

Å=+Ù=Ù=

, tedy 
[image: image302.wmf][

]

(

)

0,,,0

u

Å

 je komutativní monoid.

(MV1) 
[image: image303.wmf](

)

xuxuuu

Å=+Ù=

.

(MV2) 
[image: image304.wmf]00

uu

Ø=-=

.

(MV3) 
[image: image305.wmf](

)

(

)

xuxuuxuxux

ØØ=Ø-=--=+-=

.

(MV4) 
[image: image306.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

xyyuuxyuyuyxuu

ØØÅÅ=--+ÙÅ=+-+-Ú-Å

 


[image: image307.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00

yxyyxyyuxyuxy

Å=-ÚÅ=-Ú+Ù=ÚÙ=Ú

 a 
[image: image308.wmf](

)

yxx

ØØÅÅ=

 
[image: image309.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

     0 

uuyxuxuxyuuxyxx

=--+ÙÅ=+-+-Ú-Å=-ÚÅ=



[image: image310.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

yxxuyxuyxxy

=-Ú+Ù=ÚÙ=Ú=Ú

.

[image: image311.wmf]W


Pseudo-MV-algebry zavedli G. Georgescu a A. Iorgulescu v [5]. Nezávisle na nich J. Rachůnek v [6] zavedl GMV-algebry, které jsou s pseudo-MV-algebrami ekvivalentní.
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Poznámka: Lze snadno ověřit, že operace 
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 je asociativní.
Pseudo-MV-algebry jsou nekomutativním zobecněním MV-algeber (nepředpokládá se komutativnost operace 
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Stejně jako MV-algebry nesou pseudo-MV-algebry přirozené svazové uspořádání:

Věta: V pseudo-MV-algebře 
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Poznámka: A. Dvurečenskij dokázal v [7], že pro každou pseudo-MV-algebru 
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4  Pseudo-ŁBCK-algebry
Dlouho byly studovány také BCK-algebry (souhrn teorie BCK-algeber je možné najít v [9]). Zde budeme uvažovat komutativní BCK-algebry s relativním krácením, označené jako Łukasiewiczovy BCK-algebry (ŁBCK-algebry). ŁBCK-algebry existují i v nekomutativní formě: pseudo-ŁBCK-algebry, které studovali A. Dvurečenskij a T. Vetterlein [10].
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Pseudo-ŁBCK-algebry splývají s Bosbachovými kuželovými algebrami [8].
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5  GPD-posety
Zobecněné pseudo-D-posety (GPD-posety) studovali A. Dvurečenskij a T. Vetterlein [10]. GPD-posety mají dvě parciální rozdílové operace; pokud se tyto operace shodují, přecházejí GPD-posety v zobecněné D-posety (GD-posety).
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Věta: Nechť 
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Jak bude níže ukázáno, jistou podtřídu GPD-posetů lze ztotožnit s pseudo-ŁBCK-algebrami. Skutečně, parciální rozdílové operace libovolného GPD-posetu, jenž je dolním polosvazem, mohou být rozšířeny na totální operace; pro každé dva prvky definujme nové rozdíly pomocí původních tak, že od prvního prvku odečteme infimum prvního a druhého prvku. Za předpokladu, že totální rozdílové operace jsou monotónní v první složce (viz podmínka (*)), dostaneme přesně pseudo-ŁBCK-algebry. Podobně můžeme prezentovat komutativní verzi, tj. ŁBCK-algebry.
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Vztah mezi pseudo-ŁBCK-algebrami a GPD-posety lze snadno aplikovat i na komutativní případ. Evidentně můžeme ztotožnit ŁBCK-algebry s těmi GD-posety 
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