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1 Uvod

Nékteré algebry, které se intenzivné studuji v poslednich letech, je mozné
reprezentovat v kladném nebo zaporném kuzelu uspotadanych grup. Ve své praci se
zabyvam algebrami, které vychazeji z kladnych kuzelii uspotddanych grup. V textu jsou
obsazeny MV-algebry, pseudo-MV-algebry, LBCK-algebry, pseudo-LBCK-algebry,
kuzelové algebry, GD-posety a GPD-posety.

Vztahy mezi témito algebrami jsou shrnuty nize ve schématu. Oboustranna Sipka
mezi dvéma typy algeber fika, Ze obé miizeme povazovat za ekvivalentni. Sipka od
jedné algebry k druhé znamend, ze prvni je zobecnénim druhé a druhd algebra je ve
skutecnosti charakterizovana prostfednictvim prvni pfidanim dalSiho axiomu, ktery je

uveden vedle Sipky.
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2 Svazové usporadané grupy

V této casti zopakujeme zadkladni pojmy teorie svazové uspofadanych grup a
uvedeme nékolik prikladl, jejichz vyznam se ukaze pii ovéfovani zakladnich vét pro
svazove uspotradané grupy.

Pro svazové uspotadané grupy se uziva aditivni i multiplikativni zapis. Zde
budeme pouzivat aditivni zéapis, ale Ctendf by ztoho nemél vyvozovat, zZe vSechny

uvedené grupy jsou abelovské.

Rekneme, Ze G 4 < je usporadana grupa, jestlize G i je grupa a _ je
uspofadani na (3, které je kompatibilni s ,, tj. jestlize g .pak 8, ~, a
k-l- < 4 ,provéechnag/’LkC .

e
Lze snadno ovéfit, Ze uspotfddani je urceno kladnym kuzelem G, tedy £ < >

Mnozina (+ _ >“ kladnych prvki se nazyva kladny kuzel grupy Q.

praveé kdyz h_ Cn,tj. /’l_ S -

Navic kazda podmnozina (%, — ,ktera spliluje vlastnosti:

) r 1~ (uzavfena na scitani),
i F~
(7ii) — ~ 4 — (Pjenormalni),

indukuje uspotadani na (3

g< S — &

Nyni piedpokladejme, Ze uspofdadana mnozina G< je ve skutecnosti svaz, tj.
kazdé dva prvky L ~ Mmaji nejmensi horni zavoru (spojeni) A, , anejvetsi dolni
zavoru (prusek) d , . Pak G je svazové usporadand grupa (I-grupa).

Svazové usporadanou grupu Ize definovat i jako algebru G LA kde

1. G _ Je grupa,

2. G\/ A Jesvaz,

3. Av/ e v+ v+ N 4=+ v+
Spojenim \ / rozumime supremum mnoZiny & 1l F‘ , pokud existuje.

Podobné& pouZijeme pro infimum & 0] F' , pokud existuje. Definice /-

VAN
grup vSak nutné neimplikuje existenci spojeni a prinikti nekone¢nych mnozin.



Jestlize svazové usporddani na nékteré /-grupé je linedrni uspotfadani (tj. pro
jakékoliv & /i ~ bud g> nebo /’Z> ), pak nazyvame O linedrné usporddanou
grupou (o-grupou). Poznamenejme, ze v tomto piipadé kladny kuzel navic splituje
kritérium F, L

L) =

Vztah mezi svazovymi operacemi a inverznim prvkem je ddn DeMorganovymi

zakony:

— V. == A

— A =\~
Obecné:

Véta: Necht O Jje svazove uspordadana grupa a f , g = (i ~ ). Jestlize existuje

v G pak existuje také

\/ ) A © N/ ¢
\ / . Navic:

(a) A \ / )

(b) \/ \/ ’

(©) \/ \/

a dualné. (Poznamenejme, Ze existence nekonecnych svazovych operaci napravo

nemusi implikovat existenci nalevo.)

Ditkaz: Necht Z_. . Ziegmeé f 4+ > 4 8 J A
~ A brovsechnal _ .

\/

(a) Jestlize h<_ pro vSechna l ~ » pak > pro viechna [ ~ » tudiz
_ > - Proto /’l<_ , takze — A

(b) Jestlize /7> 4 pro viechna 1 ~ > pak 4+ > pro viechna [ —-
Odtud plyne _ , ~ , takZe /’l> 4 - Tedy j 4 Je supremum mnoZiny
Jv e

(c) 0: \/ . Pak z (a) a (b) plyne, ze A existuje a
rovnéseO.Déle_+ AN —mad A<— a4 A= 1 A =<
< A=A <= DDA AN E :'Odt“dpzl_/\ +
+A \/ atedy = Al



Z dikazu muzeme odvodit dalsi vysledky. Uspofadand grupa, pro kterou je
definovano spojeni (nebo prusek), je nutné¢ /-grupa. UziteCna rovnost vyplyva také
z nasledujici vety:

Véta: Plati A A 4=\ (protoze A__

Pro 8 — , kladna cast &+ prvku Zje 8. , ; zdporna cast &-je _ | , . Potom

g_|_ :_E_VZ\/::atedytakeg: . Pak g+/\ — 4 A
AN = AN+ =— 4+ =-
Jestlize A , __ , ¥ikame, ze Ua D jsou ortogondini.

Poznamenejme, ze s¢itani ortogonalnich prvkd je komutativni; je-li A, _
b
potom d, __ ., ,nebot

a

+ -V =4+ N"—=+— A=+ AN —="

Véta (Reiszova interpolacni vlastnost): Jestlize ..., & C" a U< <

< 4+ 4 ,pakf: + o4 pronékterd];'gﬂ,kdeu< < (l<<).

Diikaz: Indukci podle 7I: Pro FI__ je tvrzeni ziejmé. Predpokladejme, Ze tvrzeni

plati pro n. Jestlize U< < 4+ o4 pak O< _ \/n< 4o Podle
indukéniho predpokladu f _ \/n: - 4 o4 B pro néktera f] c h, kde j] <
e craef_  _, _ wedyf_ o o o . 0

Poznamka: Existuji uspofddané grupy, které maji tuto vlastnost a nejsou to /-

grupy.

Z Reiszovy interpolacni vlastnosti plyne:
Disledek: Pro kladneg/’lak, g/\ T < A4+ A

Nasledujici véta popisuje zékladni vlastnosti nosnych svazli a grup /-grup:
Véta: (a) Svaz I-grupy je distributivni.
(b) Grupa I-grupy je bez torze.
(c) Vi-grupé plati: WA _.__ | | __ pronékteré C (N N



Diikaz: (a): Dokdzeme, ze svaz je distributivni. StaCi ukazat, Ze jestlize g A —

A a8, — .\, pak §_ . Zptedchozich vét dostavime Z__ VvV — —

- N =NV —— N =
(b): Ptedpokladejme, zZe I’g: pro néktery prvek & [l-grupy a piirozene /.

Potom (opétovné rozvedenim séitani pies spojeni) 71 g\/

= VvV — V V\N

Ve — VUV VY = — v . Ale potom &, , _ .Podobn¢, _ \, _ ,a
tedy & .

(c): Necht C_ V — 4V NV4 — v . Pak A, _

— - [

Priklad 1: Aditivni grupy celych ¢isel Z <> raciondlnich cisel Q_|_ < 2

realnych ¢isel R < jsou linedrn€ uspofadané grupy s pfirozenym usporadanim.

Priklad 2: Grupu £ L lze usporadat ,po slozkach“. Tim dostaneme svazové

uspotadanou grupu, kterd ale neni linearn¢ uspoiadana. Yy 4 je mozné usporadat i

linearné:
(a) /Cl < C(i) /C/ , nebo
(i) K__ - .
(b) Necht ¢ je libovolné iracionalni realne Cislo. Pak Yy 4 je linearné
uspofadand komutativni grupa s uspofadanim: /Cl > , 4. k_ -_ > o ,
prave kdyz /(_ 4 '_ >n v K.

Priklad 3: Necht V je racionalni vektorovy prostor s bazi T e Necht

- 5 = Ca - , kde 10 je konetnd podmnozina mnoziny [/ a
Y /.
q.r CQ' Definujme — ., pravé kdyz (f < pro viechna l = - Potom V je svazové

uspotadana grupa.

Piiklad 4: Necht CR je aditivni grupa redlnych spojitych funkeci. CR je [-
grupa s obvyklym uspofadanim ,,po bodech®: ] < » pravé kdyz f X < pro

vSechna X ,_R Modifikace tohoto zdkladniho ptikladu se vyskytuji v matematické

analyze.



Priklad S: Necht G:Z + je grupa, kde scitani je definovano takto:
]ﬁ,mﬂ + — + + hdé
+ + + )
- ) . VlS.Ih
= alide

nulovy prvek: QQO a opacné prvky:

Na ( definujme uspofadani takto:
/q,m,n < ~ O n_ ,nebo
(D) 1 _ < <
Potom G: Z +< je svazove uspotradand grupa (tzv. Scrimgerova 2-grupa), kde:

, knmn pon

kmn N VY =
v kmn pon _
1 , km pon
komn _ koA —
C lm pon
Kladny kuzel /-grupy G je ve tvaru: G: S U >
(/N 3
Priklad 6: Necht G:JI I R \. Pak O je vzhledem k nasobeni
: : : N . roN
matic nekomutativni grupa s jednotkou | | a inverznimi prvky | I

N
— l Na ( definujme uspoiadani:
} - -
/ \ 7 \
I ! I i d , hebo
AT <
(i) df _ < -

Potom G < je linearn& uspofadana grupa. Kladny kuzel I-grupy QU je ve tvaru:

N\ Ve N\ \

G:J;I/ | R | || 1 R lL

Piiklad 7: Necht ZMWZ je mnozina viech uspofadanych dvojic ha ,kde Dje
zobrazeni 4o L a Q L. Definujme na LW/ scitani takto:

10



ba_ b _c , |
pro kazdé X 4., a opaénym prvkem k ha je dvojice
b _c_.

kde CX :_b __ prokazdé X CL Déle definuyme uspotadani:
h,q < b ~ () d_ ,nebo
(i) d_ a h X <b pro kazdé .X,:Z.

Potom ZVYZZ < je svazoveé uspotradand grupa. (Kladnym kuzelem je mnozina

kde CX :b _|_b n

dvojic ba takovych, ze (i) d<_ ,nebo (ii) A_ a bx >n pro kazdé X ) Tato

[-grupa se nazyva véncovy soucin AW 4 (oznateni W pochazi z anglického wreath

product).

Priklad 8: Necht' / je linearng usporadand mnozina. Oznaéme At T mnozinu
vSech bijekci j :1_\ takovych, ze pro \/ - X< P ] ()Q< ; takova
zobrazeni se nazyvaji automorfismy na (1 , <-Na At T definujme uspotradani ,,po
bodech®, tj.

j< /_j()q< pro kazdé¢ X — .
Potom (At(f),o , kde . zna¢i obvyklé skladani zobrazeni, je nekomutativni

svazov¢ uspotradand grupa. Kladny kuzel je tvoten takovymi automorfismy j ~ ,

pro které plati: X - pro kazdé X — .

Véta (Hollandova): Pro kazdou I-grupu G existuje linearné usporadana mnozZina

1 1akova, ze Q Ize izomorfné vnoFit do I-grupy Al

11



3 MV-algebry a pseudo-MV-algebry

MV-algebry zavedl a studoval C. C. Chang v [1] a [2] jako algebraicky model

Lukasiewiczovy nekonecné hodnotové vyrokové logiky. Navic Chang dokazal, ze

kazda linearn¢ usporadand MV-algebra je izomorfni s MV-algebrou ve tvaru T

2

kde (U je komutativni linearn& usporddana grupa, U_ _ | T

— n< < apro libovolné X ) a B
1

—

— 9

AP = +

D. Mundici v [3] zobecnil tento vysledek pro libovolné MV-algebry. Jmenovit¢,
necht U je komutativni svazové uspofadana grupa (/-grupa) a U( ~ . Jestlize
“X@ — 4+ A° _—_ Do libovolné X} = ,  pak T
_ P— je MV-algebra. Mundici dokézal, Ze kazdd MV-algebra je

izomorfni s T pro n&kterou komutativni /-grupu O a néktery prvek U( —

V [4] ukézal, Ze MV-algebry jsou také ekvivalentni s ohrani¢enymi komutativnimi
BCK-algebrami.

MYV-algebra je algebra M@_ R takova, Ze M(_Bn je komutativni monoid

s unarni operaci  a konstantou | splnujici nasledujici rovnosti:
(MVT) XD,

(MV2) o,

(MV3)

— )

(MV4) —1—1(‘-9 (‘D :—I—IG‘) (‘D

Véta: V MV-algebre M@_ o definujme usporadani takto:

Pak M < Je ohraniceny a distributivni svaz, kde:

.X\/ :ﬂﬁ@ (‘D’

12



Véta: Necht G LUA je komutativni I-grupa, U, . Na intervalu QM

definujme operace [,

'X(-B = + A’
Potom r — P— je MV-algebra. Svazové operace v MV-algebre

T Jjsou stejné jako v I-grupé G I\AC

Diikaz: Necht G LA je komutativni /-grupa, IA,_". Pro \V4 =

plati:

D=+ +A A= ++ A+ A=++ A=
=++ A+ A= +A+A=0 @ D=+ A
A= + A=® * XB= 4 A== bl Qu?(—BA je

komutativni monoid.

MVDX®y — 4 A — -

My _

)

M) _ D B=— —+ A D= +—+— v &
D= —-vD®= —Vv+ A=V A=V B D=
= - =+ AD=+-+-\v D= —-VvO-=

=

—V + A=V A=V=V'

Pseudo-MV-algebry zavedli G. Georgescu a A. lorgulescu v [5]. Nezavisle na
nich J. Rachunek v [6] zavedl GMV-algebry, které jsou s pseudo-MV-algebrami

ekvivalentni.

Pseudo-MV-algebra je algebra M@ ) takova, ze M@ je monoid se

dvéma undrnimi operacemi —a ~ a konstantou 1 splitujici rovnosti:

(PMVD) X _ .

12712 0
(PMV3) X _ ,
(PMV) X _ ® -

13



PMV3) X . —@. = - D= - @
PMYS) Xy = @

kde binarni operace je definovdna: X _ D

Poznamka: Lze snadno ov¢éfit, Ze operace  je asociativni.

Pseudo-MV-algebry  jsou  nekomutativnim  zobecnénim  MV-algeber

(nepiedpoklada se komutativnost operace (). MV-algebry jsou ekvivalentni s pseudo-

MV-algebrami, pro které je s¢itani g komutativni: jestlize M@ . je pseudo-
MV-algebra spliijici identitu Xy _ @), potom ob& negace - a ~ splyvaji a
M® " je MV-algebra. Jak uvidime v nasledujicim prikladu, pokud splyvaji — a

~, operace (p nemusi byt nutné komutativni.

Priklad: Necht G _|_n <> Z _|_n < jsou [-grupy. Lexikograficky soucin
Zc je direktni soucin grup uspotradany lexikaln¢:
mg< — (@) 1__ ,nebo
(i) m_ < -
Pak FZX | | 1O | kde

je pseudo-MV-algebra, kde
ME® = + A =4+ + A

Qg_: — = — @ ]’g_: — = —
QgNZ—A + — @ ]’g~:—‘ -+ = —

tedy operace —a ~ splyvaji, pfestoze (p neni komutativni, kdyz G neni komutativni.

Stejné jako MV-algebry nesou pseudo-MV-algebry ptirozené svazové uspotradani:

Véta: V pseudo-MV-algebre M@ o definujme usporadani takto:

i< & = o =
Pak M < je ohraniceny a distributivni svaz, kde:

- - -

G,-@. = . ®%h=-@® = @ -

14



Véta: Necht G TUA je l-grupa, U, . Na intervalu Qu definujme

operace (=, :
'X(-B = + A’
X— X _ .
Potom T B — ) P ) je pseudo-MV-algebra.

Diikaz: Necht G VA je [-grupa, ZA,_". Podobné jako v ptipadé¢ MV-

algeber by se dokazalo, ze Ql/l ,(_DA je monoid. Pro VA= plati:

(PMV])XG—):+n/\::+/\:(—D'

PMYV2Y Ub-_

PMV3) X __ _ o _ . _.

PMVD) X@ o _f o A hm— — - e =
I VI Y® =——+—+ A =
v = — 4 v

EMD XD . =@ @ = — —+ A+ A=
= -V A=V A=V PR o
vl = B D= - —+ A+ A=

= 4+ —4+ — \V— 4+ A=V /\:\/:Vapodobne X, @ =

= \/°

(PMV6) Vyuzijeme rovnosti ziskané ve cCtvrtém bode: )(—6_)

= -4+ v TP .= 4 B v=—+ —+ AV
V= —4—4 A —4 V= A = A dpodobné Jogy
= ® -+ V= —4+ A -+ V=AV=A=A"I

Poznamka: A. Dvurecenskij dokazal v [7], ze pro kazdou pseudo-MV-algebru

M(‘B . existuje /-grupa C; LA D kladny prvek U,  tak, ze M je

izomorfni s T z ptedchozi véty.
Vratme se k ptikladim 5 a 6 z druhé ¢asti:

15



Priklad: Necht’ G: Z +< je l-grupa z ptikladu 5, ],],1 F"' Na intervalu

~ A~ ~ - a a - ~ - ~ - - - -
— [—

| > U < definujme operace takto:
K _ n N
kmn-_ ~—_
kmn~__ "~
Potom T :i_ _i ],1 je pseudo-MV-algebra.
y . y 7N |

Priklad: Necht G < Je [-grupa z ptikladu 6, | I . Na intervalu
/7 N/ /N 7N VA
[

definujme operace takto:

.

/N 7 N 7 \ s N 7N s TN /N
I

A\
I je pseudo-MV-algebra.
\ )\ )

16



4 Pseudo-LBCK-algebry

Dlouho byly studovany také BCK-algebry (souhrn teorie BCK-algeber je mozné
najit v [9]). Zde budeme uvazovat komutativni BCK-algebry s relativnim kracenim,
oznacené¢ jako Lukasiewiczovy BCK-algebry (LBCK-algebry). LBCK-algebry existuji i
v nekomutativni formé: pseudo-LBCK-algebry, které studovali 4. Dvurecenskij a T.
Vetterlein [10].

LBCK-algebra je struktura E <x ) , kde E < je uspofadana mnoZzina
s nejmensim prvkem Ua  je binarni operace takova, Ze pro viechna CLQC =

(LB]) a( AN\ >|< —

(£B2) Oy % — % % -
(£B3) Ap % — % %
(£B4) C % — % — — (relativni kracent).

Struktura E < <][>n , kde E < je uspofddana mnoZzina s nejmensim prvkem
Ua _,  jsou binarni operace, se nazyva pseudo-£BCK-algebra, jestlize pro viechna
abc ~ plati:
(PLBI) e s a ™~ )
(PLB2) g  qp 240> g > q-
(PLB3) a 4 > > -
(PLB4)  jestlize C~ ,pakz 4 a1 nebo AN N vyplyva, ze d__

(relativni kracenti).

Vlastnosti pseudo-LBCK-algeber:
Necht E <> je pseudo-t BCK-algebra. Pak pro vsechna CLQC ~ Pplati:
(PLB i) a (I. - ~ a A4 ~
(PLB ii) E< je dolni polosvaz, kde a/\' — < [>- > <]- . Navic
Aaqa @ a9 p
(PLBiii) Jestlize Ao , pak A4 a a AN N - Predpoklidejme, Zze
Ce . Jestlize Aq a nebo A N pak Ao .
(PLB iv) Jestlize Ao ,pak C4{ 4 a C~ N~ . Navic a<|. |>'
(PEBv) QA , pravé kdyz O

(PLBv)  Aq 4 4 < q ¢ O > >

17



Pseudo-LBCK-algebry splyvaji s Bosbachovymi kuzelovymi algebrami [§].

Kuzelova algebra je algebra E <][>n , kde _ a | jsou bindrni operace takové,

7e pro viechna @QC ~ Dplati:

1

(CAI) C<<<] 44436[>>l> > D> D>
€ dgp> > <
€3 aq p g -

Lemma: Necht E <][>n je kuzelova algebra. Definujme relaci:

A s A pro CLEC :

Relace _ je usporadani na E.

Diikaz: (reflexivita) X 4
-~ ~(can -~ (A .

.X[> < > . Ale podle (CA3) .X[> < 4> 2 toho vyplyva, ze
(CD) ~ -~
'XD 4> D> > g D> 4 > . Plati tedy, ze
.X<| D .
~ -~ (B -~
(antisymetrie) .X< < = =< 4 > > < >
n

(tranzitivita) Necht Z< < - Plati 24 4 <« 4 <4 <
Z predpokladu ale vyplyva, ze Z 4 4 <« 4 <« q @ 4 q <
4 < 4 <« . Dohromady Z 4 ,COZ znamena Z . .

Relace _ je tedy usporadani na £, U je nejmensi prvek. M

Véta: Necht E < <[>n je pseudo-LBCK-algebra. Potom E <“>n Jje
kuzelova algebra s usporadanim _. Naopak, méjme kuzZelovou algebru E <][>n
s usporadanim _:

n < &« >
Pak E <> je pseudo-L. BCK-algebra.

Duikaz: Necht E < <][>n je pseudo-L.BCK-algebra. Plati:

18



., @mn . - (FRW .
©n Cq q < 4 < 4 < q <
4 ql apodobné CD D '[> D [> DI .
(CA2) Shoduje se s (PLB3).
, (BR. . (ABih. .

(€43 dg > 4 > > <
(CA4) Shoduje se s (PLB i).

Tedy E je kuzelova algebra, jejiz usporadani je podle (PEBI) shodné s _..
Necht’ E <[>n je kuzelova algebra s usporadanim _.. Plati:

(PLBI) Uspotadani _ v kuzelové algebie je definovano stejné jako usporadéani
v pseudo-L BCK-algebie.

(@] -
(PLB2) .XD 5% 4 > > (a stejné .X<| ). Podle

(CA) Z < > > -Z X< plyne, Ze Z<] 4 <
— g »ale Z<] g <« g - tedy Z4q < (astejné Zpy > ). Dile
.X[> 5 g D> . Kdyz Z< , pak Z: < 4 >
=D> < > « (protoze Zo- o g g) Proto Xy 4

)

— CAle X\ _ A,celkemtedy.X[> < > < 2 .X<] >
=< DB

(PLB3) Shoduje se s (CA2).

(PLB4) M&jme ABC ~ takovd,ze C~ a O 1 - Potom podle (CAI)
a (CA4) dostaneme O: 4 < q 4 < 4 4 4" 4-, tedy

d_ . Podobn¢ ziskame O_ 4 4 < 4 49 4 b <]" g
tedy b( . Dohromady d__ . Druhou ¢ast (PZB4) ovéfime analogicky. ]

Véta: Necht E< <[>n je pseudo-LBCK-algebra. Jestlize _4 |, pak
E<*n , kde o__ 1 1~ Jje LBCK-algebra. Naopak, méjme LBCK-algebru

E <x " . Potom E <skk B je pseudo- BCK-algebra.

Véta: Kazdou pseudo-LBCK-algebru E< <][>n lze izomorfné vnorit do

Kladného kuzelu G+ nékteré [-grupy G tak, ze konecnd infima ziistanou zachovéina. Za
predpokladu, ze B — , usporaddni _ na L je restriket usporadani na grupé Q na

podmnozinu E U Jje neutrdlni prvek grupy QG a _,  jsou definoviny:

a<] A = — \/’
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A AN +=—4 v
Navic miizeme predpoklidat, e E je konvexni podmnozina C+ Kdyz je B EBCK-
algebra (. 4 ), pak Q je komutativni.

Opét se podivejme na piiklady 5 a 6 ze druhé ¢asti:
Priklad: Necht G: Z +< je l-grupa z ptikladu 5. Pak G— <> ~nn je

kuzelova algebra, kde operace _ a |\ jsou definovany takto:

kmn o m_ Vi
kmn s’ nm__ N N

s \
Piiklad: Necht G < je l-grupa z ptikladu 6. Pak I\ <> J je kuzelova

algebra, kde operace _ a | jsou definovany takto:

/N7 N 7 \ 7 NN VRN
| | Il ! ' ! ' L '
4 . . . . . 1 I’
A ) T
/N7 N 7 N s NN NN

| | [ ' : :
> ; Lo Yo . ! ;
YA ) \ )
Lemma: Necht A < <][>n | je ohranicend pseudo-£.BCK-algebra. Potom plati:
1[> SRR < B D DB

Diikaz: Oznacme A:‘[> ) 449 g @ B:‘ 4 > D> D> . Nejprve
on .

14 a<a < Dbt g gpigqlg 44 4 p
> el lg g pg codud Ag 4 >4 < <
(2 P cn . . 4 (@)
< 4> a < 44 D> < - Tedy Ag
(FBW
— > < , coz je podle (PLB v) ekvivalentni s A[> > . Proto

NS abp >> > c0dd lyoyop
N N a odtud podle (P£B iv) plyne B:‘ 4 ‘[> > > ‘ 4 ‘|> ‘
Podobné by se dokézalo, 7e B~ . Dohromady tedy A__ . ]
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Poznamka: Vezmeme-li y: , mame: 1 4 1[> > Al> 4 49 -

1

Véta: Necht A< <[>n je ohranicena pseudo-LBCK-algebra. Definujme

operace (p, —,  takto:
P=> < <
X_ a4, X _~
Potom A@ o je pseudo-MV-algebra.

Diikaz: Necht X} — . Podle piedchoziho lemmatu plati .X@ @D _‘ <

< D > AD>AD>D> D> QD> D> > s

XDE => << < 94 > > > - Dilplati Xy _
> 1<]n 4 a podobné Um _ . Celkem tedy A(_Dn je monoid.

.- . - - - - B B - (AR
PO X g9« > tle=p < <
(protoze l(l ).
emv)y T N
. . (FR) -
(PMV3) )‘_:D 4 > <
(PMV4) .X‘G_) :AD Aq ‘D Aq D Aq D Aq a stejné
Y® =<ap> <> <> q 1> - Dl plati X g
_db > A DA D b celkemiedy gy
j— @ 1
B B B (FR3)
‘ (f"MV5) Dle pfedchoziho bodu plati )~ _ 4> > D>
—4ap> D [>,p0d0bné.X. :|>,_}—.:<|,)(—.:<|.Tedy
B . ((AN . .
. o=« >4 << > <4< < <
. . - (@)}
@Z ‘E'_):v.SteJne.X(_B. —® > 4> D> D>
:A<] A[> > D> > o= Dohromady X(_B R
- ®. = - @®= - @
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PMVO) Xy . = g > D 4> 4>
= D> Al P =>4 D> <
4> A > A D> - a

Disledek: Necht A< <][>n je pseudo-LBCK-algebra, A . . Pak algebra
Qa P Qa Jje pseudo-MV-algebra, kde:

D =< >D> D> A
.X—_(I,JCG_B.

Diikaz: A 4 , A , tedy d 4 D> a interval Qa je uzavien
na ob& operace _., . Zbytek plyne z pfedchozi véty. ]

Véta: Necht A@ o Jje pseudo-MV-algebra. Pak A < <][>n Jje pseudo-
L.BCK-algebra, kde:

Diikaz: Vime, Ze A< je svaz s U. Pak pro viechna CLQC ~ Dplati:

- - - - - ;s - . -

PLBN e D= —>= @ =p> 9 >
— @1 — @4 — Si. Celkem d- .. ~ (a analogicky A~ .
~— <1 )-

5 - - - - -

(PLB2) a<][> > @ - = @ -=A=A=
- ® .= @® .= < > (analogicky Cl[> < >
> g

(PLB3) A 41 > 4 . . . Protoze operace je asociativni,
plati: Z—. :1 L. :‘ . > <]1.Tedy Cl<]' > > <]'.

(PLB4)  Necht C a A4 a- Pak & — . P=
- . P Ale (- @n: V= a @ — v =" Z toho vyplyva, ze
d__ . Analogicky C< > > — [
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5 GPD-posety

Zobecnéné pseudo-D-posety (GPD-posety) studovali A. Dvurecenskij a T.
Vetterlein [10]. GPD-posety maji dvé parcialni rozdilové operace; pokud se tyto operace
shoduji, pfechazeji GPD-posety v zobecnéné D-posety (GD-posety).

Zobecnény D-poset je systém E <_n , kde E < je uspofddand mnoZina
s nejmensim prvkem U a parcialni binarni operaci  takovou, Ze b_ je definovéno
pro @l: ~ »pravé kdyz d , apro libovolna C;QC ~ plati:
(GDI)  jestlize A ,pak b~ a £

— )

(GD2)  jestlize A ~ ,pak C_ ~ _ a C_ L,

(GD3)  jestlize A ,pakz b _  vyplyva,ze b_ .

Systém E < B , kde E < je uspofddana mnozina s nejmens$im prvkem Ua
/,\ jsou parcialni binarni operace takové, Ze pro CLb ~ Je b/a definovano, pravée
kdyz je definovano D\Q, a to je definovéano, pravé kdyz A , se nazyva zobecnény

pseudo-D-poset, jestlize pro viechna ABC ~ Dlati:

(GPDI) jestlize A ,pak D@ D\a_ aplati: Bba_ ., b ba_ .

(GPD2) jestlize A  ,pak C/b a C\b_-  aplati: A\ cb :- ,
aa/cb_

(GPD3)  jestlize C~ ,pakz ac_ nebo A\C__ vyplyva, ze d__ .

Piiklad: Necht O je uspofadana grupa a (_6 je podmnozina G+ takova, ze pro

vSechna CLb c > kde b( , také A + = - Potom b je GPD-
poset, kde _ je uspofadani na grup&, U je neutralni prvek grupy a pro viechna CL[Z =

takova, ze O , definujeme operace /,\ takto: A/b_  , A\b__ | .

Vlastnosti GPD-posetii:
Necht E < je GPD-poset. Pak pro viechna GBC ~ Dplati:

(GpDi)) dla_ _ a adU_ _

(GPDii)  jestlize Ao~ . , pak b/a( a D\CZ( a plati: ClA/
/ba_ . ca\ba_

(GPDiii)  jestlize QD , pakz C/A_  nebo C\A_  vyplyvd, zZe A_ .
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Diikaz: U je nejmensi prvek. Z (GPDI) a (GPD2) dostaneme O_ > >

atedy A/A__ . Podobné se ukaze, ze A\A__ . Prvni &ast (i) je tedy dokézana.
Necht’ CLD< a C/d_ . Pak z (GPDI) plyne A__

Tedy prvni ¢ast (iii) je dokdzéna a podobné dokédzeme druhou ¢ést.

Z prvni casti (i) a (GPDI) dostavame Cl\Cl_" '), takze z (iii) plyne

a_ apodobné d__ . Tedy (i) je dokazano.

Necht d_ . Podle (GPD2) plati b/a: - < - Z(GPDI) a
(GPD2) mame C/b: - — . Prvni st (ii) je tedy
dokazana a podobné se dokdze druha cast. ]

Véta: Necht E < ) je GPD-poset. Jestlize | __, pak __ __ a E <_"
je GD-poset. Naopak, necht E <_n je GD-poset. Potom E <__n je GPD-
poset.

Véta: Necht E < B je GPD-poset, ktery splituje nasledujici podminku:
(*) E < Je dolni polosvaz a pro vSechna anbc ~ Zzloho, ze A~ , vypljva:

VAN AN

Potom L. Ize izomorfné vnorit do kladného kuzelu G+ nékters l-grupy Q tak, ze
konecna infima zustanou zachovana. Za predpokladu, Ze E —  usporadani - na E je
restrikei usporddani na grupé Q na podmnozinu B, U je neutralni prvek grupy O a

parcidlni operace /,\ jsou definovany:

ab_ , ab__ | , proQ~ .

Jak bude nize ukéazano, jistou podtiidu GPD-poseti 1ze ztotoznit s pseudo-LBCK-
algebrami. Skutec¢né, parcialni rozdilové operace libovolného GPD-posetu, jenz je
dolnim polosvazem, mohou byt rozsifeny na totdlni operace; pro kazdé dva prvky
definujme nové rozdily pomoci ptivodnich tak, Ze od prvniho prvku odecteme infimum
prvniho a druhého prvku. Za ptedpokladu, ze totalni rozdilové operace jsou monotonni
v prvni slozce (viz podminka (*)), dostaneme ptesné pseudo-L. BCK-algebry. Podobné

muzeme prezentovat komutativni verzi, tj. LBCK-algebry.

Véta: Necht E < <][>n je pseudo-£LBCK-algebra. Méjme [, \ parcialni
operace na L takové, ze pro CL[J = D/ Q je definovino, pravé kdyz je definovino
D\Q a 10 je definovino, pokud A ; pak plati:
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ba_ 4, ba_ .
Potom E < je GPD-poset spliujici (*). Navic:

b<1 /\"bl> A

Diikaz: Podle ptedpokladu E < je uspotadana mnozina s nejmensim prvkem U.
Jestlize A , pak podle (PEB iv) plati O/d_ 4 ; tedy podle (PLB ii)
bba_p o (=
Predpokladejme, 2¢ d_ . Potom podle (PEB iv) C_4 . , tedy

. Druhd ¢ast (GPDI) se ukéaze analogicky.

- (AR - (ABi -
A . Druhé ¢ast (GPD?2) se dokaze analogicky.
Mgme A aba_ Pk b, 4 apodle (PLB4) dostavame D__ .

Druhé ¢ast (GPD3) se dokaze analogicky.
Nakonec, pro libovolné CLC ~ dle (PLB ii) plati a <]' 4
— A Analogicky se dokéaze b[> A
Podle (PLB ii) je E < dolni polosvaz, coz je prvni ¢ast podminky (*). Pro
abc ~ zpiedchoziho vyplyva, Ze je-li A , pak d 4 a als N > ¢imz
je splnéna (*). M

Véta: Necht E < je GPD-poset spliujici (*). Definujme pro libovolné
at _ -
b<1 A b > A
Potom E <> je pseudo-L BCK-algebra.

Vztah mezi pseudo-LBCK-algebrami a GPD-posety lze snadno aplikovat i na
komutativni ptfipad. Evidentné¢ miizeme ztotoznit LBCK-algebry stémi GD-posety

E <__ - ve kterych existuji konecna infima. Na zakladé této podminky muZzeme

definovat 0*‘_ . /\- pro at ~ a Ad. implikuje Ay ~ 4 pro libovolna

abc = -
Poznamenejme, Ze posledni podminku miizeme nahradit nésledujici: pro vSechna

abC,_ . Qg 4 — 4 % -
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