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Anotace

Tato bakal&ska prace obsahuje zavedertitgého a neutitého integralu,
substiténich metod pro jejich vypet areSené i nieSené fiklady jejich

VyuZziti.

Abstract

This document introduces indefinite and definitegnal. Also includes
various substitution methods for calculation. Sdlamd unsolved examples

of their usage are also attached.
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1. Uvod

Cilem této prace je ukazat pouziti substiiu metody pro vypeet
neukitého i ukitého integrdlu a poskytnout ucelenyepled konkrétnich
substiténich metod vypétu.

Nejprve budou oba typy integralu definovany, bud@gan zpsob jejich
vypoctu a rekterého praktického vyuZiti, nasledbude odvozena substiti
metoda vypoétu obou tyyi.

V dalSi ¢asti budou jednotlivé, nejiargji uzivané, typy substituci nejprve
popsany a naslednna konkrétnichteSenych fkladech pro nézornost
predvedeny. Pro vSechny typy substituci budou v ppéipojeny i n&eSené
piiklady s uvedenym vysledkem, pro jejickeSeni je dand substini metoda
pouzitelna.

U vSech piklada budeme pedpokladatreSeni v defirinim oboru daného

vyrazu, a proto nebude stanoveny definiobor uveden.



2. Neur ¢ity integral

2.1.

2.2.

Primitivni funkce
Funkci F nazyvameprimitivni funkci k funkci f na intervalu(a,b), jestlize
pro v&echnaxO{a,b) plati F'(x)= f(x).
Je-li funkceF primitivni funkci k funkcif na intervalu(a,b), pak existuje

nekonéng mnoho primitivnich funkci k funkdi, a viechny maji tvaF (x)+C,

kde COR je libovolna konstanta.

Integrace

Operace, P niz ucujeme primitivni funkci F(x)+C k dané funkci f (x) se
nazyvaintegrovani (inverzni operace k derivovani). Zapis ulohy igtewat

funkci f(x)provadime:
If(x)dx: F(x)+C
kde symbol J' f (x)dx se nazyvéneurity integral a predstavuje mnoZinu viech

primitivnich funkci F(x)+C. Znak | se nazjva integtai znak, f(x)

integrand,dx diferencial,x ozna&uje integr&ni prontnnou aC je integr&ni

konstanta.



2.3. Substitu éni metoda p A vypo ¢tu neur €iteho integralu
Je-li funkce f(x) spojita na intervalua,b), ma-li dale funkceg(t) na
intervalu (a, ) spojitou derivacig'(t) a leZi-li funkini hodnotag(t) pro kazdé
t z tohoto intervalu v intervalu(a,b), pak po dosazeni funkce(t) za

promgnnoux v intervalu(a, B) plati:

[ 1(dx=] f(p(t))¢(t)dt.

Tuto dileZitou rovnost je mozné snadno odvodit, nebenaime-li F(x)

primitivni funkci k f(x) a poloZime-lix = #(t), pak

[FO]'=[F(s()]'= F(st)e' (t) = F'(x)e' (t) = T (4(t)e'(t).

Substiténi metody pro vyp&et neutitého integralu Ize uzit nasledujicimi

dvéma zpisoby:
- Resime-li integrél tvaru[ f(g(t))¢' (t)dt, mizeme ho i spineni uvedenych
predpoklad prevést pomoci substituce= ¢(t) na integral tvaruj f (x)dx. Po

vypaiteni integralu dosadinzpst za prondnnou x funkci #(t) a vypdet je

ukorzen.

o Priklad: Reste integrél_[lnT(t)dt.

) x =In(t
o ReSeni: Pouzijeme substit (éix_ﬂ , tedy
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IInT(t)dt:det:%xz+C

a po dosazeni

J‘InT(t)dt=%ln2(t)+C, prot > 0.

« Redime-li integral tvaruJ'f(x)dx, miZzeme ho pevést pomoci vhodné

substitucex = ¢(t) na integral tvaruj f(p(t) ¢ (t)dt, ktery - i kdyZ se to nezda

- mize byt v mnoha ifpadech jednoduSsSi. Po vypeni tohoto integralu

dosadime za paramdtr funkci pronmgénné x vypoctenou ze vztahu = ¢(t) a

vypocet je ukoren.

X5

o Priklad: Reste integrélf dx.
V1-x?

tedy
dx = costdt

. . X
o0 ReSeni: Pouzijeme substm{u

sin’t

x> dx =
I e

-5
:J' sin t costdtzjsinstdt:

Jcost

costdt =

co
nyni pouzijeme substitugi , ted
ynt potzl %—sintdt:dkj Y




= [[L-cog'tf sintdt = [ (- k*) dk =

=—j(1—2k2+k4)dk=-k+2k—;—k—;+c.

Postupnym navratem kKipodnim pron¢nnym

ziskame vysledek

5

X
J' 2dx:—cost+§co§t—}co§’t+c=
V1-x 3 5

= —codarcsinx) + % cos (arcsinx) - % cos (arcsinx)+C.




3. Urcity integral

3.1.

Newton av integral

o Je-li funkceF primitivni funkce k funkcif na intervalu(a,b), pak rozdil

3.2.

funkenich hodnot funkcé v krajnich bodech tohoto intervalti(b) - F(a) se

nazyvaNewtoniv urcity integralfunkcef v mezich odh dob a zn&i se:

jb f (%) dx,

pricemz ¢islo a se zde nazyva@olni mez integralucislo b horni mez
integralu funkcef integrand dx diferencialax ozna&uje integrachi pronennou
Plati tedy

[l f(ax= F(b)-F(a).

Riemann av integral

Definice Riemannova integralwychazi z intuitivni pedstavy niieni
obsahu plochy pod grafem funkce. Chcemeiiblizné zjistit tento obsah,
provedeme to v praxi tak, Ze polozime déiemé plochy &aké geometrické
Gtvary, jejichz obsah dovedeme &f=, tak, aby nagsahovaly hranici stené
oblasti a vzajemh se nepekryvaly. Sétemi-li nyni obsahy vSech vloZzenych
Gtvari, dostaneme igjme¢ ¢islo, které je menSi nebo rovny obsahséiené
plochy - tzv. dolni odhad. Obdobr{pokrytim celé mstené plochy znamymi
Utvary) ziskame tzv. horni odhad. Obsattené plochy pak lezi mezi dolnim a
hornim odhadem. Budeme-li pouzivat k vykladani pjostale mensi a menSi
atvary, dokadZzeme oba odhady stalgegmovat, az teoreticky ip vylozeni

plochy nekoné&n¢ mnoha nekong¢ malymi Utvary dosteneme, Ze horni odhad
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je roven dolimu odhadu a oba se rovnaji obsahttemé plochy. Pro
jednoduchost setfpzavadni Riemannova integralu pouZivaji za ony utvary,

jimiz se plocha vyklada, obdélniky se stranami mi¥inymi s osami soustavy
souadnic.

3.2.1. Déleni intervalu

« Délenimintervalu(a,b) nazgvame(n +1)-tici t,,...,t, takovou, ze:
a=t, <t <..<t =b.

* Horni Riemaniv sou’et pro funkcif a dtleni D intervalu (a, b> definujeme

jako

s(f,0)=3" suplf (e ~t.)-

=1 0ty ty)

Jf(x)

Obr.¢.1 Horni Riemanfv sowetf(x) odadob



* Horni Riemantiv integralfunkcef oda dob definujeme takto:
(HR)[" #(x)dx=inf { S(f,D); D je libovolné dleni (a,b) }

« Dolni Riemanfiv souet pro funkcif a dleni D intervalu (a,b) definujeme

jako
S(1.0)= inf [F(I0 o).
y
Jx)

Obr. ¢.2 Dolni Riemaniv sowetf(x) odadob

* Dolni Riemantiv integralfunkcef oda dob definujeme takto:
(DR)[” £ (x)dx=sup{ (f,D); D je libovolné @leni (a,b) }

« Je-li tedy funkcef na intervalu(a,b) omezena, definujemRiemantv urcity

integral funkcef na intervalu(a, b) jako spolénou hodnotu dolniho a horniho

Riemannova integralu (pokud se tyto integraly rgyn&okud se dolni a horni
Riemanriv integrdl od sebe liSifikhme, Ze Riemarin integral funkcef

neexistuje.



Jestlize tedy existuje Riemahnintegral, pak plati

J.b f(x)dx = (HR)I: f(x)dx = (DR)I: f (x)dx

a

Z definice horniho a dolniho sttu vidime, Ze funkce j&Riemannovsky
integrovatelndpouze je-li na intervalu omezenrdro neomezené funkce totiz
neni definovan horni a dolni Riema@nrsowet.

3.2.2. Vypo €et ur ¢itého integralu

» Je-li funkcef spojita na intervalL{a, b> a bodc je jeho vnitnim bodem, pak Ize

integral vyjadit jako soet integrah v dil¢ich intervalech:

j: f(x)dx= J': f (x)dx+ _Lb f (x)dx

y

J()

—

Obr. ¢.3. Integrél funkcd(x) odadob

(' svnitinim bodem intervala)

Z predchozi rovnosti Ize snadno odvodit nasledujicialvzpro zmsnu

integranich mezi v ufitém integralu
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J.: f(x)dx = —.[: f (x)dx

a pro rovnost dolni a horni meze

jaf(x)dx=0.

a

Proto p&@itame-li plochu obrazce mezi funko‘i(x) a 0soux ze zaporné

funkce, dostaneme spravny obsah, ale se zaporngmémkem. Obeenje tedy

Riemantiv integral roven geometrickému obsalasti, které jsou nad osou

minus geometricky obsatasti pod osou.

X f f()
b X

A 4

y

Obr. ¢.4.Integral funkcef(x) protinajici
v intervalu oda do b osux

* Pro spojité funkce na interva(la, b> dava Riemannova definice integralu stejny

vysledek jako definice Newtonova. Pro v¢pbRiemannova integralu ze spojité
funkce Ize tedy pouZit Newtém vztah _[b f(x)dx = F(b)-F(a), coz budeme

v praktickécasti této prace efekti¢nvyuzivat.
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3.2.3. Aplikace ur ¢itého integralu

Pomoci integrdl miZzeme vypéitat obsah rovinnych atvéar objemy
rotatnich €les a délky rovinnychikvek. Velké uplatini ma utity integral také

ve fyzice a chemii.
 Nech f je spojitad a nezaporna funkce na intervédub) . Potom dity integral
j: f(X)dx udava obsah uatvaru ohrdeného grafem funkcd, osou x a

piimkamix =a,x=h Tedy

sW) =[ f(xax.

J()

p—

Obr. ¢.5. Obsah Utvaru ohrateného grafem funkce

osouxa pimkamix=a,x=b

» Je-li rovinny Utvar ohrageny dv¥ma Kivkamiy = f(x) shora,y = g(x) zdola,

jsou-li f ag jsou spojité funkce a je-lij(x) < f(x), potom pro jeho obsah plati:

sU) = [[1f (9 - g(x]dx.
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J()

g(x)

/

a b X

Obr. ¢.6. Obsah Utvaru ohrateného grafy

funkcifag, a gimkamix=a,x=b

Nech’ rotaini téleso vznikne rotaciitvky y = f(X) kolem osyx (f je nezdporna
spojita funkce) v intervalyga, b) . Potom jeho objem V vygteme podle vztahu:

Y =/T.|':f2(x)dx.

Y J()

Obr. ¢.7. Objem tlesa vzniklého rotaci

funkcef okolo osyx nha intervaluwdadob
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e Je-li rot&ni tleso vzniklé rotaci obrazce ohramného Kkvkami

y = f(x) ay= g(x) kolem osy x na intervalga,b), kde f a g jsou nezéporné

spojité funkce a platig(x)< f(x), potom jeho objem V vyrteme podle

vztahu:
— Ple2()_ A2
\Y —ﬂ.[a[f (x)-g (x)]dx.

Y Jx)
g(x)
X

Obr. ¢.8. Objem tlesa vzniklého rotaci plochy
mezi funkcemif a g okolo osyx na intervaluod ado b
3.2.4. Substitu éni metoda p A vypo ¢tu ur ¢itého integralu

« Ma-li funkce ¢(t) na intervalu(a, B) spojitou derivaci a je-lif (x) spojita na
intervalu (A B) a pro kazdé t zintervalyA B) plati A<g(t)<B, pak

polozime-i a=¢(a) a b=¢(B), mizeme analogicky jako ipad

neukitého integralu odvodit vztah

[ t(x)ax=["t ()¢ t)ct.

a
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o Priklad: Reste integré[[lzlnT(t)dt.

5 x=In(t
o ReSeni: PouZijeme substit 8'x— dt|, tedy

In2

r‘mdt = |, xax= E Xz}

1t

In1

a po dosazeni

EmZ(t)I =Lin*(2)-Lin*() = 2in"(2)= 024
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4. Specialni substituce

4.1. Goniometrické substituce
« Integraly typu I R(x,\/az—xz)dxlze fesit substitucix = asin t a vyraz
va® - x* se zjednodusi pouzitim vzorce

1-sin’t = cos’t .

X5

V1-x2

o Priklad: Reste integré![ dx.

. .. .| X=sInt
0 ReSeni: Pouzijeme substityci a tedy
dx = costdft

sin°t

x° dx =
j\/l—xz X_Iv1—sin2t

:.[ sin’t

Jcost

costdt =

costdt = J'sins tdt=

. - .. |. cost .
nyni pouzijeme substitu¢i (viz. 4.4.), tedy
—-sintdt=d

= [[L-cos't) sintdt=-[ (- k*) dk =

=-[ (-2 +k4)dk=—k+2k—;—k—55+c.
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Postupnym navratem kKipodnim prongnnym ziskame vysledek

X5
| de:—cost+gco§t—}co§’t+C:
J1-X 3 5
a po zgtném dosazeni tedy

= —codarcsinx) + % cos(arcsinx) - % cos (arcsinx) +C.

Integraly typu J'R(x,\/a2 +x2)dx Ize teSit substitucix = atan t a vyraz

2 2

a” +x° se zjednodusi pouzitim vzorce
1+tan’t = 12 :
cos“ t

o Priklad: Reste integréwx/1+ x* dx.

) X = tant
o ReSeni: Pouzijeme substitygj _ _dt
cos t

, tedy

[N ax= [V a2

co<?t

:I }1+ sin’t dt :.[ [cogt+sin*t dt _
cos't cost cos t cos t
=.[ 1 dt =.[ dt _
Vcodt codt J cost

sint =k
nyni pouzijeme substitu%’it= dKk | (viz. 4.4) atedy
cost
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1 dk _ dk _; dk
_Jcos°’t cost _Icos“t _I(l_sinZt)z -
dk dk dk

:I@—kﬂz:Imfkmﬁkﬂzzja—kf@+kf

vyraz rozlozime na parcialni zlomky

__J- 1 J' 1 dk
1-k 4 (- k 1+k 41+K)?
_| |1 k|+1i+_| |1 k| 1i+c_
k 41+k
| k|, 1+k-1+k l1+k|, 2k

_1 _
g PR I ) Il P R ) R

-th

1, 1+k/, K

2" 2e) T

nyni uz jen dosadime Xaa potazmo i z&

_1 |1+S|nt| sint
4 |1 S|nt| 20-sin’t)

arctanx | + sin arctanx +C

n(arctanx)|  2cog(arctanx)

In|
1-

Priklady k procvéeni:

4 — 2 ]
1. J'\/4—x2dx [2arcsin§+x 42 X +C
A/ O — 2 |
2. I\/Q—xzdx Barcsing+x 92 X +cC
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3 2 7
3 [ 2o S safec

4, j\/l— X2 dx E[arcsinx+ xv1l- x2]+ C_
5. Iln(x+\/1+ xz)dx lxln(x+\/1+ xz)—\/1+ X2 +C|

x3 1 ) 1
6. dx [— arcsinx* +C
I\/1— X8 4 J

7 j arcsinx {xarcsinx 1

In‘l—xz‘ +C

Jorf e 2

4.2. Integrovani racionalnich funkci

Integrovéani racionalni funkce provadime tak, zeéors@ni funkci rozlozime
na sodet mnohdlenu a jednoduchych racionalnich funkci, které dewee

integrovat — nazyvame parcialni zlomkya rozalujeme je dactyr typi:

A A Ax+B a Ax+B
x-a' (x-a) x*+px+q  (x2+px+q)

ve kterych trajlen x* + px+ q je bez realnych keni.
. , A . o
e Prointegraly typuf—dx pouzivame substituci
X—a

t=x-a,dx =dt

a tedy

A'[}dt= AIn|t|+C.
t
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o Priklad: Reste integrélj.idx.
x-3
L, <. L t=X=
0 ReSeni: PouZijeme substituci , tedy
dt =dx

j—dx 2 dt-2|n|x 3+C

* Pro integraly typuI ) dx pouzivame substituci
-a

t=x-a,dx =dt

a tedy

1 o (ke o K A
Ajt—kdt_Ajt dt—Al_k+C—(1_k)tk_l+C.

o Priklad: Reste integrélj‘ﬁdx.
X_

« N L t=x-
o0 ReSeni: PouZijeme substityci , tedy
dt =dx

-4
[ 2 _dx= 2jt'5dt—2—+c _21.c
(x-3) 4 4t

a po zgtném dosazeni

2
Joc
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Ax+B . N .
Zlomky typu ————— rozloZime na saet dvou zlomk ve tvaru
X

+ pX+q

K(x2+px+q)'+ L
X2+ px+(q X2+ px+q

o Prvni zlomek ma ¥itateli derivaci jmenovatele a povede po substituci
t=x*+px+gq na Inx*+px+q+C
o Druhy zlomek ma v¢itateli konstantu a ve jmenovatelk’ + px+q.

Upravami ho pevedeme na typ

1
t2+1’

ktery povede po substituci na arctanC.

. ‘o . 2X +
o Priklad: ReSte |ntegra[[2—3dx.
X +2x+3
o Re3eni: Integrél rozloZime na $etintegral, tedy

2x+3 _ 2X+2 1
,[z— X_,[z—dX+,[2—
X“+2x+2 X“+2Xx+2 X“+2Xx+2

t = x* +2x+2

vypaiteme prvni
dt = 2x + 2dx - :

Nejprve pomoci substituc%

integral:

j 2X+2

_rd
de—Itdt—lnM'FC

po dosazeni

=In‘x2+2x+2‘+C.
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. Jt=X+
Druhy integral upravime a pouZijeme substu{udq[l q ]‘
=dx

I%dx:.[ 21 dt =arctart +C
X +2x+2 t°+1

a po dosazeni
= arctar{x +1)+ C
Pavodni integral je tedy roven

J' 2x+3

mdx= In|x2 +2x+2|+arctar(x+1)+C.

Ax+B

- - dx nejprve rozloZzime na dva integraly stejnym
X° + px+ q)

* Integral typu _[ (

zpasobem jako uigdchoziho typu.
o Prvni bude mit Witateli derivaci kvadratického tréienu jmenovatele a

druhy pouze konstantu. Prvni integral substitiei/pdeme na integral typu:

d_ -1 1
P

o Druhy integral upravime takto:

1 1 ct?+a’-t?
fﬁdﬁ—zf(tf—az)kdt:

1 1 1 ¢t
__zjmdt azj—(t2+a2)k dt

Postups tedy sniZzujeme stupejmenovatele u prvniho integralu a druhy

integral mizeme poitat nagiklad metodou per partes.

-22.-



Priklady k procvéeni:

1. I 1t dx iarctanx—ﬂ_
x?+2x+3 J2 V2
5 J~2x X_8_X4X++9:+1d [x +Injx- ZI_XSZ
dx X X 1 X |
3 |l— t C
e ) e
2x+3
4. Im [in/(x-2)(x+5) +C]
x+1 1 2x+1
5| ————d = 1)+ —arct C
I ™ b e ot ec
4.3. Integrovani iracionalnich funkci

Nekteré typy iracionalnich funkci lze vhodnymi suhstemi gevest na
racionalni funkce a ty potom integrovatugpbem ukazanym viedchozi

kapitole.

e Integraly typu '[R(x,n‘/aX:(t;J, kde n je prirozené ¢islo a determinant
CX

a

b : , T . e
q # 0, prevadime na integraly racionalnich funkci pouzitirastituce

ax+b

t=n .
cx+d

\/11
¢x+1+1

o ReSeni: Pro x>-1 pouzZijeme vy3e uvedenou substituci

o Priklad: Reste mtegra.[
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(a=1,b=1,c=0,d=1,n=2) ve tvaru IX+1=t tedy
dx = 2tdt
J'\/X+1 1 It_lztdt=jt+1_22tdt=
\/x+1+1 t+1 t+1

=j(1—t—ij2tdt=2jtdt-4j%ﬂdt=

4](1——jdt =t? -4t +4In(t +1)+C =

a po dosazeni

=X+1-4yx+1+4In({x+1+)+C.

Integraly typu I R(x, vax? +bx+ c)dx mazeme vzdy racionalizovatkterou ze
tii Eulerovych substituci:
1. Eulerova substituce

= Je-lia> 0, pak pouzijeme substituci

Jax2 +bx+c =t ++/ax.

o Priklad: Reste integrélj ax
V1+x2
. V1+x? =t-x
o0 ReSeni: PouZijeme substit 8i 22 +2dt , tedy
=
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j dx =j ! ( )dt—.[ dt—In‘x+\/x—+1‘+C

Vi+x? -1
2t
IR S (G I
j\/1+x '[t_tz_l 4t t_ht
2t

a po dosazeni

‘x+ X +1‘+C.

e

2. Eulerova substituce

= Je-lic> 0, pak pouzijeme substituci

Jaxt +bx+c =xt++/c.

o Priklad: Reste integrélj

dx
Xy X2 +x+1

x2+x+1 Xt +
o Re3eni: PouZijeme substit i _ 2 2t+2d

b-vf

a vyjadime odmocninu pomoci pramnét

- 2 _ _32 2 _
\/X2+x+]_:)(t+]_:]2-t1:3'1:4_1:2t t+1-t :t t+1.

1-t2 1-t?

Spaiitame integral progmnét
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Aﬁ—tzﬂ
[T S ) M L R

X1/X2+X+1 2t_1t2 -t+1 2t-1

1-t? 1-t2

a dosadime z rovnica/x* +x+1=xt+1 vypastenou  funkci

parametru x, tedy

J- dx i Zx/x2 +x+1—1|_|n|2\/x2+x+1—2—x
el x|«

I

3. Eulerova substituce
» Ma-li kvadraticky troflen dva fizné, realné kenyr a sve tvaru

ax’ +bx+c=a(x-r)(x- S), pak pouzijeme substituci

Jax® +bx+c =t(x-r).

o Priklad: Reste integrélf(

dx
PN s
o Re3eni: RozloZzime kvadraticky tgn, tedy
X2 +3x—4=(x-1)(x+4),
pouZijeme substituck/x? +3x—4 =t(x—-1) a vyjadime z nix a dx
tedy

t?+4
t? -1
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2t(t2—1)—(t22+4)2tdt: o,
*-1)

*-1f

Vyjadiime odmocninu pomoci parametru

2
m:t(x_l):{tt;“_lj:

dx=

t?+4t-t>+1 5t
=t 2 = 2
t2 -1 t? -1

a dosadime dotpodniho integralu

-10t
(t2 -2) PY S ST

I t’+4 5t B
ey

t2 -1 t2 -1

=-2 = .
t?+4+4t° -4 57t &t

Nyni si vyjadime prongnnout z rovnicet?® :&i, tedy
X —

X+4
x-1

t=

a zpetnym dosazenim do integralu ziskame vysledek

I dx __ 2 _2 /X_1+C
(x+aNx* +3x-4 5/x+4 5Vx+4
x-1

Priklady k procvéeni:
2
g [LXE XL, [In‘Z\/x2+x+1—2—x‘+C}
xVx®+x+1
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2. IL |:|n| X |+C
XVx?+x+1 ‘2+x+2\/x2+x+1‘

{arcsm— +C

3 I dx
X+ 2x-1 X2
2

X+ x3 1 3 L 2x -1 ]
4. -1+ x? =x* +Zarcsin————+C

j\/1+x [ 2 4 J5 i
5. I\/2+x+x2dx

E(Zx+1)\/2+x+x2 +glne+x+\/x2 +x+2j+C}

6. j 3x%dx

VX2 +4x+1
[(x2 ~5x+28\x? +4x+1—51|n‘x+2+\/x2 +4x+].‘+C}

4.4. Integrovani goniometrickych funkci

« Integraly funkci typu R(sinx,cosx) lze v obecném ifpadt (pro intervaly

neobsahujici bodyx = (2k + 1)77 pro cel&k) racionalizovat substituci
tané =t.
2

Pro vyp@ty si mizeme odvodit &olik uzitecnych vzoré

X 2dt 2t 1-t°
tan—=t, dx=——-, sinx=——, cosx=——..
2 1+t 1+t 1+t
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1

o Priklad: Reste integrélf dx.
2—CO0<X
] tan =t
0 ReSeni: Pouzijeme substituci , tedy
2
dx=——dt
1+t
1 1 2 1
= 2 dt=
I2—cos;x -[ C1-t? 1+t? -[3t2
1+t?
_2r L dt:giarctant—+c
30,1 31 1
3 NE NE

a zgtné dosazeni nam da vysledek

I 1 dx= 2\3/5 arctarE\/étangj +C.

2 —COSX

Tato substituce je sice univerzalni, aldze Finést i velice slozité vypiy.

V takovém pipadt maze byt pouziti jiné (specialni) substituce ryctitejs
* Je-li integrovana funkcB(sin x, cosx) licha vzhledme Isin x, tedy
R(-sinx, cosx) = -R(sin X, cosX),
pak pouzijeme substituci

t = cosx.
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sinx

o Priklad: Reste integrélf dx.
1+ cosx
5 t = cosx
0 ReSeni: PouZijeme substit 8;(:_ dt |, tedy
sinx
J' sinx dX:J.SInX.__dt :_J' dt
1+cosx 1+t sinx 1+t

a po zptném dosazeni

J- sinx

dx=—In[l+cosx+C.
1+ cosx

» Je-li integrovana funkcB(sin x, cosx) licha vzhledme kcosx, tedy
R(sin X, -cosx) = -R(sin X, COSX),
pak pouzijeme substituci

t = sinx.

o Priklad: Reste integréll.[sin2 xcos xdXx.
o Re3eni: Integral upravime
. . . 2
J.sm2 xcos' xcosxdx = _[smz x(1-sin’ x|’ cosxdx

sinx=t
, tedy

a pouzijeme substituci
cosxdx = dt

= [2{-12f dt= [t2(1- 22 +1*)olt =
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:jﬁdt—zjﬁdt+jﬁdt:3i—23i+31
3 5 7

a po zpgtném dosazeni ziskame vysledek

- 3 - 5 - 7
. sin®x _sin°x sin’ x
jsmz Xcos xdx = -2 + +

C.
3 5 7

Je-li integrovana funkcB(sin x, cosx) sudak sinx i cosx, tedy
R(-sinx, -cosx) = R(sinx, cosx),

pak pouzijeme substituci

t = tanx.
L < . 1
o Priklad: ReSte mtegralf — - dx.
Sin® X —5sinxcosx
) t =tanx
0 ReSeni: Integral upravime a pouzijeme substi H{:i= dx |,
cos X
tedy
1 1 1
I ) ) dX:I dx =
sin“ X —5sinXcosx

sin® x _ g Sinx cos’ x

cos?X  COSX

=Iﬁdt =I(—é+ﬁjdt =

t-5

=L+ tmt-g+c =1+
5 5 5
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4.5.

a po dosazeni
I _ 1. dx:llntanx_5+C:
sin“ x —5sin xcos X 5 tanx
= lIn 1- 5 +C
5 tanx
Priklady k procvéeni:

1. jsin5 xcosxdx

2. jsin3 xcos® xdx
3. Isin10 xcos’ xdx
4.Isin2 xcos' x dx
5.jsin3§co§§dx

6.jcos2 3xsin® 3xdx

EE

Integrovani binomickych funkci

sin® x |

6 -

co$ x _cos x |
5 3 |

sin'' x _sin® x|
11 13

X _sindx _ sin® 2x]|
16 64 48

1co§§—}cos65
42 3 2]

— sin®6x
24

sin12x 1 j_

Integraly ve tvarujx’“(a+ bx“)pdx, kde m, na p jsou racionalnicisla,

nazyvame binomické integraly. Racionalizuji se ponsubstituce, je-li alesgo

jedno zciselp, (m+1)/n, nebo (+1)/n+p celécislo

Vhodnou substituci volime podégslap:
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» Je-lip celécislo, pak pouzijeme substituci

t=xS

(Sje nejmensi spotay nasobek jmenovateklomki m an)

y . dx
o Priklad: ReSte mtegréliﬁl—).
J.SIXZ +3/X2

o Re3eni: Integral upravime

S

1 —+3

a pouZijeme substitudi= x® ve tvaru ,
dx=3tdt
-2 2\1 2 dt
:jt (1+t ) 3t dt=3j >— =3arctart +C
t“+1

a po zgtném dosazeni za

jﬁ(fxsﬁ)=3arctari/§+c
x21L+3/x

edy

* Neni-li p celécislo, pak pouzijeme substituci

t=x",
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kterd revede funkci na typ
. R[t, s/(a+bt) j , kterytesime dal$i substituci

z° =a+bt

|(a+bt '
t

R{t’ }
. nebo na typ , kteryreSime substituci

ZS_a+bt
t

31,4
o Priklad: Reste integrélf 1:/-_\/; dx.
X

o Re3eni: Integral upravime

N

1+ x4 | dx

:J’X_

I
N
Wl

1

2
a pouzijeme substitu¢ de , tedy
M

= jt‘2(1+t)§4t3dt :4jt(1+t)§ :

S 1=
Pouzijeme dalSi substitu |Z2 1=t , tedy
3z°dz=d

= 4I (23 —1)2322 dz= 121. z (z3 —1)dz = 121. (z6 - zg)dz

po integraci a zginém dosazeni ziskame
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:12(277—27:] +C :12(§/(1;t)7 - 3{/(1;)4}0 -

Priklady k procvéeni:
1. < ax E&J(hﬁ)g ~Hfasxf
3 3
2 [ i */3; . Z&J“?; +C
XL+ ) 1+3x] 2(1+%/§j
_ v _va _v4
3-I 15x dx Fln\/l >;+1_£\/1 4x iC
X 4 X 4 X
4/ 4 4 4 ]
4.I dx lln—1+X +X—larctan—1+x +C
Y1+ x* 4 1+x*-x 2 X |
4.6. Integrovani exponencialnich funkci

Substituci nizeme pouZit i pitdme-li integraly z exponenciélnich funkci.

* Integraly typu j R(ex)dxlze racionalizovat substituci

t=e".
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y . e’ - 2¢e*
o Priklad: ReSte mtegrél_[Tﬂdx.
€

. ... | t=¢
o0 ReSeni: Pouzijeme SUbStI'[L\éJI . d)l, tedy
-e

J-ezx—Zex X:J-eX—Z XdX=jt_2

e dt =
e +1 e* +1 t2+1

= It2t+1dt—2jt21+1dt :%In‘t2 +ﬂ —2arctart +C =

a po zgtném dosazeni

2X _ naX
_[ez—zedx :lln(ezx +1)— 2arctare” +C.
e” +1 2

Ina

* Integraly typu j R(ax)dx Ize prevést pomoci vzorca=¢e"® na integraly typu
jR(ex'“a)dx afesit zgisobem uvedenym v minulé kapitole, nebo racionatizov

pomoci substituce

X

t=a".
" R o dx
o Priklad: ReSte mtegralj .
1+2*
_nt
0 ReSeni: Pouzijeme substituck a*ve tvaru lnd% , tedy
dx=——
tin2

dezjl dtzlj'dt
1+2° 1+t tin2 In27 t(1+t)
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nyni integral rozloZzime na séet zlomki

_ 11 11 0 1 B
=Sl [ ln2(|n|t| Inft +1)+C.

Po zgtném dosazeni ziskdvame vysledek

2X
n2X+1
J' dx - +C.
1+ 2% In2
Priklady k procvéeni:
3x 7
1-Ie +1dx 1ezx—ex+x+C
e +1 2 ]
2.J' \/e_ dx arctan£+C
e +4 2
2 -
e 12
3. dex [—Ee +C
4| € _dx Lin(e +1)+c
e +e” 2 i
5.j 1 dx X_In3 +1+C
3 +1 In3
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5. Zaver

V praci bylo ukdzano pouziti substini metody pro vyp&et neutitého i
ur¢itého integralu a byl poskytnut ucelenyepled konkrétnich substitmich
metod vypdtu.

Nejprve byly oba typy integrélu definovany, byl pdp zfisob jejich
vypoctu a praktického vyuZiti, nasledinbyla odvozena substitni metoda
vypoctu obou tyf.

V dalSi ¢asti byly jednotlivé, neg¥rgji uzivané, typy substituci nejprve
popsany a naslednna konkrétnichieSenych fikladech pro nézornost
piedvedeny. Pro vSechny typy substituci byly v prgigpojeny i néeSené
piiklady s uvedenym vysledkem, pro jejickeSeni je dan& substinii metoda
pouzitelna.

Priklad pro IV. typ racionalni funkce v kapitole 4Ryl vynechan, neho
substiténi metoda je jen jednou ze s@sti komplikovanéhaeSeni, které
vyzaduje pouzititady metod, jez nebyly tématem této prace a svoifrodsti

piekratuji jeji ramec.
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6. Summary

In this work was presented usage of substitutiothotefor calculation of
definite and indefinite integral and overview ofncoete substitutions was
offered.

Firstly both types of integral were defined, teciugs of their calculation
and practical usage were described. Secondly thstisition methods for both
of them were deduced.

In the next part of this work, various single typafs substitution were
described and presented on few specific samplasalF&inds of substitution
also unsolved examples of methods were attached.

Solved example of IV. type of racional function ahapter 4.2. was
excluded, because of the fact, that the substitutiethod is only one part of
large-scaled solution including various methodsjcWlare not subject of this

work.
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8. P#ilohy

8.1. Vzorce pro integrovani

Ze vzord pro derivovani mizeme odvodit zakladni vzorce pro integrovani

(plati pro prominné z defininiho oboru vyrad):

0 jadx —ax+C, a je realna konstanta
Xn+1

0 jx” dx = +C
n+1

1. _
0 j;dx-ln|><|+C
0 jexdx=ex+C

X

+C

a
0 jax dx =
Ina

0] jsinxdx =—-cosx+C

0] jcosxdx=sinx+C

0 j 12 dx =tanx+C
COs” X

0 jlz dx =-cotx+C
sin® x

dx =arcsinx+C

o [=

dx = arcsm— +C

[t

0] J' L dx = arctanx+C
1+ x°

1
0] J' S dx = —arctan—+C
a’ +x? a a

dx:In‘x+\/x2+a‘+C

o [——
Vx®+a



o [cf(dx=c[f(x)dx

konstantu (v satinu) Ize vytknout ped integral
o [[f(x)+a(x]dx= f(x)dx+ [ g(x)dx

vV soutu integrujeme jednotlivé&gance
0 j[f(x) - g(x)]dx:j f(x)dx—J-g(x)dx

v rozdilu integrujeme jednotlivéeny






