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Uvod

Vyvoj matematické a statistické discipliny jde v idealnim pfipadé ruku v ruce
s vyvojem dalsSich védnich obort. Plati to jak pro diskriminac¢ni analyzu, mnoho-
rozmeérna statistickda metoda pro klasifikaci objektti, tak i u logratio analyzy kom-
pozi¢nich dat (kompozic), pozorovani nesouci pouze relativni informaci. Obé me-
tody nasly siroké uplatnéni v mnoha oblastech jako geologie, ekonomika, paleon-
tologie a dalsi.

Pro svou bakalafskou praci jsem si vybrala téma diskriminacni analyza
pro kompozi¢ni data. Prvni kapitola je vénovana tzv. bayesovské diskriminacni
analyze pro standardni (nekompozi¢ni) data. Ukolem kapitoly je podrobné se-
znamit ¢tenafe se zminénou problematikou tak, aby ji dobfe porozumnél. Je zde
rozebran princip tvorby klasifikaéniho pravidla mezi dvéma (resp. vice) skupi-
nami objekti. Navic dle charakteristik jednotlivych skupin objektl se rozlisuje
linearni a kvadratickd diskriminacni analyza. Na zavér je popsana metoda slouzici
k vyhodnoceni spravnosti diskriminace.

V druhé kapitole se zabyvam kompozi¢nimi daty, ktera jsou stézejni pro tuto
praci. Mym cilem bylo, aby ¢tenar pochopil rozdil mezi kompozi¢nimi a stan-
dardnimi daty. V této kapitole jsou uvedeny hlavni analytické nastroje, které
jsou dulezité pro praci s daty nesoucimi relativni informaci a srozumitelnou in-
terpretaci dosazenych vysledkii.

Néasledujici kapitola popisuje aplikaci diskriminac¢ni analyzy na kompozi¢ni
data. Je zde vyuzito poznatkd z prvni i druhé kapitoly. Pro lepsi pochopeni
problematiky jsou prislusna tvrzeni dokazana.

Zavérecna kapitola vas seznami s interpretaci diskriminacni analyzy na kon-
kretnich realnych datech. Dana problematika byla pouzita na vlastnim ptikladu
z oblasti osobnich financi. Pro srovnani byla na datech aplikovana jak lineadrni
diskriminace, tak i kvadratickd. Vypocty byly provadény ve statistickém soft-

waru R.



Cilem bakalaiské prace je seznamit ¢tenare, ktery jiz absolvoval zékladni kurz
matematické statistiky, s danym tématem tak, aby pochopil jak teoretické aspekty
diskrimina¢ni analyzy kompozic, tak jeji aplikaci na redlnych datech. Prace byla

vysazena v typografickém softwaru KETEX.



1 Diskriminac¢ni analyza

1.1 Princip a hlavni cile diskriminac¢ni analyzy

Diskrimina¢ni analjza je metoda pracujici s mnohorozmérnymi daty. Cilem
diskriminac¢ni analyzy je zaradit rtizné objekty do skupin na zakladé jejich vlast-
nosti, které jsou popsany diskrimina¢ni funkci nebo zatradit novy objekt do pfe-
dem znamé skupiny pomoci klasifika¢niho pravidla. Mezi obéma cili existuje
piimy vztah. Diskrimina¢ni funkci lze pouzit jednak ke t¥idéni objekti, ale také
k zatazeni nového objektu do predem znamych skupin. Ttidéni objektt se pro-
vadi pomoci tzv. bayesovskych (pracujici se znAmymi apriornimi pravdépodob-
nostmi) nebo fisherovych (vyuzivajici projekci na smér nejvétsiho rozdilu mezi
skupinami pozorovéani) pravidel. V tomto textu se omezime pouze na bayesovsky
pristup [0, 8].

JelikoZ mé diskrimina¢ni analyza Siroké uplatnéni (v medicing, v technickych
oborech, v bankovnictvi atd.), neni t&zké si uvést nékolik prikladu z praxe:

1. Predstavme si situaci, kdy jdeme k praktickému lékari. V ¢ekarné je nékolik
pacient, ktefi postupné chodi do ordinace a lékar jim na zakladé jejich ptriznaki
urci diagnézu a nasledné je posle na specializované oddéleni. Timto zplisobem
lékat béhem dne posle pacienta na neurologii nebo na chirurgii ¢i na urologii atd.
Postupné tvori skupiny pacient se stejnymi ptiznaky na zakladé predeslych zku-
Senosti. Matematicky feceno, 1ékar tiidi pacienty na zakladé vlastnosti (pfiznaki)
do skupin za pomoci klasifikaéniho pravidla (utvoreného z predeslych zkuSenosti).
P1i ptichodu kazdého dalsiho pacienta dokaze kvalifikovanéji urcit jeho (skuteé-
nou) diagnézu.

2. Soucasti vyrobnich procesi je kontrola jakosti vyrobkt. Kontrola je prova-
déna v nékolika fazich. Nejprve se provede méfeni kvantitativnich proménnych
(hmotnost, rozméry, tvrdost atd.) na vybérovém souboru vyrobkt. Poté tento
soubor podrobime zatézovym zkouskam, abychom zjistili, které vyrobky obstaly.
K tomu abychom mohli pfedpovédét, zda je nové vyrobeny vyrobek kvalitni ¢i

nikoliv, stac¢i pouze zmérit kvantitativni proménné. Provadime diskriminaci na za-



kladé vlastnosti (naméfenych hodnot) za pomoci klasifika¢niho pravidla (utvo-
feného z predeslych naméfenych hodnot) do jedné skupiny vyrobkt bez vady

a do druhé s vadou.

1.2 Klasifika¢ni pravidlo

Pro lepsi pochopeni konstrukce klasifika¢niho pravidla ztzime tifidéni objekti
do dvou t¥id [2, 6].

Mé¢jme skupinu objektid, kazdy z nich je charakterizovan nahodnym vekto-
rem X = (X1,...,X,)". Ukolem je rozdélit objekty do dvou t¥id 7; a my. Necht
soubor objektid prvni tfidy je populace x-ovych hodnot z 7w a obdobné hod-
noty x druhé tridy tvori populaci my. Pritom predpokladéame, Ze objekt patiici
do my, (resp. my) se Fidi spojitym rozdélenim pravdépodobnosti s hustotou f;(x),
(resp. fa(x)). Oznacme 2 vybérovy prostor objekt, které klasifikujeme. Z toho
logicky vyplyva, ze kazdy objekt x patii bud do t¥idy 7y, nebo do tiidy m,.
P1i tfidéni se ovsem muze stat, ze objekt, ktery ve skutecnosti patii do tridy my,
chybné zaradime do 5. Pfitom ozna¢me R; mnozinu vSech objektt klasifikova-
nych do tridy m;. Mnozina R, obsahuje vSechny objekty zafazené do tiidy ms.
Z cehoz plyne, ze sjednocenim R; a Ry ziskdme mnozinu vsech objektt €2, nebo-li
R1 a R, tvoii rozklad mnoziny Q. Ukolem diskrimina¢ni analyzy je najit optimalni
rozklad.

Zname-li hustoty fi(x) a fa(x), potom pravdépodobnost Spatného zarazeni

objektl patricich do tfidy m; je podminéna pravdépodobnost

P(2]1) = P(X € Ry|m) = /R o fi(x)dx,

nebo naopak muze nastat situace, kdy o objektu patt¥icim do t¥idy 75 rozhodneme,

ze patii do t¥idy m;. Odpovidajici podminéna pravdépodobnost je

P(1)2) = P(X € Ry|mg) = ; fa(x)dx.



Vyse popsanou situaci znazornuje obrazek 1.

P2l = ff1 (x) dx
P(112) = [ £, () dx R,
RI
fi® o
—— X
Ry R,
Classify as 1, Classify as 1,

Obréazek 1: Pravdépodobnosti pii $patné klasifikaci [0]

Necht p; je apriorni pravdépodobnost, ktera rika, Ze objekt pochézi z t¥idy 7y,
P2 pro objekt pochazejici z t¥idy mo. PTi splnéni podminky p; + ps = 1 zavadime
nasledujici podminéné pravdépodobnosti:

P (spravné zatazeny objekt do m) = P(X € Ry|m)P(m) = P(1|1)py,

P (chybné zatazeny objekt do m) = P(X € Ry|ma)P(ms) = P(1|2)p,,

P (spravné zatazeny objekt do mg) = P(X € Ry|ma)P(ms) = P(2(2)p2,

P (chybné zatazeny objekt do my) = P(X € Ry|m)P(m) = P(2|1)p;.

Spatné zafazeni objektfi pro nas predstavuje ztratu. Logicky nulova ztrata
nastane pii bezchybné klasifikaci. Ozna¢me z(1|2) ztratu, kterou dostaneme, kdyz

objekt z tf¥idy 7 klasifikujeme do t¥idy 7, a naopak z(2|1). Potom vztah

L =z(2]1)P(2[1)p1 + 2(1]2) P(1]2)p2 (1)

nazveme stiedni (ocekdvana) hodnota ztraty. Optimdalni rozklad mnoziny ) je
takovy, pro ktery bude (1) minimalni. Tomuto pozadavku odpovida R; jako mno-

zina takovych x, pro ktera plati

700> Gom) (). g

Obdobné pro objekt z mnoziny R, plati

i < () G2) :

8

viz [3], str. 208 - 213.




Z (2) a (3) lze odvodit nasledujici specidlni pfipady:

o jestlize p; = po

o jestlize z(1]2) = 2(2|1)

ix) P2 Chx
s f2(x) = 4! R fox = P1

o jestlize z(1]2) = 2(2|1) a py = p2

fl(x) >1 Rg .

s =

Poznamka 1.1. Lze vytvorit i jind kritéria, na jejichz zdkladé se da zkonstruovat
klasifikacni pravidlo zohlednugici apriorni pravdépodobnosti. Jedno takové krite-
rium pro volbu Ry a Ry wychazi z celkové pravdépodobnosti mylné klasifikace,

kterd je ddna vztahem
Q=p fi(x)dx + po fo(x)dx = p1 P(2|1) + p2 P(1)2). (4)
R2 Rl

MdazZeme vidét, Ze hodnota vztahu (4) je totoind s hodnotou v (1) za predpokladu,
Ze jsou ztraty jednotkové. Navic, jsou-li ztrdty stejné, je minimalizace vztahu (1)

ekvivalentni pravé s minimalizaci (4).

1.3 Diskriminace mezi dvéma skupinami

Nyni se omezime na pripad mnohorozmérného norméalniho rozdéleni v obou
tiidach (skupinach) objektu [0, 8]. Nez pfistoupime k samotné tvorbé diskrimi-
na¢niho pravidla, pfipomernime si definici tohoto rozdéleni [2].

Definice 1.1. Necht je ddn p-slozkovy ciselny vektor p a p X p pozitivné definitni

¢islend matice . Rekneme, Ze p-rozmérny ndhodny vektor X md normdini rozdé-

lend s parametry p a 3, znacime X ~ N,(u,X), jestlize pro libovolny p-slozkovy
9



¢iselny vektor ¢ md ndhodnd velicina ¢' X normdlni rozdéleni s parametry ¢’ p

ac'¥'c, tjc"X~N(c'uc'ETe).

Obecné v ptipadé k skupin, funkce f;(x) pfedstavuje hustotu mnohorozmér-
ného normalniho rozdéleni se znamymi parametry p,, coz znaci stfedni hodnotu,

a varian¢ni matici 3;,7 = 1, ..., k. Tato funkce je dana vztahem

fz-<x>=<27r>-’5|2|-%exp{—§<x—ui>T2—1<x—ui>}, i=L....k (5

V pripadé€, ze je populace rozdélena do dvou skupin, budeme uvazovat pouze
funkce fi(x) a fa(x) se stfednimi hodnotami p,, p, a varianénimi maticemi
31, 2s. V nasledujicich podkapitolach se budeme vénovat specialnim pripadtm,
kdy se varian¢ni matice mohou a nemusi rovnat.

K ovétfeni shodnosti varian¢nich matic, na zdkladé informace z nahodnych
vybért z obou rozdéleni, pouzijeme Boxiiv test. Testujeme hypotézu o stejnych
varian¢nich maticich oproti alternativni hypotéze, ze aspon jedna matice je od-
lisna. K dispozici jsou vybéry o rozsazich n; s vybérovymi varianénimi maticemi
S; = ﬁ Z;L;l(xij —X%;)(xi;j — %), kde X; znad¢i vybérovy pramér i-tého vybéru

(podrobnéji v kapitole 1.4). Za pomoci testovaci statistiky

k ni—1
a = i S (6)
S|

a veli¢iny V' = —(1 — ¢1) In M, kterd mé za platnosti nulové hypotézy piiblizné
X2 rozdéleni o p(p+1)(K —1)/2 stupnich volnosti, rozhodneme o platnosti nulové
hypotézy. Tu na hladiné o zamitame ve prospéch alternativy, pokud hodnota

veli¢iny V' pfekroci prislusny a-kvantil. Pfitom

& 21‘11 Si(n; — 1) 2% +3p—1 b 1 1
S — 2 ) cp = _ . (7)
n—k 6p+1)(k—-1)\=Zmn—-1 n—k

Boxova statistika je vhodna pro pocet skupin mensi nez 5 a pro vybérové soubory
majici aspon 20 objektt.

10



1.3.1 Linearni diskriminaéni analyza (LDA)

O linearni diskriminac¢ni analjze hovofime v situaci, kdy se populace déli
do dvou ti{d, m; nebo 7, a ndhodny vektor X = (X, ..., X,,)" mé vicerozmérné
normalni rozdéleni se stfednimi hodnotami g, py a shodnymi varianénimi mati-
cemi X, tedy plati 3 = 3; = 3,. Funkce hustoty je stejna jako v (5) s uvedenym
rozdilem ¢ = 1, 2.

Jestlize zndme parametry p,, py a X, pak podle (2) nejmensi stfedni hodnota

ztraty pri zatazeni objektd do prvni skupiny nastane, jestlize

Ry :eXP{—%(x—ul)TE‘1<x—u1)+%(X—uz)TE‘l(x—w)} > (z(1|2)) (pz) .

=211)) \m

(8)
Pti zafazeni do druhé skupiny hovoiime o nejmensi stiedni hodnoté ztraty podle

(3), pokud

=(211)) \n

9)

Nerovnosti (8) a (9) lze povazovat za klasifika¢ni pravidlo. Tvrzeni vychazi z nésle-

Ry exp {—%(X-M)TE_I(X—MH%(X—uz)TE_I(X—uz)} <(Za3) ().

dujici véty.

Véta 1.1. Necht m; a my jsou populace, které maji normdlni rozdélent se stejnymi
variancnimi maticemi 3. Pak klasifikacni pravidlo minimalizujici ocekdvanou
hodnotu ztrdaty, tzv. linedrni diskriminacni funkce, zni:

Nové pozorovdni (objekt xo) zatadime do tridy m, kdyz

(g — ) ' T 1% — %(Iﬁ — po) =7 (g + py) > In (igﬁ; ZP;_?) 5 (10)

jginak klasifikujeme do tridy mo.

Dukaz: [0], str. 93.

11



Vétsinou parametry pt,, p, a 3 nejsou zadany, tudiz musime pracovat s jejich
odhady. Vypocet vychazi z ndhodnych vektori X = (Xi,...,X,)". Jestlize je
v tfidé m; pfitomno n; méfeni a v tfidé my je k dispozici vybér o rozsahu ns,

ve vysledku pracujeme s ¢iselnymi maticemi typu ny X p a ny X p,

T T
X11 X91
X/ X3
X, = . Xy =
T T
X1n1 X2n2

Za odhady stfedni hodnoty p,; a variancni matice 3;, ¢ = 1, 2, povazujeme vybé-

rovy prameér a vybérovou varian¢ni matici,

1 & 1
X =—» xi, Si= D (xay = #1)(xay — 31) T
ni — ny — 1 1
J J
_ 1 & —N\T
Xo = n—2 lezj’ SQ - Ny — 1 Zl X2j - .1'2 X2j - $2) . (11)
]:

Nyni je ovSem uvaZzovan piipad, kdy se varianéni matice rovnaji (X = X; = X,),

tudiz provedeme spolu s S; a Sy odhad spolecné vybérové varianéni matice,

= (o) (@ rm) s 0

Jelikoz uz zndme odhady, mtzeme linedrni diskriminacni funkci zjednodusit.

Za predpokladu shodnosti ztrat (plynoucich z chybného zafazeni) a rovnosti

z2(1]2) _ - . .
z(2|1)§_i> = 1, dostavame pravidlo pro zara-

apriornich pravdépodobnosti, t;j. (

zeni objektu x¢y do mnoziny R; jako
o oTe-1 Lo \Taoio o
(X1 —X%2)'S _§(X1_X2> ST (X1 +X2) >1Inl

a tedy
1
()_Cl — )_CQ)TXO Z 5()_(1 — }—(2)Tsfl()—(1 + )_(2), (13)
jinak dle (10) zafadime pozorovany objekt do mnoziny Rj.

12



1.3.2 Kvadraticka diskriminaéni analyza (QDA)

Jak jiz bylo zminéno na zacatku kapitoly o diskriminacni analyze, mize
nastat pripad, kdy u dvou vicerozmérnych normalnich rozdéleni nejsou varianc¢ni
matice shodné, tj. ¥; # ¥,. I v tomto ptipadé je klasifika¢ni pravidlo postaveno
na poméru hustot f;(x)/f2(x), jako tomu bylo u linearni diskrimina¢ni analyzy.

Aby tvorba diskrimina¢niho pravidla byla snazsi, je podil zlogaritmovan

m(%%ﬁ:ﬂnGiﬁﬁ)—gx—mfsz—un+;x—wfz;@—u»

1 by 1 _ _ _ _
= () Lemn st (ul st -l

> =) 2

1

Q(MTEIIM — py 35 wy).

Nejmensi stfedni hodnota ztraty zptisobend pri Spatném zarazeni objekti

do tfidy 7, nastane podle (2), jestlize

1 - _ ~ _ z(1|2) p
Rz —ox (B0 = 20)x+ (0 2y —pp By )x —k > In (Z(2|1)p_j . (14)
a pro zafazeni do t¥idy m, podle (3)
1 - ~ _ _ z(1)2) p
Ry: —ox! (21 =B )x + (B0 = By )x —k <In (z(2|1)p_j . (15)

kde k= $In ([32) + Ll =y — 3pd B3 ey
Rovnice (14) a (15) lze povazovat za klasifikaéni pravidlo, tvrzeni vychézi z na-

sledujici véty.

Véta 1.2. Necht 7 a 7 jsou populace, které maji normdlni rozdéleni se stred-
nimi hodnotami py, He a riznymi variancnimi maticemi 3y # Xo. Pak klasifi-
kacni pravidlo minimalizujici ocekdvanou hodnotu ztrdaty, tzn. kvadraticka diskri-
minacni funkce, zni:

Nové prichozi objekt xo (pozorovani) zaradime do tridy my, kdyZ

L —1 Ty—1 Ty—1 2(112) p
— o —X ST — o, X —k>1 =.
2X0 (3 1 )Xo+ (pg 3 My 357 )X <= n 22[1) ;y

13



Jinak xq pritadime do .

Klasifika¢ni pravidlo je kvadratické funkce proménné x, proto se hovoii o kvadra-
tické diskrimina¢ni analyze. Za neznamé parametry se dosadi jejich odhady (viz ka-

pitola 1.3.1).

V praxi je kvadraticka diskriminac¢ni funkce potiebné, jsou-li varian¢ni matice
vyrazné odlisné a rozsahy vybért velké. Nevyhodou tohoto postupu je nutnost
(alespont pfiblizného) splnéni predpokladu normality. Jestlize vybéry jsou o ma-
Iych rozsazich a rozdily mezi varian¢nimi maticemi nejsou signifikantni, pouziva

se linearni diskriminacni funkce.

1.4 Diskriminace mezi vice skupinami

V praxi se casto setkavame s diskriminaci mezi vice skupinami, coz je potfeba
zohlednit pfi tvorbé klasifika¢niho pravidla [2, 6].

Proto je tato kapitola vénovana zobecnéni pravidel pro diskriminaci mezi
dvéma skupinami. Budeme uvazovat k pocet skupin (k > 2), do nichZ chceme za-
fadit pozorované objekty. Kazda tfida je charakterizovana normalnim rozdélenim

s hustotou
P 1 ]_
fl(X) = (27T)_§|2‘_§ exp{ - E(X - /’l’i)TE_l(X - Hz)}? 1= 17 . ‘7k7

se stfedni hodnotou p, a varianéni matici 33;. Obdobné jako pfi klasifikaci do dvou

skupin mohou nastat ptripady, kdy se varian¢ni matice rovnaji, nebo nerovnaji.

Linedrni diskriminacni pravidlo pro i-tou tiidu je
L Ty—1 | .
d;(x) =p; X x—§y,i§] ©, +Inp;, 1=1,... k. (16)

Za p; dosadime piislusny odhad X; (vybérovy primér) a variancni matici odhad-

neme pomoci spole¢né vybérové variancni matice S,

R
Xi = — E Xijs
n; <
J=1
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1 &

Sl‘ = Z(Xij — )Zi)(xij — Xi)T.

J=1

Pozorovany objekt zafadime do t¥idy m;, jestlize df(x) je nejvétsi z hodnot

df(x),...,dY(x).

Pravidlo pro kvadratickou diskriminacni analyzu definujeme jako
di (%) = =g In|%| = S(x =) B (x — ) +lnpi,  i=1,...,9. (17)

Opét je potreba neznamé hodnoty nahradit jejich odhady. Princip zarazeni zkou-

maného objektu je stejny jako u linearni diskriminac¢ni analyzy.

1.5 Vyhodnoceni spravnosti diskriminace

Soucasti kazdé analyzy je jeji vyhodnoceni, v némz je potieba zpétné
zkontrolovat vysledky. Jedna se predevsim o posouzeni spravnosti zvolené me-
tody ¢i nastroji, chceme-li pravidel. U diskriminac¢ni analyzy posuzujeme kvalitu
klasifikace objektt do tiid. Moznosti, jak posoudit kvalitu diskriminace, je mnoho.
V této kapitole je zminéna pouze kiizova kontrola spravnosti (,,jackknife* me-
toda) [0, 10], ktera se v praxi vyuziva asi nejcastéji. Pro jednoduchost budeme
uvazovat tfidéni do dvou skupin.

Vyhodnocenti je zaloZeno na sestaveni tabulky (viz tabulka 1), ktera se sklada
z puvodniho umisténi objektii a umisténi provedeného pomoci diskriminace.
Na vedlejsi diagonale je pocet chybné zarazenych objektti. Pravdépodobnost
chybného umisténi pak predstavuje podil chybné zatazenych objekt a celkového

po¢tu pozorovanych (klasifikovanych) objekti. Vysledek lze uvést i v procentech.
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puvodni zafazeni
zar. diskriminaci 1 2
1 ha h1a
2 haq haa

Tabulka 1: K#iZzova tabulka

Pravdépodobnost Spatného umisténi objekti je

hia 4 hoy
hi1 + hia + hat + hag

(18)

Pro pochopeni je situace rozebrana podrobnéji. Metoda spociva v postupném
vynechavani vzdy jednoho objektu a jeho zatazeni do tiidy dle ptislusného klasi-
fika¢niho pravidla. Ozna¢me pivodni pocet objektt zafazenych do t¥idy m; jako
ny (resp. ny pro t¥idu my). Za¢ind se vynechanim objektu zafazeného do t¥idy
a nasledné se vytvori klasifikac¢ni funkce pro n; — 1 a ny objekt. Vynechany ob-
jekt zarfadime do t¥idy za pomoci nové vytvoreného klasifika¢niho pravidla. Takto
opakujeme dokud nevynechame postupné vsechny objekty z t¥id 71 a mo. Oznacme
ha1 pocet Spatné zatazenych objekti, které pochazely z tiidy m; (resp. his).

Pravdépodobnost Spatného zarazeni je opravdu

hia + hoy _ hia + ha
ny + %) h11 -+ h12 + h21 -+ thI

Kvili vypocetni naroc¢nosti neni vhodné tuto metodu pouzit pro velké pocty

objektt ve vybérech.
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2 Kompozi¢ni data

Kompozi¢ni data (kompozice) jsou vicerozmérna data predstavujici relativni
podily na celku. Za zakladatele prvniho systematického pristupu ke statistické
analyze kompozi¢nich dat (tzv. logratio analyzy) je povazovan J. Aitchison, ktery
pro tato data navrhl geometrii, dnes znamou jako Aitchisonovu geometrii. Je-
jich vlastnostem odpovidé specialni vybérovy prostor (simplex) a nasledné i spe-
ciadlni néastroje pro jejich statistickou analyzu (logratio transformace). Kompo-
zi¢ni data maji velké zastoupeni v prirodnich védach, prikladem jsou koncent-
race chemickych prvkit nameérenych v horniné, nebo ve spolecenskych védach,
napf. mésiéni vydaje domécnosti na rizné komodity (bydleni, stravovani, kul-
tura apod.) [9, 11, 12].

Aby byl 1épe pochopitelny rozdil mezi standardnimi a kompozi¢nimi daty,
uvedu podrobnéjsi ptriklad. Predstavme si situaci, kdy délnik na stavbé pobira
prumeérny meésicni plat 20 000 korun a manazer vysoce konkurenc¢né schopného
podniku vydélava priamérné 40 000 korun za mésic. Oba panové maji sjedna-
nou hypotéku a mési¢ni splatka je nastavena na 8 000 korun (absolutni hodnota
splatky). Castka je pro oba stejnd, ale pro kazdého predstavuje jinou (relativni)
Cast platu. Délnik mésicné zaplati 40 % ze svého vydélku, ale manaZer pouze
20 % (kompoziéni data). Zalezi, z jakého tihlu se na splatku divame, zda-li jako

na absolutni hodnoty ¢i jako na vydajovy podil z celkového prijmu.

2.1 Vlastnosti kompozic¢nich dat

Zékladni vlastnosti plynou jiz z definice kompozi¢nich dat, ktera tika, ze tato
data nesou pouze relativni informaci, nikoli absolutni, jak je tomu u standardnich

mnohorozmérnych dat.

Definice 2.1. Sloupcovy vektor x = (z1,72,...,2p)"

se nazyva D-sloZkovd kom-
pozice, jestlize jsou vsechny jeho slozky kladnd redlnd ¢isla a nesou pouze relativni

informaci.

Relativni informace je dana tim, Ze data reprezentuji casti celku. Z cehoz
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vyplyva, ze mezi slozkami existuje urcity vztah, pokud se hodnota jedné slozky
zvétsi, druhd se musi automaticky zmensit. Dalsi vlastnosti plynou z jejich vy-
bérového prostoru a z Aitchisonovy geometrie, navrzené pro operace s témito

daty.

2.2 Vybérovy prostor a Aitchisonova geometrie

Nez se zacne pracovat s daty, je potieba si uvédomit, jaky je jejich vybérovy
prostor. Pro vétsinu dat je to redlny prostor s euklidovskou geometrii, proto jsou
statistické metody témeér vyhradné zkonstruovany pro tento typ dat. Naproti
tomu kompozi¢ni data lze vzdy reprezentovat v omezeném prostoru, ve kterém
jednotlivé slozky kompozice nabyvaji hodnot od 0 do 100, nebo do libovolné

zvolené konstanty x. Omezenym prostorem méame na mysli simplex.

Definice 2.2. Vybérovy prostor kompozicnich dat je simplex, definovany jako

D
SP = {x = (x1,29,...,2p) |2; > 0,i = 1,2,...,D;Zx,~ = Kk}
i=1
Simplex S? je ziejmé podmnozina R”, D > 2. Pro D = 2 tvoii simplex tisecku
a pro D = 3 je vybérovym prostorem trojuhelnik. VysSe uvedena definice charak-
terizuje vybérovy prostor dat s konstantnim souctem k, tj. soucet vSech slozek
kompozice nam musi dat presné zvolenou konstantu . Ve skutecnosti se bézné
stava, ze tento pozadavek neni splnén. Pro reprezentaci kompozice se ve vyse
uvedeném tvaru pouziva operace uzavéer, ktera nam prevede ptuvodni kompozi¢ni
vektor s pozitivnimi slozkami na takovy, ve kterém soucet vsech slozek bude roven

zvolené konstanté.

Definice 2.3. Pro libovolny D slozkovy kladny vektor x = (x1, 29, ..., 2p)" € RP

je uzdvér kompozice x definovdn jako




Standardni euklidovska geometrie, ve které pri statistické analyze bézné pra-
cujeme, bohuzel neni vhodna pro kompozi¢ni data. Proto je potfeba zavést jinou
geometrii, tj. Aitchisonovu geometrii, s takovymi operacemi, aby poskytovaly
smysluplné informace o kompozicich podobné jako v uvedeném euklidovském
prostoru. Mezi zékladni operace patii perturbace a mocninna transformace (vse

ve spojeni s uzavérem).
Definice 2.4. Perturbace kompozice x € SP kompoziciy € SP je kompozice

X @y = C(z1y1, T2y, - . - 7$D,?JD)T-

Definice 2.5. Mocninnd transformace kompozice x € SP konstantou o € R je
ddana jako

aOx=C,1y,...,05)".
Skalarni soucin umoznuje umocnit jednotlivé slozky kompozice konstantou.

Spole¢né se zavedenim operaci perturbace a mocninné transformace lze za-
definovat dalsi zakladni operace, jimiz jsou skalarni soucin, norma a vzdalenost

mezi kompozicemi.
Definice 2.6. Skaldrni soucin dvou kompozic x,y € SP je ddn vztahem
1 & i Yi
=55 2= Zlﬂ ="
=1 j=1

Definice 2.7. Norma x € SP je definovdna jako

Il = wzz() = (%, %)a

i=1 j=1

Definice 2.8. Vzddlenosti mezi kompozicemi X, y € Sp nazveme

1 D D T n 2
hxy) = [xo¥l = 552> (w2 -m )
; J

kdexoy=xd((-10Yy).
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Uspotfadana trojice simplexu, perturbace, mocninné transformace spolu se
skalarnim soucinem tvori linearni euklidovsky vektorovy prostor.

Dukaz: [12], str. 12.

2.3 Logratio transformace a vztahy mezi nimi

Hlavnim cilem navrzeni Aitchisonovy geometrie na simplexu bylo zadefino-
vani nastroju potfebnych ke statistické analyze kompozi¢nich dat. V tomto pfi-
padé se za nastroje povazuji transformace, které prevedou kompozici ze simplexu
do reédlného euklidovského prostoru [9, 11, 12].

Aby bylo mozno pouZit bézné statistické metody (napt. korela¢ni analyzu, dis-
krimina¢ni analyzu nebo regresni metody) pro analyzu kompozic, navrhl J. Ait-
chison v knize [1] aditivni logratio (alr) a centrovanou logratio (clr) transformaci.
OvSem alr transformace nezachovava vzdalenosti (neni izometrickd), na proti
tomu clr transformace je izometricka, ale vede k singularni varianc¢ni matici.
Tyto vlastnosti vedly v [1] k zavedni izometrické logratio (ilr) transformace.
Zékladni tivahou pfi tvorbé ilr trasformace bylo zvolit vhodnou bazi na simplexu
(vzhledem k Aitchisonové geometrii) a vyjadfit kompozici vzhledem k zvolené
bazi. Nutnosti této baze je ortonormalita, ktera je zdkladem pro izomorfismus
mezi Aitchisonovou geometrii na simplexu a euklidovskou geometrii v redlném
prostoru. Vysledkem ilr transformace je realny vektor, jehoz slozky jsou soutad-
nice vzhledem k (néjaké vhodné zvolené) ortonormélni bazi.

Podivejme se na jednotlivé logratio transformace podrobnéji. Pouzitim
alr transformace pro D-slozkovou kompozici x = (z1,...,2p) ze simplexu S”

obdrzime (D — 1)-rozmérny realny vektor

-
y = (y1,... ,yD_l)T = alr(x) = (ln 2l , T2 e mD_l)
Tp ITp TD

Tato transformace vSak neni izometricka, tudiz nezachovava vzdalenosti. Z téchto

divodt byla navrzena clr transformace.
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Zobrazenim D-slozkové kompozice z S” do realného prostoru pomoci clr trans-

formace dostavame D-rozmérny vektor

T
X X2 =’ED—1)
)

w = (wy,...,wp)" = clr(x) = <ln 7 g(x)

kde g(x) = (Hi’;l xz> e je geometricky priamér slozek kompozice. Clr trans-
formace je izometricka, ale vede k singularni varianc¢ni matici, tj. k nulovému
determinantu, ktery by mohl byt béhem nasledného statistického zpracovani dat
problematicky. Dale je potfeba poznamenat, zZe vSechny clr transformovana data
lezi na nadroviné w; + --- +wp = 0.

Vsechny vlastnosti, které jsou potiebné pro statistické zpracovani kompozic-
nich dat, spliuje ilr transformace a je definovana pro vybranou ortonormalni bazi
jako

) i H;:1 L

T . .
= (2. zp) =il = i=1...D—1
z=(z1,...,2p_1) ilr(x), z T n . i

Mezi vyse uvedenymi logratio transformacemi existuji linearni vztahy [7],

které lze vyjadrit jako
z = Uw, y = Cz, y = Fw,

kde U, F jsou matice typu (D — 1) x D s plnou fadkovou hodnosti a navic
UU' = I,_4, z &eho? vyplyva, ze matice C = FU' je regularni, fadu D — 1,
tudiz mtzeme uvazovat inverzni matici. Konkrétné radky matice U tvori vektory
ortogonalni béze nadroviny w; +wo+---+wp =0aF =[Ip_1, —Ip 4], kde Ip 4
znaci (D — 1)-rozmérny vektor jednicek.

Nésledné dostaneme téz
w="U'z, z=C"ly, w=FTy,

kde F* je Moore-Penroseova pseudoinverzni matice k F, tj. matice spliiujici pod-
minky
FF'F =F, F'FF" =F", (FF")' = FF", (F'F)" = F'F.
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Navic rtzné ilr transformace (vzniklé odlisSnou volbou ortonormalni béaze
na simplexu) jsou vzajemné ortogonalni, tedy pro z a z* jako vysledky (rtiznych)
ilr  transformaci téze kompozice x existuje ortogondlni matice P
fadu D — 1 (PP" = P'P = Ip_,) takova, Ze z* = Pz. Vzhledem k tomu,
ze prave alr a ilr transformace se pfi vypoctech vyskytuji nejcastéji, budeme se
jim vénovat i v dalsi kapitole v kontextu diskriminac¢ni analyzy pro kompozic¢ni

data.
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3 Diskriminacni analyza pro kompozi¢ni data

V nasledujicich vétach se vysetiuje, jak se budou chovat diskriminac¢ni funkce

pfi riznych transformacich (alr, ilr) kompozi¢nich dat [7].

Véta 3.1. Hodnoty linedrniho diskriminacniho pravidla se neméni pri alr nebo
ilr transformaci dané kompozice (sledovaného objektu). To znamend, Ze nezdleZi,

jakou transformaci pouZijeme pro vyjadreni kompozice v redlném prostoru.

Dtikaz: Uvazujme dvé kompozice u a v, které vznikly ilr nebo alr transformaci
kompozice x. Pak existuje regularni matice A fadu D — 1 takova, ze v = Au.

Pouzitim klasifika¢niho vztahu pro LDA podle (16) dostdvame

1
di(v) = (Ap) (AZAT) " Au— S (Ap,) (AZA ) Ap,; + Inp; =
=, ATAT) IS TA T Au - %uiTAT(AT)‘lz‘lA‘lAui +1Inp; =

1
_y’z—'rz_ll‘l’i + lnpl = dzL(u)7 I = 17 ) k7

— .Y u—
l’l’l u 2

kde bylo vyuzito toho, Ze parametry normalniho rozdéleni vektoru v jsou rovny
Ap, a ASAT
O

Véta 3.2. Kvadratické diskriminacni pravidlo je neménné vzhledem k ilr trans-

formaci. Neménnost klasifikace je dosaZena i pri pouZziti alr transformace.

Dukaz: Tvrzeni dokdzeme obdobnym zptisobem jako u LDA podle (17); opét
jsou uvazovany vektory u a v, které vznikly ilr nebo alr transformaci kompozice

X, tj. v. = Au, kde A je regularni matice fadu D — 1. Potom tvrzeni véty je
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dokazano s vyuzitim vlastnosti determinantu,
1 1
d9(v) = —5 In[det (AZ;AT)] — 5 (Au— Ap) " (AZ AT HAu— Ap,) +Inp; =
1 1
=5 In[det(A) det(X;) det(AT)] — 5(u —p)TAT AT TTAT A (u - )

1 1 1
+Inp;, = =0 In[det (3;)] — 5 In[det (A?)] — 5(11 — ) 7 (u— ;) +np; =

(2

1
= d%(u) — 5 In[det (A2)], i=1,... k.

Je ztejmé, ze hodnoty klasifika¢niho pravidla obecné nebudou stejné, tudiz je
nutno uvazovat nad tim, z jakych transformaci vznikly vektory u a v. Jestlize
vektory vznikly uzitim dvou riznych ilr transformaci, pak matice A je ortogo-
nalni a det (A) = +1, ze vztahu det (A?) = det (A) det (A) = 1 plyne, Ze hodnota
klasifikac¢niho kritéria ztistane zachovana. Pii pouziti ilr a alr transformace plati
mezi vektory linearni vztah s matici A = FU' (viz kapitola 2.3), jejiz deter-
minant je rizny od +1. Vzhledem k tomu, Ze vyraz 3 In[det (A?)] neobsahuje
index 7, se vysledek klasifikace jako takové nezméni.

OJ

Pti naslednych vypoctech ve ¢tvrté kapitole je mozné se diky vyse uvedenym
vétam omezit na uziti libovolné ilr transformace se zarukou invariantnich vysledki

klasifikace.
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4 Prakticky priklad

V této kapitole se budu zabyvat praktickou interpretaci diskriminac¢ni analyzy
pro kompozi¢ni data. Jelikoz jsem ptisobila v oblasti finan¢niho poradenstvi a set-
kavala se s udaji o vydajich svych klienti, maj zameér byl propojit tuto oblast
s kompozi¢nimi daty. Proto jsem si zvolila vlastni piiklad, ve kterém zkoumam
strukturu mési¢nich vydaji muzi a zen v Ceské republice na vybrané komodity.

Kazdy ob¢an Ceské republiky ma4 jinou strukturu vydajfi, coz je dano jednak
vékem, zajmy ale také pohlavim. Jestlize zohlednime podily jednotlivych vydaji
na celkovych vydajich, konkrétné, zajima-li nas pouze relativni informace obsa-
zena v datech, budeme pracovat s kompozi¢nim datovym souborem.

Pomoci aplikace Google Docs byl vytvoren dotaznik (viz obrazek 2), ktery
byl nasledné rozeslan emailem a umistén na socialni siti Facebook. Dotazovani
odpovidali na 10 otazek. Prvni dvé mély obecny charakter, zbyvajici byly zamé-
feny na meésicni vydaje. Vydaje byly clenény podle charakteru, a to na vydaje
spojené s bydlenim, se stravou, s komunikaci, s kulturnim a sportovnim zivo-
tem, se zdravotni péci, s oSacenim, s dopravou, ale i se spofenim. Dotazovani
méli za kol uvadét hodnoty v fadech stokorun. Vyplnéna data byla automaticky
zapisovana do tabulky. Néktera data méla nulové hodnoty. Jelikoz metodika zpra-
covani kompozic s nulovymi slozkami presahuje rozsah a zaméreni této prace, byl
pocet dotazovanych redukovan na 66 (viz pfiloha 1), z ¢ehoz 27 bylo muzského
pohlavi (ozna¢me ,m“) a 39 zenského (ozna¢me ,z“). Pravé dle pohlavi bude
provadéna nasledna klasifikace. Diskriminacni pravidlo bylo tvofeno na 30 Ze-
nach a 20 muzich (,tréningova“ data), od nichz byla data obdrzena v prvni fazi
méreni, a klasifikace byla nasledné provedena na zbyvajicich objektech.

Veskeré vypocty jsou realizovany pomoci statistického softwaru R, ktery je
volné dostupny na internetovych strankach www.r-project.com. Dalsi vyhodou
softwaru je jednoduchost i velké mnozstvi knihoven, napiiklad knihovna com-
positions, ktera byla vyuzita pro tuto praci. Pro jeho vyhodné vlastnosti je R

velmi rozsiteny predevsim mezi mladsi generaci statistik.
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‘%truktura mési¢nich vydaji muzi a zen v
R
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Obrézek 2: Dotaznik
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Postup zadavani ptikazi s vysledky je uveden v priloze 3. Veskeré vysledné
hodnoty jsou zaokrouhleny na 4 desetinnd mista pouzitim piikazu
round (object, digits).

Nez pristoupime k samotné diskriminacni analyze je nezbytné, abychom namé-
fené osmislozkové kompozice prevedli na data obsahujici relativni informaci. Po-
uzitim nasledujiciho ptikazu, nacteme knihovnu, ktera umoznuje pracovat s kom-

pozi¢nimi daty.
> library(compositions)

Data nacitame z textového souboru jednotlivé pro zeny a pro muze. Pfi transfor-
maci postupujeme stejnym zptisobem. Data byla pfevedena pomoci ilr transfor-
mace na sedmislozkova pozorovani (viz pfiloha 2).

Jelikoz byla teoretické cast vénovana pouze diskriminacni analyze za predpo-
kladu normalniho mnohorozmérného rozdéleni uvazovanych skupin, je potieba
overit normalitu datového souboru muzi a Zen. Pro ovéfeni normality byl pouzit
Anderson-Darlingtiv test [5, 12]. PouZitim funkce adtest z knihovny robComposi-

tions (viz ptiloha 3)

> adtest(vydajez, R = 1000, locscatt = "standard")
A-D radius test

data:

= 1.1323, p-value = 0.067

> adtest(vydajem, R = 1000, locscatt = "standard")
A-D radius test

data:

= 0.4219, p-value = 0.684

jsme na hladiné 0,05 nezamitli nulovou hypotézu o normalité datového souboru
Zen i muzd.
Nyni lze pristoupit k rozhodnuti, zda pouzit linearni nebo kvadratickou diskri-

minac¢ni analyzu, které je zavislé na vysledku Boxova testu. Ovéfeni je provadéno
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na tréningovém souboru dat. Podle (6), (7) testujeme hypotézu o shodnosti vari-
an¢nich matic. Determinant vybérové varian¢ni matice skupiny zen |S,| = 0,0002,
pro skupinu muzu |S,,| = 0,0015 a determinant spole¢né vybérové varian¢ni ma-

tice S = 0,0011. Testovaci statistika M = 8,1584 - 10712 a veli¢ina
V = 49,3202,

jejiz hodnota neprekracuje kvantil vg 95(36) = 51,00. Tudiz na hladiné 0,05 nelze
zamitnout hypotézu o shodé varianc¢nich matic, proto lze pro klasifikaci pouzit

linearni diskriminac¢ni analyzu.

4.1 LDA

Po zadani nize uvedeného piikazu, byla na tyto objekty

> vydaje[-train,8 ]
[1] zzzzzzzzznmmmmmnn

Levels: z m
aplikovana linearni diskriminac¢ni analyza:

> #lda
> z <- 1da(Sp ~ ., vydaje, subset = train)
> predict(z, vydaje[-train, ])$class

(1] zzzzmzmzmmmmmn zmmn

Levels: z m.

Z vyse uvedeného vysledku tiidéni vyplyva, ze 6 zen a 6 muzt bylo klasifi-
kovano spravné, tfi zeny byly zarazeny jako muz a jenom jeden muz do skupiny

Zen. Apriorni pravdépodobnost pro skupinu Zen je 0,6 a pro skupinu muzu 0,4.

28



Odhady stfednich hodnot pro jednotlivé skupiny dostaneme jako

—0,3517 —0,0978
—1,4065 —1,1617
—0,7542 —0,3240
%, = | -13697 |, x.=|—20068
—0,2364 —0,5476
0,0076 —0,0984
—0,5825 0,2199

Nové prichozi ilr transformovanou kompozici vydaji Zeny nebo muze, tj. X,
zafadime do tiidy m; (Zen), jestlize hodnota dX(xg) > d% (x), podle vibérového

tvaru (16)

—0,1975 3,1592
~7,8715 —0,5380
—1,2118 0,9644

dX(xo) = | —4,1906 | x xo — 8,6226,  d%(x¢) = | —7,7154 | x x — 7,7266.
—0,5641 —3,3956
—0,5716 —2,5418
—0,5896 —1,4127

Pro ilustraci uvazujme pozorovany objekt, v tomto pfipadé Zenu s ID1, jejiz
struktura vydaju je charakterizovdana ndhodnym vektorem xo = (2800, 2000,
600, 1600, 300, 600, 1000, 300) . Po provedeni ilr transformace pomoci ptislusné
funkce knihovny compositions obdrzime soufadnice xo = (—0,2379, —1,1204,
0,0572, —1,4530, —0,5536, 0,0051, —1,1218) ". Pfedstavme si, ze bychom nevédéli
o pohlavi pozorovaného objektu. Na zakladé diskriminac¢niho pravidla jsme schop-
ni fici, zda je pozorovana osoba muz nebo Zena. Za pomoci vyse uvedenych pra-
videl

dh(xo) = 7,2340,  d%(xo) = 6,8414,
urc¢ime pozorovanou osobu Zenou, protoze plati d(xq) > dx (xo).

Kapitola 1.5 byla vénovana zjisténi kvality klasifikace. Kontrola spravnosti
byla provedena pouze na tréningovych datech. Vysledky vyhodnoceni jsou uve-

deny v néasledujici tabulce.
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puv. zarazeni
zaf.diskriminaci Z m
Z 27 7
m 3 13

Prislusné vypocty byly provedeny ve statistickém softwaru. Piikazy jsou opét
uvedeny v pfiloze 3. Vysledna diskriminace pfi postupném vypousténi objekti ze

skupiny zZen je posloupnost

Z zZzZZMMZ2ZZZMWMZZ2ZZZ2Z2Z2ZZZZZZZZZZZ2Z

Levels: z m
a muzu

mmmm?=zmMm2zZzm2zZmMzMmhzZzmmmma:2Z2Zn

Levels: z m.

Spatné zafazenych Zen je 7 a chybné klasifikovani muzi jsou tii, z ¢ehoz vyplyva

pravdépodobnost chybného zatrazeni podle (18)

T+3

0,2.
a0 ’

Pro nizkou hodnotu pravdépodobnosti chybného zatazeni je ziejmé v tomto pri-

padeé linearni diskriminac¢ni analyza odpovidajicim klasifika¢nim néastrojem.

4.2 QDA

I kdyz jsme na zacatku kapitoly pomoci Boxova testu zjistili, Ze nelze zamit-
nout hypotézu o rovnosti varian¢nich matic. Protoze hodnota testovaci statistiky
byla velmi blizka prislusnému kvantilu, byla pro zajimavost na stejném datovém
souboru provedena i kvadraticka diskriminac¢ni analyza.

Za pomoci prikazu

> #qda
> v <- qda(Sp ~ ., vydaje, subset = train)

> predict(v, vydajel[-train, ])$class

30



[1] zzzzzzmzmmmzmzmmn

Levels: z m

bylo zjisténo, ze dvé Zeny byly klasifikovany jako muz a dva muzi jako Zena.

Na prvni pohled se zda, ze kvadraticka diskriminace byla stejné uspésna jako
linearni diskriminace. Pro potvrzeni takového zavéru je potieba posoudit i¢innost
zvolené metody pomoci pravdépodobnosti chybného zarazeni. Prislusné vypocty
byly provedeny ve statistickém softwaru (viz ptiloha 3). Metodou postupného

vypousténi bylo 30 Zen klasifikovano nasledovné

Z zZzZZMWMMZZZZ2Z2ZZZZ2Z2Z2Z2ZZZ2ZMZ2ZZ2ZN2Z2Z

Levels: z m
a 20 muzu

mmm?zmm?zZm?=2zZm2z2zZZZnmmazZ2Zmnm

Levels: z m.
Pravdépodobnost Spatného zatrazeni podle (18) je

4+9

= 0,26
50 ’ )

jestlize jsme vyse zjistili, Ze 4 Zeny byly klasifikovany jako muz a 9 muzi bylo
zatazeno do skupiny Zen.

Jak je zrejmé z provedeného porovnani klasifikace na strukturu mési¢nich
vydaji muzid a zen, je lepsi aplikovat linearni diskriminac¢ni analyzu, jelikoz
pravdépodobnost chybného zarazeni je v porovnani s pravdépodobnosti chyb-

ného zarazeni pii pouziti kvadratické diskriminac¢ni analyzy mensi.
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ZAavér

V prvni poloviné teoretické ¢asti prace jsem shrnula poznatky tykajici se dis-
kriminac¢ni analyzy. Nejprve jsem se zabyvala diskriminaci mezi dvéma skupinami
a poté jejimu zobecnéni. Za dilezité jsem povazovala i popis vyhodnoceni sprav-
nosti diskriminace. Druhou polovinu teoretické casti jsem vénovala zakladnim
pojmim z oblasti kompozi¢nich dat a popsala nastroje vedouci ke statistickému
zpracovani uvedenych dat nesoucich pouze relativni informaci. Mezi témito na-
stroji (logratio transformacemi) existuji linearni vztahy, které umoziiuji aplikaci
diskrimina¢ni analyzy na kompozi¢ni data. Specialné lze v tomto ohledu doporu-
¢it ilr transformaci kompozic.

V praktické casti jsem se zabyvala aplikaci uvedenych postupil na vydaje
muzii a Zen v CR. Hodnoty byly ziskdny na zakladé vyplnénych dotaznikt. Bylo
demonstrovano, ze linearni diskrimina¢ni analyza funguje na datovych soubo-
rech majicich stejné variancni matice v jednotlivych skupinach. Naopak pouziti
kvadratické diskriminac¢ni analyzy nebylo na stejném datovém souboru tspésné,
ackoliv rozdily mezi hodnotami pravdépodobnosti chybné klasifikace nebyly tak
vyrazné. To mohlo byt zptisobeno nizkym poctem dat nebo i nepresnymi tdaji
vyplnénymi do dotazniku, protoze ne kazdy si vede podrobné zapisy o jednotli-

vych vydajich.
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Priloha 1

Soucasti prace je CD ROM obsahujici uvedena vstupni data.
Pouzité zkratky:
identifikacni ¢islo
pohlavi, Zena (%) nebo muz (m)
vydaje spojené s bydlenim

ID
P
Bydl.

Strava

Tel.

Kultur.
Zdravi

Odév

Sporeni
Cestovné

vydaje za stravu
vydaje spojené s uCty za mobilni telefon, popf. internet

vydaje za kulturni nebo sportovni vyziti
vydaje za vitaminy, 1éky a jiné zdravotni pomitcky

vydaje spojené s oSacenim

vydaje na pojisténi ¢i rtizné formy sporeni

vydaje zahrunujici dopravu

Vydaje
ID | P | Bydl. | Strava | Tel. | Kultur. | Zdravi | Odév | Spofeni | Doprav.
1 [z ] 2800 2000 | 600 1600 300 600 1000 300
2 |z | 3000 4500 | 350 600 500 | 1500 5000 300
3 |z | 3000 2000 | 500 2000 200 500 2000 200
4 | z | 2200 2500 | 500 400 300 500 300 1000
5 |z | 8000 5000 | 1500 1000 400 | 1000 2000 3000
6 |z | 9000 7000 | 500 2500 500 | 1000 500 600
7 |z | 6000 2000 | 1000 1000 1000 | 1000 2000 4000
8 | z | 2800 2000 | 500 800 1000 | 1000 4000 300
9 |z | 2600 2500 | 600 1500 500 | 1000 500 500
10 | z | 4500 2500 | 750 400 1000 | 1000 1600 400
11 | z | 2500 2000 | 500 1000 200 | 2500 2000 2500
12 | z | 2750 1500 | 300 300 200 300 200 200
13 | z | 15000 | 10000 | 2500 1000 500 | 1000 4500 1000
14 | z | 3000 1000 | 150 1000 350 | 1000 650 240
15| z | 8000 5000 | 1000 1000 1000 | 2000 500 2000
16 | z | 7000 2500 | 100 200 500 700 3000 250
17 | z | 35000 | 15000 | 4000 2000 500 | 5000 3800 3000
18 | z | 1200 2000 | 600 300 200 | 2000 1500 200
19 | z | 7500 3000 | 1000 1500 1000 | 1000 1000 2000
20 | z | 9100 5000 | 1500 5000 2000 | 1500 1000 2500
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Vydaje

ID | P | Bydl. | Strava | Tel. | Kultur. | Zdravi | Odév | Spofeni | Doprav.
21 | z | 4350 3500 | 500 300 100 | 1000 500 200
22 | 7 1250 500 | 120 300 100 550 700 200
23 | z | 6000 2000 | 600 1000 100 500 1500 500
24 | z | 8500 2500 | 1100 4000 500 500 2000 500
25 | z | 2500 500 | 150 200 100 200 150 500
26 | z | 2800 3000 | 1200 500 200 500 500 200
27 | z | 2900 3000 | 1100 500 150 500 400 150
28 | z | 8700 1450 | 600 700 150 300 1500 900
29 | z | 3000 4000 | 900 500 200 | 3000 2000 1200
30 | z | 3200 4000 | 500 1000 200 | 1000 1000 500
31| z | 2800 2000 | 900 1000 1000 | 2000 2500 2500
32 | z | 2000 2000 | 500 2000 200 500 500 160
33 | z | 5500 2300 | 700 3000 2000 | 1000 1500 1000
34 | z | 3000 6000 | 1000 800 300 | 1500 1500 1000
35 | z | 2000 1000 | 350 300 200 300 1000 3000
36 | z | 5000 5000 | 1500 100 200 500 2500 1000
37 | z | 6000 2500 | 1000 2000 200 | 1200 2300 2000
38 | z | 8000 3000 | 2000 2500 4000 | 2000 10000 2000
39 | z | 2000 4000 | 500 2000 400 | 2000 1000 1500

1 |m | 6000 3500 | 300 500 50 500 2100 2000

2 |m | 2000 4000 | 500 1500 300 300 1000 1000

3 |m 500 1000 | 500 3000 500 400 500 700

4 | m | 10000 5000 | 700 2500 500 | 1000 1000 2500

5 | m | 2500 2000 | 1500 2000 500 | 1000 500 1000

6 | m | 12000 5000 | 2000 3000 100 | 2000 2000 5000

7 | m | 13000 5000 | 2000 4000 400 | 3000 8000 4000

8§ | m 400 1500 | 610 500 100 500 200 2000

9 | m | 11000 3500 | 1800 1000 200 | 2000 1500 2000
10 | m | 3000 | 10000 | 9000 3000 500 | 8000 500 14000
11 | m | 3000 2000 | 500 500 200 300 1000 500
12 | m | 2000 1300 | 800 4000 300 500 1000 500
13 | m | 10500 8000 | 2500 1000 300 | 1000 3000 2000
14 | m | 3500 | 10000 | 500 5000 200 | 2000 2500 500
15 | m | 4500 3500 | 1000 2000 100 300 2000 3000
16 | m | 10500 4000 | 500 2000 100 200 1000 1500
17 | m | 5500 2500 | 500 1500 150 500 3600 3500
18 | m | 8000 5000 | 1200 3000 800 | 1000 100 1500
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Vydaje

ID | P | Bydl. | Strava | Tel. | Kultur. | Zdravi | Odév | Spofeni | Doprav.
19 | m | 12000 8000 | 800 2000 500 | 1500 2000 500
20 | m | 2000 4000 | 1000 500 200 200 1500 1200
21 | m | 6200 8000 | 2000 2000 300 | 1000 3000 3000
22 |m | 2200 3000 | 3000 2500 500 | 1600 3000 4000
23 | m | 10000 3500 | 700 1500 200 | 1500 700 2500
24 | m | 5000 4000 | 800 3000 300 | 1000 2000 1000
25 |m | 3000 3000 | 600 300 300 300 200 1000
26 | m | 3000 4500 | 500 1000 200 | 1500 5000 3500
27 | m | 3000 2000 | 800 2500 1000 400 1500 1200
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Priloha 2

transformovana kompozice
ID | P 21 Z9 Z3 Z4 Z5 26 z7
11 2z |-0.2379 | -1.1204 | 0.0572 | -1.4530 | -0.5536 | 0.0051 | -1.1218
2| z| 0.2867 | -1.9197 | -0.8907 | -0.8530 | 0.3064 | 1.3736 | -1.4421
3| z|-0.2867 | -1.2974 | 0.2831 | -1.8402 | -0.6660 | 0.7206 | -1.5299
4| 7| 0.0904 | -1.2619 | -1.0856 | -1.0982 | -0.4303 | -0.8366 | 0.4017
5| z1]-0.3323 | -1.1749 | -1.1819 | -1.7351 | -0.5802 | 0.1513 | 0.5103
6| z|-0.1777 | -2.2574 | -0.2024 | -1.5963 | -0.6706 | -1.2085 | -0.8761
71 z]-0.7768 | -1.0145 | -0.7173 | -0.5556 | -0.4537 | 0.2583 | 0.8721
8| z|-0.2379 | -1.2693 | -0.4905 | -0.1803 | -0.1472 | 1.1590 | -1.4192
9| z|-0.0277 | -1.1812 | -0.0417 | -1.0150 | -0.1960 | -0.8073 | -0.6992
10 | z | -0.4156 | -1.2230 | -1.4092 | -0.2720 | -0.2221 | 0.2474 | -1.0825
11 | z|-0.1578 | -1.2230 | -0.2645 | -1.6444 | 0.9630 | 0.6073 | 0.7347
12 | 7z |-0.4286 | -1.5616 | -1.1042 | -1.2180 | -0.6243 | -0.9030 | -0.7821
13 | z|-0.2867 | -1.2974 | -1.7110 | -1.9453 | -0.9556 | 0.5849 | -0.9004
14 | z|-0.7768 | -1.9975 | 0.2305 | -0.7604 | 0.3375 | -0.1136 | -1.0304
15| z|-0.3323 | -1.5060 | -1.0649 | -0.8249 | -0.0407 | -1.3179 | 0.1554
16 | z|-0.7281 | -3.0485 | -1.5554 | -0.3852 | -0.0074 | 1.3411 | -1.1630
17 | 7z |-0.5991 | -1.4251 | -1.6080 | -2.4855 | 0.0726 | -0.1927 | -0.3880
18 | z| 0.3612 | -0.7745 | -1.1479 | -1.2518 | 1.0798 | 0.6463 | -1.3251
19 | z|-0.6479 | -1.2711 | -0.5477 | -0.7869 | -0.6425 | -0.5430 | 0.1781
20 | z | -0.4234 | -1.2275 | 0.1747 | -0.6842 | -0.8213 | -1.0695 | -0.0691
21 | 7z | -0.1537 | -1.6776 | -1.6286 | -2.2442 | 0.2696 | -0.4139 | -1.2155
22 | 7z |-0.6479 | -1.5393 | -0.2949 | -1.2111 | 0.5674 | 0.7028 | -0.5632
23 | z | -0.7768 | -1.4315 | -0.5699 | -2.5009 | -0.5728 | 0.5330 | -0.5660
24 | 7 | -0.8653 | -1.1699 | 0.2908 | -1.6347 | -1.3347 | 0.1554 | -1.1622
25 | 7z |-1.1380 | -1.6401 | -0.9106 | -1.3253 | -0.4493 | -0.6461 | 0.5667
26 | z | 0.0488 | -0.7200 | -1.2673 | -1.8012 | -0.6342 | -0.5360 | -1.3213
27 | z | 0.0240 | -0.8054 | -1.2523 | -2.0469 | -0.5722 | -0.6902 | -1.5152
28 | 7z | -1.2670 | -1.4520 | -0.8932 | -2.0697 | -1.0571 | 0.5966 | 0.0388
29 | z | 0.2034 | -1.1005 | -1.2872 | -1.8166 | 0.9888 | 0.4603 | -0.0792
30 | z| 0.1578 | -1.6068 | -0.5359 | -1.8546 | -0.0451 | -0.0381 | -0.6814
31| z|-0.2379 | -0.7893 | -0.4669 | -0.3617 | 0.3375 | 0.4918 | 0.4259
32| z | 0.0000 | -1.1319 | 0.4002 | -1.7495 | -0.5920 | -0.5003 | -1.4992
33| z|-0.6165 | -1.3272 | 0.3218 | -0.1134 | -0.7253 | -0.2376 | -0.5851
34| z | 0.4901 | -1.1800 | -1.0276 | -1.6733 | 0.1030 | 0.0870 | -0.3039
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transformavana kompozice z

1D P Z1 Z9 Z3 Z4 Z5 26 z7
35| z|-0.4901 | -1.1402 | -0.9397 | -1.0906 | -0.5203 | 0.6749 | 1.6122
36 | z| 0.0000 |-0.9830 | -3.0404 | -1.7351 | -0.5802 | 0.9997 | 0.0086
37| z|-0.6190 | -1.1056 | -0.1815 | -2.2001 | -0.1607 | 0.4665 | 0.2733
38 | 7 |-0.6936 | -0.7315 | -0.3240 | 0.1694 | -0.4944 | 1.0722 | -0.5769
39 | z| 04901 | -1.4149 | 0.2001 | -1.2845 | 0.4204 | -0.2864 | 0.1312
1| m|-0.3811|-2.2260 | -1.1316 | -2.9360 | -0.2953 | 1.0791 | 0.8889
2 | m| 0.4901 | -1.4149 | -0.0490 | -1.4775 | -1.2064 | 0.0951 | 0.0823
3 |m | 04901 | -0.2830 | 1.3516 | -0.5556 | -0.6574 | -0.3490 | 0.0125
4 | m | -0.4901 | -1.8883 | -0.2328 | -1.6199 | -0.6899 | -0.5830 | 0.3522
5 | m | -0.1578 | -0.3260 | 0.0186 | -1.2255 | -0.3679 | -0.9526 | -0.1766
6 | m|-0.6190 | -1.1056 | -0.4306 | -3.3757 | -0.0215 | -0.0182 | 0.8414
7| m|-0.6756 | -1.1382 | -0.2046 | -2.2180 | 0.0284 | 0.9321 | 0.1588
8 | m | 0.9346 | -0.1950 | -0.3101 | -1.6798 | 0.0977 | -0.7657 | 1.4907
9 | m|-0.8097 | -1.0104 | -1.2235 | -2.3873 | 0.1528 | -0.1372 | 0.1503
10 | m | 0.8513 | 0.4055 | -0.6647 | -2.1175 | 0.8021 | -1.8890 | 1.4811
11 | m | -0.2867 | -1.2974 | -0.9174 | -1.5302 | -0.8793 | 0.3716 | -0.3266
12 | m | -0.3046 | -0.5723 | 0.9891 | -1.5506 | -0.7998 | -0.0342 | -0.6780
13 | m | -0.1923 | -1.0607 | -1.5436 | -2.2725 | -0.7564 | 0.3778 | -0.0521
14 | m | 0.7423 | -2.0174 | 0.5676 | -2.4394 | 0.1102 | 0.2997 | -1.2459
15 | m | -0.1777 | -1.1255 | -0.1955 | -2.8309 | -1.3086 | 0.6505 | 0.9426
16 | m | -0.6824 | -2.0918 | -0.2786 | -2.8953 | -1.7312 | 0.0269 | 0.4026
17 | m | -0.5575 | -1.6360 | -0.2054 | -2.2186 | -0.7124 | 1.2256 | 1.0350
18 | m | -0.3323 | -1.3571 | -0.1661 | -1.3109 | -0.8666 | -2.8642 | 0.0527
19 | m | -0.2867 | -2.0456 | -0.6529 | -1.7457 | -0.4225 | -0.0907 | -1.3753
20 | m | 0.4901 | -0.8489 | -1.2006 | -1.7495 | -1.4285 | 0.6582 | 0.3613
21 | m | 0.1802 | -1.0278 | -0.7268 | -2.2598 | -0.7461 | 0.3866 | 0.3348
22 |m | 0.2193 | 0.1266 | -0.0684 | -1.4925 | -0.1568 | 0.4495 | 0.6583
23 | m | -0.7423 | -1.7427 | -0.5722 | -2.2454 | 0.0060 | -0.7006 | 0.5840
24 | m | -0.1578 | -1.4052 | 0.1510 | -1.9425 | -0.4870 | 0.2302 | -0.4490
25 | m | 0.0000 | -1.3141 | -1.5295 | -1.1847 | -0.9673 | -1.1929 | 0.4724
26 | m | 0.2867 | -1.6285 | -0.5512 | -1.8665 | 0.3153 | 1.3812 | 0.8625
27 | m | -0.2867 | -0.9137 | 0.3407 | -0.5556 | -1.2901 | 0.1333 | -0.0933
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Priloha 3

Vysledky pri zjistovani kvality diskriminace jsou pro lepsi prehlednost upraveny.
Soucasti prace je ptilozeny CD ROM se scriptem obsahujici jednotlivé prikazy.

library (MASS)
library(compositions)

#nacteni pracovnich souboru

vzl=read.table("vydajezl.txt")

vz2=read.table("vydajez2.txt")

row.names (vz2)=c("31","32","33","34","35","36","37","38","39")
vml=read.table("vydajeml.txt")

vm2=read.table("vydajem2.txt")

row.names (vm2)=c("21","22" "23" "24" "2B" M26" "27")

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> #pouziti ilr transformace
> vydajezl=ilr(vzl)

> vydajeml=ilr(vml)

> vydajez2=ilr(vz2)

> vydajem2=ilr(vm2)

>
>
>
>
>
>
>
>

#overeni normality

library(robCompositions)

vz=data.frame(rbind(vzl,vz2))

vm=data.frame(rbind(vml,vm2))

vydajez=ilr(vz)

vydajem=ilr (vm)

adtest(vydajez, R = 1000, locscatt
A-D radius test

"standard")

data:

= 1.1323, p-value = 0.067

> adtest(vydajem, R = 1000, locscatt = "standard")
A-D radius test

data:

= 0.4219, p-value = 0.684

>
> #testovani shodnosti variancnich matic - Boxova statistika
> det.a=det(cov(vydajezl))

> det.a

[1] 0.0002293314

> det.b=det(cov(vydajeml))

> det.b
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[1] 0.001464614

> det.S=det ((cov(vydajezl)*38+cov(vydajeml)*26)/64)
> det.S

[1] 0.001081715

> M.c=det.a”(38/2)*det.b"(26/2)

> M.j=det.S"~(64/2)

> M=M.c/M.j

> M

[1] 8.158418e-12

> c=((2%16+3%8-1)/(6%9))*(1/38-1/64+1/26-1/64)
> V={-2}*(1-c)*1log (M)

>V

[1] 49.3202

> qchisq(0.95,36)

[1] 50.99846

>

#diskriminacni analyza
vydajz=data.frame(cbind(vydajez) ,Sp=rep(c("z")))
vydajm=data.frame(cbind(vydajem) ,Sp=rep(c("m")))
vydaje=data.frame(rbind(vydajz,vydajm))
set.seed(123)

train= c(1:30,40:59)

table(vydaje$Sp[train])
Z m
30 20
> vydaje[-train,8 ]

1] zzzzzzzzznmnonmonmmnmn
Levels: z m
>
> #lda
> z <- 1da(Sp ~ ., vydaje, subset = train)
> predict(z, vydaje[-train, ])$class
1] zzzzmzomzonmmmmzmmn

V VV V V V VvV

Levels: z m
>
> z$prior

Z m
0.6 0.4
>z$means

X1 X2 X3 X4 X5 X6

z —-0.35167241 -1.406499 -0.7542100 -1.369677 -0.2363951 0.007554136
m -0.09775435 -1.161735 -0.3240071 -2.006813 -0.5476148 -0.098377450
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X7

z —-0.5824965

m 0.2198838

>

>

> #zarazeni prvni zeny - hodnota d.1

> zena=vydajezl[1, ]

> castlz=z$means[1,] %x% solve(cov(vydajezl))
> castlz

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7]

[1,] -0.1974857 -7.871524 -1.211816 -4.190557 -0.5641156 -0.571573 -0.5896276
> cast2z=((t(z$means[1,]) %*% solve(cov(vydajezl))) %*% z$means[1,])/2 +
+  log(z$prior[1])
> cast2z

[,1]
[1,]1 8.622627
> d.lz=castlz[1,] %%}, zena - cast2z
> d.1lz

[,1]
[1,] 7.213712

#vyhodnoceni pro lda

vydajev=vydaje[c(1:30,40:59),]

vyhod.l=rep(NA,i)

for(i in 1:50){

vec=1:50

train.l= vec[-i]

z <- 1da(Sp ~ ., vydajev, subset = train.l)
print(predict(z, vydajev[-train.l,])$class)}
ZZZNMMZ2ZZZMZ2ZZZZZZZZZZZZZZZZZZ
Levels: z m

N + + + + V V V V V

mMmmmmzmzmzmzmMzmmmmnz zm

Levels: z m

>

> #qda

> v <- qda(Sp ~ ., vydaje, subset = train)

> predict(v, vydaje[-train, ])$class
[1] zzzzzzmzmmmzmzmnmn

Levels: z m

>

> vyhodnoceni pro qda

> vyhod.qg=rep(NA,i)

> for(i in 1:50){
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+ vec=1:50

+ train.g= vec[-i]

+ v<- qda(Sp ~ ., vydajev, subset = train.q)

+ print(predict(v, vydajev[-train.q, ])$class)}
Z22Z2zZWMMZZZZ2ZZZZ2Z2ZZ2Z2ZZZZMWNZZZZNZ2IZ
Levels: z m

mmmzmmzmzMhzzZ2ZzZNDnnzzmn

Levels: z m
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