VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA PODNIKATELSKA

FACULTY OF BUSINESS AND MANAGEMENT

USTAV INFORMATIKY

INSTITUTE OF INFORMATICS

MODELY UROKOVYCH MER

INTEREST RATE MODELS

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE Ivana Butkovicova

AUTHOR

VEDOUCI PRACE RNDr. Zuzana Chvatalova, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2018



Zadani bakalarské prace

Ustav: Ustav informatiky

Studentka: lvana Butkovic¢ova

Studijni program: Kvantitativni metody v ekonomice

Studijni obor: Matematické metody v ekonomice
Vedouci prace: RNDr. Zuzana Chvatalova, Ph.D.
Akademicky rok: 201718

Reditel ustavu Vam v souladu se zakonem &. 111/1998 Sb., o vysokych $kolach ve znéni pozdéjsich
predpis( a se Studijnim a zkusebnim fadem VUT v Brné zadava bakalafskou praci s nazvem:

Modely urokovych mér

Charakteristika problematiky tkolu:
Uvod

Vymezeni problému a cile prace
Teoreticka vychodiska prace

Analyza problému a soucasné situace
Vlastni navrhy feseni, pfinos navrhu feseni
Zaver

Seznam pouzité literatury

Pfilohy

Cile, kterych ma byt dosazeno:

Cilem prace je popsat zakladni vlastnosti nejznaméjsich modelt urokovych mér a porovnat je
navzajem mezi sebou. Prace je zaméfena zejména na Vasickiv, CIR, Ho-Lee, Hull-White modely,
které jsou zadany stochastickou diferenciélni rovnici, a na jejich kalibraci. Je rovnéz provedena analyza
urokové sazby LIBOR. Prakticka aplikace vyuziva vefejnou databazi, ktera je soucasti servisu Ceské
narodni banky.

Zakladni literarni prameny:

CIPRA, Tomas. Prakticky privodce finangni a pojistnou matematikou. 3. vyd. Praha: Ekopress, 2015.
ISBN 978-80-87865-18-7. "

CHVATALOVA, Zuzana a Jifi HREBICEK. Optimization of Portfolio with Maple. In Proceedings of the
1st WSEAS Intenational Conference on Finance, Accounting and Auditing (FAA 12). 1. vyd. Zlin:
WSEAS Press, 2012. ISBN 978-1-61804-124-1.



MALEK, Jifi. Dynamika urokovych mér a urokové derivaty. 1. vyd. Praha: Ekopress, 2005. ISBN
80-86119-97-1,

SEVCOVIC, Daniel, Beata STEHLIKOVA a Karol MIKULA. Analytické a numerické metody ocenovania
finanénych derivatov. Bratislava: Nakladatelstvo STU, 2009. ISBN 978-80-227-3014-3.

ZMESKAL, Zdenék, Dana DLUHOSOVA a Tomas TICHY. Finan&ni modely: koncepty, metody,
aplikace. 3. pfeprac. a roz$. vyd. Praha: Ekopress, 2013. ISBN 978-80-86929-91-0.

Termin odevzdani bakalarské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2017/18.

V Brné, dne 28. 2. 2018

doc. RNDr. Bedfich Puza, CSc. doc. Ing. et Ing. Stanislav Skapa, Ph.D.
feditel dékan




Abstrakt

Tato bakalarska praca je zamerand na popiS modelov urokovych mier, ktoré maju
uplatnenie v oblasti finanénej matematiky. Konkrétne popisuje Vasi¢kov model, Cox-
Ingersoll-Rossov model, Ho-Lee model amodel Hull-White. Tieto modely su zadané
stochastickymi diferencialnymi rovnicami. Teoreticka Cast’ tiez definuje zakladné pojmy
stochastického kalkulusu. Vsetky vyssie uvedené modely st g kalibrované. Taktiez je
V praci popisana spotova a forwardova medzibankova urokova miera LIBOR. Praktickou
aplikaciou konkrétnych dat, ktoré su dostupné vo verejnej databaze Ceskej narodnej
banky, je docielena simulacia Vasickovho modelu amodelu Cox-Ingersoll-Ross.

Obdrzané vysledky su interpretované.
Abstract

This bachelor’s thesis focuses on a description of the interest rate models that are applied
in the sphere of financial mathematics. Furthermore, it specifically describes the Vasicek
model, Cox-Ingersoll-Ross model, Ho-Lee model and Hull-White model. These models
are given by the stochastic differential equations. The main terms of the Stochastic
Calculus are described in the theoretical part of the thesis. All the above models are also
calibrated. Moreover, the spot and forward interbank interest rate—LIBOR is described
in the thesis. By applying specific data, that are available in the public database of the
Czech National Bank, we have simulated the Vasi¢ek and Cox-Ingersoll-Ross models.

The obtained results are interpreted.
Krucové slova

CIR moddl, Ho-Lee model, Hull-White model, kalibracia, LIBOR, Vasi¢kov model,

urokové miery
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CIR model, Ho-Lee model, Hull-White model, calibration, LIBOR, Vasi¢ek model,
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UvVoD

V sucasnej dobe je v oblasti riadenia financnych rizik, riadenia aktiv a portfolio
managementu nutné zvladnut pokrocilé matematické metddy, ktoré sa stavaju
neoddelitelnou sucastou modernych financii. Efektivne riadenie urokového rizika je
V dnesnej dobe vyznamné pre strategickych investorov s velmi dlhym investiénym
horizontom, akymi su hlavne poistovne. Vd’aka mimoriadnemu technickému pokroku
doslo k znacnému znizeniu Casovej naro¢nosti vypoctov urokovych mier. K dispozicii
mame stochastické metddy k modelovaniu urokovych mier, mier imrtnosti, ako aj
d’al$ich vypoctovych predpokladov, ktoré su potrebné pri ocenovani zavazkov. Od vysky
zaviazkov voci klientom sa odvija hodnota technickych rezerv, ktoré musia mat’ institucie

k dispozicii, aby ich boli schopné plnit’.

Tato praca sa venuje problému stochastického modelovania irokovych mier. Je rozdelena
na dve Casti: teoreticktl a praktickt. Teoreticka Cast’ obsahuje tri kapitoly, ktoré na seba
nadvidzuji a postupne zoznamuju Citatel’a s nutnymi pojmami a matematickymi aparatmi,
ktoré sa neskor vyuzivaju v praktickej Casti. Praca sa zaobera hlavne Vasickovim, CIR,
Ho-Lee, Hull-White modelom, ktoré st zadané stochastickou diferencialnou rovnicou a

ich kalibraciou. Zaver je zamerany na analyzu Grokovej sadzby LIBOR.

Praktickd cast’ obsahuje aplikdciu niektorych vybranych modelov popisané
v predchadzajucej Casti, na redlne data urokovej sadzby PRIBOR, ktoré boli ziskané

z verejnej databazy Ceskej narodnej banky.



CIEL, PRACE, METODY A POSTUP SPRACOVANIA

Hlavnym ciel’'om prace je popisat’ vlastnosti modelov urokovych mier.

Aby bol splneny hlavny ciel prace, je treba na zaciatku definovat’ zakladné matematické
aekonomické pojmy, ktoré su potrebné pre pochopenie tejto prace. Bude popisana ¢asova
Struktara forwardovej a spotovej trokovej miery, tvar vynosovej krivky, ako aj niektoré
derivaty urokovych mier. Ked'Zze Urokové sadzby maju Siroké vyuzitie v zivotnom

poisteni, uvedieme jeho zakladné delenie.

Aby nam modely spravne fungovali, musime zaistit’ vSeobecnu rovnovahu nesmie nastat’
moznost’ arbitraze, a zarovein modely musia byt’ spojité v ¢ase. Pomocou stochastickych
diferencialnych rovnic, ktorymi st modely Vasi¢kov, CIR, Ho-Lee aHull-Whiteov
zadané, popiSeme zdkladné vlastnosti trokovych mier a nasledne vykoname aj ich
kalibraciu. Prostrednictvom forwardovych a spotovych trokovych mier si popiSeme

jednu z najznamejSich trokovy sadzieb, ktorou je LIBOR.

Nakoniec pomocou Excelu a matematického programu Matlab niektoré vybrané modely
nasimulujeme anasledne porovname medzi sebou. K tomu vyuzijeme verejni databazu

Ceskej narodnej banky ARAD. Vsetky pouzité materialy si uvedené v zdrojoch.



1 TEORETICKE VYCHODISKA PRACE
1.1  Urokova miera

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ zakladnymi pojmami, S ktorymi sa mézeme stretntt’
pri skimani problematiky modelovania irokovych mier. Zameriame sa na vysvetlenie
pojmov, ako su casova hodnota penazi a irokova miera, diskontovanie, vynosova krivka,
bezrizikovy bezkuponovy dlhopis, vysvetlime rozdiely medzi niektorymi typmi

urokovych mier.

1.1.1 Casova hodnota peiiazi

Pod pojmom ¢asova hodnota penazi si mézeme predstavit, ako peniaze, ktoré mame
k dispozicii dnes, maju vécsiu hodnotu ako tie, ktoré by sme ziskali v budicnosti.
Doévodom, preco je tomu tak, je Casova preferencia si€asnej spotreby. V pripade, ze sme
si peniaze vlozili do banky na sporiaci Ucet, uroky pre nds predstavuji odmenu za
odloZenie terajej spotreby v prospech buducej. Urokovd miera je teda podielom troku

avlozeného majetku, (1, str.53):

u

kdei je tirok a P je hodnota pociatocného kapitalu.

1.1.2 Casova $truktira spotovej irokovej miery

Spotovd urokova miera je momentdlnym vynosom vychadzajucim z finanénych
nastrojov, ktoré vyvolavaju len jeden penazny tok v dobe splatnosti. Ako priklad takéhoto
finan¢ného nastroja S mozeme uviest’ bezkuponovy alebo kuponovy dlhopis, ktorého
kupdnové platby prebehli v dobe splatnosti pred poslednou platbou. Ak bezkuponovy
dlhopis ma dobu splatnosti v ¢ase T, a zaroveil v tomto Case vyplaca jednotku meny,
mézeme jeho su¢asnti hodnotu ozna¢it ako P(t,T) v &ase t. Urokova miera R(t,T)
vintervale [t,T] je definovana ako miera vynosnosti do doby splatnosti T bezrizikového

nulového kupoénu s hodnotu 1 (2, str.9):

P(t,T) = e REDT-O € (0,7T) (1.2)
Spotovi  Grokovli mieru vyjadrime pomocou vztahu (1.2), kde P(t,T) je cena

bezkuponového dlhopisu v Case t (2, str.9):



InP(t, T)
T—t

Okamyzita spotovt trokova mieru r(t) mézeme zapisat’ pomocou vzt'ahu (2, str.9):

R, T)=— t+T (1.3)

r(®) = lmR(t,T) (14)

Zapisme tento vztahy pre jednoduché urocenie (odvodené z (1, str. 16)):

PtT)-(1+R(T)-(T—1)=1 (1.5)
kde P(t,T) je cena bezkuponového dlhopisu v ¢ase t, R(t,T) je trokova miera a T je doba
splatnosti dihopisu. Z (1.5) odvodime tvar vzorca pre stcasni hodnotu dlhopisu
(odvodené z (1, str.15):

1
P(t,T) = € T 1.6
az toho pre spotovi tirokovi mieru plati:
1—-P(t,T)
R(t,T) = , t+T 1.7
&= en-r-0 * (3.7

Pokial' je spotova tUrokové miera vyjadrena ako funkcia ¢asu do doby splatnosti T,
hovorime o spotovej vynosovej krivke alebo 0 Casovej Strukture spotovych trokovych

mier, ktora je dana grafom funkcie, kde R(t,T) je tirokova miera, T doba do splatnosti:

T - R(t,T), T>t (1.8)
Pre T > t vynosova krivka pridel'uje v Case t osobitnym ¢asovym obdobiam do splatnosti
hodnoty P(t,T).

1.1.3 Casova $truktira forwardovej iirokovej miery

Forwardova trokova miera sa fixuje k dne$nému datumu, ale pouzijeme ju az v dobe
splatnosti forwardovel zmluvy. V Case uzatvorenia forwardovej zmluvy je vyska
forwardovej tirokovej miery na rovnakej urovni ako spotové trokové miery vyskytujuce
sa na trhu, ¢o nam zabezpeCi neexistenciu arbitrdze (profit z rozdielu ceny urcitého
cenného papieru v rovnakom ¢ase na roznych trhoch(1, str. 117)). Investujici si tak
mdze zvolit’ jednu z dvoch moznosti, ako investuje svoj kapital. M4 moznost’ bud’ vlozit’
peniaze na ucet do doby splatnosti 7, alebo ulozit’ peniaze na ucet v nejakom case T, t
< T < T”pred dobou splatnosti, a potom znovu investovat’ kapital spolu s nadobudnutymi
urokmi v ¢ase T az do doby splatnosti 7. (2, str. 10)



Pokial investujuci je schopny v tito chvil'u zafixovat’ irokova mieru pre ¢as v budicnosti
vintervale medzi T aT7’, potom je vynos, ktory plynie z tychto investicnych stratégii,
rovnaky. V opa¢nom pripade, ak budu tieto vynosy rozdielne, investujici ma prilezitost’
na arbitrdz amoze dosiahnut’ bezrizikovy vynos Forwardova urokova miera

f(1;T,T")v case t nadobuod T do 7" je hodnota dihopisu dana vztahom (2. str.10):

P(t,T) = e (RET T -D)P(,T) (1.9
Potom forwardovu turokova mieru v ¢ase t nadobu od T do doby splatnosti 7 vyjadrime
logaritmovanim (1.9) (ekvivalentne z (2, str.9)):

InP(t,T") —InP(t,T)

R(;T,T) = — 1.10
(T, - (110
Okamzita forwardova miera sa da vyjadrit’ (2. str.10):
dlnP(t,T)
— i T T = 7 111
f(®) = lim R(&; T, T") 5 (1.11)

V procese odvodzovania opét’ vyuZzijeme vztah pre jednoduchého urocenie (odvodené z

(1, str. 16)):
Pt,T)-(1+RET)-(T—-1t) =1 (1.12)
kde P(t,T) je cena bezkuponového dlhopisu v ¢ase t, R(¢;7,7") je forwardova trokova

miera aT je doba splatnosti dihopisu. Upravime na tvar vzorca pre sicasnu hodnotu

dihopisu (vzorce odvodené z (1, str.15)):

Pt,T)=(1+(T"=T)-R(T,T)) P(tT) (1.13)

a z toho pre forwardovu urokovu mieru plati:

R(&T,T) = ! P(t.T) 1 T #T 1.14
T =T \P(,T) ’ (114
V pripade forwardovych urokovych mier, vynosova krivka je graf, ktory vyjadruje

zavislost’ forwardovej urokovej miery na ¢ase do doby splatnosti zmluvy.

T - R(;T,T), t<T<T’ (1.15)
Forwardové miery ukazuju, aké hodnoty by mali spotové miery nadobudnut
Vv buducnosti, na zaklade aktudlneho diania na finanénom trhu. NemoOzeme ich vSak
povazovat’ za presnu predikciu. Ak by sme si nakreslili momentalnu forwardovua urokovu

mieru na isté obdobie a po nejakom €ase ju porovnali s novou skuto¢nostou, tieto dve

10



krivky sa budu lisit. Deje sa to koli tomu, ze pri pocitani hodnoty forwardovel miery
vychéddzame z momentélnych ¢asovych Struktir mier, ktoré odzrkadl'uja vSetky pristupné
informacie ako politické, tak aj ekonomické. Tieto informacie sa pravidelne aktualizuju,
atym sa meni aj trznd predstava o vyske urokovych mier a meni sa aj vynosova krivka.

(1, str.100)

V suvislosti so zivotnym poistenim to mozeme chapat’ ako zavazky, ktoré¢ maju dlhodoby
charakter apreto je dolezité si uvedomovat’ vyvoj vynosovej krivky v ¢ase. Problém
moéze nastat’ v tom, ked’ aktudlna vynosova krivka nie je zhotovena na potrebne dlhé

casové obdobie, a preto sa musi pristipit’ k jgf modelovaniu.

1.1.4 Proces vynosovych kriviek

Vztah medzi irokovou mierou a ¢asom do splatnosti finan¢ného ndstroja, ku ktorému sa
tato Casova Struktura vztahuje, zaznamenava vynosova krivka. Mézeme ju konstruovat’
na baze dlhopisov, ktoré maji sice rozdielnu dobu splatnosti, ale rovnaku likviditu,

rizikovost’ ad’alsie charakteristické vlastnosti. Rozli§ujeme ich na (3, str.74):

e normdlna (plocha) vynosova krivka (flat yeild curve) — vynosy sa pohybuju
obvyklej trovni a Srastucou dobou splatnosti sa mierne zvysuju,

o Klesajuca vynosova krivka (interted yeild curve) — vynosy za¢inaju na historickom
maxime, ale dlhodobé tirokové miery st mensie ako kratkodobé,

e rastiuca vynosovd krivka (normal yeild curve) — kratkodobé miery su omnoho
mensSie ako dlhodobé,

e skokova vynosova krivka (humped yeild curve) — krivkarastiev okoli stredne dlhe;j
doby splatnosti aklesa v okoli dlhsej doby splatnosti

V Grafe €. 1 je uvedena ukazka vsetkych Styroch typov vynosovych kriviek, naose X je

¢as do splatnosti a naose Y je vynos.

11



Yield Yield

Normal yield curve

Inverted yield curve

Maturity Maturity

Yield Yield

Humped yield curve

Hat yield curve

Maturity Maturity

Obrazok ¢.1: Typy vynosovych kriviek (Zdroj: 4)

1.1.5 Stochasticky kalkulus a tedria pravdepodobnosti

Zakladom oceniovania finanénych derivatov je predpoklad, Ze neexistuje prilezitost’ na
arbitraz (profit z rozdielu ceny urcitého cenného papieru v rovnakom ¢ase na roznych
trhoch(1, str. 117)). Arbitraznou prilezitostou chapeme situaciu, kedy investor moze

nadobudnut’ kladny zisk s pravdepodobnostou 1.

12



Jedna z nutnych podmienok, aby sme predisli arbitrazi v ocenovani, je matematicky
model ktory popisuje vSetky dostupné informacie. Pod pojmom informécie rozumejme
jednozna¢né urcenie, ktora veli¢ina je pre nas v danej chvili deterministickd, aktora

stochasticka.
o-algebra

Predpokladame, Ze priestor je (Q,F), Q reprezentuje mnozinu vsetkych moznych

vystupov, F je systém podmnozin (subalgebry) €, oznatme A € Q.. (5, str.31):
F je o-algebra, ak (5, str.31):

e Je neprazdna musi obsahovat @ € FaQ € F
e Ak A€ F,potom g jg doplnok A € F
e Ak postupnosti mnozin A4, A, ... nalezi F, potom tam nalezi aj ich spolo¢né

zjednotene U;2; 4; € F aprienik N2, 4; € F
Pravdepodobnostna miera

Pokial’ chceme A € Q priradit’ ¢islo P(A), pouzivame pravdepodobnostna funkciu P,
ktora priradi A € Q mieru istoty vyskytu. Potom je P funkciou, pre ktora plati F — [0,1]
asplnuje tieto vlastnosti (5, str.33):

e P(@®)=0
e« P()=1
o AKAy A, ... €F stnezluditelné javy, potom U2, 4; = Y12, P(4;)

Pravdepodobnostny priestor je popisany trojicou (£, F, P), v ktorgl je Q mnozinou
elementarnych javov, F je o-algebra pravdepodobnostou P tj. funkcia P: F — [0,1].(5,
str. 33)

Nahodna veli¢ina X = X(w) je funkcia, ktora nadobida hodnoty z mnoziny realnych
Cisiel a je definovana na (). X je F-meratel'na, pokial’ o hodnote X mézeme rozhodnut na
zéklade informAcii obsiahnutych v F. Pre vietky redlne ¢isla X musi platit: {X < x} =

{w € Q: X(w) < x}. (odvodené z (5, str. 51))
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Stochasticky proces X; je subor nahodnych veli¢in t (6, str.228):

X, teT) = X(w),teT,we Q) (1.16)
ktoré st definované na pravdepodobnostnom priestore (2, F,P).o € Q je elementarny
jav, T znamena Cas, ktory moze byt spojity, apreto budeme sledovat’ vyvin nahodne
veli¢iny na uréitom intervale (napr. [O,t] ). Mdzeme tiez pozorovat’ vyvin nahodnej

veli¢iny v konkrétnych ¢asovych momentoch (diskrétnom case).

Filtracia je subor (F,t = 0) og-algebier na Q apopisuje vyvin informacii v danom

pozorovanom systéme, pokial plati (2, str.111):

F. € Fr,prevsetky0 <n <t (1.17)
Filtracia je stupajuci tok informacii, pokial’ (F,, n = 0,1 ...) je postupnost’ c-algebier na
Q aF, € Fpyq pre vetky n, potom F, je tiez filtrdciou. Pokial’ nahodny proces X; je
F: meratelny pre vSetky t, tak povieme, ze X; je adaptovany filtraciou Fi, t = 0.
Stochasticky proces X; je prirodzenou filtraciou o-algebier, ktora je generovana
procesom X,,, Teda (2, str.111):

Fr=0X,n<t). (1.18)
Podmienena stredna hodnota E[X|G]je definovana ako nahodna veli¢ina Y. Nech
(Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech G je subalgebra F. Nech X je nahodna
veli¢ina na (Q, F, P). Potom podmienena stredna hodnota ma vlastnosti (2, str.111):

1. Y je G-meratelna

(1.19)
2. pre kazdi mnozinu A € gplati: [, YdP = [, X dP

Podmienenu strednt hodnotu pre X vieme zapisat’ aj ako E[X]|A]. KedZe podmienena
stredna hodnota sama o sebe je ndhodnou veli¢inou, predpokladame, Ze filtracia F sa
rovna o-algebre generovanou Y o(Y), potom plati E[X|F] = f(Y), E[X|o(Y)] =
E[X|Y].. (2, str. 111).

Tak isto budeme potrebovat' aj pravidla pre pocitanie s podmienenou strednou

hodnotou. Uved'me niekol'ko par zakladnych pravidiel (2, str. 112):

e Podmienena stredna hodnota je linearna pre nahodné veli¢iny X; a X,, ako g pre

konstanty ¢4, ¢;:
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E[(c1X1 + 2X)|G] = 1 E[X1|F] + c;E[X;|G] (1.20)
e E[X]aE[X]|G] st rovnaké:

E[X] = E[E(X|G)] (1.21)
e Pokial si X aoc-agebra ¢ nezavislé, potom E[X] = E[X|G]. Ak X aY su
nezavislé, tak plati E[X] = E[X]|Y].

e Ak jeX g-merateI'né, potom plati:

E[X|G] =X (1.22)
ked’ je X funkciou Y, a(X) c o(Y), potom je E(X|Y) = X. To znamena, ze F
obsahuje vSetky informacie o nihodnej veli¢ine X. Prave preto modzeme
zaobchadzat’ s X ako snenahodnou veli¢inou apisat’ X (w) pred E(1|F) = X(w)

vo vzt'ahu:

EX|F)(w) = EX(w)|F) = X(w)E(1|F) = X(w) (1.23)

e Aj Gje g -meratel'nd, potom plati:

E[XG|F] = G - E[XG|F] (1.24)
Z toho vychadza ,ze ak je X funkciou Y, 6(X) c a(Y), potom je E[XG|Y] =X -
E[G|Y].
e Pokiall F aF’ st c-algebry aF c F’, potom

E[X|F] = E[(E[X|FTIF)]
E[X|F] = E[(E[X|F]IF)]
Této vlastnost’ vychadza z predpokladu, ze ak F c F” a E[X|F] neobsahuje viac

(1.25)

informacii ako F’, smieme E[X|F] zapisat’ ako:

EIEIXIFIIF)] = EIXIFIE[LF] = E[(X|F)] (1.26)
e Pokial’ je X ndhodnd veli¢ina nezavisla na F, informacia ktoru obsahuje je tiez
stochasticky proces G (nahodna veli¢ina alebo nahodny vektor) je obsiahnuty v

F, potom pre akukol'vek funkciu h(X,G) je platny vzorec:

ETh(X, G)|F] = E[E [n(X, O)]IF], (1.27)
E,[h(X, G)] tu znamena to, ze stredna hodnota X sa po¢ita vzhlI'adom k fixovanej
hodnote G.

Vsetky tieto vlastnosti st uvedené v (2, str.112).
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Martingal je stochastickym procesom snulovym driftom (ocakavany vynos aktiva).
Predpokladgjme, ze mame nahodny proces X = (X;, t = 0) na Q ainformaciu F,
V sucasnom c¢ase N. Pokial’ su F,, a X nezavislé, mozeme ocakavat’, ze tato informacia,
ktorGh mame teraz k dispozicii, eliminuje neistotu, ktora je vzhl'adom k hodnotam X;
V budtcnosti v konkrétnom case t. Pokial’ mdme informécie o ur¢itych udalostiach, ktoré
sastali v minulosti, mézeme ich zahrnut’ do vypoctov. To znaci, ze X; mdzeme najlepsie
odhadnit’ vd’aka informéciam obsiahnutym Vo filtracii F,, ako keby sme tieto informacie
nemali. Matematické vyjadrenie tohto tvrdenia za pomoci podmienenej strednel hodnoty

vyzera nasledovne (7, str.50):

E[X:|F,)Jpre0 <n < t. (1.29)
Stochasticky proces X = (X;,t = 0) v spojitom ¢ase pre filtraciu (Fy,t = 0) je
martingalom , pokial (3, str. 326):

e E[X;] < oo prevsetkyt=>0

e Xje adaptovany na F;

o E[X.|F] = X pre vSetky 0 < s <t je najlepsou predikciou X, danou filtraciou
Fs.

Je zretel'né, Ze ak zmenime filtraciu, méze dojst’ k zmene hodnoty E (X;|F;), preto je vzdy

nutné pri vypoctoch presne urcit, ktort filtraciu predpokladame.

Pre diskrétny ¢as modzeme charakterizovat’ martingd/ ako stochasticky proces X =

X,n =0,1...) pre filtraciu (F,,n = 0,1 ...), ak (3, str. 326):

e E[X,] < o prevsetkyn>0
e Xje adaptovany na F,
o E[X,:1|F,] = X, pre vSetky n = 0,1..., je najvhodnejSou predikciou X,,,; dant

filtraciou F,

Ak plati E[X;|F,] = X, prevsetky 0 < s<t, nazveme stochasticky proces X =
(X, t = 0) submartingdlom. V opaénom pripade, ked’ je E[X;|F;] < X pre vSetky 0 <

s<t, stochasticky proces X = (X;, t = 0) nazveme supermartingdlom.(2, str. 119)
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Markovsky proces je stochastickym procesom, X = (X;,t = 0) je pre vSetky t >0
adaptovatelny pre filtraciu (F, t = 0) na pravdepodobnostnom priestore (Q, F, P) ak
plati (2, str. 113):

E[X,|F] = E[Xs|X:], s=0 (1.30)
lava strana obsahuje podmienenu strednti hodnotu, ktora ma podmienku o-algebru

vygenerovanu stochastickym procesom X;.

Markovska vlastnost zna¢i to, ze kurceniu pravdepodobnostnych charakteristik
(napriklad stredna hodnota E, rozptyl,...) budiceho priebehu procesu stacia len
informacie o jeho sti¢asnom stave.. Aktualne hodnoty mézu slizit’ ako predpoved” hodnot

buducich (2, str.113).

Wienerov proces je stochastickym procesom (W;,t = 0), ktory ma tieto vlastnosti
(odvodené z (6, str. 470)):

e  Wienerov proces zac¢ina v 0: W(0) =0

e Prirastok W(t) — W(n) pre 0 < n < t < o nezavisi na minulosti, to znamena,
7ze nezavisi na hodnotdich {W(u),0 < u <n}, ama normalne rozdelenie
N~(0,t —n); u, t, n st casové hodnoty

e Prirastky W(t,) — W(ty), ..., W(t,) — W(t,,—1) st nezavislé pre T'ubovolné

0<t; <<ty mjereilne ¢islo

Délezitou vlastnostou Wienerového procesu je nediferencovatelnost’ jeho trajektorii (1,
nemaju nikde derivaciu, aj ked su spojité). Prave v désledku tegto, apodobnym
vlastnostiam Wienorového procesu zlyhavaju obyc€ajné klasické metody integrovania,

apreto musime pouzit’ stochasticky kakulus.(6, str. 470)
Pre d’alSie vyuzitie Wienerového procesu definujme stochasticku diferencidlnu rovnicu.

Stochasticka diferencialna rovnica ma rieSenie nahodny proces X(t) atvar (odvodené z
(9, str. 130)):

dX(t) = a(X(t), t)dt + B(X(t), t)dW (t) (1.32)
kde a(X(t),t)aB(X(t),t) st realne funkcie dvoch premennych, a(X(t),t) sa nazyva
drift, B(X(t), t) jerozptyl, za podmienky:
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t t

X() = X(0) + f a(X(s), s)ds + j BX(S), s)dW (s) (1.33)

0
a v pripade, ze proces X(t) mézeme vyjadrit’ v tomto tvare, nazyvame X(t) Itoovym

stochastickym procesom. (6, str. 470)

Itéovo lemma je stochastickou paralelou klasického pravidla pre diferencovanie. Nech
f(x,t) je hladka (ma vsetky derivacie vyssich radov) funkcia dvoch premennych, kde x €
R,t = 0, proces X(t) je Itdovym stochastickym procesom. Ak do funkcie f(x,t) dosadime

X(t), potom sa tato funkcia tiez stane stochastickym procesom. (8, str.27):

F() = f(X(8), 1) (1.34)
Aby sme mohli zapisat’ stochasticku diferencalnu rovnicu (1.32) kde W je Wienerovym
procesom, pouzijeme prvy diferencial funkcie f v tvare (8, str.2):
of of 1 0%f
=L el -. L 1.35
dF(t) S AX(O) +oodt+ oo (X(t), t)dt (1.35)
dosedkom c¢oho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici (1.32)

adostavame Itdovo lemma (8, str.27):

dF (X(6),t) = <‘;—f + ZLate, x(0) +3- 2L B2(x(0), t)) dt +

2 9x2

(1.36)
+ 2L (x (D), AW (1)
Dokaz Itoove lemmy sa da previest’ intuitivne rozvojom funkcie F(t) do Taylorového

radu stupna 2. Tento dokaz najdeme v (8, str.28).

1.2 Derivaty arokovej miery

Finanénym derivatom je finan¢né aktivum, ktorého cena je odvodend od hodnoty
podkladovych aktiv, napriklad akcii, dlhopisov, komodit, vySky urokovych mier.
Finan¢né derivaty su zmluvou, v ktorej st zucastnené dve protistrany, ktoré musia

stihlasit’ s pravami a povinnostami, ktoré z ng plynt. (1, str. 125)

Urokovymi derivatmi sa rozumeju finanéné nastroje, pre ktoré plati, ze vyska vyplat je
podmienena vyvojom urokovych mier. Tieto financné néstroje sa vyuzivaji na ochranu
proti neziadiicim zmendm urokovych mier, ale zaroven nie je nutné menit podmienky
podkladovel zmluvy. Vznikli v dvadsiatom storoc¢i ako reakcia na nestabilitu financnych

trhov, a z toho vyplyvajtcu neistotu vyvoja cien. (10, str.243)
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Trzné riziko vzniké z dovodu citlivosti jednotlivého podkladového aktiva alebo portfolia
na pohyb urokovych sadzieb. Napriklad pre poistovne apenzijné fondy je toto riziko
vel'mi doélezité, pretoze so zmenou Urokovych mier a miery infldcie sa meni aktualna
hodnota zavéizkov plynucich zo zmluv, a tim aj hodnota potrebnych rezerv, ktoré tieto
inStiticie musia povinne podla zdkona vytvarat. Pokial nemé6ze byt riziko znizené
pomocou diverzifikacie, hedging (zabezpecenie) pomocou derivatov je d’alSou vhodnou
moznostou na eliminaciu rizika. Existuje niekol’ko druhov urokovych financnych

derivatov, medzi ktoré patria napriklad urokové forwardy, swapy a opcie. (10, str. 143)

Urokovy forward zaistuje pre nejaké budice obdobie pevnu trokovi mieru zo
ziskaného uveru alebo investovaného depozita. Subjekt sa takto zaist'uje voci padu alebo
rastu urokovej miery tym, ze ziska na urcitt1 dobu tver za pohyblivi irokovi mieru, ktora

stvisi S trznou urokovou mierou. (1, str 131)

Urokovy swap je dohoda o nasledujicej periodickej zmene urokovych platieb medzi
dvoma stranami, kde tieto platby st zadefinované rozdielne, ale pocitaji sa z tgj iste)
nomindlnej kapitalovej sumy. Jednd sa vlastne o ist formu zaistenia sa proti riziku
kolisania irokovych mier. Pri irokovych swapoch neprichadza k nijakej zmene kapitalu.

(1, str.137)

Urokové opcie st terminové kontrakty, v nich kupujuci opcie (dlha pozicia) ma pravo
uskutocnit’ v dohovorenom termine dohodnuty obchod, zatial' ¢o predavajici opcie
(kratka pozicia) sa musi podriadit’ rozhodnutiu kupujiceho. Vstup do dlhej pozicie nie je
bezplatny ako u forwardov a swapov, ale ,,plati“ sa kupou opcCie za op¢nu prémiu.

Obdobne ak vstup do kratkej pozicie (predaj opcie za opént prémiu). (1. str. 142)
Cap zarucuji svojmu drzitel'ovi pravo na priebezné plnenie od ich predajcu ako trokovy

rozdiel, ak sa urokova sadzba zvysi nad zjednant hranicu. Protikladom ku capom su

floory, ktoré st zaloZzené na obdobnom principe. (10, str. 276)

1.3 Zivotné poistenie

Pri zivotnom poisteni je tirokova miera vyjadrena v percentach ako tirokova sadzba,
ktorou sa uro€i poistna rezerva. Tato sadzba je v zmluve zarucend po cely Cas. Zivotné
poistenie sluzi na krytie rizik, ktoré mézu ohrozit’ Zivot ¢loveka. Pokial’ d6jde k poistnej

udalosti avznikne ujma na zdravi poistené¢ho, tak on, alebo v pripade smrti pozostaly,
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dostanu vyplatu s tym spojent od poistovne, u ktorej ma uzavreta zmluvu. Existuje

niekol’ko zakladnych druhov zivotného poistenia (11, str. 21)

Poistenie v pripade smrti

V pripade tohto poistenia bude poistné plnenie vyplacané behom urcitej doby
alebo jednorazovo po vzniku poistneg udalosti, tj. v pripade smrti poisteného.
Poistenie pre pripad doZitia

Pokial’ sa poisteny dozije urcitého veku, dostane poistné plnenie v urcitej
vyske. Do tejto skupiny radime dochodkové poistenie, ktoré je poistenie
spravidelne sa opakujucou vyplatou v pripade dozitia poisteného predom
uréeného veku. Dalsim pripadom je venové poistenie, ktoré je zjednavané
Vv prospech tretej osoby a potom, pokial’ sa tato osoba dozije urcitého veku, sa
jej vyplaca poistné plnenie, ato bud’ naraz, alebo postupne.

Zmiesané poistenie, ktoré zahriuje obe predchddzajuce zlozky

Poistnymi udalostami sa chape smrt’ alebo dozitie predom urceného veku.
Vyska poistného zavisi na tom, ktora udalost’ nastane skor. Existuju tiez
flexibilné formy zmieSaného poistenia: univerzalne a investi¢né. Tieto formy
zivotného poistenia su ¢im d’alej popularnejsie. St vyhodné ako z hl'adiska
Klienta, tak g z hl'adiska poistovne, pretoZze umoziuji zmeny v ramci uz

uzatvoreng zmluvy.

Zivotné poistenie

Poistenie v pripade Poistenie pre pripad
smrti doZitia

Zmiesané poistenie

| | Docasné poistenie v n Dochodkové
pripade smrti poistenie

Flexibilng zmiesané | Klasicke Zivoine

Venove poistenie poistenie poistenie

DoZivotné poistenie v
pripade smrti poistenie

. Docasne Investicné Zivotne

Univerzalné Zivotné | |

— DoZivotné poistenie

Obrazok &.1 : Struktiira Zivotného poistenia (Zdroj: vlastné spracovanie)
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2  ANALYZA SUCASNEHO STAVU

Nato, aby sme dosiahli spravne vysledky, musime najprv pochopit’ zakladné principy
fungovania modelov, ktoré budeme pouzivat’. V tejto kapitole popiSeme fundamentéalne
pristupy vysvetlujice vyvin ¢asovej Struktury arokovych mier. Dalej sa zameriame na
popis jednotlivych modelov, ktoré sme zvolili pre modelovanie ¢asovych Struktar, aktoré

sa vyuzivaju pri oceniovani poistnych zavizkov poistovne.

Vyvin urokovych mier, ktory je spojitym procesom, moézeme popisat’ pomocou jednej
premenngj, ato za pomoci okamzitej spotovej urokovej sadzby. Tato trokova miera
ukazuje, aky velky zisk obchodnik obdrzi zo svojej investicie behom infinitne malého
¢asového obdobia. Tato predikcia nam dovol'uje uskuto¢novat’ vietky vypocty v spojitom

Case, ¢o nam ul'ahCuje matematické vypocty behom modelovania. (3. str. 93-137)

Princip neexistencie prilezitosti na arbitraz, ktory sme popisali v predchadzajucej
podkapitole, naznafuje, ze pokial vytvorime portfolio z aktiv, ktoré su odvodené
z ¢asovej Struktary, zisk ztakto vytvorenych portfolii by mal byt, ceteris paribus,
rovnaky ako pri vyuziti bezrizikovej irokovej miery. Vykyvy ¢asovych struktur vyvolaju
bezprostrednu reakciu obchodnikov, a tym sa vSetky moZnosti na uskuto€nenie arbitrdze
vycerpaju. Aktiva, ktoré vychadzaji z rovnakych Casovych Struktir, sa buda spravat
rovnakym spdsobom, a to mo6Zeme vysvetlit pomocou trznej ceny rizika. Trzna cena
rizika je kompenzéciou za riziko, ktoré investori podstupujt. PoZaduju vacsiu vynosnost’
nez je ta, ktord poskytuju bezrizikové financné nastroje. Ak su aktiva zavislé na rovnakom
zdroji rizika, ich rizikovd marza by mala byt priamo umerna citlivosti ku zmene

rizikového faktoru. (3. str. 93-137)

Okrem toho, ¢asova Struktira Grokovych mier moze byt’ charakterizovand Markovskym
procesom. To znamena, Ze d’al$i progres ¢asovej Struktiry je zavisly len na jej si€asnom
stave anie na minulosti. VSetky minulé informacie s uz obsiahnuté v ¢asovej Strukture,
ktori mdzeme pozorovat’ na trhu a vyuzit' k modelovaniu. Ak trh je efektivny, investori
maji rovnaky pristup ku vSetkym informécidm a chovajii sa rozumne, tak je sa

predpoklada, ze budu mat’ nulové transak¢né naklady. (3. str. 93-137)
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2.1 Fungovanie modelov

Vseobecna rovnovaha

Vseobecné modely ekonomickej rovnovdhy sa  snazia  vysvetlit  vyvoj
makroekonomickych veli¢in ako funkciu nejakej dangj premenngj. Cox, Ingersol a Ross
osvojej stadii (12) dokazali, ze model vSeobecnej rovnovahy mozeme vyuzivat pri
odvodzovani modelu asovej $truktiry trokovych mier. Urokové miery, ktoré ziskame

pomocou modelov, by mali zodpovedat’ rovnovaznemu stavu celej ekonomiky.

Okrem modelov vSeobecnej rovnovahy existuju aj modely ciastocnej rovnovahy.
Nevyzaduju vSak, aby konkrétna casovd Struktira bola vysledkom vSeobecnej
ekonomickej rovnovahy. Tieto modely su kalibrované na konkrétnych vstupnych
udajoch, ktorymi su aktudlne ¢asové Struktury urokovych mier. Takymito modelmi su

napriklad model Vasickov (13) alebo model Ho-Lee (14).
Casova truktiira bez arbitraZnej moZnosti

Fabozzi (3, str.118) vo svojej praci naznacuje, ze sledovana ¢asova Struktura by nemala
umoznovat’ prilezitost’ na bezrizikovy vynos, tj. prilezitost’ arbitraze (profit z rozdielu
ceny ur¢itétho cenného papieru v rovnakom c¢ase na réznych trhoch(1,str.117)).
Nepriptastame teda také portfolio aktiv, ktoré by prinasalo vyssie vynosy pri rovnake)
rizikovosti ako iné portfolio. Tento princip ma zaklad v zakone o jeding cene, ktory
hovori, ze arbitrazne prilezitosti na trhu budu vyuzité obchodnikmi a ceny aktiv sa

vyrovnaju.
Spojitost’ v ¢ase

Stochasticky proces vyvoja Casovej Struktiry prebieha v spojitom Case, ceny dlhopisov
aurokové miery su definované v kazdom ¢asovom okamihu behom celej doby zivotnosti
dlhopisu. Tento princip potom umoziuje vyuzivat’ stochasticky kalkulus v spojitom case.

(3, str.119)
Vseobecnost’ modelu

Modely trokovych mier by mali byt’ obecnymi, ato v zmysle, Ze musia byt’ formulované
tak, aby boli vyuziteI'né pre rozne ucely a na réznych trhoch s aktivami, napriklad pri

ocenovani derivatov. (3. str.120)
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2.2 Kratkodobé modely

V tomto odstavci budu prezentované model Vasickokov, CIR model, Hull-White a Ho-

Leemodel aichkalibracia (metoda odhadu parametrov na zaklade modelového rieSenia.).

Za predpoklad modelov okamzitych urokovych mier sa povazuje to, ze kratkodobé
urokové miery zavisia na konstantnych faktoroch. To znamena, ze tieto modely su ¢asovo
tzv. homogénne (maji rovnaké vlastnosti). Modely st v8ak sucast'ou vnatornej ¢asovej
Struktary irokovych mier, dosledkom ¢oho je to, ze sa moézu lisit’ s pozorovanou asovou

Struktrou na trhu. Pokial’ mame krivku dlhopisu s nulovym kupoénom, ozn.:

T - P(0,T) (2.1)
a pozadujeme, aby na$ model kopiroval tGto Kkrivku ¢o najpresnejsie, vzhl'adom
k pozorovanej $truktire musime preto tento model kalibrovat' (odhadntit’ parametre na
zaklade modelového rieSenia). Problémom je, Ze parametre modelov nesta¢ia k tomu, aby
krivka perfektne kopirovala model, naviac niektoré formy kriviek nemézeme ziskat
pomocou modelov. Ako priklad méze sluzit’ klesajica vynosova krivka, ktorti nemézeme
modelovat pomocou Vasickovho modelu v zavislosti na zvolenych potrebnych
parametroch. V malom pocéte parametrov je tieZ problém pri kopirovani modelu
vynosovou krivkou. Aj napriek tomu st modely ako Vasickov, Cox-Ingersoll-Rossov

model su ¢asto vyuzivané pre ich schopnost’ analyticky ocenit’ dlhopisy a ich derivaty.

2.2.1 Vasi¢kov model

Autorom je Oldfich Vasicek (13), ktory ho publikoval v roku 1977. Pripustil, Ze okamzita
urokova miera r sa Vriskantnych realnych podmienkach formuje podl'a Ornstein-
Uhlenbeckovho procesu s konstantnymi koeficientami. Vo fyzike sa tento procespouziva
ako alternativa k Brownovmu pohybu. Vasickov model ako prvy zachytil proces mean-
reventing, ¢o znamena navrat nahodne;j veli¢iny k jej dlhodobému rovnovaznemu stavu.

Mnoho d’alsich modelov je inSpirovanych prave Vasi¢kovym modelom.
Urokovéa miera vychadza zo stochastickej rovnice v tvare (2, str. 17):

dr(t) = a(b —r(t))dt + cdW (t) (2.2)

Vsetky parametre a, b, o su kladné konstanty, r(0) = r, je Grokova miera.
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Ak vzorec (2.2) budeme integrovat’ pre kazdé n <¢ dostaneme hodnotu dihopisu (2,
str.18) :

r(t) = r(n)e ¢ + p(1 — e=9CM) 4 ¢ [ —e=E=Maw () (2.3)
z toho plynie, Ze r(t) ma normalne rozdelenie, stredna hodnota E arozptyl Var st dané
vyrazmi (2, str. 18):

E[r@®)lr(m)] = r(n)e~*™ + p(1 — e~at=M) (2.4)

2
Var[r(t)|r(n)] = ;_a (1 — e"za(t"”)) (2.9)

o2 2.6
r()~N [r(n)e=*¢™ + p(1 - e‘a(t‘”));% (1 — e~2alt-m) (26)

kde vsetky parametre a, b, o st kladné konstanty, r(n)je urokova miera v ¢ase n

Z tohto vyplyva, ze Girokova miera r(t) skladnou pravdepodobnost'ou moze byt’ v kazdom
Case t zaporna . Zo vztahu (2.4) je vidiet, Ze urokova miera je nachylna vracat’ sa
k dlhodobému rovnovaznemu stavu b, ak predpokladame, ze t sa blizi k nekone¢nu. Vo
vztahu (2.2) pre Vasi¢kov model je vidno vlastnost’ mean-reversion (opakovany navrat
k dlhodobému rovnovaznemu stavu). Na parameter b mézeme pozerat’ ako na dlhodobo
o¢akavani hodnotu Girokovej miery (drift). Cize ak je urokova miera mensia ako b, drift
je kladny a urokova miera rastie. Naopak, ak je b mensie ako urokova miera, drift je

zaporny aurokova miera bude klesat’.(2, str.17)

Aby sme boli schopny odvodit’ cenu bezkuponového dlhopisu P(t,T), musime pouzit’
Itdovo lemma (1.36). Predpokladajme teda, Ze stochasticky proces sa riadi rovnicou

(1.32) (9, str. 130);

dX(t) = a(X(t), t)dt + B(X(t), t)dW (t) 2.7)
kde a(X(t),t)aB(X(t),t) st realné funkcie dvoch premennych, a(X(t),t) sa nazyva
drift, B(X(t),t) jerozptyl, W je Wienerov proces.

Stochasticky proces f(X(t),t). vhodny pre rovnicu (2.7) uvazovanu vyS$Sie, je dany

diferencialnu rovnicou (1.36)
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2 0x2

dF (t) = <— a(X(0),6) + - 2L g2(x(p), t)> dt +
(2.8)

+L (X (), AW (1)
Potom pre urokovl mieru r, riadiacu sa vztahom (2.2) a podla Itoovho lemma (1.36)
mozeme upravit’ pre zmenu hodnoty dlhopisu v tvare (postup odvodeny (16)) :

dP = <6P ”TaP liiz_P at2>dt + +6_P o, dW

at or 2 or? at (2.9)
= [(t, T)dt + 6(t, T)dW.

kde u, = a(b —r;), o, =0, [i(t,T) je drift okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P,
G(t,T) jerozptyl okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P.

Zostavme bezrizikové portfolio m (subor cennych papierov - dlhopisov) zjedného
dihopisu s cenou P; a dobou splathosti v ¢ase T; a ¢ dihopisov scenou P, adobou

splatnosti T, (vztahy odvodené z (2, str. 96)):

= Pl(t, Tl) +c- Pz(t, Tz) (210)
Zmena hodnoty portfélia 7w za nejaky ¢as dt je dana vzt'ahom (2, str.96):

dﬂ: = dPl(t, Tl) +c- dPZ (t, Tz) (211)
Po dosadeni (2.9) do vzt'ahu pre zmenu ceny dlhopisu (2.11) vzorec na zmenu hodnoty

dlhopisu sa da prepisat’ na tvar (2, str.96):

dT[ = (ﬁl (t, Tl)dt + 51(1:, Tl)dW) +c- (ﬂz(t, Tz)dt + 52(1:, Tz)dW)

po upravach:

dﬂ: = (ﬁl(t, Tl) +c- ljz (t, Tl))dt + (5-1(1:, Tl) +c- O-2 (t, Tz))dW (212)
kde fi,(t,T,) je drift okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P;, 6;(t,T;) je rozptyl
okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P;, ekvivalentne pre dihopisy P,.

Z dovodu nutnosti bezrizikovosti (nemdZe nastat’ prileZitost’ arbitraze, rozptyl musi byt
nulovy) portfolia polozime (51 (t,Ty) + c - 65(t, Tz)) = 0, d’alej sa z tohto da vyjadrit’

_ 01 (t,T1)
G2(t,T2)

z (16)):

, potom vztah (2.12) pre zmenu hodnoty portfélia je mozné pisat’ (odvodené
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- 61(t, Ty) _
dm = <ll1 ¢, T,) — m#z (t, Tz)) dt (2.13)

Pretoze portfolio uz nema rizikova zlozku na pravej strane, jeho hodnota je
deterministicky (rovnaka za vsSetkych podmienok) bezrizikova. Vynos bezrizikovou
spotovou urokovou mierou r(t) sa da napisat’ dm = r(t) - mdt (2, str. 89). Dosadenim
vzt'ahov (2.10) a(2.13) do tejto rovnice anaslednymi apravami dostaneme rovnost’, ktora

musi platit’, aby nevznikla moznost’ arbitraze (2, str.96)

r(®OP(t,T) — g1 (6, Ty) ()P (t,Tz) — f,(¢,T2)
61(t, T1) 65(t, T)
kde fi,(t,T,) je drift okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P;, 6;(t,T;) je rozptyl

(2.14)

okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P;, ekvivalentne pre dihopisy P,.

A preto vztah pre trzni cenu rizika A(je to kompenzacia za riziko, ktoré investori

podstupuju) je z tohto dovodu platny pre r6zne doby splatnosti T, ¢iZze nie je zavisly naT

ale len na ¢ase a hodnote dihopisu, ¢o sa da zapisat’ (2, str. 96):
a(t,T)

Pokial’ vztahy pre zmenu ceny dlhopisu (2.9) a trzni cenu rizika (2.15) skombinujeme,

Alr,t) = (2.15)

obdrzime vztahy pre i a 6(2, str. 97):

2.16
oP 1 ,0%P (219

3 oP
u —ﬂ.O'r—+T'(t)P —Eﬁ'ﬂraﬁ'zdr- ﬁ

or

Dosadenim (2.16) do (2.15) ziskame fundamentilnu (zakladni) rovnicu hodnoty

bezkuponového dlhopisu, ktora je parcialna derivacia v tvare (2, str.16):

1 262P+( oy PP
270 gz T oar Tar TN T (2.17)
te(0,T)

kdeu, = a(b —r;), o, = g, ateda dostavame rovnicu (2.2).
Pre podmienku P(t,T)=1, mézeme cenu bezkuponového dlhopisu prepisat’ (2, str.18):

P(t,T) = eAGD-BED(®) (2.18)
kde
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(B(t,T) — (T — 1)) ( 2p — _2> 62B2(t,T) (2.19)
A(t, T) = . _ -
_ p—a(T-t)
BT = 220

a, b, o st kladné konstanty, r(t) je urokova miera.

Ked’ dosadime vzt'ah (2.18) do (1.3), obdrzime ¢asovu $truktaru trokovych mier R(t, T)
Vv tvare (2, str. 20):

R(LT) = R + (r(8) = R)———— (1 — =370 ¢
a(T —t)
o2 (2.21)
+ m (1 _ e—a(T—t))Z
kde
_p- (2.22)

2a?

a, b, o st kladné konstanty, r(t) je urokova miera, T je doba splatnosti at poc¢iato¢ny cas.

Pretoze podla Vasicka (13) ¢asova Struktara tirokovych mier R(t,T) je rastuca, pre (2,
str.20):

2 42
<ph—— 2.23
r(0) <b a2 1a ( )
Klesajuca pre:
0'2 o?
r(0)>b—5=5+— (2.24)
4a
a skokova pre:
o2 g2 o2 o2 (2.25)
- <h——_4
b 2a’>  4a <r@=b 2a? * 4a

a, b, o st kladné konstanty, r(0) je irokova miera v ¢ase 0.

2.2.2 Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR)

Zavazny nedostatok Vasickovho modelu v podobe zapornych trokovych mier sa da

ahko odstranit’ napriklad sposobom, ktory navrhli v roku 1985 John C. Cox, Johnatan E.
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Ingersol a Stephen A. Ross (14) pod nazvom Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR).
Kratkodoba trokova miera je v CIR modely upravenou Vasickovou stochastickou

diferencialnou rovnicou (2.2) v tvare (2, str.20-22):

dr(t) = a(b—r®))dt — aJr(t)dW (t) (2.26)

kde vsetky parametre @, b, o st kladné konstanty, r(0) = r, je Grokova miera v ¢ase 0 .

Tak isto ako vo Vasi¢kovom, tak aj v modeli CIR ma urokova miera vlastnost’ mean-
reversion (opakovany navrat k dlhodobému rovnovaznemu stavu). Proces, ktory sa riadi
rovnicou (2.26) ma necentralne chi-kvadrat rozdelenie (podrobnejsie viz (2, str.20), CIR
model tak odstranuje nedostatok Vasickovho modelu, a teda moznost’ zapornej tirokovej

miery. (2, str. 20)

Nezéapornost’ tohto modelu je vSak vidno aj priamo zo vztahu (2.26). Poznamenajme, Ze

o V tomto modeli nie je riziko (volatilita), ale parameter. Vztahom a\/r(_t) je dané riziko,
ktoré zéavisi na velkosti urokovej miery. Z tohto dovodu sa oznacuje taktiez ako
podmienené riziko. Kedze je zrovnice jasné, Ze riziko klesd zaroven s klesajicou
urokovou mierou, potom, ak Grokovéd miera v spojitom case dosiahne nulovi hodnotu,
nahodna zlozka bude tiez nulova, atak isto urokova miera nevyhnutne vzrastie

v dosledku a procesu mean-reverting. (14)

Ekvivalentnym postupom ako u VaSickovho modelu dostaneme ocakdvant stredni
hodnotu E arozptyl Var trokovej miery v ¢ase n, ktoré su popisané tymito vzorcami (2,
str. 18):

E[r(®)|r(n)] = r(n)e=*¢=™ 4 p(1 — g=alt=m) (2.27)

0.2

Var[r(t)|r(n)] = r(n) ( > (e—alt=m) — g-2alt-n)) 4 (2.28)

a

i (t-n)
+b|(—|(1—e 2t
(5) a-eem)
kde vsetky parametre a, b, o su kladné konstanty, r(n) je urokova mieraVv case n

Z tychto vzt'ahov sa da ukazat, ze pokial’ a konverguje k nekone¢nu, stredna hodnota E
sa limitne rovna b arozptyl Var sa rovna 0 . V pripade, ze aide do O, potom stredna
hodnota E konverguje k aktualnej vyske urokovej sadzby, rozptyl Var sa blizi k hodnote
a?r(t)(n — t). (podrobnejsie (16))
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Vztah (2.26) sa d& vyjadrit’ pomocou (1.32) v tvare (odvodené z (16)):

dX(t) = a(X(t), t)dt + B(X(t),t)dW (t) (2.29)
kde a(X(t),t) aB(X(t),t) su realne funkcie dvoch premennych, a(X(t),t) sa nazyva
drift, B(X(t),t) jerozptyl, W je Wienerov proces.

a(X(®),t) =a(b—-r(@)) (2.30)
LX(t),t) = ay/r(t) (2.31)
kde vietky parametre a, b, o su kladné konstanty. Pre zjednoduSenie zapisu si a(X(t), t)

ozna¢me ako p,, aB(X(t),t) ako o,.

Hodnota nulového kuponu v ¢ase t zavisi na irokovej miere r(t) ana Case splatnosti T, ¢o
sa da vyjadrit’ ako P(t,T). Ak budeme predpokladat, ze cena kupdnu je hladka funkcia
(mé vSetky derivécie vySSich rddov), mézeme vyuzit' Itdovho lemma (1.36) na cenu

kuponu. Dostaneme opit’ (ako v (2.9) tvar (odvodené z (16)):

dP = op +ap+132p 2 dt+aP dw 2.32
“\orf "ot T 202 T ar " (2.32)

kde u, = a(b — 1), o, = 04/r(t), Dalej budeme predpokladat, Ze rozdelenie ceny

P(t,T) kuponu bude normalne, a z tohto dovodu sa riadi rovnicou (2, str.14)

dP(t,T) = P(t, T)i(t, T)dt + P(t, T)6(t, T)dW (t) (2.33)
kde za pomoaci trznej ceny rizika (je kompenzacia za riziko, ktoré investori podstupujt)
az tedrie arbitrdze dostaneme (postup ekvivalentny ako v pripade Vasickovho modelu
(2.16)) (2, str. 15) a (2, str. 97)

oP
=—o, (2.34)
ar

M

oP .
i = Ao, ——+r(t)P (2:35)

it je drift okamzitej zmeny hodnoty dlhopisu P, & je rozptyl okamzitej zmeny hodnoty
dihopisu P Ak predpokladame konstantnu trhovu cenu rizika vzhl'adom na urokovi mieru

zvolime rozptyl (odvodené z (14)):
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1= g N o) (2.36)

Dosadenim T'avej strany rovnice (2.32) za pravu stranu rovnice (2.33) azay,, 6, Up, Op,
substituujeme hodnoty podl'a vztahov (2.30), (2.31), (2.34), (2.35) a (2.36), dostaneme

fundamentalnu diferencidlnu rovnicu urokovej miery pre CIR model (2, str. 21):

190%P daP doP
e rg? 4 — — — P = 2.37
53,270 + e (ab—(a+D)r) + 5% rP =0 (2.37)
s okrgjovou podmienkou (2, str.21):
P(tT)=1 (2.38)

Cenu bezkuponového dlhopisu podla CIR modelu ziskame rieSenim parcidlnej rovnice

(2.37) ( podrobnejsie v (16)):

P(t,T) = A(1)eF@r® (2.39)
kde (2, str.21):

P P I (240)

2y + (1 —e~7)

—2(1—e1" :

B(z) = 2y +(ﬁ(1 _ e—])/‘r) 249
B=a+A+y (2.42)
y =+ (a+2)? + 202 (2.43)
t=T-t (2.44)

vsetky parametre a, b, o st kladné konstanty.

Casova Struktiira irokovych mier R(t,T), ktora je vyjadrena zo vzt'ahu (1.3), ma tvar (2,
str. 21)
B(t)r(t) + InA(z
R(t,T)=—[ (Dr(t) (0] (2.45)
T—t
kde A(7) je urfené vztahom (2.40), B(t) je vzt'ah (2.41), T je doba splatnosti, t je

pociatocny cas.

Limitnym prechodom potom dostaneme vzt'ah pre vynos dlihopisu (2,str. 21):
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lim R(t,T) = — 222 (2.46)
e ) T Aty '

Dalej sa da ukazat,, Ze ak je r(t) < R, potom &asova $truktira Girokovych mier monoténna

L4 b . W roow 7 r .
arastaca. Pre r(t) > (aaTA) je Casova Struktura monoténna a klesajuca. Ak hodnoty r(t)

lezia medzi tymito dvoma intervalmi, hovorime ze Casova Struktara je ,,skokova“. Ako
moézeme vidiet, CIR model umoznuje len velmi maly rozsah skokovych ¢asovych
Struktar. V porovnani CIR modelu aVasi¢kovho modelu, pri volbe ,,rozumnych*
(nezépornych) hodndt parametrov, su Casové Struktury urokovych mier obidvoch

modelov identické.

2.2.3 Ho-Lee modd

Ako prvy model bez moznosti arbitraze (profit z rozdielu ceny ur€itého cenného papieru

v rovnakom ¢ase na réznych trhoch(1,str.117)) bol navrhnuty v roku 1986 Thomasom
Ho and Sang Bin Leem (14). Okamzita Grokova miera sa v tomto modeli pri rizikovo
neutralnej miere(neberie do tvahy moznost’ rizika ) riadi stochastickou rovnicou (2, str.
22)

dr(t) = 6(t)dt + adW (t) (2.47)
kde o¢akavany vynos (drift)
af (0,t
o(t) = %) + o2t (2.48)

o je rozptyl trokovej miery Pripomenime, ze df (0, t) je okamzita Grokova miera (2, str.
22). Model sice nedisponuje vlastnostou mean-reversion (opakovany navrat k
dlhodobému rovnovaznemu stavu), ae na druhg strane v sebe, prostrednictvom
forwardovych rokovych mier f(0,t) a deterministickej (rovnakej za vSetkych podmienok)

funkcii 6(t), zahfia vsetky dostupné informacie.

Predpokladajme, Ze rozptyl (volatilit) okamzitych forwardovych trokovych mier f(t, T)
je konstantna. Teda o(t,T) = o pre vsetky t, T. Potom drift forwardowej miery pri

rizikovo neutralnej miere (neberie do uvahy moznost’ rizika ) ma tvar (2, str.38):

u(t,T) = af odu = g?(T — t) (2.49)

kde u(t, T) jefunkciav Case t do Casu T.
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Zmenaforwardove) miery je potom (2, str. 38):

t t

f(t,T)=f(0,T)+ f o?(T —u)du +f adW (u) (2.50)

0 0

kde f (t,T) je forwardova miera, T, t, u si ¢asové hodnoty.

Kedze f(t,t) =r(t) (forwardova tirokova miera sa rovna okamzitej urokovej miere),
potom tymto vztahom zabezpecime to, Ze prvotni hodnotu r(t) krivky forwardovych

urokovych mier mézeme volit’ 'ubovolne. Dostaneme (2, str. 38):

r(t) = f(0,t) + %aztz + f adW (u) (2.51)
0

f(0,t) je forwardova Grokova miera, t je ¢asova hodnota.
A pomocou Itéovej lemma (1.36) dostaneme (2, str.38):

af(0,¢t)
ot

¢o odpoveda vztahu (2.48). Zderivovanim vztahu (2.51) podl'a t nadobudneme obdrzime

dr(t) = + azt] dt + odW (t) (2.52)

pre drift spominany vztah (2, str. 22):

6(t) = o10.t) ((;Z 2 + o2t (2.53)

Tento vztah (2.53) popisuje drift, ktory odraza sklon forwardovej krivky arizikovost

urokovej miery. Cena dlhopisu P(t,T) v ¢ase t sa da napisat’ v tvare (2, str. 43):

P(t, T) — eA(t,T)—B(t,T)r(t) (254)
kde
1 T
ALT) =20*(T —0)° - f 0(s)(T — s)ds (2.55)
t
B(t,T)=T—t (2.56)

T, t, ssu ¢asové hodnoty, 6 jedrift ac jerozptyl (2, str. 43).

MozZné ocakavané zmeny okamzitych trokovych mier tohto modelu mozu eventualne

nadobtdat’ nemalé rozpdtie hodnét. V Struktire o(t,T) = 0 ma zaklad jednoduchost’
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tohto modelu. Podla autorov ma cena diskontného dlhopisu v Ho-Lee modely log

normalne rozdelenie. (14)

2.2.4 Hull-White model

V snahe o zlepsenie vysledkov Vasickovho modelu vyvinuli Hul a White (15) jeho
roz8irenie, do ktorého zahrnuli premenlivy parameter v ¢ase t. Hull-Whiteov model
predpokladd, ze proces ma normalne rozdelenie v kazdom case t. Toto zaistuje
pohodlnost’ vypoctov a vyuzitie efektivnych a jednoduchych postupov pre oceiiovanie
derivétov, na druht stranu, normélne rozdelenie nevylucuje moznost’ zapornych hodnét,
preto sa nemoze vyuzit' v mnozstve pripadov spojenych s ocenovanim. Hull-White model
aj napriek tomu, Ze bol vyvinuty v roku 1990, je stale aktudlny a v sucasnosti sa pouziva

pre rozne ucely.(15)
Vztah pre zmenu kratkodobej urokovej miery je dany nasledujicou rovnicou (2, st. 23)

dr(t) = (6(t) — ar(t))dt + adW (¢) (2.57)
o(t)

Kde — je dlhodoby priemer vysky tirokovej miery, a je mieramean-reventing (rychlosti

navratu k dlhodobej hodnote)

Integrovanim pre kazdé n < t dostaneme (2, str. 39):

t
r(t) = r(n)e 2" 4 f e~ t-Wg(y)du +
" (2.58)

t
+ af e~ =W gw (u)
n

t, n su ¢asové hodnoty, a je parameter, o je rozptyl a je o¢akavany vynos.

z toho plynie, Ze r(t) ma normalne rozdelenie, strednd hodnota E arozptyl Var su dané

vyrazmi (odvodené z (2, str. 18)):

E[r(@®|r(n)] = r(n)e ¢t 4 y(n)e-2t-n (2.59)

Var[r(t)|r(n)] = g(l _ e—za(t—n)) (2.60)

kde vsetky parametre @, b, o st kladné konstanty, r(n)je Grokova miera v ¢ase n, pre

prehl'adnost’ sme si zaviedli y(t), ktoré ma tvar (odvodené z (2, str.39))

33



2
_ T~ (1 _ p-aty2 2.61
Y©) = 0.0 + 5 (1 - ™) (261)
f(0,t) je forwardova tirokova miera.

Stihrnne sa potom da vyjadrit’ normélne rozdelenie (odvodené z (15)):

r(t)~N [r(n)e‘a(t‘") +y(t) — y(n)e att-m, g (1- e‘za(t‘"))] (2.62)
Pre odvodenie vzt'ahu pre cenu bezkuponového dlhopisu vyuzijeme Itbovo lemma (1.36).
Fundamentalny (zakladny) vzorec pre cenu dlhopisu P za predpokladu okrajove)
podmienky P(t,T)= 1 je (odvodené z (2, str. 16)) :

1, 62P+( (9 ) A)6P+6P P =0
29 T T\ ) T ) T T T T (2.63)

te(0,T)

aje parameter, o jerozptyl a@ je ocakavany vynos, A je trzna cena rizika.

Cena dlhopisu sa da vyjadrit’ pomocou vztahu (2, str. 45)

P(t, T) = eAED-BET)T(1)) (2.64)
kde
A 1
A(t, T) = J [E 02B?(s,T) — 0(s)B(s, T)] ds (2.65)
t

B(t,T) = 2(1 — e—a(T—t)) (2.66)

kdet, s, T su ¢asové hodnoty, a,o st kladné konstanty.

Pretoze v modeli vyvinutom Hull a Whitom st parametre zavislé na ¢ase, vSetky ich
hodnoty musia byt dostupné v ¢ase t, aby bolo mozné vy¢islit’ hodnotu dlhopisu k tomuto

momentu. (15)

2.3 Kalibracia modelov

Vsetky vysSie popisané modely obsahuju parametre, ktorych hodnoty su zavisle na
konkrétnych historickych datach. Je velmi dolezité tieto parametre odhadnit’ co
najpresnejSie. Akékol'vek chyby v odhadoch mozu spdsobit’ skreslené ocenenie
finan¢ného aktiva. Odhad tychto parametrov sa nazyva kalibrdacia (odhad tychto

parametrov).



2.3.1 Kalibracia Vasi¢kovho a CIR modelu
Predpokladajme, Ze okamzita Girokova miera r(t) ma tvar (17, str. 5):

dr(t) = a(b — r(t))dt + orY (t)dW (t)
Kdet > 0, a, b, & st kladné konstanty a y je nezaporné a W(t) je Wienerov proces.
Parameter yurcuje, o aky typ modelu ide. Pre y = 0 ide o Vasickov model, pre y = % ide
o model CIR. (17, str. 5)

Cena bezkupoénového dlhopis P(t,T) je uréend parcialnou diferenialnou rovnicou (17,

str. 5):

apP N oP 1 %P
_ — — VNt 52— — P = 2.67
5% + (a(b r(t)) Aor )61‘ + 50T 5.2 rP =0 (2.67)

Kdet € (0,T)ar > 0.PreP(t,T) = 1.

Trzna cenarizika A(to kompenzacia za riziko, ktoré investori podstupuju) je rozdielna pre

N[~

Ar

’
g

Vasi¢kov a pre CIR model. V pripade Vasi¢ka A(r) = A, zatal’ ¢o pre CIR A(r) =

kde A je konstanta. (17, str.5)

Ak je pocet parametrov konecny, tak pri nekone¢nej suistave rovnic nemdzeme ocakavat’,
ze v Case 0 sa pre kazdé T (Cas splatnosti) bude modelova cena dlhopisu zhodovat’ s cenou
odpozorovanou na trhu. Preto sa pridavaju dodatocné kritéria, ktoré vyjadruji rozdiel
modelovej askutoénej ceny. Toto kritérium sa potom minimalizuje. Z dovodu su
vyhodnejsie modely s nekone¢ne vela parametrami (napr. Hull-White model a Ho-Lee
model). (2, str.45)

Uved'me zékladni metodiku kalibracie. (2, str. 44)
Predpokladajme, Ze zmena okamzitej Girokovej miery r(t) je (2, str.44):

dr(t) = u(t,r(t); a)dt + a(t,r(t); a)dW (t) (2.68)

kde u(-), o () st zname funkcie a aje vektor neznamych parametrov.

1. VyrieSime (pre kazdé pevné T) rovnicu (2, str.44):

—rF(t,r,;a) =0 (2.69)

oF;(t,1;a) N oF(t, ;) N 1 ,0%F(t,1;a)
ot Far 7T o

N
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Fr(t,r,;a) =1

ktora ndm ur¢i modelovia cenu dlhopisu P(t, T; @) = Fr(t,7,; @)

2. Teraz je treba zIucit’ tito cenu s napozorovanymi veli¢inami. Ked'ze ¢as t = 0
oznacuje sucasnost’, budeme predpokladat’, ze pre kazdé T > 0 pozndme skutocnu
cenu dlhopisu P*(0O,T).

Polozime P(t,r,;a) = P*(0,T). Dostavame (nekone¢ntl) sustavu rovnic, kde
neznama je vektor parametrove. (2, str. 44-45)

3. Oznacime rieSenie sustavy @* adostavame rovnicu urokovej miery r(t) (2, str.45)
dr(t) = u(t,r(t); a”)dt + o(t,r(t); a”)dW(t) (2.70)
4. Uvedeny postup opakujeme v pravidelnych intervaloch.
2.3.2 Kalibracia Hull-White modelu
Z kapitoly (2.2.4) vieme, Ze model je zadany rovnicou (2.57) z (2, str.45):

dr(t) = (6(t) — ar(t))dt + adW(¢) (2.71)

a, o su zname konstanty, o je rozptyl. Nasim cielom je najst’ drift 6(t) (2, str. 45).
Cena dlhopisu je zadana rovnicou (2, str. 45):

P(t,T) = e (At T)-BETIr(1)) (2.72)
Kde A(t,T) aB(t, T) maja tvar (2, str. 45):

A(t,T) = J E 02B%(s,T) — 0(s)B(s, T)] ds (2.73)
t

B(t,T) = 2(1 — e—a(T—t)) (2.74)

Takto vypocitané modelové ceny kuponov sa maji rovnat’ (pre t = 0) napozorovanym
aktualnym cenam P*(0,T). Je vyhodnejSie pouzit forwardové miery, ktoré st
ekvivalentné (rovnaké) k znalosti cien dihopisov. Pre zname forwardové miery mame (2,
str. 45):
dlog P*(0,T)
aT
Pre modelové forvardové miery dosadenim (2.73) a (2.74) do (2.72) dostaneme (2, str.

46):

0, T) = (2.75)
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2

f(0,T) = e *Tr(0) — ;_a(l — emaT)2

T (2.76)
+ f e~ 2T=9)g(s)ds
0

Polozenim do rovnosti zndmu forwardov mieru f*(0, T) a modelovu f(0, T) dostaneme

rovnicu (2, str. 46):

0.2
£10,1) = e Tr(0) = - (1 — ™)

T (2.77)
+ | e 2T=9)9(s)ds
J
Jg rieSenim je (2, str. 46):
0(t) = @ +g(@®) +alf*(0,t) + g(t)] (2.78)
kde
o2
9(0) = 5-B*(0.0
(2.791)

1
B(tT)=—(1- e~¢(T-1)

Tato vol'ba driftu 6 (t) ndm zaruci, ze na zaciatku sa modelova cena dlhopisu bude rovnat’

cene pozorovane, teda

P(0,T) = P*(0,T), T>0 (2.80)
Dosadenim (2.73) a (2.74) do (2.72) dostaneme modelovu cenu dlhopisu v buducnosti (2,
str. 46):

P(t,T)
_ P (0,T) e{B(t,T)f*(O,t)—%BZ(t,T)(l—e'zat)—B(t,T)t(t)} (2.81)
P*(0,t)

kde B(t,T) je dané pomocou (2.79) (2, str. 46).

2.3.3 Kalibracia Ho-L ee modelu

Z kapitoly (2.2.3) vieme, Ze model Ho-Lee je dany rovnicou(2.47) z (2, str. 46):

dr(t) = 0(t)dt + odW (t)
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0 jedrift ao rozptyl.

Mozeme tento model chapat’ ako Specialny pripad Hull-Whiteovho modelu, kde (2, str.
47):

Bt,T)=T-t
L T
A T) = 2o*(T = 1)° - f 0(s)(T — s)ds (2.82)
t

arr(o,t
=—f( )+02t
Jt

Dosadenim a néaslednymi upravami dostaneme budicu modelovt cenu dlhopisu (2, str.

47):

6(t)

(2.83)
Kde modelova cena sa na zac¢iatku rovna cene odpozorovane;.
P*(0,T) = P(0,T), T >0

2.4 Medzibankové urokové miery

LIBOR (London InterBank Offered Rate) je urokova miera na londynskom
medzibankovom trhu. Zobrazuje urokové sadzby roznych mien. Vyuziva sa ako
referenéna sadzba pri ocenovani tirokovych derivatov (kapitola 1.2). Napriek tomu, ze
existuje istd minimalna Sanca nesplacania, budeme LIBOR povazovat za bezrizikova
mieru. Dalsou medzibankovou tirokovou mierou, ktora méa rovnaké vlastnosti je napr.

PRIBOR (Prague InterBank Offered Rate). (2, str. 59)
Nasledujuce vzorce vychadzaju zo zdroja (2, str.59-61)
Nech Z(z,6) udava hodnotu bezkupénového dlhopisu v ¢ase t, splatného za ¢as 6, plati

Z(t,8) =P(t,T), kded=T -t (2.84)

ar(t,u) nech je okamzita forwardova miera f(t,s) v Case t na Cast + u:

r(t,u) = f(t,s), kdeu=s—t (2.85)

! Druhy ¢asovy tdaj v hodnotach dlhopisov okamzitych forwardovych Girokovych mier udava ,,za ako dlho*
anie ,.kedy*, ako sme pouzivali doteraz. (2, str. 59)
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a plati (2, str. 59):

Z(t,6) = e o rewa (2:86)

Ak okamzita forwardova miera f(t,s) splituje rovnicu (2, str. 59):

df =o(t,s)d(t,s)dt + a(t,s)dW(t) (2.87)
kdes=T-t, o ad surozptyly (2, str. 59):
N

6(t,s) =f o(t,u)du (2.88)

0

Potom pre r(t,u) plati rovnica (2, str. 60):

0 1
dr(t,u) = M [r(t, u) + > é(t, u)z] dt + o(t,w)dW (t) (2.89)
24.1 Spotovy LIBOR

Nech ¢ je teraz najkratsi Cas, na ktory je LIBOR kotovany (Uradny zaznam kurzov
cennych papierov na burze). Spotovy LIBOR L(t,0) je potom definovany na zaklade tohto
vzt'ahu (2, str. 60):

Z(t,8)(1+6L(t,0)) =1 (2.90)
Ak tedainvestujeme na LIBOR L(t,0) v ¢ase t sumu Z(z,0) dodobyt+ o =T, ¢o je cas
splatnosti dihopisu, potom v ¢ase T musime ziskat’ ¢iastku rovna 1. Potom plati (2, str.
60):

)
1+ 8L(t,0) = = elo tltwds (2.91)

7(5,0)
(effr(t,u)du) -1
0

(2.92)

L(t,0) =
24.2 Forwardovy LIBOR

V d’alSom kroku vyjadrime forwardovy LIBOR. Za predpokladu spojitého urocenia,

Z(t,t+96)
Z(tT)

uvazujeme investovat’ v Case t Ciastku od(t+ 7) do(t+ 7+ ) (5 7su casové

hodnoty). Podrl'a (2.86) si vyjadrime hodnotu kupnou a dostaneme (2, str. 60):
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exp(— f0T+6r(t,u)du) >
exp(— [, r(t,u)dw) J

Vidime, Ze tato investicia nam prinesie v ¢ase (t + T + §) Ciastku 1. Ak investujeme teraz

r(t,t+uwdu=1 (2.93)2

Ciastku Z(Z%;S) forwardovym LIBOR L(¢ 7) (dohodnutym v ¢ase t) od doby (t + 7) do

doby (t + 7 + J), musime inkasovat’ rovnako (aby neexistovala arbitraz). Preto musi platit’
(2, str. 61):

Z(t, T+ 6)
Z(t, 1)

Podla tohto vztahu sa da vypocitat’ L(t, t). Mame (2, str. 61):

(1+6L(t,7)) =1 (2.94)

. Z(tt)  exp{— Jy r(t,s)ds}
) D )
T+8
= exp —j r(t, s)sa (2.99)
T+6
o L) = exp {— . s)ds} -1

)

Na zaver si okrem toho vyjadrime aj (lsirr(l) L(t, ). Lahko sa presved¢ime, zZe (2, str. 61):

L(t,7)
06 ls=o

}Si_rg(l) L(t,7)= =r(t, 7). (2.96)

2Z dovodu prehladnosti je e* pisané ako exp{x}.
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3  VLASTNE NAVRHY RIESENIA

V tejto kapitole aplikujeme dva z vyssie uvedenych modelov: konkrétne Vasickov model
a CIR model. Model CIR odstrafiuje nedostatok Vasickovho modelu, ktorym je moznost’,
Ze Grokova miera r(t) moze byt zaporna. Zaujimalo ma, ¢i sa to prejavi aj pri prakticke;j
aplikécii.

Pouzijeme redlne data medzibankovej urokovej miery PRIBOR ktord ma rovnaké
vlastnosti ako in¢ medzibankové tirokové miery, napriklad LIBOR. Nasim cielom je
ukézat, akym spdsobom sa daji uvedené modely aplikovat’ na data prostrednictvom
software a porovnat’ jednotlivé modely medzi sebou. Statistické a optimalizaéné metody,

ktoré pouzijeme, nie su popisané podrobne, avSak st odkazované a 'ahko dohl'adatelné.

3.1 Kolmogorov-Smirnovova statistika

Aby sme mohli v praktickej Casti prace vykonat' porovnanie vybranych modelov
(konkrétne sa bude jednat' o model Vasickov a CIR model), potrebujeme definovat
kumulativnu distribu¢ni  funkciu ktord nie je dand teoreticky, ale vychddza

Z pozorovanych dat. K tomuto ucelu bude sluzit’ tzv. empiricka distribu¢na funkcia.

Mame n-rozmerny vektor realnych Cisiel (xq,x3,...,%,) . Empirickou distribucnou

funkciou nazveme funkciu F,, ktora je na mnozine R definovana (17, str.9):

1 n
HOEESRINED 3

kde Y(; ) je charakteristicka funkcia , ktord je uzatvorena sprava na intervale (j, x).

Dale uvazujeme charakteristickou funkciu na intervalu, ktera sa rovna jednej, pokial’ jej
argument v danom intervale lezi, aje rovny nule, ak lezi mimo neho. Empirick4
distribuc¢né funkcia sa tiez nazyva vyberovou distribucnou funkciou. Je evidentni, ze sa

jedné o nespojitu funkciu so skokmi v kazdom x;,i = 1, ..., n. Je ale spojitad zl'ava.

Majme dve rézne empirické distribu¢né funkcie F,, a G,,. Nech F,, je dana realizaciou
nahodného vyberu (xq, x5, ..., X;,) @G,nahodného vyberu realizaciou (yq, V2, -+, V),

m,n € N. Pak Kolmogorov-Smirnovova statistika (ozna¢me D) je dana (18, str. 72):

D= max |F(z)- Gu(z)| (32)

1<jsm+n
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kde z; jej-ty Clen postupnosti, ktora vznikne zli¢enim prvkov (xq, X3, ..., Xp,) Sprvkami

(1, Y2, -, ¥n) @usporiadanim tejto zlucenej mnoziny podla velkosti vzostupne.

Kolmogorov-Smirnovova Statistika je teda maximom vzdialenosti medzi dvoma
empirickymi distribuénymi funkciami. Tuto Statistiku pouzijeme v pri porovnani

aplikovanych modelov.

3.2 Data

Pre aplikaciu modelov pouzijeme data z verejne pristupnej databdzy ARAD. Ide
o0 databazu, ktora je k dispozicii na strankach Ceskej narodnej banky (19). Pre nase
potreby vyuzijeme ¢asovu radu medzibankovej urokovej sadzby PRIBOR (Prague Inter
Bank Offered Rate) na Ceské koruny, a to na mesaénej baze v obdobi od 1.1.2013 do
31.4.2018. Jedna sa o casova radu s 64 pozorovaniami. Hodnoty casovej rady su

Vv databaze ulozené ako desatinné ¢isla, jednotky st v miliénoch K¢.

V Tabulke ¢.1 uvediem spocitané zakladné Statistické charakteristiky (5, str. 51):

TabuPka 1: Statistické charakteristiky tejto ¢asovej $truktiry tirokovych mier PRIBOR (Zdroj:
vlastné spracovani, podl'a ARAD)

Priemerna hodnota 0,19646875
Vyberovy rozptyl 0,021320634
Vyberovd smerodajna odchylka 0,146015869
Minimum 0,12
Maximum 0,75
Median 0,15
Prvy kvartil 0,13
Treti kvartil 0,17675
Priemerna diferencia 0,0086875
Vyberovy rozptyl diferencii 0,001724155

Z Grafu ¢.2 mdzeme vidiet, Ze urokova miera PRIBOR, v pozorovanom obdobi,
nevykazovala extrémne kolisanie hodndt. Zlom nastal az v lete 2017, aako mdzeme
vidiet’, od tohto obdobia rastie. Na ose X je ¢as a naose Y su hodnoty, ktor¢ PRIBOR
dosahuje:
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Graf &.2: Vyvoj iirokovej sadzby PRIBOR od 1.1.2013 do 30.4.2018 (Zdroj: Autor)
3.3 Eulerova metoda - simulacia

Pre zvolené modely (Vasi¢kov a CIR) urobime odhad parametrov modelu asimulaciu
urokove sadzby PRIBOR. K simulacii vyuzijeme Eulerovi metddu, ktora sa pouziva
pomerne obecne hlavne vtedy, ked’ neexistuje alebo nie je zname explicitné analytické
rieSenie. Eulerova metoda je zalozend na Eulerovej disketizacii. Ta spociva v definovani
¢asovych okamihov t, < t; < -+ < t,, @anahradenim stochastickej diferencialnej rovnice

(2.36) jej diskrétnou verziou (7):

r(tiyr) = 7(t) + (@ — Brt))[tiss — t]

+ oy Rt ties — 6Z (L)

kdeZ,,Z,,...,Z, je Sum. Tu je nutné spomenut’ problém, a tym je moznost’, ze hodnota

(3.3)

r(t;) mdze byt zaporna a teda odmocnina z nej je mozna. Tento problém sa riesi bud’
tym, Ze sa vzdy, ked’ vyjde zdporna hodnota, polozi rovno nule, alebo cez tzv. reflexiu,
tj. pouzije sa absolttna hodnota hodnoty r(t;), kedykol'vek bude zaporna a pokracuje sa

od tejto novej hodnoty.

3.4 Vysledky

Pouzijeme Vasickov model a model CIR na redlne urokové sadzby. Tato aplikacia
spociva vzdy v dvoch krokoch. V prvom kroku musime odhadnat’ parametre modelu,

av druhej budeme simulovat’ trajektorie vysledného nidhodného procesu pomocou



Eulerovgl metody. Jednotlivé odhady parametrov si popiSeme detailnejsie. Pre obidva

pripady budi uvedieme pouzité skripty pre odhad parametrov, pre vytvorenie prislusného

objektu atiez aj pre simulacie trajektorii rieSeni kazdého modelu.

3.5 Simulacia Vasickovho model

Aplikovany postup nizsie je inSpirovany zdrojom. (20) Diskrétnou verziou vzorca (2.3):
r(tiy1) = ¢+ br(t;) + 6Z(t;) (3.4)

kdeZ,,Z,, ..., Z, st Sumy ast nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny, ktorych

maju normalne rozdelenie, kde (20):

a
c=—=(1- e_ﬁ(ti+1_ti))
B

(3.5)
b = (1 — e_ﬁ(ti+1_ti))
parameter 6 mézeme zistit’ pomocou Itdovej izometrie (7, str.85):
8 = 0\/% (1 — e~ 2Bti+a—t)), (3.6)

Priebeh r(t;) dany (3.4) je autoregresny proces prvého radu AR(1). Pokial’ je t 8 > 0,
potom 0 < b < 1 atakyto proces je staly a vracia sa k dlhodobému priemeru, ktory sa

rovna % Zo strednej hodnoty (2.4) plynie (5, str. 54)

lim E(xfx) = @)
A z (2.5) plynie: (20)
2
tll_)Ig Var(x:|xs) = 2 (3.8)

K vypoctu parametrov modelu z dat mézeme vyuzit metddu najmensich stvorcov, ktora
je bezne v literatire popisana. Pocitame parametre b a ¢ v (3.4) naslednou

minimalizaciou (20):

(b,¢) = arg rglicn Z(r(tiﬂ) — ¢ — br(t;))? (3.9)

Pricom odhad parametru § z§ je zadany ako priemerna §tandardna odchylka rezidui

metddy najmensich Stvorcov (20):



n-1

N (i) Br(e) - 27 (310)

i=1

[=2N
Il

Povodné parametre a, b a ov modely (2.2) moéZzeme pomocou vypocitanych koeficientov

b, ¢ a § ahko odvodit’ z (3.5) a dostaneme (20)

—¢1In(b)
a = =
(tivs —t)(1 = D)
o = In(h)
(b — ) (3.11)

~

)

(b2 = D (tipg — t)
21n(b)

Pre konkrétnu realizaciu dat vyuzijem systém Matlab. Skript vyzera nasledovne (20):

Model.Data=xlsread('dataPRIBOR2', 'B2:B1341");

Model.Time=xlsread ('dataPRIBOR2', 'D2:D1341");

ML VPar = Vasicek calibration (Model.Data,l);

Hwvm=hwv (ML VPar (1),ML VPar (2),ML VPar(3),'StartState', Model.Data(l));
[Y,T]=simByEuler (Hwvm, 64) ;

t=T(l:end-1);

plot(T,Y, 'red',t,Model.Data, "blue');

hist (Y);

Skript snazvom Vasicek calibration je procedira odhadujica parametre Vasickovho

modelu pomocou metddy najmensich Stvorcov (20):

function ML VPar = Vasicek calibration(V_data,dt)

pouzitie : Model.Time = Delta t
% Model.Data = vyjadrenie urokovych mier
% Parametre = modelove parametre (alpha, beta, sigma)

N=length (V_data) ;

x=[ones (N-1,1) V data(l:N -1)];
ols=(x"*x)"(-1)*(x'*V_data(2:N));
resid = V_data(2:N)-x*ols;

c=0ls (1) ;

b=0ls (2);

delta=std(resid) ;

alpha=-log(b) /dt;

theta=c/ (1-b);

sigma=delta/sqrt ((b"2-1)*dt/ (2*1log(b)));




ML VPar=[alpha theta sigma];
end

Vystupom simulovanej trajektorie procesu je Graf ¢.3, o je rieSenim tohto modelu.
Simulujeme trgektoriu prostrednictvom Eulerovej metody, a to tak, aby proces zacinal

V pociato¢nom stave. Skuto¢né data su vyjadrené modrou farbou. Proces ma vlastnost’

mean-reversion (navrat k dlhodobel strednej hodnote).
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Graf ¢.3: Simulacia Vasi¢kovho modelu (Zdroj: Vlastné spracovanie)

Na ose Y su odhadnuté simulované hodnoty urokovej miery PRIBOR a na ose X je ¢as

(pre nutnost’ fungovania programu som st hodnoty PRIBOR oznacené od 1 do 64, a nie

konkrétnym datumom)
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Histogram simulovanych hodnét zobrazuje pocetnost’ hodnét tirokovej miery PRIBOR

Vv jednotlivych intervaloch.

Graf ¢.4: Histogram simulovanych hodnét trokovych mier (Vasickov model) (Zdroj: vlastné
spracovanie)

Naose Y pocetnost’ vypocitanych hodndt, na ose X st intervaly hodnot.

3.6 Simulacia CIR modelu

Aplikacia postupu je in§pirovana pracou (21). Ked’ a,b ao st kladné realne konstanty
a2a < o2, potom riesenie CIR modelu je vyhovujuco definované a ma marginilnu
distribuciu, ktora sama ma gamma rozdelenie. Pre odhad parametrov a,b a o vyuzijeme

pravdepodobnost’ prechodu (21):

N

v
p(rti+1|rti; a,b, a) =ce %7 (a) 1,(2vuv) (312
kde parametre (21):

_ 2b
€= o2 (1- e—b(ti+1—ti)) (3.13)

a7



u = Crtie_b(tHl_ti)

V=CTyy
2a L

q=—-
q2

Iq(Z\/uv) je modifikovana Besselova funkcia prvého druhu pre stupna g. (21)
Parametre a,b,o odhadneme pomocou metody maximum likelihood L.

Hladame hodnoty parametrov, pre ktoré bude

(@ 4,6) = argmaxIn L(a, b, 0) (3.14)
Pre rieSenie maximaliza¢nej Glohy (3.13) sa musime spolahnit’ na aproximacné
numerické metoédy. V naSom pripade pouzijeme simplexovi metédu, vyzadujicu vstupné
hodnoty parametrov, ktoré st ich prvou aproximéciou. Pre tento i¢el pouZijeme klasicku
metddu najmensich Stvorcov na (3.1) Najprv podelime (3.1) vyrazom m

adostaneme:

r(tisd) _ T8 | (@ Brt))ltis —t
Vrt)  r(t) V() (3.15)
+ oyt — tZ(¢)

VyrieSime minimalizént lohu

n-—1

o . r(tis)  7T(t)
(@) =arg ‘L‘,‘b“; <¢r(ti) Jrt)

o (@ = rie)lti - n])
Vr(t)

Minimalizaciou (3.15) podla parametrov a ab obdrzime odhady metdodou najmensich

(3.16)

2

Stvorcov tychto parametrov aodhad parametru ¢ ziskame ako Standardnt odchylku

rezidui.

Pre konkrétnu realizaciu dat vyuzijem systém Matlab. Skript vyzera nasledovne (21):

Model.Data=xlsread('dataPRIBOR2', 'B2:B1341");

Model.Time=x1lsread ('dataPRIBOR2', 'D2:D1341");

X = Model.Data(l:end-1);

dx = diff (Model.Data);

dx = dx./x.70.5;

reg = [Model.Time(l:end-1)./x.70.5,Model.Time (l:end-1).*x.70.5];



drift = reg\dx;

res = reg*drift - dx;

alpha = -drift(2);

mu = -drift(l)/drift(2);

sigma = sqgrt(var(res, 1)/min (Model.Time));

Params = [alpha mu sigma];

[coef, val]l=fminsearch (@ (Params) CIRobjectivel (Params,Model),h Params);
Cirm=cir (coef (1), coef(2),coef(3), 'StartState', Model.Data(l));

[Y, T]=simByEuler (Cirm, 64) ;

t=T(l:end-1);

plot(T,Y, 'red ',t,Model.Data, 'blue "');
hist (Y);

Skript snazvom CIRobjectivel je procedira odhadujtica parametre CIR modelu (21)

function 1nL = CIRobjectivel( Params, Model )

% puzietie: Model.Time = Delta t

% Model.Data = vyjadrenie urokovych mier
% Parametre = Modelové parameters (alpha, mu, sigma)

Data = Model.Data;
DataF = Data(2:end);
Datal = Data(l:end-1);
Nobs = length (Data);

Time = min (Model.Time) ;
alpha = Params(l);

mu = Params (2);

sigma = Params (3);

c = 2*alpha/ (sigma”2* (1-exp (-alpha*Time))) ;
g = 2*alpha*mu/sigma”~2-1;

u = c*exp(-alpha*Time) *Datal;

v = c*Datafl’;

z = 2*sqrt(u.*v);

bf = besseli(qg,z,1);

InL= - (Nobs-1)*log(c)+sum(ut+v-0.5*g*log(v./u)-log(bf)-z);
end

Vystupom je Graf ¢.6 simulovanej trajektorie procesu ¢o je rieSenim tohto modelu.
Simulujeme trajektoriu prostrednictvom Eulerovej metody, a to tak, aby proces zacinal
V pociato¢nom stave. Skutocné data st vyjadrené modrou farbou. Proces ma vlastnost’

mean-reversion.
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Graf ¢.5: Simulacia CIR modelu (Zdroj: Autor)

Naose Y si odhadnuté simulované hodnoty tirokovej miery PRIBOR a naose X je Cas

(pre nutnost’ fungovania programu som su hodnoty PRIBOR oznacené od 1 do 64, anie

konkrétnym datumom)

Histogram simulovanych hodnét zobrazuje pocetnost hodnét urokovych mier

Vv jednotlivych intervaloch, pricom k tomuto ucelu sme vykonali 100 nezavislych

simuléacii.
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Graf ¢.6: Histogram simulovanych hodnét arokovych mier (CIR model) (Zdroj: Autor)
NaoseY pocetnost’ vypocitanych hodnot, na ose X su intervaly hodnot.
Na Grafe ¢.7 je znazorneny zoom simulacie Vasickovho modelu pouzitim

modifikovaného Matlab skriptu. Pre kratsi Casovy tGsek je vidiet, ze model ma vlastnost’

mean-reventing (navrat k rovnovaznej hodnote)
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Graf ¢.7: Zoom simulacie Vasi¢kovho modelu (Zdroj: Autor)
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3.7 Porovnanie modelov

K porovnaniu prevedenych modelov pouZzijeme KS Statistiku, ktora sme blizsie opisali
Vv kapitole 3. Spocitame hodnoty KS pre obidva modely, ktoré budu tym vicsie, ¢im bude
vacsia maximalna odchylka empririckej distribu¢nej funkcie. Cim niZ§ia hodnota KS
Statistiky bude pre dany model vychadzat, tym lepSie tento model charakterizuje
chovanie skuto¢nych trokovych mier. Hodnoty KS pre jednotlivé modely su uvedené

V tabulke Tabulka ¢.2

Tabulka ¢.2: KS §tatistiky (Zdroj: vlastné spracovanie)

Vasickov model 4,7409 « 10~ 1°
CIR model 3,3721 x1072°

Z uvedenych hodnot je zrejmé, ze hodnota KS statistiky je nizSia pre model CIR . A preto

by sme navrhli jeho aplikaciu.

Nedokonalost’ simulacii moze to byt sposobena vyberom datového suboru, jeho
velkostou, ako aj samotnymi hodnotami. Na obrazku Graf ¢.2 je zobrazeny vyvoj
urokovej sadzby PRIBOR. VSimnime si, Ze sadzba sa od zacCiatku drzala na skoro
rovnakej urovni. Avsak od ist¢tho momentu zacala rapidne, mo6Zeme povedat’ Ze takmer

exponencionalne, stipat’. Z toho stanoviska vychadzali aj pouZité modely.

3.8 Navrh zlepSenia

Modelov urokovych mier existuje v literatire cela rada. Nejedna sa len o modely
kratkodobé, ale tak isto aj o dlhodobé modely, modely jednofaktorové, viacfaktorové ako
aj modely zaloZené na inych principoch. V praci som sa zamerala len na mali skupinu
jednofaktorovych modelov. V praxi sa vSak viac osvedcili viacfaktorové modely, ktoré
maji ovela SirSie spektrum fixovacich vlastnosti, ktorymi odstraiiuji nedokonalosti
modelov. Napriklad ide o existenciu zapornych sadzieb. Musime vSak pripomenut’, ze
neexistuje dokonaly model, ktorym by sa dala s vysokou prestnost'ou predikovat’ cena

portfolia tak, aby odpovedala skutoénym trhovym hodnotam.
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ZAVER

Vo finan¢nej praxi sa stretdvame s roznym spravanim urokovych mier. V niektorych
obdobiach je ich rizikovost’ vysSia a inokedy nizSia. Vyvoj urokovych mier je Casto
zavisly na nahlych a tazko predvidate'nych hospodarskych, politickych, spolocenskych,
prirodnych a inych zmenach a udalostiach vyznamného rozmeru.  Podstatou
stochastickych modelov nie je teda presne predikovat’ vyvoj urokovych mier, ale zachytit’
v ¢ase vlivy na ich chovanie z povahy historického vyvoje hodnét. Prostrednictvom ich
charakteru potom predikovat’ ich spravanie sa v buducnosti na zaklade identifikovanych

historickych zmien a udalosti.

Cielom tejto bakalarskej prace bol popis modelov urokovych mier, ktoré st zadané
stochastickou diferencialnou rovnicou a ich kalibraciou, a d’alej prakticka aplikacie
vybranych znich na konkrétnych datach. Pro teoreticky popis som sa zamerala na
Vasickov, Cox- Ingersoll-Rossov, Ho-Lee a Hull-Whitov model. Najprv boli zavedené
dolezité matematické a ekonomické pojmy, ktoré st vyznamné pre pochopenie
spracovavanie problematiky. Potom boli predstavené stochastické rovnice modelov
urokovych mier a bola odvodenad ich kalibracia. d’alej bola prevedena analyza urokove;j
miery LIBOR, ktora zobrazuje urokové miery roznych mien. Pro praktickou aplikaciu
modelov v tejto praci som zvolila Vasickov model a Cox- Ingersoll-Rossov model a
konkrétne data dostupné v databazy Ceskej narodnej banky. Monitorovany &asovy
interval som zvolilav obdobi od 1.1.2013 do 30.4.2018 a to vol'bou 64 meranych hodnot.
Na zéklade prakticky uskuto¢nenych simulacii obidvoch modelov, realizovanych skripty
aplikovanymi v software Matlab, aich porovnanim som zistila, ze k predpovedaniu
spravania sa trokovych sadzieb je vhodnejsi model Cox- Ingersoll-Rossov. Vlastnost’
mean-reversion (navrat k dilhodobe hodnote) lepsie zachytava Vasi¢kov model pri zoom
Casového obdobia .V pripade obidvoch modelov st prezentované Styri simulacie pre
rozne druhy vstupnych parametrov. Do ich vizualizacie je zahrnuty skutocny priebeh
simulovang zavislosti. Je evidentné, ze koncové hodnoty ¢asovej rady monitorovanych
urokovych mier, ktoré nasobne prevysuji prevaznt ¢ast’ predchadzajucich hodnét, maju
za nasledok vyrazny rast (vyjadreny takmer exponencialnou zdvislostou) simulovanych
hodndt s rasticim Casom. Pre pociatocné data Casovej rady (hlavne bez zaradenia

koncovych extrémne vysokych hodnét) simulacie lepsie zachytava vyvoj irokovych mier
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Vv Case. Pre presnu identifikaciu preco posledné hodnoty takto stupli je treba sledovat

dalsi vivo.

Je treba poznamenat’, Ze V literattire je popisana cela rada d’alSich modelov, zlozitejsich,
ktoré pracuju s viacerymi predpokladmi a dokazu zachytit' omnoho viac zmien vynosove;j
krivky. Takéto modely su adekvatnejSie pri ocenovani a zaistovani finanénych rezerv.
Pretoze pracuji s va¢s§im poctom parametrov, je i ich kalibracia omnoho vypocetne
naro¢nejsia. Z dovodu rozsahu tejto bakalarskej prace povazujem zaneucelné zaradit’ ich

popisy.

K rieSeniu vySsie uvedenej problematiky bolo potrebné prestudovat’ mnoho teoretickych
zdrojov a formalne zjednotit’ ,,matematické vyjadrovanie. Pri tomto postupu sa mi

otvorila cela rada zaujimavych problematik z oblasti finan¢ni matematiky.
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Priloha ¢.1: Data — PRIBOR 1.1.2018-30.4.2018

. PRIBOR (v

Obdobie mil. K(‘f;

31.01.2013 0,194 30.09.2015 0,139
28.02.2013 0,199 31.10.2015 0,13
31.03.2013 0,18 30.11.2015 0,13
30.04.2013 0,182 31.12.2015 0,13
31.05.2013 0,18 31.01.2016 0,13
30.06.2013 0,181 29.02.2016 0,13
31.07.2013 0,171 31.03.2016 0,13
31.08.2013 0,179 30.04.2016 0,13
30.09.2013 0,176 31.05.2016 0,13
31.10.2013 0,171 30.06.2016 0,13
30.11.2013 0,157 31.07.2016 0,13
31.12.2013 0,146 31.08.2016 0,13
31.01.2014 0,15 30.09.2016 0,13
28.02.2014 0,15 31.10.2016 0,13
31.03.2014 0,15 30.11.2016 0,124
30.04.2014 0,15 31.12.2016 0,12
31.05.2014 0,15 31.01.2017 0,12
30.06.2014 0,15 28.02.2017 0,12
31.07.2014 0,15 31.03.2017 0,12
31.08.2014 0,15 30.04.2017 0,12
30.09.2014 0,15 31.05.2017 0,12
31.10.2014 0,15 30.06.2017 0,12
30.11.2014 0,15 31.07.2017 0,12
31.12.2014 0,158 31.08.2017 0,251
31.01.2015 0,16 30.09.2017 0,28
28.02.2015 0,158 31.10.2017 0,28
31.03.2015 0,152 30.11.2017 0,474
30.04.2015 0,15 31.12.2017 0,5
31.05.2015 0,149 31.01.2018 0,5
30.06.2015 0,15 28.02.2018 0,736
31.07.2015 0,15 31.03.2018 0,75
31.08.2015 0,147 30.04.2018 0,75




