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Abstrakt 

Táto bakalárska práca je zameraná na popis modelov úrokových mierĽ ktoré majú 

uplatnenie v oblasti finančnej matematiky. Konkrétne popisuje Vašíčkov modelĽ Cox-

Ingersoll-Rossov model, Ho-Lee model a model Hull-White. Tieto modely sú zadané 

stochastickými diferenciálnymi rovnicami. Teoretická čas[ tiež definuje základné pojmy 

stochastického kalkulusu. Všetky vyššie uvedené modely sú aj kalibrované. Taktiež je 

v práci popísaná spotová a forwardová medzibanková úroková miera LIBOR. Praktickou 

aplikáciou konkrétnych dátĽ ktoré sú dostupné vo verejnej databáze Českej národnej 

banky, je docielená simulácia Vašíčkovho modelu a modelu Cox-Ingersoll-Ross. 

Obdržané výsledky sú interpretované. 

Abstract 

This bachelor’s thesis focuses on a description of the interest rate models that are applied 

in the sphere of financial mathematics. FurthermoreĽ it specifically describes the Vašíček 

model, Cox-Ingersoll-Ross model, Ho-Lee model and Hull-White model. These models 

are given by the stochastic differential equations. The main terms of the Stochastic 

Calculus are described in the theoretical part of the thesis. All the above models are also 

calibrated. Moreover, the spot and forward interbank interest rate—LIBOR is described 

in the thesis. By applying specific data, that are available in the public database of the 

Czech National BankĽ we have simulated the Vašíček and Cox-Ingersoll-Ross models. 

The obtained results are interpreted. 
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ÚVOD 

V súčasnej dobe je v oblasti riadenia finančných rizíkĽ riadenia aktív a portfólio 

managementu nutné zvládnu[ pokročilé matematické metódyĽ ktoré sa stávajú 

neoddeliteInou súčas[ou moderných financií. Efektívne riadenie úrokového rizika je 

v dnešnej dobe významné pre strategických investorov s veImi dlhým investičným 

horizontomĽ akými sú hlavne pois[ovne. V@aka mimoriadnemu technickému pokroku 

došlo k značnému zníženiu časovej náročnosti výpočtov úrokových mier. K dispozícii 

máme stochastické metódy k modelovaniu úrokových mierĽ mier úmrtnostíĽ ako aj 

@alších výpočtových predpokladovĽ ktoré sú potrebné pri oceOovaní záväzkov. Od výšky 

záväzkov voči klientom sa odvíja hodnota technických rezervĽ ktoré musia ma[ inštitúcie 

k dispozíciiĽ aby ich boli schopné plni[. 

Táto práca sa venuje problému stochastického modelovania úrokových mier. Je rozdelená 

na dve časti: teoretickú a praktickú. Teoretická čas[ obsahuje tri kapitolyĽ ktoré na seba 

nadväzujú a postupne zoznamujú čitateIa s nutnými pojmami a matematickými aparátmiĽ 

ktoré sa neskôr využívajú v praktickej časti. Práca sa zaoberá hlavne VašíčkovímĽ CIRĽ 

Ho-Lee, Hull-White modelomĽ ktoré sú  zadané stochastickou diferenciálnou rovnicou a 

ich kalibráciou. Záver je zameraný na analýzu úrokovej sadzby LIBOR. 

Praktická čas[ obsahuje aplikáciu niektorých vybraných modelov popísané 

v predchádzajúcej častiĽ na reálne dáta úrokovej sadzby PRIBORĽ ktoré boli získané 

z verejnej databázy Českej národnej banky.  
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CIEH PRÁCEĽ MÉTÓDY A POSTUP SPRACOVANIA 

Hlavným cieIom práce je popísa[ vlastnosti modelov úrokových mier.  

Aby bol splnený hlavný ciel práce, je treba na začiatku definova[ základné  matematické 

a ekonomické pojmyĽ ktoré sú potrebné pre pochopenie tejto práce. Bude popísaná časová 

štruktúra forwardovej a spotovej úrokovej mieryĽ tvar výnosovej krivkyĽ ako aj niektoré 

deriváty úrokových mier. Ke@že úrokové sadzby majú široké využitie v životnom 

poisteníĽ uvedieme jeho základné delenie.  

Aby nám modely správne fungovaliĽ musíme zaisti[ všeobecnú rovnováhu nesmie nasta[ 

možnos[ arbitrážeĽ a zároveO modely musia by[ spojité v čase. Pomocou stochastických 

diferenciálnych rovnícĽ ktorými sú modely VašíčkovĽ CIRĽ Ho-Lee a Hull-Whiteov 

zadané,  popíšeme základné vlastnosti úrokových mier a následne vykonáme aj ich 

kalibráciu. Prostredníctvom forwardových a spotových úrokových mier si popíšeme 

jednu z najznámejších úrokový sadziebĽ ktorou je LIBOR.  

Nakoniec pomocou Excelu a matematického programu Matlab niektoré vybrané modely 

nasimulujeme a následne porovnáme medzi sebou. K tomu využijeme verejnú databázu 

Českej národnej banky ARAD.  Všetky použité materiály sú uvedené v zdrojoch.  
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1 TEORETICKÉ VÝCHODISKÁ PRÁCE 

1.1 Úroková miera  

V tejto kapitole sa budeme zaobera[ základnými pojmami, s ktorými sa môžeme stretnú[ 

pri skúmaní  problematiky modelovania úrokových mier. Zameriame sa na vysvetlenie 

pojmov, ako  sú časová hodnota peOazí a úroková mieraĽ diskontovanieĽ výnosová krivkaĽ 

bezrizikový bezkupónový dlhopisĽ vysvetlíme rozdiely medzi niektorými typmi 

úrokových mier. 

1.1.1 Časová hodnota peOazí 

Pod pojmom časová hodnota peOazí si môžeme predstavi[, ako peniazeĽ ktoré máme 

k dispozícii dnesĽ majú väčšiu hodnotu ako tieĽ ktoré by sme získali v budúcnosti. 

DôvodomĽ prečo je tomu tak, je časová preferencia súčasnej spotreby. V prípadeĽ že sme 

si peniaze vložili do banky na sporiaci účetĽ úroky pre nás predstavujú odmenu za 

odloženie terajšej spotreby v prospech budúcej. Úroková miera je teda podielom úroku 

a vloženého majetku, (1, str.53): 

 件 噺 憲鶏 (1.1) 

kde i je úrok a P je hodnota počiatočného kapitálu. 

1.1.2 Časová štruktúra spotovej úrokovej miery 

Spotová úroková miera je momentálnym výnosom vychádzajúcim z finančných 

nástrojovĽ ktoré vyvolávajú len jeden peOažný tok v dobe splatnosti. Ako príklad takéhoto 

finančného nástroja si môžeme uvies[ bezkupónový alebo kupónový dlhopisĽ ktorého 

kupónové platby prebehli v dobe splatnosti pred poslednou platbou. Ak bezkupónový 

dlhopis má dobu splatnosti v čase TĽ a zároveO v tomto čase vypláca jednotku menyĽ 

môžeme jeho súčasnú hodnotu označi[ ako P(t,T) v čase t. Úroková miera R(t,T) 

v intervale [t,T] je definovaná ako miera výnosnosti do doby splatnosti T bezrizikového 

nulového kupónu s hodnotu 1 (2, str.9): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 結貸眺岫痛┸脹岻岫脹貸痛岻┸ 建 樺 岫ど┸ 劇岻 (1.2) 

Spotovú úrokovú mieru vyjadríme pomocou vz[ahu (1.2), kde P(t,T) je cena 

bezkupónového dlhopisu v čase t (2, str.9): 
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  迎岫建┸ 劇岻 噺 伐 ln P岫建┸ 劇岻劇 伐 建 ┸ 建 塙 劇 (1.3) 

Okamžitú spotovú úrokovú mieru r(t) môžeme zapísa[ pomocou vz[ahu (2, str.9): 

 堅岫建岻 噺  lim脹蝦痛 迎岫建┸ 劇岻 (1.4) 

Zapíšme tento vz[ahy pre jednoduché úročenie (odvodené z (1Ľ str. 16)): 

 鶏岫建┸ 劇岻 糾 盤な 髪 迎岫建┸ 劇岻 糾 岫劇 伐 建岻匪 噺 な (1.5) 

kde P(t,T) je cena bezkupónového dlhopisu v čase t, R(t,T) je úroková miera a T je doba 

splatnosti dlhopisu. Z (1.5) odvodíme tvar vzorca pre súčasnú hodnotu dlhopisu 

(odvodené z (1, str.15): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 なな 髪 迎岫建┸ 劇岻 糾 岫劇 伐 建岻 ┸ 建 樺 岫ど┸ 劇岻 (1.6) 

  a z toho pre spotovú úrokovú mieru platí: 

 迎岫建┸ 劇岻 噺 な 伐 鶏岫建┸ 劇岻鶏岫建┸ 劇岻 糾 岫劇 伐 建岻 ┸ 建 塙 劇 (1.7) 

PokiaI je spotová úroková miera vyjadrená ako funkcia času do doby splatnosti T, 

hovoríme o spotovej výnosovej krivke alebo o časovej štruktúre spotových úrokových 

mierĽ ktorá je daná grafom funkcie, kde R(t,T) je úroková mieraĽ T doba do splatnosti:   

 劇 蝦 迎岫建┸ 劇岻┸ 劇 伴 建 (1.8) 

Pre T > t výnosová krivka prideIuje v čase t osobitným časovým obdobiam do splatnosti   

hodnoty P(t,T). 

1.1.3 Časová štruktúra forwardovej úrokovej miery 

Forwardová úroková miera sa fixuje k dnešnému dátumuĽ ale použijeme ju až v dobe 

splatnosti forwardovej zmluvy. V čase uzatvorenia forwardovej zmluvy je výška 

forwardovej úrokovej miery na rovnakej úrovni ako spotové úrokové miery vyskytujúce 

sa na trhuĽ čo nám zabezpečí neexistenciu arbitráže (profit z rozdielu ceny určitého 

cenného papieru v rovnakom čase  na rôznych trhoch(1Ľ str. 117)). Investujúci si  tak 

môže zvoli[ jednu z dvoch možnostíĽ ako investuje svoj kapitál. Má možnos[ bu@ vloži[ 

peniaze na účet do doby splatnosti T´Ľ alebo  uloži[ peniaze na účet v nejakom čase T, t 

<  T < T┉ pred dobou splatnosti, a potom znovu investova[ kapitál spolu s nadobudnutými 

úrokmi v čase T až do doby splatnosti T´. (2, str. 10) 
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PokiaI investujúci je schopný v túto chvíIu zafixova[ úrokovú mieru pre čas v budúcnosti 

v intervale medzi T a T´Ľ potom je výnosĽ ktorý plynie z týchto investičných stratégiiĽ 

rovnaký. V opačnom prípadeĽ ak budú tieto výnosy rozdielneĽ investujúci má príležitos[ 

na arbitráž a môže dosiahnu[ bezrizikový výnos Forwardová úroková miera 

f(t;T,T´)v čase t na dobu od T  do T´ je hodnota dlhopisu daná vz[ahom (2. str.10): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 結盤眺岫痛┸脹┸脹┉岻岫脹┉貸痛岻匪牒岫痛┸脹┉岻 (1.9) 

Potom forwardovú úrokovú mieru v čase t na dobu od T  do doby splatnosti T´ vyjadríme 

logaritmovaním (1.9) (ekvivalentne z (2, str.9)): 

 迎岫建┹ 劇┸ 劇┉岻 噺 伐 ln 鶏岫建┸ 劇┉岻 伐 ln 鶏岫建┸ 劇岻劇┉ 伐 劇  (1.10) 

Okamžitá forwardová miera sa dá vyjadri[ (2. str.10): 

 血岫建岻 噺 lim脹蝦脹┉ 迎岫建┹ 劇┸ 劇┉岻 噺 伐 項 ln 鶏岫建┸ 劇岻項劇  (1.11) 

V procese odvodzovania opä[ využijeme vz[ah pre jednoduchého úročenie (odvodené z 

(1, str. 16)): 

 鶏岫建┸ 劇岻 糾 盤な 髪 迎岫建┸ 劇岻 糾 岫劇 伐 建岻匪 噺 な (1.12) 

kde P(t,T) je cena bezkupónového dlhopisu v čase t, R(t;T,T´) je forwardová úroková 

miera a T je doba splatnosti dlhopisu. Upravíme na tvar vzorca pre súčasnú hodnotu 

dlhopisu (vzorce odvodené z (1Ľ str.15)):  

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 盤な 髪 岫劇┉ 伐 劇岻 糾 迎岫建┹ 劇┸ 劇┉岻匪 糾 鶏岫建┸ 劇┉岻 (1.13) 

 a z toho pre forwardovú úrokovú mieru platí: 

 迎岫建┹ 劇┸ 劇┉岻 噺 な劇┉ 伐 劇 糾 峭 鶏岫建┸ 劇岻鶏岫建┸ 劇┉岻 伐 な嶌 ┸ 劇┉ 塙 劇 (1.14) 

V prípade forwardových úrokových mierĽ výnosová krivka je grafĽ ktorý vyjadruje 

závislos[ forwardovej úrokovej miery na čase do doby splatnosti zmluvy. 

 劇 蝦 迎岫建┹ 劇┸ 劇┉岻┸ 建 隼 劇 隼 劇┉ (1.15) 

Forwardové miery ukazujúĽ aké hodnoty by mali spotové miery nadobudnú[ 

v budúcnosti, na základe aktuálneho diania na finančnom trhu. Nemôžeme ich však 

považova[ za presnú predikciu. Ak by sme si nakreslili momentálnu forwardovú úrokovú 

mieru na isté obdobie a po nejakom čase ju porovnali s novou skutočnos[ouĽ tieto dve 
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krivky sa budú líši[.  Deje sa to kôli tomuĽ že pri počítaní hodnoty forwardovej miery 

vychádzame z momentálnych časových štruktúr mierĽ ktoré odzrkadIujú všetky prístupné 

informácie ako politickéĽ tak aj ekonomické. Tieto informácie sa pravidelne aktualizujú, 

a tým sa mení aj tržná predstava o výške úrokových mier a mení sa aj výnosová krivka. 

(1, str.100) 

V súvislosti so životným poistením to môžeme chápa[ ako záväzkyĽ ktoré majú dlhodobý 

charakter a preto je dôležité si uvedomova[ vývoj výnosovej krivky v čase. Problém 

môže nasta[ v tomĽ ke@ aktuálna výnosová krivka nie je zhotovená na potrebne dlhé 

časové obdobieĽ a preto sa musí pristúpi[ k jej modelovaniu.  

1.1.4 Proces výnosových kriviek 

Vz[ah medzi úrokovou mierou a časom do splatnosti finančného nástroja, ku ktorému sa 

táto časová štruktúra vz[ahuje, zaznamenáva výnosová krivka.  Môžeme ju konštruova[ 

na báze dlhopisovĽ ktoré majú síce rozdielnu dobu splatnostiĽ ale rovnakú likvidituĽ 

rizikovos[ a @alšie charakteristické vlastnosti. Rozlišujeme ich na (3, str.74): 

• normálna (plochá) výnosová krivka (flat yeild curve) – výnosy sa pohybujú 

obvyklej úrovni a s rastúcou dobou splatnosti sa mierne zvyšujú, 

• klesajúca výnosová krivka (interted yeild curve) – výnosy začínajú na historickom 

maxime, ale dlhodobé úrokové miery sú menšie ako krátkodobé, 

• rastúca výnosová krivka (normal yeild curve) – krátkodobé miery sú omnoho 

menšie ako dlhodobé, 

• skoková výnosová krivka (humped yeild curve) – krivka rastie v okolí stredne dlhej 

doby splatnosti a klesá v okolí dlhšej doby splatnosti 

V Grafe č. 1 je uvedená ukážka všetkých štyroch typov výnosových kriviek, na ose X je 

čas do splatnosti a na ose Y je výnos. 
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Obrázok č.1: Typy výnosových kriviek  (Zdroj: 4) 

 

1.1.5 Stochastický kalkulus a teória pravdepodobnosti  

Základom oceOovania finančných derivátov je predpokladĽ že neexistuje príležitos[ na 

arbitráž (profit z rozdielu ceny určitého cenného papieru v rovnakom čase  na rôznych 

trhoch(1, str. 117)). Arbitrážnou príležitos[ou chápeme situáciuĽ kedy investor môže 

nadobudnú[ kladný zisk s pravdepodobnos[ou 1.  
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Jedna z nutných podmienokĽ aby sme predišli arbitráži v oceOovaníĽ je matematický 

model ktorý popisuje všetky dostupné informácie. Pod pojmom informácie rozumejme 

jednoznačné určenieĽ ktorá veličina je pre nás v danej chvíli deterministická, a ktorá 

stochastická.  

ı-ílgebra 

PredpokladámeĽ že priestor je 岫よ┸ 軸岻┸  よ  reprezentuje množinu všetkých možných 

výstupovĽ 軸 je systém podmnožín (subalgebry) よ, označme 畦 稀 よ . (5, str.31): 軸 je j-ílgebríĽ ak (5, str.31): 

• Je neprázdnaĽ musí obsahova[ 叶 樺 軸 a よ 樺 軸 

• Ak 畦 樺 軸, potom aj jej doplnok 畦達 樺 軸 

• Ak postupnosti množín 畦怠┸ 畦態 ┼  náleží 軸 Ľ potom tam náleží aj ich spoločné 

zjednotene 笈 畦沈著沈退怠 樺 軸 a prienik 窮 畦沈 樺 軸著沈退怠  

Pravdepodobnostná miera 

PokiaI chceme 畦 稀 よ  priradi[ číslo P(A)Ľ používame pravdepodobnostnú funkciu P, 

ktorá priradí 畦 稀 よ mieru istoty výskytu. Potom je P funkciouĽ pre ktorú platí 軸 蝦 岷ど┸な峅 
a splOuje tieto vlastnosti (5, str.33): 

• 鶏岫叶岻 噺 ど 

• 鶏岫よ岻 噺 な 

• Ak 畦怠┸ 畦態 ┼  樺 軸 sú nezlučiteIné javyĽ potom 笈 畦辿著沈退怠 噺 デ 鶏岫畦辿岻著沈退怠  

Pravdepodobnostný priestor je popísaný trojicou 岫よ┸ 軸┸ 鶏岻 , v ktorej je よ množinou 

elementárnych javovĽ 軸 je j-ílgebrí  pravdepodobnos[ou P tj. funkcia 鶏┺ 軸 蝦 岷ど┸な峅.(5, 

str. 33) 

Náhodná veličina 隙 噺 隙岫降岻 je funkciaĽ ktorá nadobúda hodnoty z množiny reálnych 

čísiel a je definovaná na よ. X je 軸-merateInáĽ pokiaI o hodnote X môžeme rozhodnú[ na 

základe informácií obsiahnutých v 軸. Pre všetky reálne čísla x musí plati[: 岶隙 判 捲岼 噺岶ù 樺 よ┺ 隙岫ù岻 判 捲岼┻ (odvodené z (5, str. 51)) 
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Stochastický proces 隙痛 je súbor náhodných veličín t (6, str.228): 

 岫X担┸ t 樺 T岻 噺 岫X担岫ù岻┸ t 樺 T┸ ù 樺 よ岻 (1.16) 

ktoré sú definované na pravdepodobnostnom priestore 岫よ┸ 軸┸ P岻.の 樺 っ je elementárny 

jav, T znamená časĽ ktorý môže by[ spojitý, a preto budeme sledova[ vývin náhodnej 

veličiny na určitom intervale (napr. [0,t] ). Môžeme tiež pozorova[ vývin náhodnej 

veličiny v konkrétnych  časových momentoch  (diskrétnom čase).  

Filtrácia je súbor 岫軸痛┸ 建 半 ど岻 購 -algebier na よ a popisuje vývin informácií v danom 

pozorovanom systémeĽ pokiaI platí (2, str.111): 

 軸津 汽 軸痛┸ pre v�etky ど 判 券 隼 建 (1.17) 

Filtrácia je stúpajúci tok informácií, pokiaI 岫軸津┸ 券 噺 ど┸な ┼ 岻 je postupnos[ ぴ-algebier na よ a 軸津 汽  軸津袋怠 pre všetky n, potom 軸津 je tiež filtráciou. PokiaI náhodný proces 隙痛 je 軸痛 merateIný pre všetky t, tak poviemeĽ že 隙痛  je adaptovaný filtráciou 軸痛┸ 建 半 ど . 

Stochastický proces 隙痛  je prirodzenou filtráciou 購-algebier, ktorá je generovaná 

procesom 隙津, Teda (2, str.111): 

 軸痛 噺 購岫隙津┸ 券 判 建岻┻ (1.18) 

Podmienená stredná hodnota 継岷隙】宍峅 je definovaná ako náhodná veličina Y. Nech 岫よ┸ 軸┸ 鶏岻 je pravdepodobnostný priestor a nech 宍 je subalgebra 軸. Nech X je náhodná 

veličina na 岫よ┸ 軸┸ 鶏岻. Potom podmienená stredná hodnota má vlastnosti (2Ľ str.111): 

 
1. Y je 宍-merateIná  

2. pre každú množinu A 樺 宍 platí: 完 桁凋 穴鶏 噺 完 隙 穴鶏凋   
(1.19) 

Podmienenú strednú hodnotu pre X vieme zapísa[ aj ako 継岷隙】ッ峅. Ke@že podmienená 

stredná hodnota sama o sebe je náhodnou veličinouĽ predpokladámeĽ že filtrácia 軸 sa 

rovná ぴ-algebre generovanou Y 購岫桁岻 , potom platí  継岷隙】軸峅 噺 血岫桁岻┸ 継岷隙】購岫桁岻峅 噺継岷隙】桁峅┻. (2, str. 111). 

Tak isto budeme potrebova[ aj pravidlá pre počítanie s podmienenou strednou 

hodnotou. Uve@me niekoIko pár základných pravidiel (2, str. 112): 

• Podmienená stredná hodnota je lineárna pre náhodné veličiny 隙怠 欠 隙態, ako aj pre 

konštanty 潔怠┸ 潔態: 
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 継岷岫潔怠隙怠 髪 潔態隙態岻】宍峅 噺 潔怠継岷隙怠】軸峅 髪 潔態継岷隙態】宍峅 (1.20) 

• 継岷隙峅 a 継岷隙】宍峅 sú rovnaké: 

 継岷隙峅 噺 継岷継岫隙】宍岻峅 (1.21) 

• PokiaI sú X a ぴ-algebra 宍 nezávisléĽ potom 継岷隙峅 噺 継岷隙】宍峅 . Ak X a Y sú 

nezávisléĽ tak platí 継岷隙峅 噺 継岷隙】桁峅. 
• Ak je X 宍-merateIné, potom platí:  

 継岷隙】宍峅 噺 隙 (1.22) 

ke@ je X funkciou Y, 購岫隙岻 汽 購岫桁岻, potom je 継岫隙】桁岻 噺 隙. To znamenáĽ že 軸 

obsahuje všetky informácie o náhodnej veličine X. Práve preto môžeme 

zaobchádza[ s X ako s nenáhodnou veličinou a písa[ 隙岫降岻 pred 継岫な】軸岻 噺 隙岫降岻  

vo vz[ahu: 

 継岫隙】軸岻岫降岻 噺 継岫隙岫降岻】軸岻 噺 隙岫降岻継岫な】軸岻 噺 隙岫降岻 (1.23) 

• Aj G je 宍 -merateIná, potom  platí: 

 継岷隙罫】軸峅 噺 罫 糾 継岷隙罫】軸峅 (1.24) 

Z toho vychádza Ľže ak je X funkciou Y, 購岫隙岻 汽 購岫桁岻, potom je 継岷隙罫】桁峅 噺 隙 糾継岷罫】桁峅. 
• PokiaI 軸 a 軸´ sú j-algebry a 軸 汽 軸┉┸ potom 

 
継岷隙】軸峅 噺 継岷岫継岷隙】軸┉峅】軸岻峅  継岷隙】軸┉峅 噺 継岷岫継岷隙】軸峅】軸┉岻峅  (1.25) 

Táto vlastnos[ vychádza z predpokladuĽ že ak  軸 汽 軸┉ a 継岷隙】軸峅 neobsahuje viac 

informácií ako 軸┉┸ smieme 継岷隙】軸峅 zapísa[ ako: 

 継岷岫継岷隙】軸峅】軸┉岻峅 噺 継岷隙】軸峅継岷な】軸┉峅 噺 継岷岫隙】軸岻峅 (1.26) 

• PokiaI je X náhodná veličina nezávislá na 軸, informácia ktorú obsahuje je tiež 

stochastický proces G (náhodná veličina alebo náhodný vektor) je obsiahnutý v 軸Ľ potom pre akúkoIvek funkciu h(X,G) je platný vzorec: 

 継岷月岫隙┸ 罫岻】軸峅 噺 継岷継掴岷月岫隙┸ 罫岻峅】軸峅┸ (1.27) 継掴岷月岫隙┸ 罫岻峅 tu znamená toĽ že stredná hodnota X sa počíta vzhIadom k fixovanej 

hodnote G. 

Všetky tieto vlastnosti sú uvedené v (2Ľ str.112). 
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Martingál je stochastickým procesom s nulovým driftom (očakávaný výnos aktíva). 

PredpokladajmeĽ že máme náhodný proces 隙 噺 岫隙痛 ┸ 建 半 ど岻  na よ a informáciu 軸津 

v súčasnom čase n. PokiaI sú 軸津 a X nezávisléĽ môžeme očakáva[Ľ že táto informácia, 

ktorú máme teraz k dispozíciíĽ eliminuje neistotuĽ ktorá je vzhIadom k hodnotám 隙痛 

v budúcnosti v konkrétnom čase t.  PokiaI máme informácie o určitých udalostiachĽ ktoré 

sa stali v minulostiĽ môžeme ich zahrnú[ do výpočtov. To značíĽ že 隙痛 môžeme najlepšie 

odhadnú[ v@aka informáciám obsiahnutým vo filtrácií 軸津, ako keby sme tieto informácie 

nemali. Matematické vyjadrenie tohto tvrdenia za pomoci podmienenej strednej hodnoty 

vyzerá nasledovne (7, str.50): 

 継岷隙痛】軸津峅 喧堅結 ど 判 券 隼 建┻ (1.29) 

Stochastický proces 隙 噺 岫隙痛┸ 建 半 ど岻  v spojitom čase pre filtráciu  岫軸痛┸ 建 半 ど岻 je 

martingálom Ľ pokiaI (3, str. 326): 

• 継岷隙痛峅 隼 タ pre všetky t 半 0 

• X je adaptovaný na 軸痛 

• 継岷隙痛】軸鎚峅 噺 隙鎚 pre všetky 0  判  s 判 t je najlepšou predikciou 隙痛 danou filtráciou 軸鎚. 

Je zreteInéĽ že ak zmeníme filtráciuĽ môže dôjs[ k zmene hodnoty 継岫隙痛】軸鎚岻Ľ preto je vždy 

nutné pri výpočtoch presne urči[Ľ ktorú filtráciu predpokladáme. 

Pre diskrétny čas môžeme charakterizova[ martingál ako stochastický proces 隙 噺岫隙津┸ 券 噺 ど┸な ┼ 岻 pre filtráciu 岫軸津┸ 券 噺 ど┸な ┼ 岻, ak (3, str. 326): 

• 継岷隙津峅 隼 タ pre všetky n 半 0 

• X je adaptovaný na 軸津 

• 継岷隙津袋怠】軸津峅 噺 隙津 pre všetky n = 0,1..., je najvhodnejšou predikciou 隙津袋怠 danú 

filtráciou 軸津 

Ak platí 継岷隙痛】軸鎚峅 半 隙鎚 pre všetky 0 判 s < tĽ nazveme stochastický proces                   隙 噺岫隙痛┸ 建 半 ど岻  submartingálom. V opačnom prípadeĽ ke@ je 継岷隙痛】軸鎚峅 判 隙鎚 pre všetky 0 判 

s < tĽ stochastický proces 隙 噺 岫隙痛┸ 建 半 ど岻 nazveme supermartingálom.(2, str. 119) 
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Markovský proces je stochastickým procesomĽ 隙 噺 岫隙痛┸ 建 半 ど岻  je pre všetky t 半 0 

adaptovateIný pre filtráciu 岫軸痛┸ 建 半 ど岻  na pravdepodobnostnom priestore 岫よ┸ 軸┸ 鶏岻 ak 

platí (2, str. 113): 

 継岷隙鎚】軸峅 噺 継岷隙鎚】隙痛峅┸    嫌 半 ど (1.30) 

Iavá strana obsahuje podmienenú strednú hodnotuĽ ktorá má podmienku ぴ-algebru 

vygenerovanú stochastickým procesom 隙痛. 

Markovská vlastnos[ značí toĽ že k určeniu pravdepodobnostných charakteristík 

(napríklad stredná hodnota E, rozptyl,...) budúceho priebehu procesu stačia len 

informácie o jeho súčasnom stave.. Aktuálne hodnoty môžu slúži[ ako predpove@ hodnôt 

budúcich (2, str.113).  

Wienerov proces je stochastickým procesom 岫激痛┸ 建 半 ど岻 Ľ ktorý má tieto vlastnosti 

(odvodené z (6, str. 470)): 

• Wienerov proces začína v 0: W(0) = 0 

• Prírastok 激岫建岻 伐 激岫券岻 喧堅結 ど 判 券 隼 建 隼 タ nezávisí na minulostiĽ to znamenáĽ 

že nezávisí na hodnotách 岶激岫航岻┸ ど 判 航 隼 券岼 , a má normálne rozdelenie 軽ｂ岫ど┸ 建 伐 券岻; づ, t, n sú časové hodnoty 

• Prírastky  激岫建態岻 伐 激岫建怠岻┸ ┼ ┸ 激岫建陳岻 伐 激岫建陳貸怠岻  sú nezávislé pre IubovoIné ど 判 建怠 隼 橋 隼 建陳; m je reálne číslo 

Dôležitou vlastnos[ou Wienerového procesu je nediferencovateInos[ jeho trajektórií (tj, 

nemajú nikde deriváciuĽ aj ke@ sú spojité).  Práve v dôsledku tejto, a podobným 

vlastnostiam Wienorového procesu zlyhávajú obyčajné klasické metódy integrovania, 

a preto musíme použi[ stochastický kalkulus.(6, str. 470) 

Pre @alšie využitie Wienerového procesu definujme stochastickú diferenciálnu rovnicu. 

Stochastická diferenciálna rovnica má riešenie náhodný proces X(t) a tvar (odvodené z 

(9, str. 130)):  

 穴隙岫建岻 噺 糠岫隙岫建岻┸ 建岻穴建 髪 紅岫隙岫建岻┸ 建岻穴激岫建岻 (1.32) 

kde 糠岫隙岫建岻┸ 建岻a 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 sú reálne funkcie dvoch premennýchĽ 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 sa nazýva 

drift, 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 je rozptyl, za podmienky: 
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 隙岫建岻 噺 隙岫ど岻 髪 豹 糠岫隙岫嫌岻┸ 嫌岻穴嫌 髪 豹 紅岫隙岫嫌岻┸ 嫌岻穴激岫嫌岻痛
待

痛
待  (1.33) 

a v prípadeĽ že proces X(t) môžeme vyjadri[ v tomto tvareĽ nazývame X(t) Itôovým 
stochastickým procesom. (6, str. 470) 

Itôovo lemma je stochastickou paralelou klasického pravidla pre diferencovanie. Nech 

f(x,t) je hladká (má všetky derivácie vyšších rádov) funkcia dvoch premennýchĽ kde x 樺R┸ t 半 ど┸ proces X(t) je Itôovým stochastickým procesom. Ak do funkcie f(x,t) dosadíme 

X(t), potom sa táto funkcia tiež stane stochastickým procesom. (8, str.27): 

 繋岫建岻 噺 血岫隙岫建岻┸ 建岻 (1.34) 

Aby sme mohli zapísa[ stochastickú diferencálnu rovnicu (1.32) kde W je Wienerovým 

procesomĽ použijeme prvý diferenciál funkcie f  v tvare (8, str.2):    

 穴繋岫建岻 噺 項血項捲 穴隙岫建岻 髪 項血項建 穴建 髪 なに 糾 項態血項捲態 紅態岫隙岫建岻┸ 建岻穴建  (1.35) 

dôsledkom čoho funkcia f vyhovuje stochastickej diferenciálnej rovnici (1.32) 

a dostávame Itôovo lemma (8, str.27): 

 
穴繋岫隙岫建岻┸ 建岻 噺 峭擢捗擢痛 髪 擢捗擢掴 糠岫建┸ 隙岫建岻岻 髪 怠態 ゲ 擢鉄捗擢掴鉄 紅態岫隙岫建岻┸ 建岻嶌 穴建 髪
髪 擢捗擢掴 紅岫隙岫建岻┸ 建岻穴激岫建岻  

(1.36) 

Dôkaz Itôovej lemmy sa dá previes[ intuitívne rozvojom funkcie F(t) do Taylorového 

rádu stupOa 2. Tento dôkaz nájdeme v (8Ľ str.28). 

1.2 Deriváty úrokovej miery 

Finančným derivátom je finančné aktívumĽ ktorého cena je odvodená od hodnoty 

podkladových aktívĽ napríklad akciíĽ dlhopisovĽ komodítĽ výšky úrokových mier. 

Finančné deriváty sú zmluvouĽ v ktorej sú zúčastnené dve protistranyĽ ktoré musia 

súhlasi[ s právami a povinnos[amiĽ ktoré z nej plynú. (1, str. 125) 

Úrokovými derivátmi sa rozumejú finančné nástrojeĽ pre ktoré platíĽ že výška výplat je 

podmienená vývojom úrokových mier. Tieto finančné nástroje sa využívajú na ochranu 

proti nežiadúcim zmenám úrokových mierĽ ale zároveO nie je nutné meni[ podmienky 

podkladovej zmluvy. Vznikli v dvadsiatom storočí ako reakcia na nestabilitu finančných 

trhov, a z toho vyplývajúcu neistotu vývoja cien. (10, str.243) 



 

19 
 

Tržné riziko vzniká z dôvodu citlivosti jednotlivého podkladového aktíva alebo portfólia 

na pohyb úrokových sadzieb. Napríklad pre pois[ovne a penzijné fondy je toto riziko 

veImi dôležitéĽ pretože so zmenou úrokových mier a miery inflácie sa mení aktuálna 

hodnota záväzkov plynúcich zo zmlúvĽ a tím aj hodnota potrebných rezervĽ ktoré tieto 

inštitúcie musia povinne podIa zákona vytvára[. PokiaI nemôže by[ riziko znížené 

pomocou diverzifikácieĽ hedging (zabezpečenie) pomocou derivátov je @alšou vhodnou 

možnos[ou na elimináciu rizika. Existuje niekoIko druhov úrokových finančných 

derivátovĽ medzi ktoré patria napríklad úrokové forwardyĽ swapy a opcie. (10, str. 143) 

Úrokový forward zais[uje pre nejaké budúce obdobie pevnú úrokovú mieru zo 

získaného úveru alebo investovaného depozita. Subjekt sa takto zais[uje voči pádu alebo 

rastu úrokovej miery týmĽ že získa na určitú dobu úver za pohyblivú úrokovú mieruĽ ktorá 

súvisí s tržnou úrokovou mierou. (1, str 131) 

Úrokový swap je dohoda o nasledujúcej periodickej zmene úrokových platieb medzi 

dvoma stranamiĽ kde tieto platby sú zadefinované rozdielneĽ ale počítajú sa z tej istej 

nominálnej kapitálovej sumy. Jedná sa vlastne o istú formu zaistenia sa proti riziku 

kolísania úrokových mier. Pri úrokových swapoch neprichádza k nijakej zmene kapitálu. 

(1, str.137) 

Úrokové opcie sú termínové kontraktyĽ v nich kupujúci opcie (dlhá pozícia) má právo 

uskutočni[ v dohovorenom termíne dohodnutý obchodĽ zatiaI čo predávajúci opcie 

(krátka pozícia) sa musí podriadi[ rozhodnutiu kupujúceho. Vstup do dlhej pozície nie je  

bezplatný ako u forwardov a swapovĽ ale „platí“ sa kúpou opcie za opčnú prémiu. 

Obdobne ak vstup do krátkej pozície (predaj opcie za opčnú prémiu). (1┻ str. 142) 

Cap zaručujú svojmu držiteIovi právo na priebežné plnenie od ich predajcu ako úrokový 

rozdielĽ ak sa úroková sadzba zvýši nad zjednanú hranicu. Protikladom ku capom sú 

flooryĽ ktoré sú založené na obdobnom princípe. (10, str. 276) 

1.3 Životné poistenie 

Pri životnom poistení je úroková miera vyjadrená v percentách ako úroková sadzbaĽ 

ktorou sa úročí poistná rezerva. Táto sadzba je v zmluve zaručená po celý čas. Životné 

poistenie slúži na krytie rizíkĽ ktoré môžu ohrozi[ život človeka. PokiaI dôjde k poistnej 

udalosti a vznikne ujma na zdraví poistenéhoĽ tak onĽ alebo v prípade smrti pozostalýĽ 
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dostanú výplatu s tým spojenú od pois[ovneĽ u ktorej má uzavretú zmluvu. Existuje 

niekoIko základných druhov životného poistenia (11, str. 21) 

• Poistenie v prípade smrti 

V prípade tohto poistenia bude poistné plnenie vyplácané behom určitej doby 

alebo jednorazovo po vzniku poistnej udalosti, tj. v prípade smrti poisteného. 

• Poistenie pre prípad dožitia 

PokiaI sa poistený dožije určitého vekuĽ dostane poistné plnenie v určitej 

výške. Do tejto skupiny radíme dôchodkové poistenieĽ ktoré je poistenie 

s pravidelne sa opakujúcou výplatou v prípade dožitia poisteného predom 

určeného veku. ?alším prípadom je venové poistenieĽ ktoré je zjednávané 

v prospech tretej osoby a potomĽ pokiaI sa táto osoba dožije určitého vekuĽ sa 

jej vypláca poistné plnenie, a to bu@ narazĽ alebo postupne. 

• Zmiešané poistenie, ktoré zahrOuje obe predchádzajúce zložky 

Poistnými udalos[ami sa chápe smr[ alebo dožitie predom určeného veku. 

Výška poistného závisí na tomĽ ktorá udalos[ nastane skôr. Existujú tiež 

flexibilné formy zmiešaného poistenia: univerzálne a investičné. Tieto formy 

životného poistenia sú čím @alej populárnejšie. Sú výhodné ako z hIadiska 

klienta, tak aj z hIadiska pois[ovneĽ pretože umožOujú zmeny v rámci už 

uzatvorenej zmluvy.  

 

Obrázok č.1 : Štruktúra životného poistenia  (Zdroj: vlastné spracovanie) 
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2 ANALÝZA SÚČASNÉHO STAVU 

Na to, aby sme dosiahli správne výsledkyĽ musíme najprv pochopi[ základné princípy 

fungovania modelovĽ ktoré budeme používa[. V tejto kapitole popíšeme fundamentálne 

prístupy vysvetIujúce vývin časovej štruktúry úrokových mier. ?alej sa zameriame na 

popis jednotlivých modelovĽ ktoré sme zvolili pre modelovanie časových štruktúr, a ktoré 

sa využívajú pri oceOovaní poistných záväzkov pois[ovne.  

Vývin úrokových mierĽ ktorý je spojitým procesomĽ môžeme popísa[ pomocou jednej 

premennej, a to za pomoci okamžitej spotovej úrokovej sadzby. Táto úroková miera 

ukazujeĽ aký veIký zisk obchodník obdrží zo svojej investície behom infinitne malého 

časového obdobia. Táto predikcia nám dovoIuje uskutočOova[ všetky výpočty v spojitom 

časeĽ čo nám uIahčuje matematické výpočty behom modelovania. (3. str. 93-137) 

Princíp neexistencie príležitostí na arbitrážĽ ktorý sme popísali v predchádzajúcej 

podkapitoleĽ naznačujeĽ že pokiaI vytvoríme portfólio z aktívĽ ktoré sú odvodené 

z časovej štruktúryĽ zisk z takto vytvorených portfólií by mal by[Ľ ceteris paribus, 

rovnaký ako pri využití bezrizikovej úrokovej miery. Výkyvy časových štruktúr vyvolajú 

bezprostrednú reakciu obchodníkovĽ a tým sa všetky možnosti na uskutočnenie arbitráže 

vyčerpajú. AktívaĽ ktoré vychádzajú z rovnakých časových štruktúrĽ sa budú správa[ 

rovnakým spôsobomĽ a to môžeme vysvetli[ pomocou tržnej ceny rizika. Tržná cena 

rizika  je kompenzáciou za rizikoĽ ktoré investori podstupujú. Požadujú väčšiu výnosnos[ 

než je táĽ ktorú poskytujú bezrizikové finančné nástroje. Ak sú aktíva závislé na rovnakom 

zdroji rizikaĽ ich riziková marža by mala by[ priamo úmerná citlivosti ku zmene 

rizikového faktoru. (3. str. 93-137) 

Okrem tohoĽ časová štruktúra úrokových mier môže by[ charakterizovaná Markovským 

procesom. To znamenáĽ že @alší progres časovej štruktúry je závislý len na jej súčasnom 

stave a nie na minulosti. Všetky minulé informácie sú už obsiahnuté v časovej štruktúreĽ 

ktorú môžeme pozorova[ na trhu  a využi[ k modelovaniu. Ak trh je efektívnyĽ investori 

majú rovnaký prístup ku všetkým informáciám a chovajú sa rozumneĽ tak je sa 

predpokladáĽ že budú ma[ nulové transakčné náklady. (3. str. 93-137) 
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2.1 Fungovanie modelov  

Všeobecná rovnováha 

Všeobecné modely ekonomickej rovnováhy sa snažia vysvetli[ vývoj 

makroekonomických veličín ako funkciu nejakej danej premennej. Cox, Ingersol a Ross 

o svojej štúdií (12) dokázaliĽ že model všeobecnej rovnováhy môžeme využíva[ pri 

odvodzovaní modelu časovej štruktúry úrokových mier. Úrokové mieryĽ ktoré získame 

pomocou modelov, by mali zodpoveda[ rovnovážnemu stavu celej ekonomiky.  

Okrem modelov všeobecnej rovnováhy existujú aj modely čiastočnej rovnováhy. 

Nevyžadujú všakĽ aby konkrétna časová štruktúra bola  výsledkom všeobecnej 

ekonomickej rovnováhy. Tieto modely sú kalibrované na konkrétnych vstupných 

údajochĽ ktorými sú aktuálne časové štruktúry úrokových mier. Takýmito modelmi sú 

napríklad model Vašíčkov (13) alebo model Ho-Lee (14). 

Časová štruktúra bez arbitrážnej možnosti 

Fabozzi (3, str.118) vo svojej práci naznačujeĽ že sledovaná časová štruktúra by nemala 

umožOova[ príležitos[ na bezrizikový výnosĽ tj. príležitos[ arbitráže (profit z rozdielu 

ceny určitého cenného papieru v rovnakom čase  na rôznych trhoch(1Ľstr.117)). 

Nepripúš[ame teda také portfólio aktívĽ ktoré by prinášalo vyššie výnosy pri rovnakej 

rizikovosti ako iné portfólio. Tento princíp má základ v zákone o jedinej ceneĽ ktorý 

hovoríĽ že arbitrážne príležitosti na trhu budú využité obchodníkmi a ceny aktív sa 

vyrovnajú. 

Spojitos[ v čase 

Stochastický proces vývoja časovej štruktúry prebieha v spojitom časeĽ ceny dlhopisov 

a úrokové miery sú definované v každom časovom okamihu behom celej doby životnosti 

dlhopisu. Tento princíp potom umožOuje využíva[ stochastický kalkulus v spojitom čase. 

(3, str.119) 

Všeobecnos[ modelu 

Modely úrokových mier by mali by[ obecnými, a to v zmysleĽ že musia by[ formulované 

takĽ aby boli využiteIné pre rôzne účely a na rôznych trhoch s aktívamiĽ napríklad pri 

oceOovaní derivátov. (3. str.120) 
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2.2 Krátkodobé modely 

V tomto odstavci budú prezentované model VašíčkokovĽ CIR modelĽ Hull-White a Ho-

Lee model a ich kalibrácia (metóda odhadu parametrov na základe modelového riešenia.).  

Za predpoklad modelov okamžitých úrokových mier sa považuje toĽ že krátkodobé 

úrokové miery závisia na konštantných faktoroch. To znamenáĽ že tieto modely sú časovo 

tzv. homogénne (majú rovnaké vlastnosti). Modely sú však súčas[ou vnútornej časovej 

štruktúry úrokových mierĽ dôsledkom čoho je toĽ že sa môžu líši[ s pozorovanou časovou 

štruktúrou na trhu. PokiaI máme krivku dlhopisu s nulovým kupónom, ozn.: 

 劇 蝦 鶏岫ど┸ 劇岻 (2.1) 

a požadujemeĽ aby náš model kopíroval túto krivku čo najpresnejšie, vzhIadom 

k pozorovanej štruktúre musíme preto tento model kalibrova[ (odhadnú[ parametre na 

základe modelového riešenia). Problémom jeĽ že parametre modelov nestačia k tomu, aby 

krivka perfektne kopírovala modelĽ naviac niektoré formy kriviek nemôžeme získa[ 

pomocou modelov. Ako príklad môže slúži[ klesajúca výnosová krivkaĽ ktorú nemôžeme 

modelova[ pomocou Vašíčkovho modelu v závislosti na zvolených potrebných 

parametroch. V malom počte parametrov je tiež problém pri kopírovaní modelu 

výnosovou krivkou. Aj napriek tomu sú modely ako VašíčkovĽ Cox-Ingersoll-Rossov 

model sú často využívané pre ich schopnos[ analyticky oceni[ dlhopisy a ich deriváty.    

2.2.1 Vašíčkov model 

Autorom je OldUich Vašíček (13)Ľ ktorý ho publikoval v roku 1977. PripustilĽ že okamžitá 

úroková miera r sa v riskantných reálnych podmienkach formuje podIa Ornstein-

Uhlenbeckovho procesu s konštantnými koeficientami. Vo fyzike sa tento proces používa 

ako alternatíva k Brownovmu pohybu. Vašíčkov model ako prvý zachytil proces mean-

reventingĽ čo znamená návrat náhodnej veličiny k jej dlhodobému rovnovážnemu stavu. 

Mnoho @alších modelov je inšpirovaných práve Vašíčkovým modelom. 

Úroková miera vychádza zo stochastickej rovnice v tvare (2, str. 17): 

 穴堅岫建岻 噺 欠盤決 伐 堅岫建岻匪穴建 髪 購穴激岫建岻 (2.2) 

Všetky parametre a, b, j sú kladné konštantyĽ 堅岫ど岻 噺 堅待 je úroková miera. 



 

24 
 

Ak vzorec (2.2)  budeme integrova[ pre každé n ≤ t,  dostaneme hodnotu dlhopisu (2, 

str.18) : 

 堅岫建岻 噺 堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 決盤な 伐 結貸銚岫痛貸津岻匪 髪 購 完 伐結貸銚岫痛貸津岻穴激岫憲岻痛津   (2.3) 

z toho plynieĽ že r(t) má normálne rozdelenieĽ stredná hodnota E a rozptyl Var sú dané 

výrazmi (2, str. 18): 

 継岷堅岫建岻】堅岫券岻峅 噺 堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 決盤な 伐 結貸銚岫痛貸津岻匪 (2.4) 

 撃欠堅岷堅岫建岻】堅岫券岻峅 噺 購態に欠 盤な 伐 結貸態銚岫痛貸津岻匪 (2.5) 

 堅岫建岻ｂ軽 峪堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 決盤な 伐 結貸銚岫痛貸津岻匪┹ 購態に欠 岫な 伐 結貸態銚岫痛貸津岻崋 
(2.6) 

kde všetky parametre a, b, j sú kladné konštantyĽ 堅岫券岻je úroková miera v čase n 

Z tohto vyplývaĽ že úroková miera r(t) s kladnou pravdepodobnos[ou môže by[ v každom 

čase t záporná . Zo vz[ahu (2.4) je vidie[Ľ že úroková miera je náchylná vraca[ sa 

k dlhodobému rovnovážnemu stavu bĽ ak predpokladámeĽ že  t sa blíži k nekonečnu. Vo 

vz[ahu (2.2) pre Vašíčkov model je vidno vlastnos[ mean-reversion (opakovaný návrat 

k dlhodobému rovnovážnemu stavu). Na parameter b môžeme pozera[ ako na dlhodobo 

očakávanú hodnotu úrokovej miery (drift). Čiže ak je úroková miera menšia ako b, drift 

je kladný a úroková miera rastie. NaopakĽ ak je b menšie ako úroková mieraĽ drift je 

záporný a úroková miera bude klesa[.(2, str.17)  

Aby sme boli schopný odvodi[ cenu bezkupónového dlhopisu P(t,T)Ľ musíme použi[ 

Itôovo lemma (1.36). Predpokladajme tedaĽ že stochastický proces sa riadi rovnicou 

(1.32) (9, str. 130): 

 穴隙岫建岻 噺 糠岫隙岫建岻┸ 建岻穴建 髪 紅岫隙岫建岻┸ 建岻穴激岫建岻 (2.7) 

kde 糠岫隙岫建岻┸ 建岻a 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 sú reálné funkcie dvoch premennýchĽ 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 sa nazýva 

drift, 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 je rozptyl, W je Wienerov proces. 

Stochastický proces  血岫隙岫建岻┸ 建岻 . vhodný pre rovnicu (2.7) uvažovanú vyššieĽ je daný  

diferenciálnu rovnicou (1.36) 
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穴繋岫建岻 噺 峭擢捗擢痛 髪 擢捗擢掴 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 髪 怠態 ゲ 擢鉄捗擢掴鉄 紅態岫隙岫建岻┸ 建岻嶌 穴建 髪
                     髪 擢捗擢掴 紅岫隙岫建岻┸ 建岻穴激岫建岻  

(2.8) 

Potom pre úrokovú mieru rĽ riadiacu sa vz[ahom (2.2) a podIa Itôovho lemma (1.36) 

môžeme upravi[ pre zmenu hodnoty dlhopisu v tvare (postup odvodený (16)) : 

 
穴鶏 噺 峭項鶏項建 髪 航追 項鶏項堅 髪 なに ゲ 項態鶏項堅態  購痛態嶌 穴建 髪 髪 項鶏項建   購追穴激噺 航葡岫建┸ 劇岻穴建 髪 購葡岫建┸ 劇岻穴激┻ (2.9) 

kde 航追 噺 欠岫決 伐 堅痛岻┸   購追 噺 購┸   航葡岫建┸ 劇岻  je drift okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu P, 購葡岫建┸ 劇岻 je rozptyl okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu P. 

Zostavme bezrizikové portfólio 講 (súbor cenných papierov - dlhopisov) z jedného 

dlhopisu s cenou 鶏怠  a dobou splatnosti v čase 劇怠 a 潔  dlhopisov s cenou 鶏態 a dobou 

splatnosti 劇態 (vz[ahy odvodené z (2Ľ str. 96)): 

 講 噺 鶏怠岫建┸ 劇怠岻 髪 潔 糾 鶏態岫建┸ 劇態岻┻ (2.10) 

Zmena hodnoty portfólia 講 za nejaký čas dt je daná vz[ahom (2, str.96): 

 穴講 噺 穴鶏怠岫建┸ 劇怠岻 髪 潔 糾 穴鶏態岫建┸ 劇態岻 (2.11) 

Po dosadení (2.9) do vz[ahu pre zmenu ceny dlhopisu (2.11)  vzorec na zmenu hodnoty 

dlhopisu sa dá prepísa[ na tvar (2, str.96): 

 穴講 噺 岫航葡怠岫建┸ 劇怠岻穴建 髪 購葡怠岫建┸ 劇怠岻穴激岻 髪 潔 糾 岫航葡態岫建┸ 劇態岻穴建 髪 購葡態岫建┸ 劇態岻穴激岻  

 po úpravách: 

 穴講 噺 岫航葡怠岫建┸ 劇怠岻 髪 潔 糾 航葡態岫建┸ 劇怠岻岻穴建 髪 岫購葡怠岫建┸ 劇怠岻 髪 潔 糾 購葡態岫建┸ 劇態岻岻穴激 (2.12) 

kde 航葡怠岫建┸ 劇怠岻  je drift okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu 鶏怠 , 購葡怠岫建┸ 劇怠岻  je rozptyl 

okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu 鶏怠, ekvivalentne pre dlhopisy 鶏態. 

Z dôvodu nutnosti bezrizikovosti (nemôže nasta[ príležitos[ arbitrážeĽ rozptyl musí by[ 

nulový) portfólia položíme 盤購葡怠岫建┸ 劇怠岻 髪 潔 糾 購葡態岫建┸ 劇態岻匪 噺 どĽ @alej sa z tohto dá vyjadri[ 潔 噺 伐 蹄蕪迭岫痛┸脹迭岻蹄蕪鉄岫痛┸脹鉄岻Ľ potom vz[ah (2.12) pre zmenu hodnoty portfólia je možné písa[ (odvodené 

z (16)): 
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 穴講 噺 蕃航葡怠岫建┸ 劇怠岻 伐 購葡怠岫建┸ 劇怠岻購葡態岫建┸ 劇態岻 航葡態岫建┸ 劇態岻否 穴建 (2.13) 

Pretože portfólio už nemá rizikovú zložku na pravej straneĽ jeho hodnota je 

deterministicky (rovnaká za všetkých podmienok) bezriziková. Výnos bezrizikovou 

spotovou úrokovou mierou r(t) sa dá napísa[ 穴講 噺 堅岫建岻 糾 講穴建 (2Ľ str. 89). Dosadením 

vz[ahov (2.10) a (2.13) do tejto rovnice a následnými úpravami dostaneme rovnos[Ľ ktorá 

musí plati[Ľ aby nevznikla možnos[ arbitráže (2Ľ str.96)  

 
堅岫建岻鶏怠岫建┸ 劇怠岻 伐 航葡怠岫建┸ 劇怠岻購葡怠岫建┸ 劇怠岻 噺 堅岫建岻鶏態岫建┸ 劇態岻 伐 航葡態岫建┸ 劇態岻購葡態岫建┸ 劇態岻  (2.14) 

kde 航葡怠岫建┸ 劇怠岻  je drift okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu 鶏怠 , 購葡怠岫建┸ 劇怠岻  je rozptyl 

okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu 鶏怠, ekvivalentne pre dlhopisy 鶏態. 

A preto vz[ah pre tržnú cenu rizika 膏 (je to kompenzácia za rizikoĽ ktoré investori 

podstupujú) je z tohto dôvodu platný pre rôzne doby splatnosti TĽ čiže nie je závislý na T 

ale len na čase a hodnote dlhopisu, čo sa dá zapísa[ (2Ľ str. 96): 

 膏岫堅┸ 建岻 噺 航葡岫建┸ 劇岻 伐 堅岫建岻鶏岫建┸ 劇岻購葡岫建┸ 劇岻 ┻ (2.15) 

PokiaI vz[ahy pre zmenu ceny dlhopisu (2.9) a tržní cenu rizika (2.15) skombinujemeĽ 

obdržíme vz[ahy pre 航葡 a 購葡(2, str. 97):  

 
購葡 噺 購追 項鶏項堅┸     

 航葡 噺 膏購追 項鶏項堅 髪 堅岫建岻鶏 噺 項鶏項建 髪 航追 項鶏項堅 髪 なに 購追態 項態鶏項堅態 ┻ (2.16) 

Dosadením (2.16) do (2.15) získame fundamentálnu (základnú) rovnicu hodnoty 

bezkupónového dlhopisuĽ ktorá je parciálna derivácia v tvare (2, str.16): 

 

なに 堅購追態 項態鶏項堅態 髪 岫航追 伐 膏 糾  購追岻 項鶏項堅 髪 項鶏項建 伐 堅鶏 噺 ど┸  建 樺 岫ど┸ 劇岻 

(2.17) 

kde 航追 噺 欠岫決 伐 堅痛岻┸   購追 噺 購┸  a teda dostávame rovnicu (2.2). 

 Pre podmienku P(t,T)=1Ľ môžeme cenu bezkupónového dlhopisu prepísa[ (2, str.18): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 結凋岫痛┸脹岻貸喋岫痛┸脹岻追岫痛岻 (2.18) 

kde  
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 畦岫建┸ 劇岻 噺 盤稽岫建┸ 劇岻 伐 岫劇 伐 建岻匪 磐欠態決 伐 購態に 卑欠態 伐 購態稽態岫建┸ 劇岻ね欠  

(2.19) 

 稽岫建┸ 劇岻 噺 な 伐 結貸銚岫脹貸痛岻欠  (2.20) 

   

a, b, 購  sú kladné konštantyĽ r(t) je úroková miera. 

Ke@ dosadíme vz[ah (2.18) do (1.3), obdržíme časovú štruktúru úrokových mier 迎岫建┸ 劇岻 

v tvare (2, str. 20): 

 

迎岫建┸ 劇岻 噺 迎 髪 岫堅岫建岻 伐 迎岻 な欠岫劇 伐 建岻 盤な 伐 結貸銚岫脹貸痛岻匪 髪 

髪 購態ね欠戴岫劇 伐 建岻 岫な 伐 結貸銚岫脹貸痛岻岻態 

(2.21) 

 kde  

 迎 噺 決 伐 購態に欠態 (2.22) 

a, b, 購  sú kladné konštantyĽ r(t) je úroková mieraĽ T je doba splatnosti a t počiatočný čas. 

Pretože podIa Vašíčka (13) časová štruktúra úrokových mier R(t,T) je rastúca, pre (2, 

str.20): 

 堅岫ど岻 判 決 伐 購態に欠態 伐 購態ね欠 (2.23) 

Klesajúca pre:  

 堅岫ど岻 伴 決 伐 購態に欠態 髪 購態ね欠 (2.24) 

a skoková pre:  

 決 伐 購態に欠態 伐 購態ね欠 隼 堅岫ど岻 判 決 伐 購態に欠態 髪 購態ね欠 
(2.25) 

 

a, b, 購  sú kladné konštantyĽ r(0) je úroková miera v čase 0. 

2.2.2 Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR) 

Závažný nedostatok Vašíčkovho modelu v podobe záporných úrokových mier sa dá 

Iahko odstráni[ napríklad spôsobomĽ ktorý navrhli v roku 1985 John C. CoxĽ Johnítín E. 
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Ingersol í Stephen ん. Ross (14) pod názvom Cox-Ingersoll-Rossov model (CIR). 

Krátkodobá úroková miera je v CIR modely upravenou Vašíčkovou stochastickou 

diferenciálnou rovnicou (2.2) v tvare (2, str.20-22): 

 穴堅岫建岻 噺 欠盤決 伐 堅岫建岻匪穴建 伐 購紐堅岫建岻穴激岫建岻 (2.26) 

kde všetky parametre a, b, j sú kladné konštantyĽ 堅岫ど岻 噺 堅待 je úroková miera v čase 0 . 

Tak isto ako vo VašíčkovomĽ tak aj v modeli CIR má úroková miera vlastnos[ mean- 

reversion (opakovaný návrat k dlhodobému rovnovážnemu stavu). ProcesĽ ktorý sa riadi 

rovnicou (2.26) má necentrálne chí-kvadrát rozdelenie (podrobnejšie viz (2Ľ str.20)Ľ CIR 

model tak  odstraOuje nedostatok Vašíčkovho modeluĽ a teda možnos[ zápornej úrokovej 

miery. (2, str. 20) 

Nezápornos[ tohto modelu je však vidno aj priamo zo vz[ahu (2.26). PoznamenajmeĽ že 

j v tomto modeli nie je riziko (volatilita)Ľ ale parameter. Vz[ahom j紐堅岫建岻 je dané rizikoĽ 

ktoré závisí na veIkosti úrokovej miery. Z tohto dôvodu sa označuje taktiež ako 

podmienené riziko. Ke@že je z rovnice jasnéĽ že riziko klesá zároveO s klesajúcou 

úrokovou mierouĽ potomĽ ak úroková miera v spojitom čase dosiahne nulovú hodnotuĽ 

náhodná zložka bude tiež nulováĽ a tak isto úroková miera nevyhnutne vzrastie 

v dôsledku a procesu mean-reverting. (14)  

Ekvivalentným postupom ako u Vašíčkovho modelu dostaneme očakávanú strednú 

hodnotu E a rozptyl Var úrokovej miery v čase nĽ ktoré sú popísané týmito vzorcami (2Ľ 

str. 18):  

 継岷堅岫建岻】堅岫券岻峅 噺 堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 決盤な 伐 結貸銚岫痛貸津岻匪 (2.27) 

 撃欠堅岷堅岫建岻】堅岫券岻峅 噺 堅岫券岻 峭購態欠 嶌 盤結貸銚岫痛貸津岻 伐 結貸態銚岫痛貸津岻匪 髪 (2.28) 

              髪決 峭購態に欠嶌 盤な 伐 結貸銚岫痛貸津岻匪 
 

kde všetky parametre a, b, j sú kladné konštantyĽ 堅岫券岻 je úroková miera v čase n 

Z týchto vz[ahov sa dá ukáza[Ľ že pokiaI a konverguje k nekonečnuĽ stredná hodnota E 

sa limitne rovná b a rozptyl Var sa rovná 0 . V prípadeĽ že a ide do 0, potom stredná 

hodnota E konverguje k aktuálnej výške úrokovej sadzbyĽ rozptyl Var sa blíži k hodnote 購態堅岫建岻岫券 伐 建岻┻ (podrobnejšie (16)) 
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Vz[ah (2.26) sa dá vyjadri[ pomocou (1.32) v tvare (odvodené z (16)):  

 穴隙岫建岻 噺 糠岫隙岫建岻┸ 建岻穴建 髪 紅岫隙岫建岻┸ 建岻穴激岫建岻 (2.29) 

kde 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 a 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 sú reálne funkcie dvoch premennýchĽ 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 sa nazýva 

drift, 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 je rozptyl, W je Wienerov proces. 

 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 噺 欠盤決 伐 堅岫建岻匪 (2.30) 

 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 噺 購紐堅岫建岻 (2.31) 

kde všetky parametre a, b, j sú kladné konštanty. Pre zjednodušenie zápisu si 糠岫隙岫建岻┸ 建岻 

označme ako 航追, a 紅岫隙岫建岻┸ 建岻 ako 購追.  

Hodnota nulového kupónu v čase t závisí na úrokovej miere r(t) a na čase splatnosti TĽ čo 

sa dá vyjadri[ ako P(t,T). Ak budeme predpoklada[Ľ že cena kupónu je hladká funkcia 

(má všetky derivácie vyšších rádov)Ľ môžeme využi[ Itôovho lemma (1.36) na cenu 

kupónu. Dostaneme opä[ (ako v (2.9) tvar (odvodené z (16)):  

 穴鶏 噺 峭ダPダr 航追 髪 ダPダt 髪 な ダ態鶏に ダr態 購追態嶌 穴建 髪 ダPダr 購追穴激 (2.32) 

kde 航追 噺 欠岫決 伐 堅痛岻┸   購追 噺 購紐堅岫建岻┸  ?alej budeme predpoklada[Ľ že rozdelenie ceny 

P(t,T) kupónu bude normálneĽ a z tohto dôvodu sa riadi rovnicou (2Ľ str.14) 

 穴鶏岫建┸ 劇岻 噺 鶏岫建┸ 劇岻航葡岫建┸ 劇岻穴建 髪 鶏岫建┸ 劇岻購葡岫建┸ 劇岻穴激岫建岻 (2.33) 

kde za pomoci tržnej ceny rizika (je kompenzácia za rizikoĽ ktoré investori podstupujú) 

a z teórie arbitráže dostaneme (postup ekvivalentný ako v prípade Vašíčkovho modelu 

(2.16)) (2, str. 15) a (2, str. 97) 

 購葡 噺 項鶏項堅 購追 (2.34) 

 航葡 噺 膏購追 項鶏項堅 髪 堅岫建岻鶏 
(2.35) 

 航葡 je drift okamžitej zmeny hodnoty dlhopisu P, 購葡 je rozptyl okamžitej zmeny hodnoty 

dlhopisu P Ak predpokladáme konštantnú trhovú cenu rizika vzhIadom na úrokovú mieru 

zvolíme rozptyl (odvodené z (14)): 
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 膏 噺 膏購 紐堅岫建岻 (2.36) 

Dosadením Iavej strany rovnice (2.32) za pravú stranu rovnice (2.33) a za 航追 ┸ 購追 ┸ 航牒┸ 購牒┸ 
substituujeme hodnoty podIa vz[ahov (2.30)Ľ (2.31)Ľ (2.34)Ľ (2.35) a (2.36)Ľ dostaneme 

fundamentálnu diferenciálnu rovnicu úrokovej miery pre CIR model (2Ľ str. 21): 

 
なに 項態鶏項堅態 堅購態 髪 項鶏項堅 岫欠決 伐 岫欠 髪 膏岻堅岻 髪 項鶏項建 伐 堅鶏 噺 ど (2.37) 

s okrajovou podmienkou (2, str.21): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 な (2.38) 

Cenu bezkupónového dlhopisu podIa CIR modelu získame riešením parciálnej rovnice 

(2.37) ( podrobnejšie v (16)): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 畦岫酵岻結喋岫邸岻追岫痛岻  (2.39) 

kde (2, str.21): 

 畦岫酵岻 噺 崛 に酵結怠態庭邸に紘 髪 紅岫な 伐 結貸邸頂岻崑態銚長蹄鉄
 (2.40) 

 稽岫酵岻 噺 伐に岫な 伐 結貸廷邸岻に紘 髪 紅岫な 伐 結貸廷邸岻 
(2.41) 

 紅 噺 欠 髪 膏 髪 紘  (2.42) 

 紘 噺 紐岫欠 髪 膏岻態 髪 に購態 (2.43) 

 酵 噺 劇 伐 建 (2.44) 

 všetky parametre a, b, j sú kladné konštanty. 

Časová štruktúra úrokových mier R(t,T)Ľ ktorá je vyjadrená zo vz[ahu (1.3)Ľ má tvar (2Ľ 

str. 21) 

 迎岫建┸ 劇岻 噺 伐 岷稽岫酵岻堅岫建岻 髪 ln 畦岫酵岻峅劇 伐 建  (2.45) 

kde 畦岫酵岻 je určené vz[ahom (2.40)Ľ  稽岫酵岻 je vz[ah (2.41)Ľ T je doba splatnosti, t je 

počiatočný čas. 

Limitným prechodom potom dostaneme vz[ah pre výnos dlhopisu (2,str. 21): 
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 lim脹蝦著 迎岫建┸ 劇岻 噺 に欠決欠 髪 膏 髪 紘 (2.46) 

?alej sa dá ukáza[Ľ že ak je r(t) <  RĽ potom časová štruktúra úrokových mier monotónna 

a rastúca. Pre 堅岫建岻 伴 銚長岫銚袋碇岻  je časová štruktúra monotónna a klesajúca. Ak hodnoty r(t) 

ležia medzi týmito dvoma intervalmiĽ hovoríme že časová štruktúra je „skoková“. Ako 

môžeme vidie[Ľ CIR model umožOuje len veImi malý rozsah skokových časových 

štruktúr. V porovnaní  CIR modelu  a Vašíčkovho modeluĽ pri voIbe „rozumných“  

(nezáporných) hodnôt parametrovĽ sú časové štruktúry úrokových mier obidvoch 

modelov identické. 

2.2.3 Ho-Lee model 

 Ako prvý model bez možnosti arbitráže (profit z rozdielu ceny určitého cenného papieru 

v rovnakom čase  na rôznych trhoch(1Ľstr.117))  bol navrhnutý v roku 1986 Thomasom 

Ho and Sang Bin Leem (14). Okamžitá úroková miera sa v tomto modeli pri rizikovo 

neutrálnej miere(neberie do úvahy možnos[ rizika ) riadi stochastickou rovnicou (2, str. 

22) 

 穴堅岫建岻 噺 肯岫建岻穴建 髪 購穴激岫建岻 (2.47) 

kde očakávaný výnos (drift) 

 肯岫建岻 噺 項血岫ど┸ 建岻項建 髪 購態建 (2.48) 購 je rozptyl úrokovej miery PripomeOmeĽ že 項血岫ど┸ 建岻 je okamžitá úroková miera (2, str. 

22). Model síce nedisponuje vlastnos[ou mean-reversion (opakovaný návrat k 

dlhodobému rovnovážnemu stavu), ale na druhej strane v sebeĽ prostredníctvom 

forwardových  rokových mier f(0,t) a deterministickej (rovnakej za všetkých podmienok) 

funkcii 肯岫建岻┸ zahSOa všetky dostupné informácie. 

PredpokladajmeĽ že rozptyl (volatilit) okamžitých forwardových úrokových mier 血岫建┸ 劇岻 

je konštantná. Teda 購岫建┸ 劇岻 噺 購  pre všetky t, T. Potom drift forwardowej  miery pri 

rizikovo neutrálnej miere (neberie do úvahy možnos[ rizika ) má tvar (2Ľ str.38): 

 航岫建┸ 劇岻 噺 購 豹 購穴憲 噺 購態岫劇 伐 建岻脹
痛  (2.49) 

kde 航岫建┸ 劇岻 je funkcia v čase t do času T.  
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Zmena forwardovej miery je potom (2, str. 38): 

 血岫建┸ 劇岻 噺 血岫ど┸ 劇岻 髪 豹 購態岫劇 伐 憲岻穴憲 髪痛
待 豹 購穴激岫憲岻痛

待  (2.50) 

kde 血岫建┸ 劇岻 je forwardová mieraĽ T, t, u sú časové hodnoty. 

Ke@že  血岫建┸ 建岻 噺 堅岫建岻 (forwardová úroková miera sa rovná okamžitej úrokovej miere)Ľ 

potom týmto vz[ahom zabezpečíme toĽ že prvotnú hodnotu r(t) krivky forwardových 

úrokových mier môžeme voli[ IubovoIne. Dostaneme (2, str. 38): 

 堅岫建岻 噺 血岫ど┸ 建岻 髪 なに 購態建態 髪 豹 購穴激痛
待 岫憲岻 (2.51) 

血岫ど┸ 建岻 je forwardová úroková mieraĽ t je časová hodnota. 

A pomocou Itôovej lemma (1.36) dostaneme (2, str.38): 

 穴堅岫建岻 噺 釆項血岫ど┸ 建岻項建 髪 購態建挽 穴建 髪 購穴激岫建岻 (2.52) 

čo odpovedá vz[ahu (2.48). Zderivovaním vz[ahu (2.51) podIa t nadobudneme obdržíme 

pre drift spomínaný vz[ah  (2Ľ str. 22): 

 肯岫建岻 噺 項血岫ど┸ 建岻項建 髪 購態建 (2.53) 

Tento vz[ah (2.53) popisuje driftĽ ktorý odráža sklon forwardovej krivky a rizikovos[ 

úrokovej miery. Cena dlhopisu P(t,T) v čase t sa dá napísa[ v tvare (2, str. 43): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 結凋岫痛┸脹岻貸喋岫痛┸脹岻追岫痛岻 (2.54) 

kde  

 畦岫建┸ 劇岻 噺 なは 購態岫劇 伐 建岻戴 伐 豹 肯岫嫌岻岫劇 伐 嫌岻穴嫌脹
痛  (2.55) 

 稽岫建┸ 劇岻 噺 劇 伐 建        (2.56) 

T, t, s sú časové hodnotyĽ 肯 je drift a j je rozptyl (2, str. 43). 

Možné očakávané zmeny okamžitých úrokových mier tohto modelu môžu eventuálne 

nadobúda[ nemalé rozpätie hodnôt. V štruktúre 購岫建┸ 劇岻 噺 購  má základ jednoduchos[ 
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tohto modelu. PodIa autorov má cena diskontného dlhopisu v Ho-Lee modely log 

normálne rozdelenie. (14) 

2.2.4 Hull-White model 

V snahe o zlepšenie výsledkov Vašíčkovho modelu vyvinuli  Hul a White (15) jeho 

rozšírenieĽ do ktorého zahrnuli premenlivý parameter v čase t. Hull-Whiteov model 

predpokladáĽ že proces má normálne rozdelenie v každom čase t. Toto zais[uje 

pohodlnos[ výpočtov a využitie efektívnych a jednoduchých postupov pre oceOovanie 

derivátovĽ na druhú stranuĽ normálne rozdelenie nevylučuje možnos[ záporných hodnôtĽ 

preto sa nemôže využi[ v množstve prípadov spojených s oceOovaním. Hull-White model 

aj napriek tomuĽ že bol vyvinutý v roku 1990Ľ je stále aktuálny a v súčasnosti sa používa 

pre rôzne účely.(15) 

Vz[ah pre zmenu krátkodobej úrokovej miery je daný nasledujúcou rovnicou (2Ľ st. 23) 

 穴堅岫建岻 噺 盤肯岫建岻 伐 欠堅岫建岻匪穴建 髪 購穴激岫建岻 (2.57) 

Kde 
提岫痛岻銚  je dlhodobý priemer výšky úrokovej mieryĽ a je miera mean-reventing (rýchlosti 

návratu k dlhodobej hodnote)  

Integrovaním pre každé 券 判 建 dostaneme (2, str. 39): 

 

堅岫建岻 噺 堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 豹 結貸銚岫痛貸通岻肯岫憲岻穴憲 髪痛
津              

髪 購 豹 結貸銚岫痛貸通岻穴激岫憲岻痛
津  

(2.58) 

t, n sú časové hodnotyĽ a je parameter, 購 je rozptyl a 肯 je očakávaný výnos. 

z toho plynieĽ že r(t) má normálne rozdelenieĽ stredná hodnota E a rozptyl Var sú dané 

výrazmi (odvodené z (2, str. 18)):  

 継岷堅岫建岻】堅岫券岻峅 噺 堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 紘岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 (2.59) 

 撃欠堅岷堅岫建岻】堅岫券岻峅 噺 購態に欠 盤な 伐 結貸態銚岫痛貸津岻匪 
(2.60) 

kde všetky parametre a, b, j sú kladné konštantyĽ 堅岫券岻je úroková miera v čase n, pre 

prehIadnos[ sme si zaviedli 紘岫建岻┸ ktoré má tvar (odvodené z (2Ľ str.39))  
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 紘岫建岻 噺 血岫ど┸ 建岻 髪 購態に欠態 岫な 伐 結貸銚痛岻態 (2.61) 

f(0,t) je forwardová úroková miera. 

Súhrnne sa potom dá vyjadri[ normálne rozdelenie (odvodené z (15)): 

 堅岫建岻ｂ軽 峙堅岫券岻結貸銚岫痛貸津岻 髪 紘岫建岻 伐 紘岫券岻結貸銚岫痛貸津岻┹ 蹄鉄態銚 盤な 伐 結貸態銚岫痛貸津岻匪峩  (2.62) 

Pre odvodenie vz[ahu pre cenu bezkupónového dlhopisu využijeme Itôovo lemma (1.36). 

Fundamentálny (základný) vzorec pre cenu dlhopisu P za predpokladu okrajovej 

podmienky P(t,T)= 1 je (odvodené z (2Ľ str. 16)) : 

 

なに 購態堅 項態鶏項堅態 髪 磐欠 磐肯欠 伐 堅卑 伐 膏購卑 項鶏項堅 髪 項鶏項建 伐 堅鶏 噺 ど┸建 樺 岫ど┸ 劇岻 

(2.63) 

a je parameter, 購 je rozptyl a 肯 je očakávaný výnosĽ ぢ  je tržná cena rizika. 

Cena dlhopisu sa dá vyjadri[ pomocou vz[ahu (2Ľ str. 45) 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 結岫凋岫痛┸脹岻貸喋岫痛┸脹岻┻追岫痛岻岻  (2.64) 

kde 

 畦岫建┸ 劇岻 噺 豹 釆なに 購態稽態岫嫌┸ 劇岻 伐 肯岫嫌岻稽岫嫌┸ 劇岻挽 穴嫌脹
痛  (2.65) 

 稽岫建┸ 劇岻 噺 な欠 盤な 伐 結貸銚岫脹貸痛岻匪 
(2.66) 

kde t, s, T sú časové hodnotyĽ a,購 sú kladné konštanty. 

Pretože v modeli vyvinutom Hull a Whitom sú parametre závislé na časeĽ všetky ich 

hodnoty musia by[ dostupné v čase tĽ aby bolo možné vyčísli[ hodnotu dlhopisu k tomuto 

momentu. (15)   

2.3 Kalibrácia modelov 

Všetky vyššie popísané modely obsahujú parametreĽ ktorých hodnoty sú závisle na 

konkrétnych historických dátach. Je veImi dôležité tieto parametre odhadnú[ čo 

najpresnejšie. AkékoIvek chyby v odhadoch môžu spôsobi[ skreslené ocenenie 

finančného aktíva. Odhad týchto parametrov sa nazýva kalibrácia (odhad týchto 

parametrov). 
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2.3.1 Kalibrácia Vašíčkovho a CIR modelu  

PredpokladajmeĽ že okamžitá úroková miera r(t) má tvar (17, str. 5): 

 穴堅岫建岻 噺 欠盤決 伐 堅岫建岻匪穴建 髪 購堅廷岫建岻穴激岫建岻  

Kde t 半 0, a, b, 購 sú kladné konštanty a ぐ je nezáporné a W(t) je Wienerov proces. 

Parameter ぐ určujeĽ o aký typ modelu ide. Pre 紘 噺 ど ide o Vašíčkov modelĽ pre 紘 噺 怠態  ide 

o model CIR. (17, str. 5) 

Cena bezkupónového dlhopis 鶏岫建┸ 劇岻 je určená parciálnou difereniálnou rovnicou (17Ľ 

str. 5): 

 
項鶏項建 髪 盤欠盤決 伐 堅岫建岻匪 伐 膏實購堅廷匪 項鶏項堅 髪 なに 購態堅 項態鶏項堅態 伐 堅鶏 噺 ど (2.67) 

Kde 建 樺 岫ど┸ 劇岻 a 堅 伴 ど. Pre P(t,T) = 1. 

Tržná cena rizika 膏實(to kompenzácia za rizikoĽ ktoré investori podstupujú) je rozdielna pre 

Vašíčkov a pre CIR model. V prípade Vašíčka 膏實岫堅岻 噺 膏Ľ zataI čo pre CIR 膏實岫堅岻 噺 碇追迭鉄蹄 , 

kde 膏 je konštanta. (17Ľ str.5) 

Ak je počet parametrov konečnýĽ tak pri nekonečnej sústave rovníc nemôžeme očakáva[Ľ 

že v čase 0 sa pre každé T (čas splatnosti) bude modelová cena dlhopisu zhodova[ s cenou 

odpozorovanou na trhu. Preto sa pridávajú dodatočné kritériáĽ ktoré vyjadrujú rozdiel 

modelovej a skutočnej ceny. Toto kritérium sa potom minimalizuje. Z dôvodu sú 

výhodnejšie modely s nekonečne veIa parametrami (napr. Hull-White model a Ho-Lee 

model). (2, str.45) 

Uve@me základnú metodiku kalibrácie. (2Ľ str. 44) 

PredpokladajmeĽ že zmena okamžitej úrokovej miery r(t) je (2, str.44): 

 穴堅岫建岻 噺 航岫建┸ 堅岫建岻┹ 糠岻穴建 髪 購岫建┸ 堅岫建岻┹ 糠岻穴激岫建岻 (2.68)  

kde 航岫糾岻┸ 購岫糾岻 sú známe funkcie a ゎ je vektor neznámych parametrov┻ 
1. Vyriešime (pre každé pevné T)  rovnicu (2, str.44): 

 
項繋脹岫建┸ 堅┹ 糠岻項建 髪 航 項繋脹岫建┸ 堅┹ 糠岻項堅 髪 なに 購態 項態繋脹岫建┸ 堅┹ 糠岻項堅態 伐 堅繋脹岫建┸ 堅┸ ┹ 糠岻 噺 ど (2.69) 
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繋脹岫建┸ 堅┸ ┹ 糠岻 噺 な 

ktorá nám určí modelovú cenu dlhopisu 鶏岫建┸ 劇┹ 糠岻 噺 繋脹岫建┸ 堅┸ ┹ 糠岻  

2. Teraz je treba zlúči[ túto cenu s napozorovanými veličinami. Ke@že čas t = 0 

označuje súčasnos[Ľ budeme predpoklada[Ľ že pre každé T > 0 poznáme skutočnú 

cenu dlhopisu P*(0,T).  

Položíme 鶏岫建┸ 堅┸ ┹ 糠岻 噺 鶏茅岫ど┸ 劇岻 . Dostávame (nekonečnú) sústavu rovnícĽ kde 

neznáma je vektor parametrov糠. (2, str. 44-45) 

3. Označíme riešenie sústavy 糠* a dostávame rovnicu úrokovej miery r(t) (2, str.45) 

 穴堅岫建岻 噺 航岫建┸ 堅岫建岻┹ 糠茅岻穴建 髪 購岫建┸ 堅岫建岻┹ 糠茅岻穴激岫建岻 (2.70)  

4. Uvedený postup opakujeme v pravidelných intervaloch.  

2.3.2 Kalibrácia Hull-White modelu 

Z kapitoly (2.2.4) viemeĽ že model je zadaný rovnicou (2.57) z (2Ľ str.45): 

 穴堅岫建岻 噺 盤肯岫建岻 伐 欠堅岫建岻匪穴建 髪 購穴激岫建岻 (2.71)  欠┸ 購 sú známe konštantyĽ 購 je rozptyl. Naším cieIom je nájs[ drift 肯岫建岻 (2, str. 45). 

Cena dlhopisu je zadaná rovnicou (2Ľ str. 45): 

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 結盤凋岫痛┸脹岻貸喋岫痛┸脹岻追岫痛岻匪  (2.72) 

Kde 畦岫建┸ 劇岻 a 稽岫建┸ 劇岻 majú tvar (2Ľ str. 45): 

 畦岫建┸ 劇岻 噺 豹 釆なに 購態稽態岫嫌┸ 劇岻 伐 肯岫嫌岻稽岫嫌┸ 劇岻挽 穴嫌脹
痛  (2.73) 

 稽岫建┸ 劇岻 噺 な欠 盤な 伐 結貸銚岫脹貸痛岻匪 
(2.74) 

Takto vypočítané modelové ceny kupónov sa majú rovna[ (pre t =  0) napozorovaným 

aktuálnym cenám P*(0,T). Je výhodnejšie použi[ forwardové mieryĽ ktoré sú 

ekvivalentné (rovnaké) k znalosti cien dlhopisov. Pre známe forwardové miery máme (2, 

str. 45): 

 血茅岫ど┸ 劇岻 噺 伐 項 log 鶏茅岫ど┸ 劇岻項劇  (2.75) 

Pre modelové forvardové miery dosadením (2.73) a (2.74) do (2.72) dostaneme (2Ľ str. 

46): 
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血岫ど┸ 劇岻 噺 結貸銚脹堅岫ど岻 伐 購態に欠 岫な 伐 結貸銚脹岻態
髪 豹 結貸銚岫脹貸鎚岻肯岫嫌岻穴嫌脹

待  

(2.76) 

Položením do rovnosti známu forwardovú mieru 血茅岫ど┸ 劇岻 a modelovú 血岫ど┸ 劇岻 dostaneme 

rovnicu (2, str. 46): 

 

血茅岫ど┸ 劇岻 噺 結貸銚脹堅岫ど岻 伐 購態に欠 岫な 伐 結貸銚脹岻態
髪 豹 結貸銚岫脹貸鎚岻肯岫嫌岻穴嫌脹

待  

(2.77) 

Jej riešením je (2Ľ str. 46): 

 肯岫建岻 噺 項血茅岫ど┸ 建岻項建 髪 訣岫建岻 髪 欠岷血茅岫ど┸ 建岻 髪 訣岫建岻峅 (2.78) 

kde  

 
訣岫建岻 噺 購態に欠 稽態岫ど┸ 建岻 

稽岫建┸ 劇岻 噺 な欠 岫な 伐 結貸銚岫脹貸痛岻岻 

(2.791) 

Táto voIba driftu 肯岫建岻 nám zaručíĽ že na začiatku sa modelová cena dlhopisu bude rovna[ 

cene pozorovanej, teda 

 鶏岫ど┸ 劇岻 噺 鶏茅岫ど┸ 劇岻┸ 劇 伴 ど (2.80) 

Dosadením (2.73) a (2.74) do (2.72) dostaneme modelovú cenu dlhopisu v budúcnosti (2Ľ 

str. 46): 

 

鶏岫建┸ 劇岻噺 鶏茅岫ど┸ 劇岻鶏茅岫ど┸ 建岻 結犯喋岫痛┸脹岻捗茅岫待┸痛岻貸蹄鉄態銚喋鉄岫痛┸脹岻岫怠貸勅貼鉄尼禰岻貸喋岫痛┸脹岻痛岫痛岻般
 

(2.81) 

kde B(t,T) je dané pomocou (2.79) (2Ľ str. 46). 

2.3.3 Kalibrácia Ho-Lee modelu 

Z kapitoly (2.2.3) viemeĽ že model Ho-Lee je daný rovnicou(2.47) z (2Ľ str. 46): 

 穴堅岫建岻 噺 肯岫建岻穴建 髪 購穴激岫建岻  
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肯 je drift a 購 rozptyl. 

Môžeme tento model chápa[ ako špeciálny prípad Hull-Whiteovho modelu, kde (2, str. 

47): 

 

稽岫建┸ 劇岻 噺 劇 伐 建 

畦岫建┸ 劇岻 噺 なは 購態岫劇 伐 建岻戴 伐 豹 肯岫嫌岻岫劇 伐 嫌岻穴嫌脹
痛  

肯岫建岻 噺 項血茅岫ど┸ 建岻項建 髪 購態建 

(2.82) 

Dosadením a následnými úpravami dostaneme budúcu modelovú cenu dlhopisu (2Ľ str. 

47):  

 鶏岫建┸ 劇岻 噺 鶏茅岫ど┸ 劇岻鶏茅岫ど┸ 建岻  (2.83) 

Kde modelová cena sa na začiatku rovná cene odpozorovanej. 鶏茅岫ど┸ 劇岻 噺 鶏岫ど┸ 劇岻┸ 劇 伴 ど 

2.4 Medzibankové úrokové miery 

LIBOR (London InterBank Offered Rate) je úroková miera na londýnskom 

medzibankovom trhu. Zobrazuje úrokové sadzby rôznych mien. Využíva sa ako 

referenčná sadzba pri oceOovaní úrokových derivátov (kapitola 1.2). Napriek tomuĽ že 

existuje istá minimálna šanca nesplácaniaĽ budeme LIBOR považova[ za bezrizikovú 

mieru. ?alšou medzibankovou úrokovou mierouĽ ktorá má rovnaké vlastnosti je napr. 

PRIBOR (Prague InterBank Offered Rate). (2, str. 59) 

Následujúce vzorce vychádzajú zo zdroja  (2, str.59-61) 

Nech Z(t,h) udáva hodnotu bezkupónového dlhopisu v čase tĽ splatného za čas h, platí1 

 傑岫建┸ 絞岻 噺 鶏岫建┸ 劇岻┸   kde 絞 噺 劇 伐 建 (2.84) 

a r(t,u) nech je okamžitá forwardová miera f(t,s) v čase t  na čas t +  u: 

  堅岫建┸ 憲岻 噺 血岫建┸ 嫌岻┸   kde 憲 噺 嫌 伐 建 (2.85) 

                                                 
1 Druhý časový údaj v hodnotách dlhopisov okamžitých forwardových úrokových mier udáva „za ako dlho“ 
a nie „kedy“Ľ ako sme používali doteraz. (2Ľ str. 59) 
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a  platí (2, str. 59): 

  傑岫建┸ 絞岻 噺 結岫貸 完 追岫痛┸通岻鳥通罵轍  (2.86) 

Ak okamžitá forwardová miera f(t,s) splOuje rovnicu (2, str. 59): 

  穴血 噺 購岫建┸ 嫌岻購賦岫建┸ 嫌岻穴建 髪 購岫建┸ 嫌岻穴激岫建岻 (2.87) 

kde s =  T - t, 購 a 購賦 sú rozptyly (2, str. 59): 

  購賦岫建┸ 嫌岻 噺 豹 購岫建┸ 憲岻穴憲鎚
待  (2.88) 

Potom pre r(t,u) platí rovnica (2, str. 60): 

  穴堅岫建┸ 憲岻 噺 項項憲 釆堅岫建┸ 憲岻 髪 なに 購賦岫建┸ 憲岻態挽 穴建 髪 購岫建┸ 憲岻穴激岫建岻 (2.89) 

2.4.1 Spotový LIBOR 

Nech h je teraz najkratší časĽ na ktorý je LIBOR kótovaný (úradný záznam kurzov 

cenných papierov na burze). Spotový LIBOR L(t,0) je potom definovaný na základe tohto 

vz[ahu (2Ľ str. 60): 

  傑岫建┸ 絞岻盤な 髪 絞詣岫建┸ ど岻匪 噺 な (2.90) 

Ak teda investujeme na LIBOR L(t,0)  v čase t sumu Z(t,h)  do doby t +  h =  TĽ čo je  čas 

splatnosti dlhopisu, potom v čase T musíme získa[ čiastku rovnú 1. Potom platí (2Ľ str. 

60):  

  な 髪 絞詣岫建┸ ど岻 噺 な傑岫建┸ 絞岻 噺 結完 痛岫痛┸通岻鳥鎚罵轍  (2.91) 

  詣岫建┸ ど岻 噺 岫結完 追岫痛┸通岻鳥通罵轍 岻 伐 な絞  (2.92) 

2.4.2 Forwardový LIBOR 

V @alšom kroku vyjadríme forwardový LIBOR. Za predpokladu spojitého úročeniaĽ 

uvažujeme investova[ v čase t čiastku 
跳岫痛┸邸袋弟岻跳岫痛┸邸岻  od (t +  k)  do (t +  k + h) (げ, ぷ sú časové 

hodnoty). PodIa (2.86) si vyjadríme hodnotu kúpnou a dostaneme (2, str. 60):  
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  exp 岫伐 完 堅岫建┸ 憲岻穴憲邸袋弟待 岻exp 岫伐 完 堅岫建┸ 憲岻穴憲邸待 岻 豹 堅岫建┸ 酵 髪 憲岻穴憲 噺 な弟
待  (2.93)2 

VidímeĽ že táto investícia nám prinesie v čase (t +  酵 髪 絞) čiastku 1. Ak investujeme teraz 

čiastku  
跳岫痛┸邸袋弟岻跳岫痛┸邸岻   forwardovým LIBOR L(t, k) (dohodnutým v čase t) od doby (t +  k) do 

doby (t +  k +  h), musíme inkasova[ rovnako (aby neexistovala arbitráž). Preto musí plati[ 

(2, str. 61): 

  傑岫建┸ 酵 髪 絞岻傑岫建┸ 酵岻 盤な 髪 絞詣岫建┸ 酵岻匪 噺 な (2.94) 

PodIa tohto vz[ahu sa dá vypočíta[ 詣岫建┸ 酵岻. Máme (2, str. 61): 

 

 な 髪 絞詣岫建┸ 酵岻 噺 傑岫建┸ 酵岻傑岫建┸ 酵 髪 絞岻 噺 結捲喧版伐 完 堅岫建┸ 嫌岻穴嫌邸待 繁結捲喧 峽伐 完 堅岫建┸ 嫌岻穴嫌邸袋弟待 峺
噺 結捲喧 崔伐 豹 堅岫建┸ 嫌岻嫌欠邸袋弟

邸 崢 

戊 詣岫建┸ 酵岻 噺 結捲喧 峽伐 完 堅岫建┸ 嫌岻穴嫌邸袋弟邸 峺 伐 な絞  

(2.95) 

Na záver si okrem toho vyjadríme aj lim弟蝦待 詣岫建┸ 酵岻┻ Hahko sa presvedčímeĽ že (2, str. 61): 

 lim弟蝦待 詣岫建┸ 酵岻 噺 項詣岫建┸ 酵岻項絞 鞭弟退待 噺 堅岫建┸ 酵岻┻ (2.96) 

 

 

 

 

 

 

                                                 
2 Z dôvodu prehIadnosti je 結掴 písané ako 結捲喧岶捲岼. 
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3 VLASTNÉ NÁVRHY RIEŠENIA 

V tejto kapitole aplikujeme dva z vyššie uvedených modelov: konkrétne Vašíčkov model 

a CIR model. Model CIR odstraOuje nedostatok Vašíčkovho modeluĽ ktorým je možnos[Ľ 

že úroková miera r(t) môže by[ záporná. Zaujímalo maĽ či sa to prejaví aj pri praktickej 

aplikácií.    

Použijeme reálne dáta medzibankovej úrokovej miery PRIBOR ktorá má rovnaké 

vlastnosti ako iné medzibankové úrokové mieryĽ napríklad LIBOR. Naším cieIom je 

ukáza[Ľ akým spôsobom sa dajú uvedené modely aplikova[ na dáta prostredníctvom 

software a porovna[ jednotlivé modely medzi sebou. Štatistické a optimalizačné metódyĽ 

ktoré použijemeĽ nie sú popísané podrobneĽ avšak sú odkazované a Iahko dohIadateIné. 

3.1 Kolmogorov-Smirnovova štatistika 

Aby sme mohli v praktickej časti práce vykona[ porovnanie vybraných modelov 

(konkrétne sa bude jedna[ o model Vašíčkov a CIR model)Ľ potrebujeme definova[ 

kumulatívnu distribučnú funkciu ktorá nie je daná teoretickyĽ ale vychádza 

z pozorovaných dát. K tomuto účelu bude slúži[ tzv. empirická distribučná funkcia. 

Majme n-rozmerný vektor reálnych čísiel 岫捲怠┸ 捲態┸ ┼ ┸ 捲津岻 . Empirickou distribučnou 

funkciou  nazveme funkciu 繋津Ľ ktorá je na množine 温 definovaná (17Ľ str.9): 

 繋津岫捲岻 噺 な券 布 桁岫珍┸掴駈岫捲沈岻津
沈退怠  (3.1) 

kde 桁岫珍┸掴岻 je charakteristická funkcia Ľ ktorá je uzatvorená sprava na intervale 岫倹┸ 捲駈. 

Dále uvažujeme charakteristickou funkciu na intervaluĽ která sa rovná jednejĽ pokiaI jej 

argument v danom intervale ležíĽ a je rovný nuleĽ ak leží mimo neho. Empirická 

distribučná funkcia sa tiež nazýva výberovou distribučnou funkciou. Je evidentniĽ že sa 

jedná o nespojitú funkciu so skokmi v každom 捲沈┸ 件 噺 な┸ ┼ ┸ 券. Je ale spojitá zIava. 

Majme dve rôzne empirické distribučné funkcie 繋陳 欠 罫津. Nech 繋陳 je daná realizáciou 

náhodného výberu  岫捲怠┸ 捲態┸ ┼ ┸ 捲陳岻 a 罫津券á月剣穴券é月剣 懸ý決結堅憲 realizáciou 岫検怠┸ 検態┸ ┼ ┸ 検津岻┸兼┸ 券 樺 桶┻ Pak Kolmogorov-Smirnovova štatistika (označme D) je daná (18, str. 72): 

 経 噺 max怠丁珍丁陳袋津弁繋陳盤権珍匪 伐 罫津盤権珍匪弁 (3.2) 
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kde 権珍 je j-tý člen postupnostiĽ ktorá vznikne zlúčením prvkov 岫捲怠┸ 捲態┸ ┼ ┸ 捲陳岻  s prvkami 岫検怠┸ 検態┸ ┼ ┸ 検津岻 a usporiadaním tejto zlúčenej množiny podIa veIkosti vzostupne. 

Kolmogorov-Smirnovova štatistika je teda maximom vzdialenosti medzi dvoma 

empirickými distribučnými funkciami. Túto štatistiku použijeme v pri porovnaní 

aplikovaných modelov. 

3.2 Dáta 

Pre aplikáciu modelov použijeme dáta z verejne prístupnej databázy ARAD. Ide 

o databázuĽ ktorá je k dispozícii na stránkach Českej národnej banky (19). Pre naše 

potreby využijeme časovú radu medzibankovej úrokovej sadzby PRIBOR (Prague Inter 

Bank Offered Rate) na české korunyĽ a to na mesačnej báze v období od 1.1.2013 do 

31.4.2018. Jedná sa o časovú radu s 64 pozorovaniami. Hodnoty časovej rady sú 

v databáze uložené ako desatinné číslaĽ jednotky sú v miliónoch Kč. 

V TabuIke č.1 uvediem spočítané základné štatistické charakteristiky (5Ľ str. 51): 

TabuIka 1: Štatistické charakteristiky tejto časovej štruktúry úrokových mier PRIBOR (Zdroj: 
vlastné spracovaniĽ podIa ARAD) 

PヴｷWﾏWヴﾐ= ｴﾗSﾐﾗデ; 0,19646875 

V┠HWヴﾗ┗┠ ヴﾗ┣ヮデ┞ﾉ 0,021320634 

V┠HWヴﾗ┗= ゲﾏWヴﾗS;jn= ﾗSIｴ┠ﾉﾆ; 0,146015869 

Minimum 0,12 

Maximum 0,75 

MWSｷ=ﾐ 0,15 

Pヴ┗┠ ﾆ┗;ヴデｷﾉ 0,13 

TヴWデｹ ﾆ┗;ヴデｷﾉ 0,17675 

PヴｷWﾏWヴﾐ= SｷaWヴWﾐIｷ; 0,0086875 

V┠HWヴﾗ┗┠ ヴﾗ┣ヮデ┞ﾉ SｷaWヴWﾐIｷｹ 0,001724155 

 

Z Grafu č.2 môžeme vidie[Ľ že úroková miera PRIBORĽ v pozorovanom obdobíĽ 

nevykazovala extrémne kolísanie hodnôt. Zlom nastal až v lete 2017,  a ako môžeme 

vidie[Ľ od tohto obdobia rastie. Na ose X je čas a na ose Y sú hodnotyĽ ktoré PRIBOR 

dosahuje:  
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Graf č.2: Vývoj úrokovej sadzby PRIBOR od 1.1.2013 do 30.4.2018 (Zdroj: Autor) 

3.3 Eulerova metóda - simulácia 

Pre zvolené modely (Vašíčkov a CIR) urobíme odhad parametrov modelu a simuláciu 

úrokovej sadzby PRIBOR. K simulácii využijeme Eulerovú metóduĽ ktorá sa používa 

pomerne obecne hlavne vtedyĽ ke@ neexistuje alebo nie je známe explicitné analytické 

riešenie. Eulerová metóda je založená na Eulerovej disketizácií. Tá spočíva v definovaní 

časových okamihov 建待 隼 建怠 隼 橋 隼 建津 a nahradením stochastickej diferenciálnej rovnice 

(2.36) jej diskrétnou verziou (7): 

 
堅岫建沈袋怠岻 噺 堅岫建沈岻 髪 盤糠 伐 紅堅岫建沈岻匪岷建沈袋怠 伐 建沈峅髪 購紐迎岫建沈岻紐建沈袋怠 伐 建沈傑岫建沈岻 

(3.3) 

kde 傑怠┸ 傑態┸ ┼ ┸ 傑津  je šum. Tu je nutné spomenú[ problémĽ a tým je možnos[Ľ že hodnota 堅岫建沈岻 môže by[ záporná a teda odmocnina z nej je možná. Tento problém sa rieši bu@ 

týmĽ že sa vždyĽ ke@ vyjde záporná hodnotaĽ položí rovno nuleĽ alebo cez tzv. reflexiuĽ 

tj. použije sa absolútna hodnota hodnoty  堅岫建沈岻┸ kedykoIvek bude záporná a pokračuje sa 

od tejto novej hodnoty. 

3.4 Výsledky 

Použijeme Vašíčkov model a model CIR na reálne úrokové sadzby. Táto aplikácia 

spočíva vždy v dvoch krokoch. V prvom kroku musíme odhadnú[ parametre modeluĽ 

a v druhej budeme simulova[ trajektórie výsledného náhodného procesu pomocou 
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Eulerovej metódy. Jednotlivé odhady parametrov si popíšeme detailnejšie. Pre obidva 

prípady budú uvedieme použité skripty pre odhad parametrovĽ pre vytvorenie príslušného 

objektu a tiež aj pre simulácie trajektórií riešení každého modelu. 

3.5 Simulácia Vašíčkovho model 

Aplikovaný postup nižšie je inšpirovaný zdrojom. (20) Diskrétnou verziou vzorca (2.3): 

 堅岫建沈袋怠岻 噺 潔 髪 決堅岫建沈岻 髪 絞傑岫建沈岻 (3.4) 

kde 傑怠┸ 傑態┸ ┼ ┸ 傑津 sú šumy asú nezávisléĽ rovnako rozdelené náhodné veličinyĽ ktorých 

majú normálne rozdelenieĽ kde (20): 

 
潔 噺 糠紅 岫な 伐 結貸庭岫痛日甜迭貸痛日岻岻 決 噺 岫な 伐 結貸庭岫痛日甜迭貸痛日岻岻 

(3.5) 

parameter げ môžeme zisti[ pomocou Itôovej izometrie (7Ľ str.85): 

 絞 噺 購謬 怠態庭 岫な 伐 結貸態庭岫痛日甜迭貸痛日岻岻. (3.6) 

Priebeh 堅岫建沈岻 daný (3.4) je autoregresný proces prvého rádu AR(1). PokiaI je t 紅 伴 ど, 

potom ど 隼 決 隼 な a takýto proces je stály a vracia sa k dlhodobému priemeruĽ ktorý sa 

rovná 底庭.  Zo  strednej hodnoty (2.4) plynie (5, str. 54)  

 lim痛蝦著 継岫捲痛】捲鎚岻 噺 糠紅 (3.7) 

A z (2.5) plynie: (20) 

 lim痛蝦著 撃欠堅岫捲痛】捲鎚岻 噺 購態に紅 (3.8) 

K výpočtu parametrov modelu z dát môžeme využi[ metódu najmenších štvorcovĽ ktorá 

je bežne v literatúre popísaná. Počítame parametre b a  c v (3.4) následnou 

minimalizáciou (20):  

 盤決侮┸ 潔┏匪 噺 arg min長┸頂 布岫堅岫建沈袋怠岻 伐 潔 伐 決堅岫建沈岻岻態津貸怠
沈退怠  (3.9) 

Pričom odhad parametru 絞實  z げ je zadaný ako priemerná štandardná odchýlka rezíduí 

metódy najmenších štvorcov (20): 
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 絞實 噺 彪な券 布岫堅岫建沈袋怠岻 伐 決侮堅岫建沈岻 伐 潔┏岻態津貸怠
沈退怠  (3.10) 

Pôvodné parametre a, b a ぴ v modely (2.2) môžeme pomocou vypočítaných koeficientov 決侮┸ 潔┏ a 絞實 Iahko odvodi[ z (3.5) a dostaneme (20) 

 

欠 噺 伐潔┏ ln岫決侮岻岫建沈袋怠 伐 建沈岻岫な 伐 決侮岻 

決 噺 伐 ln岫決侮岻岫建沈袋怠 伐 建沈岻 

購 噺 絞實俵岫決侮態 伐 な岻岫建沈袋怠 伐 建沈岻に ln岫決侮岻  

(3.11) 

Pre konkrétnu realizáciu dát využijem systém Matlab. Skript vyzerá následovne (20): 

Model.Data=xlsread('dataPRIBOR2','B2:B1341'); 
Model.Time=xlsread('dataPRIBOR2','D2:D1341'); 
ML_VPar = Vasicek_calibration(Model.Data,1); 
Hwvm=hwv(ML_VPar(1),ML_VPar(2),ML_VPar(3),'StartState',Model.Data(1)); 
[Y,T]=simByEuler(Hwvm,64); 
t=T(1:end-1); 
plot(T,Y,'red',t,Model.Data,'blue'); 
hist(Y); 

 

Skript s názvom Vasicek_calibration je procedúra odhadujúca parametre Vašíčkovho 

modelu pomocou metódy najmenších štvorcov (20): 

function ML_VPar = Vasicek_calibration(V_data,dt) 
% =================================================== 
%CIEH : OLS odhad pre Vašíčkov model 
% =================================================== 
% použitie : Model.Time = Delta t 
% Model.Data = vyjadrenie úrokových mier 
% Parametre = modelove parametre (alpha, beta, sigma) 
% =================================================== 
N=length(V_data); 
x=[ones(N-1,1) V_data(1:N -1)]; 
ols=(x'*x)^(-1)*(x'*V_data(2:N)); 
resid = V_data(2:N)-x*ols; 
c=ols(1); 
b=ols(2); 
delta=std(resid); 
alpha=-log(b)/dt; 
theta=c/(1-b); 
sigma=delta/sqrt((b^2-1)*dt/(2*log(b))); 
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ML_VPar=[alpha theta sigma]; 
end 

 

Výstupom simulovanej trajektórie procesu je Graf č.3Ľ čo je riešením tohto modelu. 

Simulujeme trajektóriu prostredníctvom Eulerovej metódyĽ a to takĽ aby proces začínal 

v počiatočnom stave. Skutočné dáta sú vyjadrené modrou farbou. Proces má vlastnos[ 

mean-reversion (návrat k dlhodobej strednej hodnote). 

 

Graf č.3: Simulácia Vašíčkovho modelu (Zdroj: Vlastné spracovanie) 

Na ose Y sú odhadnuté simulované hodnoty úrokovej miery PRIBOR a na ose X je čas 

(pre nutnos[ fungovania programu som sú hodnoty PRIBOR označené od 1 do 64Ľ a nie 

konkrétnym dátumom)  
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Histogram simulovaných hodnôt zobrazuje početnos[ hodnôt úrokovej miery PRIBOR 

v jednotlivých intervaloch. 

 

Graf č.4: Histogram simulovaných hodnôt úrokových mier (Vašíčkov model) (Zdroj: vlastné 
spracovanie) 

 Na ose Y početnos[ vypočítaných hodnôtĽ na ose X sú intervaly hodnôt. 

3.6 Simulácia CIR modelu 

Aplikácia postupu je inšpirovaná prácou (21). Ke@ a,b a ぴ sú kladné reálne konštanty 

a に欠 判 購態 Ľ potom riešenie CIR modelu je vyhovujúco definované a má marginálnu 

distribúciuĽ ktorá sama má gamma rozdelenie. Pre odhad parametrov a,b a ぴ vyu:ijeme 
pravdepodobnos[ prechodu (21): 

 喧盤堅痛日甜迭弁堅痛日┹ 欠┸ 決┸ 購匪 噺 潔結貸通貸塚 岾懸憲峇槌態 荊槌岫にヂ憲懸岻 (3.12) 

kde parametre (21): 

 潔 噺 に決購態岫な 伐 結貸長岫痛日甜迭貸痛日岻岻 (3.13) 
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憲 噺 潔堅痛日結貸長岫痛日甜迭貸痛日岻 懸 噺 潔堅痛日甜迭  圏 噺 に欠圏態 伐 な 荊槌盤にヂ憲懸匪 je modifikovaná Besselova funkcia prvého druhu pre stupOa q. (21) 

Parametre a,b,j odhadneme pomocou metódy maximum likelihood L. 

HIadáme  hodnoty parametrovĽ pre ktoré bude  

 盤糠賦┸ 紅實┸ 購賦匪 噺 arg max銚┸長┸蹄 ln 詣岫欠┸ 決┸ 購岻 (3.14) 

Pre riešenie maximalizačnej úlohy (3.13) sa musíme spoIahnú[ na aproximačné 

numerické metódy. V našom prípade použijeme simplexovú metóduĽ vyžadujúcu vstupné 

hodnoty parametrovĽ ktoré sú ich prvou aproximáciou. Pre tento účel použijeme klasickú 

metódu najmenších štvorcov na (3.1) Najprv podelíme (3.1) výrazom 紐堅岫建沈岻 

a dostaneme: 

 

堅岫建沈袋怠岻紐堅岫建沈岻 噺 堅岫建沈岻紐堅岫建沈岻 髪 盤糠 伐 紅堅岫建沈岻匪岷建沈袋怠 伐 建沈峅紐堅岫建沈岻髪 購紐建沈袋怠 伐 建沈傑岫建沈岻 

(3.15) 

Vyriešime minimalizčnú úlohu 

 

盤糠賦┸ 紅實匪 噺 arg min銚┸長 布 峭堅岫建沈袋怠岻紐堅岫建沈岻 伐 堅岫建沈岻紐堅岫建沈岻津貸怠
沈退怠髪 盤糠 伐 紅堅岫建沈岻匪岷建沈袋怠 伐 建沈峅紐堅岫建沈岻 嶌態

 

(3.16) 

Minimalizáciou (3.15) podIa parametrov a a b obdržíme odhady metódou najmenších 

štvorcov týchto parametrov a odhad parametru j získame ako štandardnú odchýlku 

reziduí. 

Pre konkrétnu realizáciu dát využijem systém Matlab. Skript vyzerá následovne (21): 

Model.Data=xlsread('dataPRIBOR2','B2:B1341'); 
Model.Time=xlsread('dataPRIBOR2','D2:D1341'); 
x = Model.Data(1:end-1); 
dx = diff(Model.Data); 
dx = dx./x.^0.5; 
reg = [Model.Time(1:end-1)./x.^0.5,Model.Time(1:end-1).*x.^0.5]; 
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drift = reg\dx; 
res = reg*drift - dx; 
alpha = -drift(2); 
mu = -drift(1)/drift(2); 
sigma = sqrt(var(res, 1)/min(Model.Time)); 
Params = [alpha mu sigma]; 
[coef, val]=fminsearch(@(Params) CIRobjective1(Params,Model),Params); 
Cirm=cir(coef(1),coef(2),coef(3), 'StartState',Model.Data(1)); 
[Y,T]=simByEuler(Cirm,64); 
t=T(1:end-1); 
plot(T,Y, 'red ',t,Model.Data, 'blue '); 
hist(Y); 

  

Skript s názvom CIRobjective1 je procedúra odhadujúca parametre CIR modelu (21) 

function lnL = CIRobjective1( Params, Model ) 
%%=================================================== 
% CIEH : Log-likehood odhad pre CIR model 
% =================================================== 
% pužietie: Model.Time = Delta t 
% Model.Data = vyjadrenie úrokových mier 
% Parametre = Modelové parameters (alpha, mu, sigma) 
% =================================================== 
% výstup : lnL = objektívna hodnota funkcie 
% =================================================== 
Data = Model.Data; 
DataF = Data(2:end); 
DataL = Data(1:end-1); 
Nobs = length(Data); 
Time = min(Model.Time); 
alpha = Params(1); 
mu = Params(2); 
sigma = Params(3); 
c = 2*alpha/(sigma^2*(1-exp(-alpha*Time))); 
q = 2*alpha*mu/sigma^2-1; 
u = c*exp(-alpha*Time)*DataL; 
v = c*DataF; 
z = 2*sqrt(u.*v); 
bf = besseli(q,z,1); 
lnL= -(Nobs-1)*log(c)+sum(u+v-0.5*q*log(v./u)-log(bf)-z); 
end 
 

Výstupom je Graf č.6 simulovanej trajektórie procesu čo je riešením tohto modelu. 

Simulujeme trajektoriu prostredníctvom Eulerovej metódyĽ a to takĽ aby proces začínal 

v počiatočnom stave. Skutočné dáta sú vyjadrené modrou farbou. Proces má vlastnos[ 

mean-reversion. 
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Graf č.5: Simulácia CIR modelu (Zdroj: Autor) 

Na ose Y sú odhadnuté simulované hodnoty úrokovej miery PRIBOR a na ose X je čas 

(pre nutnos[ fungovania programu som sú hodnoty PRIBOR označené od 1 do 64Ľ a nie 

konkrétnym dátumom)  

Histogram simulovaných hodnôt zobrazuje početnos[ hodnôt úrokových mier 

v jednotlivých intervalochĽ pričom k tomuto účelu sme vykonali 100 nezávislých 

simulácii. 



 

51 
 

 

Graf č.6: Histogram simulovaných hodnôt úrokových mier (CIR model) (Zdroj: Autor) 

Na ose Y početnos[ vypočítaných hodnôtĽ na ose X sú intervaly hodnôt. 

Na  Grafe č.7  je znázornený zoom simulácie Vašíčkovho modelu použitím 

modifikovaného Matlab skriptu. Pre kratší časový úsek  je vidie[Ľ že model má vlastnos[  

mean-reventing (návrat k rovnovážnej hodnote) 

 

 

Graf č.7: Zoom simulácie Vašíčkovho modelu (Zdroj: Autor) 
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3.7 Porovnanie modelov 

K porovnaniu prevedených modelov použijeme KS štatistikuĽ ktorú sme bližšie opísali  

v kapitole 3. Spočítame hodnoty KS pre obidva modelyĽ ktoré budú tým väčšieĽ čím bude 

väčšia maximálna odchýlka empririckej distribučnej funkcie. Čím nižšia hodnota KS 

štatistiky bude pre daný model vychádza[Ľ tým lepšie tento model charakterizuje 

chovanie skutočných úrokových mier. Hodnoty KS pre jednotlivé modely sú uvedené 

v tabuIke TabuIka č.2 

TabuIka č.2: KS štatistiky (Zdroj: vlastné spracovanie) 

V;ジｹLﾆﾗ┗ ﾏﾗSWﾉ ね┸ばねどひ 茅 など貸怠苔 

CIR model ぬ┸ぬばにな 茅 など貸態待 

 

Z uvedených hodnôt je zrejméĽ že hodnota KS štatistiky je nižšia pre model CIR . A  preto 

by sme navrhli jeho aplikáciu. 

Nedokonalos[ simulácií môže to by[ spôsobená výberom dátového súboruĽ jeho 

veIkos[ouĽ ako aj samotnými hodnotami. Na obrázku Graf č.2 je zobrazený vývoj 

úrokovej sadzby PRIBOR. Všimnime siĽ že sadzba sa od začiatku držala na skoro 

rovnakej úrovni. Avšak od istého momentu začala rapídneĽ môžeme poveda[ že takmer 

exponencionálneĽ stúpa[. Z toho stanoviska vychádzali aj použité modely. 

 

3.8 Návrh zlepšenia 

Modelov úrokových mier existuje v literatúre celá rada. Nejedná sa len o modely 

krátkodobéĽ ale tak isto aj o dlhodobé modelyĽ modely jednofaktorovéĽ viacfaktorové ako 

aj modely založené na iných princípoch. V práci som sa zamerala len na malú skupinu 

jednofaktorových modelov.  V praxi sa však viac osvedčili viacfaktorové modelyĽ ktoré 

majú oveIa širšie spektrum fixovacích vlastnostiĽ ktorými odstraOujú nedokonalosti 

modelov. Napríklad ide o existenciu záporných sadzieb. Musíme však pripomenú[Ľ že 

neexistuje dokonalý modelĽ ktorým by sa dala s vysokou prestnos[ou predikova[ cena 

portfolia takĽ aby  odpovedala skutočným trhovým hodnotám.   
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ZÁVER 

Vo finančnej praxi sa stretávame s rôznym správaním úrokových mier. V niektorých 

obdobiach je ich rizikovos[ vyššia a inokedy nižšia. Vývoj úrokových mier je často 

závislý na náhlych a [ažko predvídateIných hospodárskychĽ politickýchĽ spoločenských, 

prírodných a iných zmenách a udalostiach významného rozmeru.  Podstatou 

stochastických modelov nie je teda presne predikova[ vývoj úrokových mierĽ ale zachyti[ 

v čase vlivy na ich chovanie z povahy historického vývoje hodnôt. Prostredníctvom ich 

charakteru potom predikova[ ich správanie sa v budúcnosti na základe identifikovaných 

historických zmien a udalostí. 

CieIom tejto bakalárskej práce bol popis modelov úrokových mierĽ ktoré sú zadané 

stochastickou diferenciálnou rovnicou a ich kalibráciouĽ a @alej praktická aplikácie 

vybraných z nich na konkrétnych dátach. Pro teoretický popis som sa zamerala na 

VašíčkovĽ Cox- Ingersoll-Rossov, Ho-Lee a Hull-Whitov model. Najprv boli zavedené 

dôležité matematické a ekonomické pojmyĽ ktoré sú významné pre pochopenie 

spracovávanie problematiky. Potom boli predstavené stochastické rovnice modelov 

úrokových mier a bola odvodená ich kalibrácia.  @alej bola prevedená analýza úrokovej 

miery LIBORĽ ktorá zobrazuje úrokové miery rôznych mien. Pro praktickou aplikáciu 

modelov v tejto práci som zvolila Vašíčkov model a Cox- Ingersoll-Rossov model a 

konkrétne dáta dostupné v databázy Českej národnej banky. Monitorovaný časový 

interval som zvolila v období od 1.1.2013 do 30.4.2018 a to voIbou 64 meraných hodnôt. 

Na základe prakticky uskutočnených simulácií obidvoch modelov, realizovaných skripty 

aplikovanými v software Matlab, a ich porovnaním som zistilaĽ že k predpovedaniu 

správania sa úrokových sadzieb je vhodnejší model Cox- Ingersoll-Rossov.  Vlastnos[ 

mean-reversion (návrat k dlhodobej hodnote) lepšie zachytáva Vašíčkov model pri zoom 

časového obdobia .V prípade obidvoch modelov sú prezentované štyri simulácie pre 

rôzne druhy vstupných parametrov. Do ich vizualizácie je zahrnutý skutočný priebeh 

simulovanej závislosti. Je evidentnéĽ že koncové hodnoty časovej rady monitorovaných 

úrokových mierĽ ktoré násobne prevyšujú prevažnú čas[ predchádzajúcich hodnôtĽ majú 

za následok výrazný rast (vyjadrený takmer exponenciálnou závislos[ou) simulovaných 

hodnôt s rastúcim časom. Pre počiatočné dáta časovej rady (hlavne bez zaradenia 

koncových extrémne vysokých hodnôt) simulácie lepšie zachytáva vývoj úrokových mier 
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v čase. Pre presnú identifikáciu prečo posledné hodnoty takto stúpli je treba sledova[ 

@alší vývoj.   

Je treba poznamena[Ľ že v literatúre je popísaná celá rada @alších modelovĽ zložitejších, 

ktoré pracujú s viacerými predpokladmi a dokážu zachyti[ omnoho viac zmien výnosovej 

krivky. Takéto modely sú adekvátnejšie pri oceOovaní a zais[ovaní finančných rezerv. 

Pretože pracujú s väčším počtom parametrov, je i ich kalibrácia omnoho výpočetne 

náročnejšia. Z dôvodu rozsahu tejto bakalárskej práce považujem za neúčelné zaradi[ ich 

popisy. 

K riešeniu vyššie uvedenej problematiky bolo potrebné preštudova[ mnoho teoretických 

zdrojov a formálne zjednoti[  „matematické vyjadrovanie“. Pri tomto postupu sa mi 

otvorila celá rada zaujímavých problematík z oblasti finanční matematiky.    
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Príloha č.1: Dáta – PRIBOR 1.1.2018-30.4.2018 

 

 
Obdobie 

PRIBOR (v 

ﾏｷﾉく KČぶ 

31.01.2013 0,194 

28.02.2013 0,199 

31.03.2013 0,18 

30.04.2013 0,182 

31.05.2013 0,18 

30.06.2013 0,181 

31.07.2013 0,171 

31.08.2013 0,179 

30.09.2013 0,176 

31.10.2013 0,171 

30.11.2013 0,157 

31.12.2013 0,146 

31.01.2014 0,15 

28.02.2014 0,15 

31.03.2014 0,15 

30.04.2014 0,15 

31.05.2014 0,15 

30.06.2014 0,15 

31.07.2014 0,15 

31.08.2014 0,15 

30.09.2014 0,15 

31.10.2014 0,15 

30.11.2014 0,15 

31.12.2014 0,158 

31.01.2015 0,16 

28.02.2015 0,158 

31.03.2015 0,152 

30.04.2015 0,15 

31.05.2015 0,149 

30.06.2015 0,15 

31.07.2015 0,15 

31.08.2015 0,147 

30.09.2015 0,139 

31.10.2015 0,13 

30.11.2015 0,13 

31.12.2015 0,13 

31.01.2016 0,13 

29.02.2016 0,13 

31.03.2016 0,13 

30.04.2016 0,13 

31.05.2016 0,13 

30.06.2016 0,13 

31.07.2016 0,13 

31.08.2016 0,13 

30.09.2016 0,13 

31.10.2016 0,13 

30.11.2016 0,124 

31.12.2016 0,12 

31.01.2017 0,12 

28.02.2017 0,12 

31.03.2017 0,12 

30.04.2017 0,12 

31.05.2017 0,12 

30.06.2017 0,12 

31.07.2017 0,12 

31.08.2017 0,251 

30.09.2017 0,28 

31.10.2017 0,28 

30.11.2017 0,474 

31.12.2017 0,5 

31.01.2018 0,5 

28.02.2018 0,736 

31.03.2018 0,75 

30.04.2018 0,75 


