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Uvod

Prace se zabyva specidlnim typem mnohorozmérnych dat, zvanych kompoziéni
data. Kompozi¢ni data jsou specifickd tim, ze nesou pouze relativni informaci,
proto nas zajimaji poméry mezi slozkami kompozi¢niho vektoru. Pro praci s timto
typem dat byla zavedena Aitchisonova geometrie na simplexu. Tato geometrie je
odlisnd od euklidovské na realném prostoru, a bylo by tedy potfeba uzpusobit
ji 1 statistické metody. Tento postup se ovsem zda byt ponékud slozity, z toho
duvodu se zacaly vyuzivat transformace kompozi¢nich dat do realného prostoru.
V minulosti byly hojné pouzivané alr a clr transformace, které ovsem mély teo-
retické nedostatky, a proto se zavedla ilr transformace. Ilr transformace prevadi
kompozicni vektor o D slozkach do realného prostoru dimenze D — 1 pomoci
vyjadieni kompozice v souradnicich vzhledem k ortonormélnim bazim na sim-
plexu. Tato prace ukazuje jeden z postupt, jak najit takovouto ortonormélni bazi
a ji odpovidajici soutradnice, v tomto ptripadé zvané bilance. Na takto transformo-
vana data uz je mozné pouzit standardni statistické metody, ale je potteba dat si
pozor na interpretaci vysledku. Déle si zde ukazeme, jak je mozné snizit dimenzi
simplexu pomoci projekce na podkompozice. A v neposledni fadé predstavime
program pro praci s kompozicnimi daty, CoDaPack, a tvorbu bilan¢niho dendro-
gramu.

Prace je rozdélena do Sesti kapitol, které jsou dale déleny na podkapitoly.
V prvni kapitole jsou predstavena kompoziéni data - zakladni definice a vlast-
nosti. Ve druhé kapitole si ptiblizime Aitchisonovu geometrii na simplexu. Ve
treti kapitole jsou uvedeny moznosti transformace kompozicnich dat. Zatimco
¢tvrta kapitola se primo tyka hlavniho tématu této diplomové prace - tzn. ob-
jasnime si konstrukei a interpretaci bilanci. Pata kapitola je vénovana kovarianéni
struktufe bilanci, tzn. jak spo¢itame rozptyl, kovarianci a co tyto charakteristiky
o bilancich vypovidaji. V Sesté kapitole se sezndamime s programem CoDaPack,

ktery se pouziva pti analyze kompozicnich dat a predvedeme pomoci néj vytvoreni
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bilanéniho dendrogramu. Ten ndsledné aplikujeme na realny piiklad (chemické

slozeni mineralnich vod).



1 Kompozicni data

Pojem kompoziéni data (kompozice) neni prozatim piilis rozsiteny navzdory
tomu, ze se s timto typem mnohorozmérnych dat setkdvame v kazdodennim
zivoté. Data jsou zvlastni tim, ze jedinou relevantni informaci ndm poskytuje
podil jednotlivych proménnych. Nejcastéji se s kompozicnimi daty setkdvame
v piirodnich védach jako je geologie, geografie, chemie, biologie a podobné. Jako
priklad ze zivota muzeme uvést podily jednotlivych kazdodennich vydaju k roz-
poctu domacnosti, pomeér politickych stran ve Snémovné, rozdéleni obyvatelstva
napt. podle narodnosti, viry, véku. V ekonomii muzeme zminit napiiklad urokové
sazby, slozeni investi¢niho portfolia, kapitalovou primérenost a ruzné ekonomické
indexy. Nyni si tedy predstavime zakladni pojmy tykajici se kompozic.

Tato kapitola vychézi z literatury [1], [9], [10].

Definice 1.1. Kompoziéni vektor o D sloZkdch, x = [x1, s, ..., xp], je definovan
jako vektor s kladnymi sloZkami, kde jedind relevantni informace je obsaZena

v podilech mezi jednotlivymi slozZkami.

Tvrzenim, ze vSechna relevantni informace je obsazena v pomérech, dojdeme
k zaveru, ze pokud a je kladné redlné ¢islo, pak [z1,...,2p| a [axy,...,azxp]
vyjadruji stejnou informaci, a tudiz jsou ekvivalentni. Mnozina kompozic je tedy
tvorena tiidami ekvivalentnich kompoziénich vektoru.

Zpusob, jak zjednodus$it uziti a interpretaci kompozic, je reprezentovat je
v uzaviené formé, tzn. jako kladny vektor, jehoz slozky maji predepsany soucet,
. Obvyklymi hodnotami konstanty « jsou 1 pro proporce, 100 pro procenta, atd.
Ovsem z definice existuji i kompozi¢ni data, ktera jsou reprezentovana v neu-

zaviené formé, coz muzeme jednoduse ,napravit*.

Definice 1.2. Pro kazZdy vektor slozeny z D kladnyjch redlnijch cisel

X = [iL’l,.Z'Q,...,.TD] GRE



je uzdver definovany takto:

Mnozina kladnych realnych vektoru uzavienych na konstantu k se nazyva
simplex o D slozkach. Muzeme ho tedy povazovat za prirozeny vybérovy prostor

kompozicnich dat. Formalné simplex definujeme takto:

Definice 1.3. D-slozkovy simplex je podmnozina RP,

D
SP = {X:[ZE17JZ2,...,ZED] |mi>O,i:1,2,...,D;ZIi:m}.
i=1

Casto se pozornost zaméruje na skupinu slozek kompozice. Poméry slozek ve
skupiné jsou povazovany za relevantni, zatimco poméry zahrnujici nékteré slozky
mimo skupinu jsou ignorovéany. To odpovida definici subkompozice (podkompo-

zice), kterd zahrnuje pouze slozky ve skupiné.

Definice 1.4. Méjme kompozici x, pak podkompozici x, o s sloZkdch ziskdme

aplikaci operace uzdavéru na podvektor [x; ,x;,,..., ;] z x. Pritom podindezy
i1y ..., 15 ndm Tikaji, které slozky byly do podkompozice vybrdny (ne nutné prunich
s slozek).

Ddle necht mnoZinu s indexii oznacime S. Potom lze uvedenou podkompozici

Xs také oznacit jako sub(x;S).

1.1 Principy analyzy kompozicnich dat

Abychom mohli na kompozi¢ni data aplikovat standardni statistické metody,
musi tyto metody spliiovat tii podminky: skdlova neménnost, neménnost pfi

zméné poradi a podkompozicéni soudrznost.



1.1.1 Skalova neménnost

vvvvvv

formaci. Pro analyzu uzivame nejcastéji hodnoty slozek kompozice po operaci
uzavéru. Uzaver je projekce jakéhokoliv bodu v kladné ¢ésti redlného prostoru
dimenze D na simplex. Tuto situaci si lze intuitivné predstavit v piipadé troj-
rozmérného redlného prostoru (D = 3). Tehdy jsou vSechny body na polopiimce
zacinajici v pocatku zobrazeny na ten samy bod v S”. Navic pokud zménime jed-
notky puvodnich dat, jednoduse vynasobime vSechny odpovidajici kompoziéni
slozky konstantou zmény jednotek, posuneme je dal po jejich polopfimce do
pruniku s dalsim rovnostrannym trojihelnikem (trojslozkovym simplexem), rov-
nobéznym s tim puvodnim.
Definice 1.5. Dva vektory o D kladngch redlnyjch slozkdich x,y € RY jsou kom-
pozicné ekvivalentni, jestlize existuje kladnd konstanta X € Rt takovd, Ze x = \-y
a tedy C(x) = C(y).

Ptitom nam samoziejmeé zéalezi na tom, abychom totozné vysledky statistické

analyzy dostali nezavisle na konstanté A, coz nazyvame skalova neménnost.

Definice 1.6. Funkce f(-) je skdalové neménnd, jestlize pro kaZdou kladnou redlnou
konstantu A\ € R* a pro jakoukoliv kompozici x € SP, funkce spliiuje rovnost
f(Ax) = f(x), tzn. Ze dostaneme ty samé vysledky pro kazdy kompoziéné ekviva-

lentni vektor.

1.1.2 Neménnost pri zméné poradi

Zjednodusené muzeme Tici, ze funkce je neménnd pii zméné potradi slozek
kompozice, jestlize i po zméné potadi jednotlivych slozek kompozice dostaneme

stejnou funkéni hodnotu.

1.1.3 Podkompozi¢ni soudrznost

Podkompozice by se mély chovat jako ortogonalni projekce ve standardni
realné analyze. Muzeme si to ndzorné predstavit na situaci, kdy délka usecky

v roviné po projekci je vzdy mensi nebo rovna délce tsecky puvodni.
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7, tohoto principu vyplyva nékolik dulezitych vlastnosti jako je napt. pod-
kompozi¢ni dominance (vzdalenost mérena mezi dvéma kompozicemi musi byt
vétsi nebo rovna vzdélenosti mezi jakymikoliv jim odpovidajicimi podkompozi-
cemi), nebo dale, ze jestlize vynechdme slozky, které neobsahuji pro nas dulezitou

informaci, vysledky analyzy tykajici se zbytku slozek kompozice se nezméni.
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2 Aitchisonova geometrie

Abychom s kompoziénimi daty mohli pracovat, potiebujeme si nejprve na-
definovat zakladni operace jako je scitani, nasobeni skaldrem, skalarni soucin
apod. Vzhledem k povaze dat neni mozné pouzit pro jejich geometrickou repre-
zentaci standardni redlny prostor. Proto zavadime tzv. Aitchisonovu geometrii
na simplexu, tedy na vybérovém prostoru kompozi¢nich dat, jak jiz bylo fe¢eno
v predchozi kapitole.

Kapitola opét vychazi z literatury [1], [9], [10].

Definice 2.1. Perturbaci kompozice x € SP kompozici y € SP nazveme kompo-

zici definovanou takto:

x®y =Clr1y1,T2Y2, ..., ZDYD] -

Véta 2.1. (8P, @) je komutationi grupa, tzn. pro x,y,z € SP plati:
1. komutativita: x By =y B X;
2. asociativita: (X Py)Pz=x (y D 2z);

3. neutralni prvek:

kde n je stred simplexu a je jediny.
4. inverze: x 1 =C [ml_l, ZEQ_I, . ,:1:51] s tedy x Dx! =n.

Definice 2.2. Mocninnd transformace kompozice x € SP konstantou o € R je

kompozice definovana vztahem:

aOx=Clt,zy,...,2p].

11



Veéta 2.2. Mocninnd transformace ma stejné vlastnosti jako vnéjsi soucin v eu-

klidovském prostoru:
1. asociativita: a ® (O x) = (@ ® f) ©x
2. distributioni vlastnost 1: a © (x @ y) = (@O x) ® (¢ Oy);
3. distribution vlastnost 2: (o + ) ©x = (@ ©@x) ® (f © x);
4. neutrdlni prvek: 1 ® x = x; neutrdalni prvek je jediny.

Definovdnim téchto dvou operaci se tedy simplex, (SP,@®,®), stavd vekto-

rovym prostorem.

Poznamka 2.1. Operace uzdavéru vyrusi veskeré konstanty, proto konstanta

neni pri pocetnich operacich z matematického pohledu dulezitd, coZ lze vyjddrit

ndsledovné:

x®(aoz)=xd (a®C(z)).

Je nutné ovsem poznamenat, Ze konstanta uzdavéru je velice dulezitd pro sprdavnou

interpretact visledkai.

Definice 2.3. Aitchisoniv skaldrni soucin kompozic x,y € SP definujeme takto:

(xX,¥), QDZZIH In 22,

=1 j=1

Veéta 2.3. Aitchisonuv skaldrni soucin spliuje standardni vlastnosti:
1. pozitivita: (x,x), > 0 pokud x # n;
2. komutativita: (X,y), = (¥, X),;
3. distributivita vzhledem k perturbaci: (x ® z,y), = (x,y), + (2,¥),;

4. linearita vzhledem k ndsobeni skaldrem: (c ©® X,y), = ¢ (X,y),-

12



Poznamka 2.2. Diky témto vlastnostem md simplex SP strukturu euklidovského

prostoru dimenze D — 1. Tedy SP je ekvivalentni s RP~1,

Definice 2.4. Aitchisonova norma x € SP je ddna ndsledujicim vztahem,

1 D D .23'2
= |—= In=t) .
I, w;;@g

Definice 2.5. Aitchisonova vzddlenost mezix ay € SP je definovdna ndsledovné,

1 D D 2 Ui 2
ey = xeyl,= 5500 (W2 - ).
i J

Yj

Veéta 2.4. Hlavnimi vlastnostmi Aitchisonovy vzddlenosti jsou:
1. nezavisi na konstanté uzdvéru;

2. neménnost po perturbaci: necht p € SP, pak
do(x® P,y ®P) = do(X,y);
3. preskdlovdni umocnénim: meéejme ¢ redlné cislo, pak
do(cOX,cOy) = |c| - da(X,y);

4. nemennost po permutact sloZek kompozice;

5. garantuje podkompozicni dominanci: necht R je mnoZina r index,

1<r<D, pak

dq(sub(x; R), sub(y; R)) < du(x,y).

13



3 Reprezentace kompozi¢nich dat v souradnicich

Abychom mohli pro analyzu kompozicnich dat aplikovat bézné statistické me-
tody, zalozené na predpokladu standardni euklidovské geometrie v redlném pro-
storu, vyuzivame transformace kompozic, které jsou jiz z podstaty dat zalozené na
pomeérech jejich slozek. Mezi puvodni transformace, zavedené jiz na pocatku 80.
let 20. stoleti zakladatelem log-ratio analyzy kompoziénich dat Johnem Aitchi-
sonem (log-ratio = logaritmus podilu), patii aditivni log-ratio (alr) a centrované
log-ratio (clr) transformace ze simplexu do redlného prostoru. Mezi nimi je rozdil
v pouziti, protoze alr-transformace neni izometrickd (nezachovava vzdalenost),
pouzivala se proto k modelovani dat, clr transformace vede zase k singularni va-
riancni matici, proto se pii statistické analyze pouzivala pro techniky zalozené na
metrice.

Neddavno se zacaly pouzivat i izometrické log-ratio (ilr) transformace, diky
nimz muzeme piejit ze simplexu do kartézské soustavy souradnic (izometrie mezi
SP a RPTY).

Kapitola vznikla za pouziti zdroju [1], [2], [9], [10], [12].

Nyni se zamétime nejprve obecné na baze a generujici systémy na simplexu a

pak i na jednotlivé transformace.

Struktura vektorového prostoru SP nam dovoluje pouzit koncept linedrni
z&vislosti a nezavislosti. Mnozina m kompozic v 8P, x1,Xs, ..., Xm, a m skalar,

Q1,Qa, ..., 0y, je spojena v perturbac¢né-linearni kombinaci tak, ze

X:(&1@X1)@(&2@X2)@"'@(amQXm):@(aiQXi)7

i=1
coz je perturbacné-mocninna verze tradi¢ni linearni kombinace v redlném vek-
torovém prostoru. Mnozina xy, Xs, . . ., X,,, se nazyva perturbacné zavisla, pokud
se perturbacné-linedrni kombinace rovna neutralnimu prvku, x = n, pro néjaké
a; £0,i=1,...,m.

Naopak, pokud identickd rovnost x = n vyjadiuje, ze vSechny skalary a; = 0,
pak mnozina x1,Xs, ..., X,, Se nazyva perturba¢né nezavisla.
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V SP je maximalni pocet perturbacné nezavislych kompozic D — 1, tedy S”
je vektorovy prostor dimenze D — 1. Pokud eq,es,...,ep_1 jsou perturbacné
nezévislé, tvoii bazi SP. Coz znamend, ze kazda kompozice x € SP muze byt
vyjadrena jako perturbac¢né-linearni kombinace

D—-1

x=(10e)d(de)d - Blap1Oepq)= @(Oéi © €;),

=1

pro néjaké koeficienty «y;, které predstavuji souradnice vzhledem k dané bazi.

3.1 Ortonormalni baze

Jak jiz bylo zminéno, S” je vektorovy prostor dimenze D — 1, tedy D — 1 per-
turba¢né nezavislych vektorti v S” tvoii bazi. Pokud kompozice e;, e, ..., ep_;

v SP spliuje
||e7,||z - <eivei>a = ]-7 <ei7ej>a = Oaivj = ]-727 .- -aD - 1al 7& j7
tvoii ortonormalni bazi SP.

3.2 Ortonormalni souradnice

Euklidovska prostorova struktura simplexu zarucuje existenci ortonormalnich
bazi, které mohou byt jednoduse ziskany aplikaci Gram-Schmidtova ortonorma-
lizacniho procesu na jakoukoliv bazi. Pfitom bazi muzeme ziskat z jakéhokoliv
generujicicho systému. Baze takto ziskana vsak bude jen jednou z mnoha orto-
normélnich bézi, které muzeme nadefinovat na euklidovském prostoru. Navic neni
ziejmé, jak urcit, ktera baze je nejvhodnéjsi pro feseni daného problému.

Jestlize si tedy vybereme ortonormélni bazi, muzeme kompozici x € SP

vyjadrit jako

kde x* = [27,...,2}_,] je vektor soufadnic x vzhledem k vybrané bazi.
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Poznamka 3.1. Souradnice x} je ortogondlni projekce kompozice x na smer
definovany jednotkovou kompozici e;.

Funkce ilr: SP — RP~! pifazujici soufadnici x* kompozici x se nazyva izome-
trickd log-ratio transformace, coz je izometricky izomorfismus vektorového pros-
toru. Pro jednoduchost se tato funkce nékdy oznacuje jako h. Z vyse uvedeného
je ztejmé, ze ilr transformace izometricky zobrazuje Aitchisonovu geometrii na

simplexu do realného prostoru se standardni euklidovskou geometrii.

Véta 3.1. Uvasujme x5, € SP, k = 1,2 a rediné konstanty o, B, pak
hla®x1 @& BOX) =a-h(xi)+ - h(x2) =a x]+ 8- x5

(x1,%2), = (h(x1), h(x2)) = (x],%3);
%1l = IR0l = lIx1]};

do(x1,%2) = d(h(x1), h(x2)) = d(x7,x3).

Je nékolik zpusobu, jak definovat ortonormalni bazi na simplexu. Hlavnim
kritériem pro vybér takovéto baze je dobra interpretovatelnost reprezentace kom-
pozice v soutadnicich. Pfipomenme si v této souvislosti, ze pfi analyze hlavnich
komponent je ortonormélni baze vybrana tak, aby prvni souradnice (hlavni kom-
ponenta) reprezentovala smér maximalni variability. Konkrétni piipady, které si
zaslouzi pozornost, jsou baze souvisejici s postupnym bindrnim délenim kom-
pozi¢niho vektoru, o kterych se zminime v nasledujici kapitole. Vzhledem k in-
terpretaci odpovidajicich soutradnic tyto nejcastéji nazyvame bilance.

Konkrétnim piikladem ortonormélni béze na simplexu je {e;,es,...,ep 1},

kde

e-:C(exp (é) ..., exp <;> exp (—;) 1,... 1)
' Vili+1) )7 ii+1)) ii+1))

s prislusnymi souradnicemi




3.3 Centrovana log-ratio transformace

Vysledkem clr transformace nejsou soutradnice vzhledem k bazi, ale vzhle-
dem ke generujicimu systému na simplexu. Piesto se clr transformace kompozic
vyuziva, a to pro jeji jednoduchost a nékteré jeji vyhodné vlastnosti.

Koeficienty clr transformace kompozice x z SP do R? jsou definovany nésle-

dovné,

€1 X2 TD

clr(x) = ln@,lnm,...,ln@ = [&,&,...,¢p],

.. e . . 1ss o D
kde g(-) znaci geometricky prumeér. Z definice muzeme vidét, ze ) .~ & = 0, tedy
mnoZina clr koeficientii tvoii nadrovinu v RP.

Z koeficientu clr transformace muzeme kompozici ziskat zpét pomoci inverzni

transformace:

X = [x1,%9,...,2p] =Clexp&i,exp &y, ..., exp&p].
Mezi hlavni vlastnosti clr koeficientu patii:

1. Prevadi perturbaci a mocninnou transformaci kompozic na bézny soucet

vektoru a néasobeni vektoru skaldrem.

2. Standardni euklidovska vzdalenost mezi vektory clr koeficientu je rovna Ait-
chisonové vzdalenosti odpovidajicich kompozic, coz plati také pro skalarni

soucin a normu.

Naopak hlavni nevyhoda clr transformace plyne z vyse uvedené podminky
na nulovy soucet clr koeficientu, totiz variancni matice clr transformovanych
kompozic bude vzdy singularni. Pfitom podminka regularity varianéni matice
je nedilnou soucasti vétsiny statistickych metod, regresni analyzou pocinaje a

korela¢ni analyzou konce.
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3.4 Aditivni log-ratio souradnice

Vysledkem aditivni log-ratio transformace kompozice x = [zy,...,zp| € SP

je realny vektor
xy

X2
a=[a,as,...,ap_1] = |In—,In—, ... /In
Tp D Tp

Tp-1

Specialni roli zde hraje slozka xp, ktera déli vsechny ostatni slozky kompozice.
Pozice této slozky je ovSsem volitelnd, pro tento tcel muze byt vybrana jakakoli
slozka kompozice.

Zpétnou (inverzni) transformaci muzeme ziskat puvodni kompozici:
x =Clexpay,expas,...,expap_1,1].

Podobné jako clr a ilr soutadnice i alr soufadnice transformuji operace pertur-
bace a mocninné transformace na simplexu na obvykly realny soucet a nasobeni
skalarem. Avsak metrické vlastnosti se pti alr transformaci bohuzel nezachovéavaji.

Proto se vice pouzivaji ostatni zminéné log-ratio transformace.

3.5 Prace v ortonormalnich souradnicich

Princip prace v souradnicich popsanych vyse spociva v tom, ze vSechny stan-
dardni statistické metody mohou byt aplikovany na souiadnice kompozic vzhle-
dem k (néjaké) ortonormélni bazi.

Nejjednodussimi piipady tohoto principu jsou zékladni operace na simplexu,
jako je perturbace a mocninnd transformace, o ¢emz jsme se zminili jiz diive
z ryze geometrického hlediska. Soutadnice vzhledem k ortonormalni bazi na sim-
plexu umoziuji misto nich pouzit standardni operace. Perturbace kompozic v SP
je tak ekvivalentni s¢itani vektoru v realném prostoru, mocninna transformace
v SP je ekvivalentni ndsobeni skaldrem. Tedy pokud zvazime vektor soufadnic
h(x) = x* € RP~! kompoziéniho vektoru x € SP vzhledem k libovolné orto-

normalni bazi, dostaneme

h(x@y) = h(x) + h(y) = X" + ¥, h(a ©x) = a-h(x) = a-x',
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muzeme tedy premyslet o perturbaci kompozice jako by méla stejné vlastnosti
na simplexu jako soucet vektoru v realném prostoru a mocninné transformace
kompozice stejné vlastnosti jako nédsobeni vektoru skalarem.

Navic
da(x,y) = d(h(x), h(y)) = d(x",y"),

kde d je obvykla euklidovska vzdélenost. To znamend, ze pokud analyzujeme
kompozicni data, vysledky ziskané uzitim kompozic a Aitchisonovy geometrie
jsou stejné jako ty ziskané za pouziti souradnic a euklidovské geometrie.

Pokud bychom ovsem na tyto operace pouzili alr souradnice, stejné vysledky
nedostaneme, protoze jsme pouzili souradnice vzhledem k bézi, kterd neni orto-
normalni. Pouzitim clr soutadnic ziskame spravné vysledky, avsak operace od-
povidaji prostoru R”.

Pro shrnuti, princip prace v souradnicich muzeme jednoduse pouzit na sim-
plexu, a to tak, ze misto s kompozicemi pracujeme s jejich vyjadienim v sou-
fadnicich, aplikujeme standardni statistické metody a, pokud je to nutné pro
interpretaci dosazenych vysledku, vratime se zpét na simplex pouzitim zpétné
transformace. Ackoliv je tento postup jednoduchy, v nékterych pripadech je nutné
dat si pozor pravé na spravnou interpretaci vysledku v soutradnicich, protoze jsou

tyto vyjadieny v podobé logaritmu podilu skupin slozek kompozic.

3.6 Odejit ci zustat na simplexu

Jednim ze zpusobu, jak statisticky analyzovat kompoziéni data, je transfor-
movat kompozice do realného prostoru uzitim vhodné log-ratio transformace a
potom aplikovat standardni statistické metody; po obdrzeni vysledku se vratit
zpét do simplexu uzitim inverzni log-ratio transformace a vysledky interpretovat.
Jedinym rozdilem mezi log-ratio pristupem, ktery byl v této podobé navrzeny jiz
Johnem Aitchisonem v 80. letech minulého stoleti, a principem prace v souradnicich
je doporucené pouziti ortonormélnich (ilr) soutadnic ve druhém piistupu. Avsak
oba ptistupy jsou v podstaté stejné, protoze problémy kvuli singularni varian¢ni

matici v ptipadé clr transformace nebo nerespektovani Aitchisonovy metriky
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(alr transformace) mohou byt prekondny pouzitim adekvétnich algebraickych
technik. Cilem této kapitoly je srovnat oba pristupy s ohledem na reprezentaci
pravdépodobnostnich modelu a odpovidajicich ocekavani.

Log-ratio ptistup byl dlouho povazovan za transformacni techniku podob-
nou log-normélnimu modelu: log transformaci nahodné veli¢iny s log-normalnim
rozdélenim dostaneme normélné rozdélenou nahodnou veli¢inu. Obé nahodné
proménné predpokladaji R jako vybérovy prostor, ackoliv u prvni z nich je tento
omezen kladnymi hodnotami. Pozornost nebyla vénovana faktu, ze R, je eukli-
dovsky prostor s vlastnimi operacemi, metrikou a prislusnou mirou. Tento typ
transformacni ivahy je spojen s tradicnim Aitchisonovym log-ratio pristupem.
Alternativou je zvazit R, jako prostor odlisny od R a pak vénovat specidlni po-
zornost prislusné mire (referenéni mira). V R Lebesgueova mira oznacuje délku
Aa,b) = ||b — al| intervalu (a,b), zatimco mira odpovidajici R, je Ay(a,b) =
|Inb — Inall.

Pokud ptedpokladame, ze log-norméalni ndhodna proménnd existuje v R, pre-
chazime z R, do R, tedy vlastné odchazime z R . Jestlize uvazujeme, ze ndhodna
proménnd ma vybérovy prostor R a jeji logaritmus je praveé jeji souradnici, pak
fekneme, ze zustavame v R, .

Podobny koncept muze byt pouzit pro ndhodné kompozice. Vybérovym pro-
storem je SP s Aitchisonovou geometrii. To umoziuje soufadnicovou reprezen-
taci ndhodné kompozice (piistup zustat). Alternativné muzeme transformovat
nahodnou kompozici na redlny ndhodny vektor (pristup odejit). Jednim z hlavnich
dusledku k pristupu zustat je nutnost uziti prirozené referenéni miry. Prirozenou
referencni mirou v S? je Aitchisonova mira. Aitchisonova mira v S” je jednoduse
definovand uzitim ortonormalnich souradnic. Méjme rovnobéznostén V' v prostoru
ilr soufadnic RP~!. Lebesgueovu miru tohoto ttvaru, A(V), spocitame jako souéin
délek jeho hran. Potom U = ilr (V') € S m4 Aitchisonovu miru \,(U) = A\(V).

Princip préace v soutadnicich spolu s pristupem zustat muze byt pouzit k de-
finovani parametrickych modelt na simplexu, naptiklad uzitim funkce hustoty

ortonormalnich soutradnic. V prostoru souradnic je tato hustota klasickou husto-

20



tou, jakou je hustota vzhledem k Lebesgueové mite, ale na simplexu je to hustota
s ohledem na Aitchisonovu miru. V plném log-ratio pristupu (ptistup odejit) je
ndhodnd kompozice transformovana do redlného prostoru souradnic (typicky alr
soufadnice). Zpétnd transformace z log-ratio soutradnic do simplexu je vnimana
jako jednoducha transformace realného vektoru souradnic do realného vektoru
na simplexu (tj. ndhodné komporzice). K ziskdni hustoty ndhodné kompozice
je pozadovan Jakobian k zajisténi Lebesgueovy referenéni miry, predpokladané

v piipadé souradnic.

Standardni statistické metody byly tradicné vyvijeny za predpokladu eukli-
dovské geometrie v realném prostoru. Jestlize ma vybérovy prostor jinou algebra-
icko-geometrickou strukturu (nap¥. Aitchisonovu geometrii v piipadé simplexu),
pak pouziti standardnich statistickych metod neni vhodné, muzeme tak dojit
k matoucim, ¢i dokonce chybnym zdavérum.

Teorie prace v soutadnicich na simplexu je obecné stejnéd jako prace pomoci
log-ratio ptistupu. Nicméné, kdyz pracujeme v soutadnicich, zduraznujeme or-
tonormalni soutadnice, jako jsou ilr soufadnice, navic analytik si muze dovo-
lit vybrat nejlépe interpretovatelné soutradnice pro dany problém. V log-ratio
pristupu jsou dostupné vSechny log-ratio transformace (alr, clr a ilr), proto si ana-
lytik zdanlivé muze vybrat nejlépe vyhovujici transformaci pro kazdou konkrétni
analyzu, pokud vezmeme v potaz jejich vyhody a omezeni. Avsak alr a clr vektory
nejsou souradnice vzhledem k ortonormalni bazi, a tudiz ma kazdy z nich jista
omezeni. Navic princip prace v souradnicich je prirozené spojen se strategii zustat
na simplexu, kterd pouziva celou strukturu Aitchisonovy geometrie na simplexu
véetné Aitchisonovy miry, napiiklad k definovani pravdépodobnostnich hustot a

moment.
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4 Skupiny slozek a jejich bilance

Kapitola byla vypracovana s vyuzitim zdroju [8], [9].

4.1 Uvod

Analyza kompozi¢nich dat je zalozena na pomérech jejich slozek, coz je zaklad
pro hlubsi porozumeéni tomuto typu dat. Aitchisonova geometrie na simplexu je
zalozena na specifickych operacich jako je perturbace a mocninné transformace
a definicich Aitchisonovy vzdalenosti, normy a skalarniho soucinu.

Statistickd analyza kompoziénich dat tak obvykle vyzaduje interpretaci vy-
sledkt pomoci podili a logaritmu podilu (log-ratios), které jsou mnohem obtiznéjsi
na interpretaci nez realné vektory ve standardni mnohorozmeérné analyze. Pro
zjednoduseni analyzy muzeme slozky setadit tak, aby mohly byt rozdéleny do
dvou a vice podmnozin, které jsou néjakym zpusobem lépe interpretovatelné.

Analytik se potom muze zajimat o studium slozek kompozice ze dvou hledisek:

1. vztah nebo lépe bilance (rovnovédha) mezi skupinami slozek kompozice (me-

ziskupinova analyza),
2. chovéni slozek ve skupiné (vnitroskupinova analyza).

Skupiny slozek mohou byt vnimany jako podkompozice, nebo jako skupina
uvnitt celé kompozice. Podkompozi¢ni analyza je urcena pro praci se slozkami
ve skupiné a vztahy vzhledem k ostatnim skupinam jsou z analyzy vylouceny.
Pro studium vztahu mezi podkompozicemi byl v literatufe [I] zaveden koncept
amalgamace neboli slouceni nékolika slozek kompozice do nové slozky. Pozdéji
se ale ukazalo, ze nelinedarni charakter amalgamace vzhledem k Aitchisonové ge-
ometrii vede k problémum. Amalgamace slozek uvniti kazdé skupiny muze byt
relevantni, pokud ma jasny, dobie definovany smysl a slouzi napiiklad ke stu-
diu variability nové vzniklé kompozice. Kdyz srovname analyzu amalgamovanych
slozek kompozice s kompozi¢ni analyzou puvodnich slozek, ocekavali bychom, ze

obé analyzy budou zaménitelné a jejich interpretace si bude odpovidat. Bohuzel
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vétsinou je pravdou pravy opak tohoto ocekavani. Amalgamace nezachovava Ait-
chisonovu vzdélenost na simplexu a vzdalenost amalgamovanych kompozic tak
maji slozité, nemonoténni chovani vzhledem ke vzdalenostem puvodnich kompo-
zic. V nasledujicim prikladu si ukdzeme jeden z duvodu zavedeni nového postupu

pro snizeni dimenze kompozice.

Priklad 4.1. Méjme trislozkovou ndhodnou kompozici X; = [Tj1, T2, Tj3],] =

1,2,...,J, jeji stred spocitame jako geometricky prumeér slozek kompozice

S v, 1, 177
cen(x) =C (H $j1> ) (H $j2> , (H 1;13)
=1 =1 j=1

Nyni na kompozici provedeme amalgamact do dvou sloZek,

; 1/J ; 1, 1/
C (Hﬂfjl) + (Hl‘ﬂ) s (H xj3> . (1)

Ocekdavali bychom, Ze stred nové vzniklé kompozice Clxj+xjo, 3], 7 = 1,2,...,J
bude wvypadat stejné jako (1). NiZe si ovsem muzZeme vSimnout, Ze stied nové

kompozice je odlisnyj:

5 i, 1/J
¢ ( (21 + fﬂjz)) : (H %‘3>
j=1 j=1

Navzdory nechténému chovani je operace amalgamace slozek kompozice v praxi
¢asto uzivand, protoze je jednoducha a o¢ividné intuitivni zpusob slouceni slozek
kompozice slouzi predevsim k ziskani nizsi dimenze kompozi¢nich dat. Pokud se
ovSsem zajimame o analyzu jak celé kompozice, tak reprezentace nizsi dimenze,
potiebujeme alternativni a spravny zpusob analyzy seskupovani slozek uvnitt
kompozice. Hlavnim pozadavkem je snadna interpretovatelnost a kompatibilita

s Aitchisonovou geometrii na simplexu.
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4.2 Ortonormalni baze postupného binarniho déleni

4.2.1 Postupné binarni déleni

Jak jiz bylo zminéno, kompozi¢éni vektory o D slozkéch jsou casto déleny do
skupin prezentujici jisty vztah. Méjme nyni kompozici [z, ..., z,| na simplexu
o D slozkich. Kazdé rozdéleni slozek kompozice do skupin muze byt vniméano
jako mezikrok pii postupném binarnim déleni slozek kompozice. V prvnim kroku
binarniho déleni ziskame dvé skupiny slozek, v druhém kroku rozdélime jednu
skupinu z prvniho poradi na dvé skupiny; postup opakujeme tak dlouho, dokud
v kazdé skupiné nebude pouze jedna slozka. Pocet kroku, nez postupné binarni
déleni slozek dospéje ke konci, je D — 1. Postupné bindrni déleni muzeme vyjadrit
v tabulce, kdy v kazdém kroku oznac¢ime slozky prvni skupiny symbolem '+,
slozky druhé skupiny '—’ a slozky, jichz se dany krok déleni netykéd, jako O.

Ukazme si pouziti tohoto postupu na nasledujicim ptikladu:

Priklad 4.2. Méjme kompozici sloZenou ze Sesti slozek [x1, xa, X3, T4, T5, g), kde
kazdd slozka kompozice zastupuje chemicky prvek obsaZeny v minerdlni vodé Mat-
toni. Postupné se jednd o slozky Mg**, Ca®**, Na™, CI~, SO, , HCOj3 .

V pronim kroku od sebe oddélime kationty a anionty, ve druhém kroku oddélime
proky horcik a vapnik od sodiku z divodu postavent v periodické tabulce proki (Mg
a Ca jsou kovy alkalickijch zemin). Ndsledné oddélime slozky ve zbylé dvojici kati-
ontu. Ve skupiné aniontu nejprve oddélime bezkyslikatou sul od soli kyslikatijch a

ndsledné 1 slozky kyslikatych soli - SO, , HCOj . Vysledek je zobrazen v ndsledujici

tabulce:
Krok T1 X9 X3 Ty Ty Tg
I | +++-—- -
2 |[++—-000
3 |+ —=0000
4 1000+ — —
5 |0 000+ —
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4.2.2 Ortonormalni baze déleni

V dalsim se budeme snazit dat do souvislosti ortonormalni béze S” s pos-
tupnym bindrnim délenim. Z kazdého postupného binarniho déleni muzeme totiz
ziskat ortonormalni bazi na simplexu s odpovidajicimi soutradnicemi, zvanymi
bilance mezi skupinami prvkia. Tyto bilance (vlastné ilr soufadnice) muzeme
néasledné pouzit ve vnitro- i meziskupinové analyze. Ptedpoklddejme, ze v [-
tém kroku binarniho déleni, [ = 1,..., D — 1, oddélujeme slozky xpi1,...,Tri,
(r slozek) od Tgiri1,. .., Trires (S slozek). Navic muzeme uvazovat i zbyvajici
slozky z predchozich déleni. Ty jsou reprezentovany k slozkami xzq, ..., xg, resp. j
slozkami xyy 1 511,...,2p. Toznamend, ze D = k+r+s+j,l < D—r—s+1aze
k a 7 mohou byt 0. Jednotkovy vektor ortonormalni baze na simplexu vznikly v [-

tém kroku binarniho déleni nazyvame bilanéni element, ktery definujeme takto:

e =C |exp(0,0,...,0,a,a,...,a,b,b,...,0,0,0,...,0)|,

~
k slozek r slozek s slozek 7 slozek

kde
a= Vs b= v .
NGGET) \V/s(r + s)

Pro kazdé binarni déleni tento vztah jednoznacné definuje ortonormélni bazi,

(2)

avSak znaménka odpovidajici slozkdm v tabulce mohou byt zménéna k ziskani
bazi, které se lisi jen v orientaci. Také ruzna binarni déleni mohou souviset s orto-
gondalnimi bazemi, které se pouze lisi poradim jednotlivych kompozic v bazi nebo

permutaci slozek v rdmci téchto kompozic.

Priklad 4.3. Z bindrniho déleni z predchoziho prikladu vypocitdme ortonormdlni
bazi. Mdme pét kroki bindrniho délent, tzn. Ze dostaneme pét vektoru ortonormdlni

baze, které vypocitdme dle vztahu (2).

1 1 _ 1
€ = [ ) 3 :| ;
€y = [

®
Sl
®
Sl
®
=)
®
B
®
=)
®
=)

)

S
\.('0

Sk

)

w
—
—
—
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e4:111

e; = 1, 1,1, 1,6ﬁ,€_%] .

Projekce kompozice x € SP na ziskané jednotkové kompoziéni vektory orto-
normalni baze jsou pocitany uzitim kartézského soucinu mezi danou kompozici a

odpovidajicim bazovym elementem, z; = (x,e€;),. Jsou to vlastné souradnice x

vzhledem k bilanénimu elementu e;, [ =1,2,..., D — 1:
: (Thp - - wpyy) VI OOHD) rs ([ )"
z; =In = In —— s
(xk:-i-r-&-l o 'xk-l-r-&—s) r/(s(rte)) Tt (Hz r41 L )

Konstrukce x; intuitivné ukazuje, pro¢ se x] oznacuje jako bilance mezi sku-
pinami slozek T 1,...,Trir & Tpapat, - - -, Trirts, @ Proc €; je nazyvan bilanénim
elementem pro dvé skupiny slozek kompozice. Podivejme se, v jakém budou tvaru

pro postupné binarni déleni kompozice z Piikladu 4.2.

Priklad 4.4. Pomoci badze ziskame souradnice, zvané bilance, diky nimz se muzeme

pohybovat v redlném prostoru dimenze D — 1.

x (961962333)f (z1ma23)/° )1/3
xr, = In :| \/71 (z4z576) 1/37

| (zaz526) V6
[ oron) 56 2
x (z122) V6 | 2 (z122)
ry=In | == | = \/;ln—x3 ,
(z3) V3
i
2
I‘; = ln (Il)i e %ln i_;,
L (z2) V2
o
_ _(xa) V3
l’z =In — 1 1516)1/2’
(w5w6) VO

1
:l?*:ln ($5)\/§:| = \/Ih’lﬁ
5 _(16)% 2 g
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4.3 Projekce na podkompozici

Jak vime, podkompozice je kompozice vytvorend z vybranych slozek puvodni
kompozice. Proces, jak ziskat podkompozici, je jednoduchy: mame kompozici
v 8P, vybereme r slozek (popsané mnozinou indextt R) a vyslednou R-pod-
kompozici ziskdame tak, ze aplikujeme operaci uzavéru odpovidajici reprezen-
taci podkompozice na simplexu S". Vyslednou podkompozici v tomto kontextu
oznacujeme sub(x; R). Indexy slozek nezahrnutych v R oznaéime jako R. Je
dulezité poznamenat, ze R-podkompozice obsahuje pouze informace o podilech
mezi slozkami, jejichz indexy jsou v R, ostatni podily jsou ignorovény.

Méjme kompozici x € SP a hledejme kompozici xz € SP, kterd obsahuje
pouze informace R-podkompozice a navic Aitchisonova vzdalenost d,(x,xg) je

minimalni. Tyto vlastnosti splinuje

X = [T1,%9, ..., 2p,a,...,q], (3)
kde
. 1
i=1
pficemz jsme pro jednoduchost zvolili R = {1,2,...,r}. Zajimavym faktem je,
ze ||xgl|, = ||sub(x; R)|,, kde normu pocitdme na ruznych vybérovych prosto-

rech (8P a 8"). To znamen4, Ze R-podkompozice v 8" miize byt reprezentovana
pomoci xg, kterd je stdle v SP, a proto xp je kompozice souvisejici s R-podkom-
pozici.

7. geometrického 1hlu pohledu je xg ortogondlni projekci x na podprostor
definovany podkompozici. Tato operace muze byt jednoduse predstavena pomoci
odpovidajicich souradnic. Podrobnéji se tomuto tématu budeme vénovat v dalsich

kapitolach.

4.3.1 Vnitroskupinova analyza: podkompozice

Ortonormalni baze odpovidajici postupnému binarnimu déleni muze byt pouzi-

ta na definovani ortonormalni baze (,,podbaze“) souvisejici se skupinami slozek
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kompozice. Necht e;,7 = 1,..., D — 1, je ortonormalni baze bindrnfho déleni a
Tkil,- - -, Thir je skupina slozek ziskand v [-tém kroku binarniho déleni. Soustie-
dime se na r prvkovou podkompozici (R-podkompozici) definovanou mnozinou

indext R={k+1,k+2,...,k+r}
sub(x; R) = C [Tkt1,- -+ s Thor] -

Prvek ptivodni baze e; je v podbazi (tj. bazi odpovidajici podkompozici), pokud
sub(e;; R) # n,, kde n, = [1/r,1/r,...,1/r| je neutralni prvek v 8. Prvky baze,
kde sub(e;; R) = n, nesouvisi se skupinou slozek odpovidajicich mnoziné indext
R (R-skupinu slozek), protoze nés neinformuji o jeji vnitini struktufe.

Bazové kompozice ziskané z postupného bindrniho déleni do [-tého kroku
vcetné nejsou spojeny s R-skupinou. Pouze r—1 zbyvajicich kompozic €11, ...,ep_1
jsou spojeny s R-skupinou: ty slozky, jejichz indexy k41, ..., k47 nejsou stejné.

Podbédze R-skupiny generuje podprostor dimenze r — 1, SP(R) c SP. Hlavni
charakteristikou tohoto podprostoru je, Ze ortogondlni projekce kompozice z S”
do SP(R) R-podkompozici neovlivni. Jinak fec¢eno, podily slozek v R-podkompozici
mohou byt studovany pifmo v SP(R) po projekei, ktera sniz dimenzi z D — 1 na
r—1.

Jsou dva mozné zpusoby, jak studovat R-podkompozici néjakého datového
souboru: bud vybrat R-podkompozici z dat a potom ji analyzovat, nebo nejprve
ziskat souradnice vzhledem k bazi a potom vybrat ty souradnice, které odpovidaji
R-podbazi.

Ve druhém pifpadé necht x},i € R* jsou souradnice vzhledem k R-podbdzi,
kde R* je mnozina r — 1 indexu odpovidajicich soutadnic. Je tfeba poznamenat,
7e indexy mohou byt v libovolném poiadi. Projekci dat do SP(R) ziskdme jako
D.cr (2} ©e;), coz je stile kompozice o D slozkach, ackoliv je v prostoru dimenze
r — 1. Abychom ziskali efektivni snizeni dimenze, musime ji reprezentovat v S”.
Abychom to mohli ué¢init, musime najit reprezentacni bézi h; € S" tak, ze pro
libovolné x € SP,

sub(x; R) = QB(:I:;k ® hy).
i€R*
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Vhodnou reprezentacni béazi je h; = sub(e;; R), kde e; jsou prvky podbéze
spojené s R-skupinou. Vyhodou tohoto ptistupu je, ze po ziskani podkompozice
nepotiebujeme znovu pocitat souradnice, jako jsou pravé ty odpovidajici prvkum

podbaze souvisejicich s R-skupinou.

Piiklad 4.5. Teorii si ukdzeme opét na prikladu s minerdlni vodou Mattoni.
Podivame se, jak vypadd podkompozice kationti - Mg+, Ca*T, Nat. Vybrali

gsme si tedy 8 indexy, tzn. mdme mnoZinu indexi R = {1,2,3}. Souradnice

odpovidajict této skupiné jsou xy = \/7 In (erz2) = Ty = \/7 In L. Vybrané repre-

xr3

zentaéni podbdze jsou hy = sub(ey, R) = [el/‘/é, el/Ve, e“/i/\/g] ,hy = sub(es, R)

= [e!/V2 e V2 1| pro R = {1,2,3}. Vime, Ze sub(x;R) = D.cr (27 © hy).

Pro nas konkrétni priklad mdme

(50 hy) =C [(9E1I2)1/2, (z122)"/2, 3],

(25 ® hy) = C [z1, 2, ($1$2)1/2] ~

Potom tedy
sub(x, R) = C [x1, x2, x3] .

4.3.2 Podkompozice jako ortogonalni projekce

Pro lepsi porozuméni bilancnich soutadnic a podprostoru, ktery souvisi se
skupinou slozek kompozice, je zapotiebi formalniho popisu situace. Hlavnim poj-
mem je podprostor spojeny se skupinou slozek, ktery nas odkazuje na projekce
motivované vnitroskupinovou analyzou.

Necht R je neprazdnd mnozina indexi z mnoziny 1,2,...,D a r je pocet

indexu v R, tzn. 1 <r = Card(R) < D — 1.

Definice 4.1. Kompozice x € SP je spojend s R-skupinou, jestlize sub(x; R) #
n,, sub(x;R) = np_,, kdke RUR = 1,2,...,D, RN R = 0 an,, np_, jsou
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neutrdlni proky S a SP~". Mnozinu kompozic spojenyich s R-skupinou, doplnénd

neutrdlnim prokem SP, np, oznacime SP(R).

Véta 4.1. SP(R) je (r — 1)-dimenziondlnim podprostorem SP.

Dikaz: Pokud se 7 = 1, pak n, = [1] a pro viechny kompozice x € SP plati
sub(x; R) = n,, coz je ve sporu s Definici 4.1. Jedinou slozkou v SP(R) je pak
np, je to tedy degenerovany podprostor nulové dimenze. Pro 2 < r < D — 1
je SP(R) uzavieny na operace perturbace a mocninnd transformace, tudiz je
to podprostor SP. Nyni necht e;,i = 1,2,...,r — 1, tvoii ortonorméalni bézi
v 8" a predpokladejme, ze R-slozky umistime na prvnich r pozic v kompo-
zici. Pro ziskani ortonormélnich kompozic o D slozkach doplnime kompozic¢ni
vektor o D — r stejnych (jednozna¢éné urcéenych) konstant a; tak, ze ziskdame
z; = [en, €2, - ., €ir, Qi . ., G5, ||Z]|, = 1. Kompozice z; jsou ortonormalni a patii
do SP(R). Dimenze S (R) je tedy vétsi nebo rovna r — 1. Kdyby tato dimenze
byla s; > r, pak dimenze SP(R) by byla s, > D —7, ale pak s;+5, > D > D—1.
Protoze SP(R) a SP(R) jsou ortogonalni, pak soucet jejich dimenzi by mél byt
mensf nebo roven D — 1. Proto dimenze SP(R) je r — 1.

U

Definice 4.2. SP(R) se nazyjvd podprostor spojeny s R-skupinou sloZek kompo-

zice.

Véta 4.2. Necht R definuje skupinu v slozek, 2 < r < D — 1 ziskanych v po-
stupném bindrnim délent o poétu kroku l, 1 < D—1, anechte;, i =1,2,...,D—1,
je odpovidagici ortonormdini bdze. Necht x%, x5, ... x5 _, jsou souradnice x € SP

vzhledem k této bazi. Pak plati:
1. bdze obsahuje r —1 proki, které tvori podbdzi pro SP(R), jsou to e;, j € R*,
2. ortogondlni projekce x na SP(R) md souradnice x; pro j € R* a0 jinde,
3. h; = sub(e;; R), j € R* tvori ortonormalnt bdzi S”,

*

4. soutadnice sub(x; R) vzhledem k bdzi h;, j € R*, jsou xj.
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Dikaz: Vime, Ze prvky béze, které vychazi z postupného binarniho déleni az
do [-tého kroku, s R-skupinou nesouvisi. Abychom ziskali déleni R-skupiny do
jednoslozkovych podskupin, potiebujeme r—1 kroku postupného binarniho déleni
R-skupiny, z tohoto délen{ ziskdme podbdzi v SP(R), tedy e;,j € R*. K témto
r — 1 prvkum podbéze ziskdme souradnice z3,j € R*. Nyni bychom potrebovali
snizit dimenzi z SP(R) na 8”. K tomu ndm poslouzi reprezentacni béze h;, kterou
vybereme z jiz ziskané ortonormalni baze, dimenze této baze vsak bude pouze r. I
presto se stale jednd o ortonormalni bazi, tentokrat vsak prostoru S". Soutadnice

podkompozice vzhledem k této reprezentacni bazi jsou ty samé souradnice 7.

O

Priklad 4.6. Méjme R = {1,2,3} skupinu o r = 3 slozkdch ziskanich ve
druhém kroku postupného bindrniho déleni v Prikladu 4.2. Ortonormdlni badze
a souradnice ziskané v tomto postupném binarnim déleni jsou uvedeny v Prikladu
4.8 a 4.4. Pro tuto skupinu mdame bdzi obsahugjici dva proky es, es a témto prukum
odpovidaji soutadnice x5, x5. Reprezentacni bdze odpovidagici této podkompozici

obsahugje dva vektory:

hy = sub(eqs; R) = [61/\/6,61/\/6, e_ﬁ/*/ﬂ ,

h; = sub(ez, R) = [el/ﬁ, 6_1/\/5, 1] )
Soutadnice odpovidajici témto ortonormdlnim bdzim jsou stdle x5, x3.

Disledek 4.1. Ortogondlni projekce kompozice na podprostor R-skupiny sloZek
neovlivni hodnoty sloZek R-podkompozice.

Ptislusna ortonormalni projekce kompozice x na R-podkompozici, xz, bude
(po piipadném preindexovéni slozek) presné ve tvaru (3). Tato projekce pfitom
eliminuje vSechnu informaci, kterd neni vztazena k R-podkompozici, a tedy mu-
zeme identifikovat projekci s prislusnou R-podkompozici. Tato ivaha je presnéji
zformulovana v nésledujici vété, kde ortonormalni baze nutné nesouvisi s po-

stupnym bindrnim délenim.
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Véta 4.3. Necht {e;,j € R*}, je mnoZina r — 1 ortonormdlnich kompozic v SP.
Tato mnoZina je ortonormdini bazi SP(R) tehdy a jen tehdy, jestlize Vx € SP
plati sub(x; R) = sub(D,cp- (2] © €;); R), kde x = (x;€;),.

Diikaz: Piedpoklddejme, 7e e;, j € R* tvoif ortonorméln{ bazi SP(R) a dopliime
je na ortonormaln{ bézi v SP D — r kompozicemi ey, k € R . Tyto kompozice
spliwuji sub(ey; R) = np, protoze dimenze SP(R) je r — 1. Tvrzeni véty pak
ziskame tak, ze vezmeme R-podkompozici z reprezentace kompozice x.

Nyni predpokladejme, Ze véta plati. Potom e;, j € R* je r — 1 ortonormalnich
kompozic, které tvoii ortonormalni bazi S” s D — r prvky ey, k € R". Kazd4
kompozice x € S je vyjadiena jako x = ,(x} @ €;). Toto plati specielné pro
er, k € R avztah v tvrzeni véty se redukuje na sub(ey; R) = n,. Z toho vyplyva,
e ey, k € R nelezi v SP (R) a tvoii ortonormalni bazi ortogonalntho dopliku
SP(R). Jestlize predpokldddme, 7e e;,j € R* jsou ortogondlni k ey, k € R, pak
ty prvnf lez{ v podprostoru SP(R).

O

Dusledek 4.2. Podily a logaritmy podili prvki v R-podkompozici jsou stejné jako

pomeéry a log-ratio R-proki v ortogondlni projekci na SP(R).

4.4 Meziskupinova analyza: bilance

K reprezentaci vztahu mezi skupinami slozek pouzivame odpovidajici sou-
fadnice - bilance. To obecné zpusobuje snizeni dimenze - je méné skupin nez
slozek - a tudiz potfebujeme reprezentaci na simplexu s nizsi dimenzi. Ackoliv se
tato situace podobd vnitroskupinové analyze, vyskytuji se v tomto pripadé navic
normalizacni konstanty, a to z toho duvodu, ze je obecné v kazdé skupiné ruzny
pocet slozek.

Predpokladejme, Ze mame bilance mezi [ + 1 skupinami, které tvori déleni
celé mnoziny D slozek (napi. postupné bindrni déleni). Necht e;,i = 1,...,1,
jsou prvky baze odpovidajici postupnému binarnimu déleni az do pozadovaného
kroku. Odpovidajici soufadnice z},7 = 1,...,[, jsou bilance mezi skupinami

slozek a zahrnuji vSechny informace o vztazich mezi skupinami.
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Explicitni vyjadieni ortogonalni projekce kompozice na bilanéni element,
x; ©e;, pro jakékoliv ¢ < [, ndAm umozni lepsi pohled na to, co bilance reprezentuji.
Predpokladejme, ze v i-tém kroku oddélujeme dvé skupiny slozek tvotené r a s

slozkami (viz. kapitola 4.2.2). Potom

1 1 1 1
k+r+s T+s k+r T k+r+s B k+r+s s
*
voe=Cl ([T =)  (Il=) (Il =) (1=

1=k+1 i=k+1 i=k+r+1 i=k+1

N J/ N (& J/ N

TV TV NV vV
k opakovaniych slozek r opakovanych slozek s opakovaniych slozek j opakovaniych slozek

kde k+r+s+j = D. Musime si uvédomit, ze kazda puvodni slozka ve skupiné je
nahrazena geometrickym prumérem slozek zahrnutych v této skupiné. Mimo sku-
pinu je kazda slozka nahrazena geometrickym prumeérem vsech slozek zahrnutych
v obou skupinach. Bilan¢ni prvky e;, 2 = 1,..., 1, tvoii ortogondlni bazi podpro-
storu a projekce x na tento podprostor je kompozice o D slozkéch, ve které jsou
uvazovany pouze vztahy mezi slozkami odpovidajicimi ruznym skupindm a in-
formace o vnitroskupinovych vztazich byly eliminovany. Vyjadieni této projekce

je

1 1 1
l r1 1 ro To ] i1
*
@(% ©e;) =C | | Lj ) | | Lri+j »TT | | Tnt1—j ;
j=1 7j=1 J=1

i=1

J/

Vv
r1 opakovanych slozek ra opakovanych slozek 141 opakovanych slozek

kde 7y, ..., 1 jsou pocty slozek kazdé z [ + 1 skupin ziskanych v [-tém kroku
bindrniho déleni.

Bilanéni souradnice x7,¢ = 1,2, ..., [, muzeme reprezentovat v [+ 1-slozkovém
simplexu o dimenzi [, s [ + 1 prvky a dimenze [. Abychom to mohli udélat,
potiebujeme vybrat ortonormdlni bazi a prifadit kazdé bilan¢ni souradnici x7,7 =
1,2,...,1, vektor reprezentacni baze, h;, stejné jako pro podkompozice. Pak bi-
lance mezi skupinami mohou byt reprezentovény v St jako @._,(z} © hy).
Ackoliv je vybér reprezentacni baze libovolny, vétsinou ji konstruujeme nasledovneé:

V [-tém kroku postupného binarniho déleni méame pozadované skupiny slozek.
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Kazda skupina muze byt bréana jako jedna slozka, pak tedy postupné bindrni
déleni do [-tého kroku ztotoznime s postupnym binarnim délenim [ 4 1 slozek;
odpovidajici ortonormalni baze S*! tedy muize byt brana jako reprezentaéni baze

hi,i=1,2,...,1.

Priklad 4.7. Méjme ddano postupné bindrni deéleni z Prikladu 4.2. Zdjem je
soustredén na krok | = 2, kde rozdélujeme skupinu kationti. Dle predchozi te-

orie si tedy vybereme bazi

S
[
S
D
S
D
s
D
s
g
5
1

e — |:€

A1 _yE
ey = [e\/é,e\/ﬁ,e \/3,1,1,1],

Y . . . 1/3 1/2
odpovidajici souradnice jsou x§ = \/gln% axy = \/glnw. Orto-

T4T5T6 3

gondlni projekce kompozice na bilancéni element vypada ndsledovné:
(zi0e1) = C [(z12223) ", (212923) "3, (2120023) /2, (2405m6) "2, (wam56) "%, (247056) %]

(150 ex) =C [(33'191525173)1/3, (1'195233'3)1/3, (1’135233'3)1/3, (9515172)1/2, (51719132)1/27 $3} -

A potom projekci, ve které jsou vnitroskupinové vztahy eliminovdny, ziskdme jed-

noduse:

2
@ (27 ©e) =C [($1$2)1/2, ($1372)1/2, Z3, (5134955906)1/3, ($49055136)1/37 ($45E5$6)1/3} .

i=1

4.5 Podkompozi¢ni a bilanéni dominance pro vzdalenosti

Dulezitou vlastnosti analyzy skupin slozek je zachovani pozadovanych vlast-
nosti vzdalenosti na simplexu. Bylo ukazéno, ze Aitchisonova vzdalenost v S”
mezi dvéma kompozicemi X a y muze byt vyjadiena jako obvykla euklidovska

vzdalenost diky soutadnicim vzhledem k ortonormalni bazi,

)

-1
da(x,y) = )y (27 —y))*.
i=1
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Predpokladejme, Ze nas zajima [+ 1 skupin definovanych v [-tém kroku déleni.

Prvky baze dané postupnym binarnim délenim mohou byt rozdéleny do skupin:
1. obsahujici bilanéni prvky mezi skupinami daného déleni, napi. e;,i = 1,...,1,

2. obsahujici podbéze pifslusné skupindm slozek v délent; necht e;, j € R}, je
podbaze, ktera souvisi s Ry-skupinou ry slozek. Pocet indextu v R} je pak

re— 1 kde Y (e —1)=D—1-1alj| Re={l+1,1+2,...,D}.

Nyni druhou mocninu vzdalenosti mezi kompozicemi muzeme rozdélit na

vyrazy meziskupinovych bilanci a vnitroskupinovych souradnic,

l I+1

d(xy)= Y (&7 —y)’ +Z > (@ —yp)?

i=1 JER

meziskupinovd vzdalenost vnitro—k—skupinovd vzdalenost

Soucet vyrazu proi = 1,...,1, je prispévek meziskupinovych bilanci ke ¢tverci
vzdalenosti. Soucet vyrazi pro j € R} je vnitroskupinovy piispévek jednotlivych
Ry-skupin; kazdy diléi soucet predstavuje Aitchisonovu vzdalenost mezi x a y
métrenou v Rg-podkompozici.

Prvnim zavérem je, ze podkompozicni piinos ke ctverci vzdalenosti je domi-

novan vzdalenosti v 8P,

2 * *
da(X7Y) > Z (xj - y])
JER;
Druhym zavérem je, ze meziskupinovy piinos k druhé mocniné vzdalenosti je

rovnéz dominovan vzdalenosti v SP,
!
2 Z
d X y 2 fL‘ - yz

Tyto dvé vyse uvedené vlastnosti jsou velmi dulezité pro bezespornou statis-
tickou analyzu kompoziénich dat pii praci se skupinami slozek, at uz prostied-

nictvim bilanci mezi skupinami slozek nebo podkompozic. Navic vSechny vyrazy
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jsou ¢tvercové vzdalenosti mérené podél ortogonalnich sméru - sméru prvku or-
tonormalni baze - a proto by dekompozice méla byt interpretovana jako Pytha-
gorova véta: ¢tvercové vzdalenosti jsou ziskédny sectenim ¢tvercovych vzdalenosti

odpovidajicich ortogonalnich prispévku.
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5 Kovarianc¢ni struktura bilanci

Tato kapitola vychazi z literatury [3].

Doposud jsme ziskané bilance interpretovali predevsim jako rovnovahy mezi
dvéma skupinami slozek kompozice. Vzhledem k tomu, ze veskera informace
v kompozici je obsazena v podilech mezi jejimi slozkami, nabizi se otdzka, zda
podily (resp. logaritmy podilu) hraji néjakou roli i pfi interpretaci bilanci. N&-
sledujici véty, tykajici se rozkladu kovarianéni struktury bilanci na linearni kombi-
nace rozptylu logaritmu podilu, jednu takovouto alternativni interpretaci umoznuji.
Tato vychazi z hlavni myslenky metody hlavnich komponent, kdy jsou rozptyly
proménnych ztotoznény s informaci nesenou danymi proménnymi. Nez této my-
Slenky vyuzijeme k interpretaci bilanci, feknéme si, ze pod pojmem log-kontrast

dané D-slozkové kompozice x = [z1,...,xp| rozumime vyraz
D
/ /
E a;Inz; = a(lnx)’,
i=1

kde Zi’;l a; = 0. Specielné je pak i kazda bilance log-kontrastem.
Kovarianéni struktura log-kontrastu je popsana nasledujici vétou, ktera je

dale pouzivana ve vétach o rozptylech a kovariancich bilanci.

Véta 5.1. Rozptyly a kovariance pro log-kontrasty a(Inx)" a b(lnx)" D-prokové

kompozice X jsou

1
var [a(Inx)'] = —§aTa’,

1
cov [a(lnx), b(lnx)'] = — QaTb’,

kde T je variancéni matice kompozice x definovand predpisem

2\ 7
T = {var (ln —l) } )
Lj ij=1
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Véta 5.2. Zvolme libovolnou bilanci x* mezi dvéma disjunktnimi skupinamsi sloZek
kompozice tak, Ze 11,19, ...,1,. jsou indexy r sloZek proni skupiny a ji,Jjo,...,Js

jsou indexy s sloZek druhé skupiny. Pak rozptyl z* je

var(z*) = T+SZZvar(ln )— 1) Zr:ivar(lni—z:)—

p=1 ¢q=1 p=1 ¢q=1

s ZZV&I«(m%).

p=1 ¢=1

Jak jiz bylo zminéno vyse, rozptyl bilance x* je vlastné linearni kombinaci
rozptylu logaritmu podiliu. Pritom rozptyly s kladnym znaménkem vlastné cha-
rakterizuji logaritmy podilu, které jsou touto bilanci vysvétleny. Muzeme tak fici,
ze bilance z* vysvétluje vSechny logaritmy podilu mezi slozkami jedné a druhé

skupiny. Ilustrujme si to na konkrétnim prikladu:

Piiklad 5.1. Méjme opét postupné bindrni déleni z Prikladu 4.2. JestliZe se

zagimdame o rozptyl bilance 7, dostaneme
1
var(z]) = = [Var (ln ﬂ) + var <1n ﬂ) + var (ln ﬂ) + var <ln E) +
6 Ty Ts Tg Ty
+var (ln ﬁ) + var <ln ﬁ) + var (ln ﬁ) + var (ln ﬁ) + var (ln ﬁ)} —
Ts Te X4 Ts Te
1
—— |var 111ﬂ + var lnﬂ + var 111ﬁ + var lnﬁ + var lnﬁ +
12 Ty I3 T T3 T
1
+var lnE —— |var lnE + var lnE + var lnﬁ + var lnE +
) 12 Ty T Tyq Te
+var (111 E) + var (ln ﬁ)} )
Tq Ty

38



Pro iplnost se podivejme také na strukturu kovariance mezi dvéma bilancemi:

Véta 5.3. Necht jsou ddny bilance x},k = 1,2, mezi dvéma skupinami tak, Ze

kb Tk jsou indexy ry, sloZek pruni skupiny a j¥, %, ... ,jfk jsou indexy Sy

>_

sloZek druhé skupiny. Pak kovariance mezi x7 a x3 je

C T S2 T ro 81
oK) 'p
cov(z],xh) = var | In var
21189 “— 52 27’2 S1 -

p=1 ¢=

T1 T2 S1 52
2r1r2 Z Z var (ln E) — 5515, Z Zvar ( qu) )

=1 g=1 =1 g=1

kde koeficient C' je definovdn takto

C— 1725152
(ry + 81)(r2 + s2)

Poznamka 5.1. Necht I;7 = {z”f,i’;, e m} je mnozina indexu 1y slozek pruni
skupiny a J, = {jf,jé“, e ,jfk} je mnozina indexu sy slozek ze druhé skupiny.

Potom rozptyl bilance x; mezi témito dvéema skupinami muZeme prepsat jako

var(r}) = WHJ ‘ZZVaf(lnxq>‘2\f;|<;‘if\|+|Jk\ ZZW( )‘

pell qeJ;; pell gelf

L] ( )
— ar [ In— |,
T T ) 2 =

pEJ, q€J),

kde symbol | X - Podobneé kovariance mezi bi-

lancemi x] a x5 miZe byt prepsdna jako

st 2 2 (o) g £ 2 () -

cov(zy, x3) =

pEI+ qeJy pEIJr qeJ;
var | In — ) var (ln —),
i 2 2 () e 2 2
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kde

LA ]
(5 + [ DAz [+ [75])

Poznamka 5.2. Pokud zaménime ve vzorcich z predchozich vét var (ln ;”—”) za
q

var (\%ln %) (s prizpusobenim prislusniych konstant), ziskime rozptyly odpovi-
dajicich bilanci jako linedrni kombinace rozptyli podkompozic (x,, ).

Jestlize bilance zvolime dle vztahu

D —1 T;
T In :

D—i1+1 D_”HJ'D:i-H x;

kovarianéni struktura se ndm zjednodusi. Tato volba bilanci je v praxi velmi

i=1,...,D—1, (4)

oblibena, protoze x] obsahuje veskerou relativni informaci slozky z; vzhledem
k ostatnim slozkam kompozice (tj. vysvétluje vsechny podily slozky x; a ostatnich
slozek).

Potom tedy

D
VaI'(I'Z-) = D——fH—l E var <hl {L’_p> 2(_D — Z — I 1 E E var (111 —)

p=i+1 p i+1 g=i+1
a

& i L

cov(z, 7}) 2D~ ) Z var <lnx—> + 3D =) Z var <lnx_> —
p=j+1 P p=i+1 p
C ZT;
_Evar (ln ZE_]> — 3D = D p;l q;lvar (ln —) ,

kde

C:¢ (D - i)(D - )
(D—i+1)(D—j+1)
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5.1 Kovarianc¢ni struktura tiislozkové kompozice

Statistickd analyza tiislozkové kompozice je pomérné castd, protoze ji od-
povidaji dvé ortonormalni souradnice (bilance), jejichz hodnoty muzeme zobrazit
v rovinném grafu a udélat si tak dobrou ptredstavu o struktufe datového souboru.

Jak jsme vidéli vyse, obecné binarni déleni vede k pomérneé slozité interpretaci
kovarianéni struktury soufadnic. Pokud vsak spocitdme bilance dle vzorce (4),
dostaneme jednodussi vyjadieni a pro D = 3 ziskdme nésledujici souradnice,

2 T 1 i)
In —=

= 111—,]3* = —=
3 A/ L2X3 2 \/§ T3

*_
xl_

S

1 1 1 1
var(z]) = Fvar (ln ﬂ) —i-gvar <1n ﬂ) —gvar (ln ﬂ) ,var(xy) = S var (ln ﬁ)
T2 3 3 T3

a
M- 1 Ty 1 )
cov(zy, xy) = 2—\/§var <1n x—g) — ﬁvar (ln 93_2) :

Obecné muze byt rozptyl var (ln 2—;) .t =1,..., D pouzit jako mira variability
pomeéru mezi x; a x;: pokud je rozptyl nulovy (nebo téméf nulovy), potom je
pomér z;/x; konstantni, nebo alespon téméf konstantni. Tedy pro cov(z7,z5) =0
je variabilita poméru z;/z3 a z1/x5 stejnd. Na druhou stranu muze byt nulova
kovariance také pouzita k zavéru, ze oba poméry maji stejny podil na vysledném
rozptylu 3. Pokud je cov(x}, z3) > 0, resp. cov(z, 25) < 0, ukaze se dominantni
role 1 /x3, resp. x1 /5.

Analogickych zavéru bychom dosahli také pouzitim ptislusného korelacniho
koeficientu,

cov (a7, 73)

Potas = \/V&r(:v*l‘) ~Var(x§)'

Predchozi ivaha muze byt pouzita k ziskani obecnych doporuceni pro inter-
pretaci bilanci v ptipadé tiislozkové kompozice. Podily mezi slozkami xq, 2o, 3
jsou vysvétleny dvéma bilancemi, jejichz pozice o¢ividné neni stejna. Zminény
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vybér bilanci odpovida dulezité roli poméru z,/z3, jak je zndzornéno bilanci x3.
Na druhou stranu prvni bilance obsahuje veskerou relativni informaci o z;. Domi-
nantni roli jednoho z poméru z/zy a x1/x3 pro vyslednou hodnotu rozptylu x}
muzeme odvodit ze znaménka odpovidajici kovariance a korela¢niho koeficientu.
Navic nizké rozptyly obou bilanci (ale zejména té prvni) a priblizné nulové kova-
riance znamend konstantni podil z; v kompozici, tedy konstantni podily x; /x5 a
x1/x3.

Provedené teoretické uvahy z této i predchozich kapitol vyuzijeme dale pri

feSeni piikladu s redlnymi daty pomoci softwaru CoDaPack.
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6 Bilan¢ni dendrogram a pouzivani programu
CoDaPack

V predchozich kapitoldch jsme zjistili, ze statistickd analyza kompozi¢nich
dat zalozena na Aitchisonové geometrii simplexu vyzaduje vytvoreni odpovidajici
baze k reprezentaci dat. Jednoduchy a intuitivni zpusob konstrukce této baze je
postupné binarni déleni kompozi¢niho vektoru. Déleni spolu se statistickymi cha-
rakteristikami soufadnic (bilanci) mohou byt reprezentovany v grafu typu den-
drogram. V této kapitole bude predstaven program pro praci s kompozi¢nimi daty
zvany CoDaPack a ukdzeme, jak s jeho pomoci statisticky analyzovat kompozice
a v neposledni fadé, jak sestrojit a interpretovat bilanéni dendrogram.

Kapitola byla vytvorena za pouziti zdroju [7], [11].

6.1 Program CoDaPack

Tento program pro analyzu kompozicnich dat je volné dostupny na internetu
(na adrese: http://ima.udg.edu/codapack/) a uzivatelsky piivétivy. CoDaPack
se sklad4 ze tif menu (Data, Statistics a Graphs) pro Microsoft Excel za pouziti
programovaciho jazyka Visual Basic. Pouzivani balicku je jednoduché a intui-
tivni, po instalaci se kazda ¢éast zobrazuje jako menu nebo podmenu v Microsoft
Excel. Jeslize aktivujeme néjaky proces, otevie se nové okno a uzivatel je vyzvan
ke vlozeni proménnych a dotazan na konkrétni moznosti vzhledem k vytvoreni
grafickych nebo numerickych vysledku. Numerické vysledky se zobrazi na stejném
listu, zatimco grafické vysledky se zobrazi v novém okné.

Analyzovana data by méla byt ulozena na listu CoDaPack.xls, na ktery jsou
jednotlivé procedury navazany. Musi byt sefazeny do matice, jejiz sloupce od-
povidaji slozkdm a tadky pozorovanim. Maximalni velikost je 200 slozek a 6000
pozorovéni. Prvni Fddek je ponechdn pro oznaceni (pojmenovéni) slozek kom-
pozi¢niho vektoru, piipadné muze zustat prazdny.

V prvnim menu najdeme transformace mezi simplexem a redlnym prostorem,

a naopak, jako je clr, alr a ilr transformace a jejich inverze, dale pak operace
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amalgamace a zdkladni algebraické operace na simplexu, mimo jiné perturbace,
mocninnd transformace a operace uzavéru pro podkompozici. Druhé menu nabizi
vypocet zdkladnich statistickych charakteristik a test logistického norméalniho
rozdéleni (viz kapitola 7.3). A koneéné treti menu aktivuje grafické procesy: znamé
ternarni diagramy, grafy pro alr, clr a ilr transformovana data, a dale biplot a

bilan¢éni dendrogram.

6.2 Bilanc¢ni dendrogram

Bilan¢ni dendrogram byl vytvoifen pro zobrazovani postupného binarniho
déleni, bilanci, dekompozice celkového rozptylu (rovného souctu rozptylu jed-
notlivych bilanci) a dalsich jednorozmérnych charakteristik.

Bilan¢ni dendrogram je sestaven z nasledujicich ¢asti:
e Oznaceni slozek ve spodni ¢asti grafu.

e Horizontalni tsecky, které spojuji slozky nebo skupiny slozek. Tyto ho-
rizontalni usecky jsou uzity pro reprezentaci popisnych statistik bilanci;

kazda z nich reprezentuje stejné dlouhy interval.

e Vertikalni spojeni, jejichz délka je urcena proporci celkového rozptylu vy-
svétlované bilance reprezentované horizontalni piimkou v nizsim konci dané

spojnice.
Bilan¢ni dendrogram umozinuje zobrazeni:

e Postupného bindrniho déleni pomoci vertikdlnich a horizontalnich spojnic

v dendrogramu.

e Vybérového pruméru odpovidajicitho kazdé bilanci, coz je bod, kde konéi

vertikalni spojnice.

e Proporce vybérového celkového rozptylu odpovidajici kazdé bilanci, repre-
zentované délkou vertikalni spojnice. Soucet délek vsech vertikalnich spoj-

nic reprezentuje celkovy rozptyl a dlouha spojnice v urcité ¢asti dendro-
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gramu znamend velkou variabilitu ve vybéru (prostfednictvim rozptylu od-
povidajici bilance). To odpovidd tomu, Ze tato bilance vysvétluje velkou

cast celkového rozptylu.

e Souhrnnych statistik kazdé bilance, reprezentované box-plotem 0,05, 0,25,

0,50, 0,75 a 0,95-percentilu na kazdé horizontalni tsecce.

Nyni si tento obecny postup demonstrujeme na prikladu, ktery nam zaroven
poslouzi jako navod pro vytvoreni bilanéniho dendrogramu.

Data prikladu tvori 10 ruznych minerdlnich vod a obsah mineralu v nich
(v mg/1). Tabulka byla vytvorena pouze z kationtu a aniontt, které byly obsazeny
v kazdé z uvedenych minerédlek (tim padem jsme z analyzy vylouéili aniont chlo-

ridu, vyskytujici se v predchozich piikladech s minerdlni vodou Mattoni):

A B C D E F
1 Mg** ca™ Na* HCO, S0,
2 Mattoni 25 a84,5 63,9 52,8 40
3 Magnesia 170 374 6,17 970 11,1
4 Toma Matura 6,63 30,1 1,06 104 23
5 Rajec 19 87,4 18,3 321 20,3
&6 Bonagua 39,5 61,3 1,6 381 21,2
7 Dobrivoda 7,65 5,31 13,3 105 1,74
8 Korunni 30 78,3 98,2 547 57,3
9 Hanacks kyselka 68 275 251 1454 2
10 |Podébradka 63,4 172 495 1437 78,5
11 |Ondrasovka 21,4 200 30 75 13,5

Nyni si ve zkratce uvedeme, jak jsou pro nas jednotlivé mineraly prinosné
(shrnuto ze zdroju [5], [0]).

Ca?* - kationt vadpenaty, méa velmi dulezitou roli pii zvySovani mechanické
odolnosti tkani a dodava tkanim, zejména kostem a zubum, jejich tvrdost a me-
chanickou odolnost.

Mg?** - kationt hofe¢naty, nepostradatelny prvek pro ziskdvani energie na
vsechny reakce, které souvisi s pfeménami energie v lidském téle. Funkce svalu,

prenos vzruchu a funkce nervové tkané, tvorbu tuku a bilkovin v téle, reakce
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dulezité pro ochranu pred toxickymi projevy.

Na™ - kationt sodny, je dulezity pro udrzeni tzv. osmotického tlaku, ktery
zabranuje prilisnému pronikani vody do bunék a iontové sily télnich tekutin. Pii
nedostatku sodiku se dostavuji svalové krece, bolesti hlavy a prujmy.

HCOj3 - hydrogenuhli¢itan, podporuje vylucovani zaludecni §tavy a usnadiuje
tak traveni. Kromé toho napoméha vstiebavani dalsich mineralnich latek i né-
kterych 1éku, naptiklad antibiotik.

SOF™ - siran, m4 silné projimavé ti¢inky, proto je vhodny pro procistén.

6.2.1 Postup pro vytvoreni bilanéniho dendrogramu

Nejprve v programu CoDaPack musime nacist data; jak jiz bylo uvedeno, je
pritom nutné, aby byla data ulozena jako excelovsky dokument. V hlavnim menu
vybereme nabidku File — Import Data a najdeme potiebny soubor. Vyskoci
nam tabulka, ve které si vybereme, na kterém tadku za¢neme data nacitat, jestli
chceme nechat popisky slozek, jak se oznaci prazdnd mista atd. A vybereme si

list, na kterém chceme data zobrazit.

Import Menu Iﬁ

Data Frame Mame: |data_mineralky.xls

Path: . WsersiKlarka\Diplomka‘data_mineralky.xls

Spreadsheet options

Start reading at row: 1 with headers

Mon-available data: A
Prefix for non-detected data: |

oK i [ Cancel
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| £:| Choose one sheet M

List2
List3

L 2

Po nac¢teni dat se muzeme nejprve podivat na charakteristiky dat. Tim jsou
mysleny prumeéry a rozptyly logaritmu podilu slozek kompozice ( ty druhé vlastné
predstavuji prvky symetrické varianéni matice), usporadény jako dolni a horni
diagonala ctvercové tabulky. K tomu jednoduse pouzijeme menu Statistics —
Compositional statistics summary. Vysledkem je ovSem nejprve tabulka obsa-
hujici geometrické pruméry (ozn. Center) jednotlivych mineralnich prvku, mini-

mum (ozn. 0), maximum (ozn. 100) a jednotlivé kvartily (ozn. 25, 50, 75).

Statistics

0.0674 0.0308 0.0370 0.0575 0.0783 0.1423

0.1548 0.0313 0.0764 0.1341 0.1876 0.5882
0.0551 0.0032 0.0064 0.1000 0.1224 0.2568
0.6863 0.15940 0.6235 0.6888 0.7551 0.811%9

0.0363 0.0010 0.0131 0.0420 0.0707 0.14%99

Samotna avizovana tabulka je uvedena az dale v tomto menu.

Variation array:
Variance 1ln(Xi/XJ)

clr
paRY gl Mo2+ Ca2+ Ha+ HCO3- 5042 - ]
variances

1.0485 0.7032
0.831a 2.9157 1.6147 1.7746 0.6955
-0.2018 -1.0334 3.350%9 4.7388 1.3874
2.3205 1.488% 2.5223 2.8407 0.8394
-0.68178 -1.445%4 -0.4160 -2.9383 1.1482

Mean 1n(Xi/Xj) 4.7738 Total Variance

Pro vytvoreni dendrogramu v menu Graphs vybereme Balance Dendrogram.
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V menu, které se ndm objevi, si muzeme sami urcit, které slozky chceme do

dendrogramu zahrnout a také si sami nadefinujeme postupné binarni déleni.

Dendrogram Menu ﬁ
Selected Options |
Avallable data: selected data: Defined base:
Mg2+
Cal+
Ma+
HCQ 3~
5042~
[ =
[ <
@ Partition Base
. |
| Defeuttparctiven
Groups: [ Define Manualy |
."Nﬁm} = 7| Add balances [ /] Add statistics
[ Beget
accept | | Cancel |

V zobrazené tabulce oznacime slozku, kterou chceme vybrat a klikneme na
sipku sméiujici do vedlejsi kolonky. To ucinfme pro kazdou slozku zvlast. Po
nacteni vSech pozadovanych slozek, které ma dendrogram obsahovat, muzeme
koneéné urcit postupné bindrni déleni. Mdme moznost si vybrat, budto si ho na-
definujeme sami (tlac¢itko Define Manually) nebo ho nechdme provést programem
tak, ze se oddeli v kazdém kroku déleni vzdy prvni slozka (tlacitko Default Parti-
tion). Pro naSe potteby si postupné binarni déleni nadefinujeme sami. Klikneme
na tlacitko Define Manually. Objevi se tabulka (barevné rozlisend), ve které je
na zacatku u kazdého prvku minus, které zménime na plus pouhym kliknutim
do pottebného ramecku. Ve chvili kdy mame pomoci plus vytvorenou prvni sku-
pinu, klikneme na Next. Zelené se zabarvi skupina oznacend plusy v puvodnim
kroku, tato skupina bude déle délena. Ve chvili kdy je prvni skupina rozdélena
az na jednotlivé slozky, zabarvi se cervené a zelené se naopak zabarvi skupina
v prvnim poradi oznacena minusy. Opét ménime znaménka a klikdme na Next,

dokud neni skupina rozdélena na jednotlivé slozky. Po rozdéleni klikneme na Next,
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tabulka zbéla, zkontrolujeme zda je postupné binarni déleni dle naSich predstav
(v pripadé, Ze ne, staci kliknout na Previous a zaddni zménit) a klikneme na

Accept.
il B
A Binary Partition Menu M

Mg2+
Ca2+
Ma+
HCO3-

I L L 4

I‘ [ Previous ]| Next

—_—

V postupném bindrnim déleni jsme tedy nejprve oddélili kationty od ani-
ontll a pokracovali jsme délenfm kationti. Nejprve jsme oddélili Na™ od Mg?*
a Ca?", divodem je to, Ze kationt sodny patif mezi alkalické kovy a zbylé dva
kationty mezi kovy alkalickych zemin. Ve tietim poradi tedy jen oddélime kati-
ont horecnaty od kationtu védpenatého a v poslednim poradi od sebe oddélime
anionty.

Po nadefinovani postupného binarniho déleni mame menu Dendrogramu do-
plnéné o potiebnd data a muzeme si nechat dendrogram vytvorit pouhym klik-

nutim na Accept.
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i Dendrogram bMenu E

Selected Options
avalable data: Selected data: Defined base:

1 1 1 =1a8

Mg2+ 111 0 %

Cals 1-1 00 0

Na+ o0 0 1-1

HCO3-

S042-

[ Accept | [ cancel |

Vysledkem je jednak zobrazeny dendrogram, jednak tabulka obsahujici vybérové

prumeéry jednotlivych bilanci, rozptyly a vypoétené hodnoty bilanci.

A Cabafack w2018 I ﬂ]\ _— EIE“‘

Fli Data Statritics Geaphs Help
ista Frames | )

| ILE inary partitionm:

P+ Mgde CaZe Hae B
L
s 1 11 - a
e 1 1 -1 a [}
1 -1 o ] [
e} 1] 0 1 -1

Balancs 1 Dalamce I Balancs 3 Dalancs 4

=0, 7026 D.30AD -0.5080 Z.0777

Variance:

Balancs 1 Balamce I Balances [

L.0VEE 1.7830 I.5248 1.4303

e 3

Mg+ Ca2+ W+ HED3- 042 #_1 L] 3 s
1 25.00] 54.50| 50,90 52.80| 40.00| 0.15] 03| -0.86 020
3 170.00] T [XH &70.00 11,10 ~12i‘ 2.0 107 316
3 6,63 30.10 1.06 104,00 25.00 -2.35 211 1407 107
4 12,00 37.40| 18.30 321.00] 20,30/ 104 0,55 -1.08 1,95
[ 5 | 3050 5130 1.60 321,00 2120 181 280 231 204
g 765 531 13.30 105,00 1.74 -0.55 050 ﬂ.zs| 2.0}
7 :m.uil 78.30| 28.20| £47.00| &7.30| -1.15‘ -0.58] 058 1.50
& &B.00 27500 25100 145200 200 124 050 -u.gi‘ 466
] 5040 172,00 43500 1437.00 7850 -0.58| 123 054 205
EN Z1.40| 200,00 30.00] 75.00| 13,60 0.50] 0.54 -1.58] 121
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Na tomto obrazku muzeme vidét postupné binarni déleni, dale prumeéry jed-
notlivych bilanci a také jejich rozptyly. Uz zde si muzeme vsimnout, ze nejvetsi
rozptyl je u druhé bilance, viditelné je to také u dendrogramu. Navic se nam

v tabulce dat objevily ilr souradnice.

" Denarogrampiot T o= o |

File
——r———t
- oo - l
S042- HCOaE- Ma+ Cal+ big2+

Zoom ”

Obrazek 1: Dendrogram ¢.1

Z obrazku 1 je patrné, ze nejvetsi variabilita je u druhé bilance, ackoliv bychom
spiSe intuitivné ocekavali, ze nejvétsi variabilitu bude obsahovat prvni bilance.
Predpoklad plyne z toho, ze oddélujeme kationty od aniontu. Nejvétsi rozdil v da-
tech je ovéem mezi Nat na jedné strané a Mg?* a Ca?" na strané druhé. Druhy
nejveétsi rozptyl ma pak bilance anionti. Rozptyl je pravdépodobné ovlivnén
rozdilnosti mineralnich pramenu. Kazdy pramen je totiz bohatsi na rizné prvky.
Je samoziejmé, ze k vétsi vypovidaci hodnoté provedené analyzy by také prospélo

zvétseni rozsahu vybéru.
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Pro ukazku jsme vytvorili jesté dalsi dendrogramy. Prvni dva se lisi pouze
v tom, ktery prvek kationtu byl oddélen jako prvni. Nejprve jsme tedy oddélili
Ca®" od Nat a Mg?" (obrazek 2). Z dendrogramu je patrné, Ze nejvétsi rozptyl
se presunul z druhé bilance ke tfet{ bilanci, ¢ili nejvétsi variabilita je mezi Nat a
Mg?*.

Ve druhém dendrogramu (obrézek 3) byl jako prvni oddélen kationt hofecnaty
od ostatnich. Toto postupné binarni déleni se zdé byt nejméné prehledné. Vsechny
rozptyly jsou viceméné stejné a dendrogram nam neukazuje, jak se jednotliva data

lisf.

2 beviragam oot D e

[ File

S042- HCO3- Ca2+ Mea+ g2+

Obrazek 2: Dendrogram ¢.2

Z dendrogramu vyplyva zejména to, ze nejvétsi variabilita je mezi prvky
Nat a Mg?*, zatimco nejmensi variabilita je mezi prvky Mg?t a Ca?t. To je
pravdépodobné zpusobeno chemickymi vazbami mezi uvedenymi prvky s prak-
tickym dusledkem, Zze pro spravné vstiebani hoté¢iku do téla je zapotiebi vapnik,

bez vapniku by se hoic¢ik bez uc¢inku vyloucil. Poznamenejme piitom, ze tisudek
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. A. Dendrogram plot _Lglﬂlgl

File

S042- HCO3- Ma+ Caz2+ g2+ I

Zoom I}

Obrazek 3: Dendrogram ¢.3

o variabilité jednotlivych logaritmt podili u skupiny kationti bychom si byli
schopni udélat jiz z jedné volby postupného bindrniho déleni uzitim interpretace
kovarianéni struktury bilanci, jak byla popsana v predchozi kapitole.

Vzhledem k vyse uvedené rozdilnosti mezi Na® a dalsimi kationty uvedeme
jesté dendrogram, ve kterém byl v prvnim kroku oddélen kationt sodny od ostatnich,
nasleduje ve druhém kroku oddéleni zbyvajicich kationtu od aniontu a potom sa-
moziejmé zv1ast oddélujeme kationty a anionty (obrdzek 4). Vysledkem je dendro-
gram bilance mezi kationtem sodnym a ostatnimi slozkami kompozice, ktera ma
zaroven nejvetsi rozptyl. Muzeme si vSimnout velmi stabilni bilance mezi kation-
tem hofeénatym a vadpenatym, coz svédci o vySe uvedeném tvrzeni o chemickych
vazbach mezi témito prvky. Druhy nejvétsi rozptyl, tak jako i v predeslych den-
drogramech, mé bilance aniontu, coz vypovida o rozdilnosti obsahu téchto prvka

v jednotlivych mineralkéch.
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Obrazek 4: Dendrogram ¢.4

Jak si muzeme vSimnout, dendrogram je velmi dobrym néstrojem pro in-
terpretaci postupného binarniho déleni, jednotlivych bilanci a jejich rozptylu.
Vzhledem k jednoduchosti zobrazeni dendrogramu si muzeme vyzkouset vSechny
moznosti déleni a vybrat si tu nejlépe odpovidajici potiebam analytika a inter-

pretaci analyzy.
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Zaver

V préaci jsme se zabyvali tim, jak kompoziéni data prevést ze simplexu do
realného prostoru za pouziti ortonormélnich bazi, abychom pak na data mohli
aplikovat standardni statistické metody. Pro nalezeni ortonormadlni baze bylo
pouzito postupné binarni déleni. Postupné binarni déleni nam pomohlo i pii
tvorbé souradnic, podkompozic a bilanci. Hlavni duraz byl v této préaci kladen na
konstrukei a interpretaci bilanci, k ¢emuz nam posléze pomohl i bilan¢éni dendro-
gram. Snahou bylo veskerou teorii ukazat na jednoduchém prikladu, coz se, jak
doufam, podatrilo.

Diky této praci jsem se seznamila s novym odvétvim statistické analyzy, zacala
jsem se orientovat v Aitchisonové geometrii a nakonec jsem pochopila i bilance
a to, co obnaseji a znamenaji pro analyzu kompozi¢nich dat. Naucila jsem se
pracovat s programem CoDaPack a zobrazovat bilance pomoci bilanéniho den-
na vsem bylo zorientovat se v uUplné novém prostoru a geometrii a néasledné
pochopit, co bilance znazornuji. Prekazkou pro celkové pochopeni byly nedo-
statecné znalosti z oblasti linearni algebry a samotné nastudovani a pochopeni
teorie psané anglickym jazykem. Cenim si zejména nové nabytych znalosti, které

vyuziji v dalsim studiu, a rovnéz velké trpélivosti a pomoci svého vedouciho.
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7 Piilohy

7.1 Gram-Schmidtova ortogonalizace

Tato véta byla prevzata ze zdroje [7].

Véta 7.1. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem. Predpoklddejme ddle,
ze {uy,ug,...,u,} je mnozZina linedrné nezdvislych vektoru z V. Pak existuje
mnozina vektoriu {vi,ve,..., v} 2V, kterd spliuje:

1. ||vil| =1 proi=1,2,...,n
2. (vi,vj) =0prol <i,j<mn,i#j

3. Mnoziny vektori vy,...,Vv; auy,...,u; generuji stejné podprostory pro i =
1,2,...,n.

Véta popisuje vlastnosti nezavislych vektoru v libovolném vektorovém pro-
storu se skalarnim soucinem, véetné Aitchisonovy geometrie. Pokud tedy misto
euklidovské geometrie pouzijeme Aitchisonovu, dostaneme pravé ortonormalni
bézi simplexu.

7.2 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Ndhodny vektor x ma logaritmicko-normélni (log-normalni) rozdéleni s para-
metry p a X, jestlize ma hustotu pravdépodobnosti

_ 1 _
f(x) = (2n)~ P02 2|72 exp (5 (nx —p)|=| "(lnx —p)|,x e R,.

7.3 Logistické normalni rozdéleni

Logistické normalni rozdéleni na simplexu definoval John Aitchison v knize
[1], a to nasledovné: transformujeme ndhodnou kompozici ze simplexu do realného
prostoru, zde definujeme funkci hustoty transformovanych dat a nakonec se vratime
zpét do simplexu uzitim transformace proménnych. Vysledkem je funkce hustoty
pro vychozi nadhodnou kompozici vzhledem k Lebesgueové mifte.

—(D=1)/2|31|—1/2
Fx) = <2735‘2’D exp | 5 (ir(x) — ) B (lr0) — )|

kde x je kompozice, p a 3 jsou parametry rozdéleni.
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7.4 Normalni rozdéleni na simplexu

Uzitim algebraicko-geometrické struktury na simplexu a Aitchisonovy miry
Ao, definujeme normalni rozdéleni na SP prostiednictvim funkce hustoty orto-
norméalnich soutradnic jako

1
f(x) = @2r) P2 |n P exp —5 (ilr(x) - p) 7 (ilr(x) — p) |, x € SP.
Vidime, Ze je to obvykla hustota normalniho rozdéleni aplikovana na ilr-

souradnice. Tudiz je to hustota vzhledem k Lebesgueové mite v prostoru souradnic
RP~! Tedy je to hustota na SP vzhledem k mife \,.

Vyse uvedend rozdéleni byla prevzata z literatury [11].
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