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4.1 Úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.2 Ortonormálńı báze postupného binárńıho děleńı . . . . . . . . . . 24
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4.4 Meziskupinová analýza: bilance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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6.1 Program CoDaPack . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Úvod

Práce se zabývá speciálńım typem mnohorozměrných dat, zvaných kompozičńı

data. Kompozičńı data jsou specifická t́ım, že nesou pouze relativńı informaci,

proto nás zaj́ımaj́ı poměry mezi složkami kompozičńıho vektoru. Pro práci s t́ımto

typem dat byla zavedena Aitchisonova geometrie na simplexu. Tato geometrie je

odlǐsná od euklidovské na reálném prostoru, a bylo by tedy potřeba uzp̊usobit

j́ı i statistické metody. Tento postup se ovšem zdá být poněkud složitý, z toho

d̊uvodu se začaly využ́ıvat transformace kompozičńıch dat do reálného prostoru.

V minulosti byly hojně použ́ıvané alr a clr transformace, které ovšem měly teo-

retické nedostatky, a proto se zavedla ilr transformace. Ilr transformace převád́ı

kompozičńı vektor o D složkách do reálného prostoru dimenze D − 1 pomoćı

vyjádřeńı kompozice v souřadnićıch vzhledem k ortonormálńım báźım na sim-

plexu. Tato práce ukazuje jeden z postup̊u, jak naj́ıt takovouto ortonormálńı bázi

a j́ı odpov́ıdaj́ıćı souřadnice, v tomto př́ıpadě zvané bilance. Na takto transformo-

vaná data už je možné použ́ıt standardńı statistické metody, ale je potřeba dát si

pozor na interpretaci výsledk̊u. Dále si zde ukážeme, jak je možné sńıžit dimenzi

simplexu pomoćı projekce na podkompozice. A v neposledńı řadě představ́ıme

program pro práci s kompozičńımi daty, CoDaPack, a tvorbu bilančńıho dendro-

gramu.

Práce je rozdělena do šesti kapitol, které jsou dále děleny na podkapitoly.

V prvńı kapitole jsou představena kompozičńı data - základńı definice a vlast-

nosti. Ve druhé kapitole si přibĺıž́ıme Aitchisonovu geometrii na simplexu. Ve

třet́ı kapitole jsou uvedeny možnosti transformace kompozičńıch dat. Zat́ımco

čtvrtá kapitola se př́ımo týká hlavńıho tématu této diplomové práce - tzn. ob-

jasńıme si konstrukci a interpretaci bilanćı. Pátá kapitola je věnována kovariančńı

struktuře bilanćı, tzn. jak spoč́ıtáme rozptyl, kovarianci a co tyto charakteristiky

o bilanćıch vypov́ıdaj́ı. V šesté kapitole se seznámı́me s programem CoDaPack,

který se použ́ıvá při analýze kompozičńıch dat a předvedeme pomoćı něj vytvořeńı
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bilančńıho dendrogramu. Ten následně aplikujeme na reálný př́ıklad (chemické

složeńı minerálńıch vod).
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1 Kompozičńı data

Pojem kompozičńı data (kompozice) neńı prozat́ım př́ılǐs rozš́ı̌rený navzdory

tomu, že se s t́ımto typem mnohorozměrných dat setkáváme v každodenńım

životě. Data jsou zvláštńı t́ım, že jedinou relevantńı informaci nám poskytuje

pod́ıl jednotlivých proměnných. Nejčastěji se s kompozičńımi daty setkáváme

v př́ırodńıch vědách jako je geologie, geografie, chemie, biologie a podobně. Jako

př́ıklad ze života můžeme uvést pod́ıly jednotlivých každodenńıch výdaj̊u k roz-

počtu domácnosti, poměr politických stran ve Sněmovně, rozděleńı obyvatelstva

např. podle národnosti, v́ıry, věku. V ekonomii můžeme zmı́nit např́ıklad úrokové

sazby, složeńı investičńıho portfolia, kapitálovou přiměřenost a r̊uzné ekonomické

indexy. Nyńı si tedy představ́ıme základńı pojmy týkaj́ıćı se kompozic.

Tato kapitola vycháźı z literatury [1], [9], [10].

Definice 1.1. Kompozičńı vektor o D složkách, x = [x1, x2, . . . , xD], je definován

jako vektor s kladnými složkami, kde jediná relevantńı informace je obsažena

v pod́ılech mezi jednotlivými složkami.

Tvrzeńım, že všechna relevantńı informace je obsažena v poměrech, dojdeme

k závěru, že pokud a je kladné reálné č́ıslo, pak [x1, . . . , xD] a [ax1, . . . , axD]

vyjadřuj́ı stejnou informaci, a tud́ıž jsou ekvivalentńı. Množina kompozic je tedy

tvořena tř́ıdami ekvivalentńıch kompozičńıch vektor̊u.

Zp̊usob, jak zjednodušit užit́ı a interpretaci kompozic, je reprezentovat je

v uzavřené formě, tzn. jako kladný vektor, jehož složky maj́ı předepsaný součet,

κ. Obvyklými hodnotami konstanty κ jsou 1 pro proporce, 100 pro procenta, atd.

Ovšem z definice existuj́ı i kompozičńı data, která jsou reprezentována v neu-

zavřené formě, což můžeme jednoduše
”
napravit“.

Definice 1.2. Pro každý vektor složený z D kladných reálných č́ısel

x = [x1, x2, . . . , xD] ∈ RD
+
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je uzávěr definovaný takto:

C(x) =

[
κ · x1∑D
i=1 xi

,
κ · x2∑D
i=1 xi

, . . . ,
κ · xD∑D
i=1 xi

]
.

Množina kladných reálných vektor̊u uzavřených na konstantu κ se nazývá

simplex o D složkách. Můžeme ho tedy považovat za přirozený výběrový prostor

kompozičńıch dat. Formálně simplex definujeme takto:

Definice 1.3. D-složkový simplex je podmnožina RD,

SD =

{
x = [x1, x2, . . . , xD] |xi > 0, i = 1, 2, . . . , D;

D∑
i=1

xi = κ

}
.

Často se pozornost zaměřuje na skupinu složek kompozice. Poměry složek ve

skupině jsou považovány za relevantńı, zat́ımco poměry zahrnuj́ıćı některé složky

mimo skupinu jsou ignorovány. To odpov́ıdá definici subkompozice (podkompo-

zice), která zahrnuje pouze složky ve skupině.

Definice 1.4. Mějme kompozici x, pak podkompozici xs o s složkách źıskáme

aplikaćı operace uzávěru na podvektor [xi1 , xi2 , . . . , xis ] z x. Přitom podindexy

i1, . . . , is nám ř́ıkaj́ı, které složky byly do podkompozice vybrány (ne nutně prvńıch

s složek).

Dále necht’ množinu s index̊u označ́ıme S. Potom lze uvedenou podkompozici

xs také označit jako sub(x;S).

1.1 Principy analýzy kompozičńıch dat

Abychom mohli na kompozičńı data aplikovat standardńı statistické metody,

muśı tyto metody splňovat tři podmı́nky: škálová neměnnost, neměnnost při

změně pořad́ı a podkompozičńı soudržnost.
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1.1.1 Škálová neměnnost

Nejd̊uležitěǰśı vlastnost́ı kompozičńıch dat je, že nesou pouze relativńı in-

formaci. Pro analýzu už́ıváme nejčastěji hodnoty složek kompozice po operaci

uzávěru. Uzávěr je projekce jakéhokoliv bodu v kladné části reálného prostoru

dimenze D na simplex. Tuto situaci si lze intuitivně představit v př́ıpadě troj-

rozměrného reálného prostoru (D = 3). Tehdy jsou všechny body na polopř́ımce

zač́ınaj́ıćı v počátku zobrazeny na ten samý bod v SD. Nav́ıc pokud změńıme jed-

notky p̊uvodńıch dat, jednoduše vynásob́ıme všechny odpov́ıdaj́ıćı kompozičńı

složky konstantou změny jednotek, posuneme je dál po jejich polopř́ımce do

pr̊uniku s daľśım rovnostranným trojúhelńıkem (trojsložkovým simplexem), rov-

noběžným s t́ım p̊uvodńım.

Definice 1.5. Dva vektory o D kladných reálných složkách x,y ∈ RD
+ jsou kom-

pozičně ekvivalentńı, jestlǐze existuje kladná konstanta λ ∈ R+ taková, že x = λ·y

a tedy C(x) = C(y).

Přitom nám samozřejmě zálež́ı na tom, abychom totožné výsledky statistické

analýzy dostali nezávisle na konstantě λ, což nazýváme škálová neměnnost.

Definice 1.6. Funkce f(·) je škálově neměnná, jestlǐze pro každou kladnou reálnou

konstantu λ ∈ R+ a pro jakoukoliv kompozici x ∈ SD, funkce splňuje rovnost

f(λx) = f(x), tzn. že dostaneme ty samé výsledky pro každý kompozičně ekviva-

lentńı vektor.

1.1.2 Neměnnost při změně pořad́ı

Zjednodušeně můžeme ř́ıci, že funkce je neměnná při změně pořad́ı složek

kompozice, jestliže i po změně pořad́ı jednotlivých složek kompozice dostaneme

stejnou funkčńı hodnotu.

1.1.3 Podkompozičńı soudržnost

Podkompozice by se měly chovat jako ortogonálńı projekce ve standardńı

reálné analýze. Můžeme si to názorně představit na situaci, kdy délka úsečky

v rovině po projekci je vždy menš́ı nebo rovna délce úsečky p̊uvodńı.
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Z tohoto principu vyplývá několik d̊uležitých vlastnost́ı jako je např. pod-

kompozičńı dominance (vzdálenost měřená mezi dvěma kompozicemi muśı být

větš́ı nebo rovna vzdálenosti mezi jakýmikoliv jim odpov́ıdaj́ıćımi podkompozi-

cemi), nebo dále, že jestliže vynecháme složky, které neobsahuj́ı pro nás d̊uležitou

informaci, výsledky analýzy týkaj́ıćı se zbytku složek kompozice se nezměńı.
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2 Aitchisonova geometrie

Abychom s kompozičńımi daty mohli pracovat, potřebujeme si nejprve na-

definovat základńı operace jako je sč́ıtáńı, násobeńı skalárem, skalárńı součin

apod. Vzhledem k povaze dat neńı možné použ́ıt pro jejich geometrickou repre-

zentaci standardńı reálný prostor. Proto zavád́ıme tzv. Aitchisonovu geometrii

na simplexu, tedy na výběrovém prostoru kompozičńıch dat, jak již bylo řečeno

v předchoźı kapitole.

Kapitola opět vycháźı z literatury [1], [9], [10].

Definice 2.1. Perturbaćı kompozice x ∈ SD kompozićı y ∈ SD nazveme kompo-

zici definovanou takto:

x⊕ y = C [x1y1, x2y2, . . . , xDyD] .

Věta 2.1. (SD,⊕) je komutativńı grupa, tzn. pro x,y, z ∈ SD plat́ı:

1. komutativita: x⊕ y = y ⊕ x;

2. asociativita: (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z);

3. neutrálńı prvek:

n = C [1, 1, . . . , 1] =

[
1

D
,

1

D
, . . . ,

1

D

]
;

kde n je střed simplexu a je jediný.

4. inverze: x−1 = C
[
x−1

1 , x−1
2 , . . . , x−1

D

]
; tedy x⊕ x−1 = n.

Definice 2.2. Mocninná transformace kompozice x ∈ SD konstantou α ∈ R je

kompozice definována vztahem:

α� x = C [xα1 , x
α
2 , . . . , x

α
D] .
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Věta 2.2. Mocninná transformace má stejné vlastnosti jako vněǰśı součin v eu-

klidovském prostoru:

1. asociativita: α� (β � x) = (α� β)� x;

2. distributivńı vlastnost 1: α� (x⊕ y) = (α� x)⊕ (α� y);

3. distributivńı vlastnost 2: (α + β)� x = (α� x)⊕ (β � x);

4. neutrálńı prvek: 1� x = x; neutrálńı prvek je jediný.

Definováńım těchto dvou operaćı se tedy simplex, (SD,⊕,�), stává vekto-

rovým prostorem.

Poznámka 2.1. Operace uzávěru vyruš́ı veškeré konstanty, proto konstanta κ

neńı při početńıch operaćıch z matematického pohledu d̊uležitá, což lze vyjádřit

následovně:

x⊕ (α� z) = x⊕ (α� C(z)).

Je nutné ovšem poznamenat, že konstanta uzávěru je velice d̊uležitá pro správnou

interpretaci výsledk̊u.

Definice 2.3. Aitchison̊uv skalárńı součin kompozic x,y ∈ SD definujeme takto:

〈x,y〉a =
1

2D

D∑
i=1

D∑
j=1

ln
xi
xj

ln
yi
yj
.

Věta 2.3. Aitchison̊uv skalárńı součin splňuje standardńı vlastnosti:

1. pozitivita: 〈x,x〉a > 0 pokud x 6= n;

2. komutativita: 〈x,y〉a = 〈y,x〉a;

3. distributivita vzhledem k perturbaci: 〈x⊕ z,y〉a = 〈x,y〉a + 〈z,y〉a;

4. linearita vzhledem k násobeńı skalárem: 〈c� x,y〉a = c · 〈x,y〉a.
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Poznámka 2.2. Dı́ky těmto vlastnostem má simplex SD strukturu euklidovského

prostoru dimenze D − 1. Tedy SD je ekvivalentńı s RD−1.

Definice 2.4. Aitchisonova norma x ∈ SD je dána následuj́ıćım vztahem,

‖x‖a =

√√√√ 1

2D

D∑
i=1

D∑
j=1

(
ln
xi
xj

)2

.

Definice 2.5. Aitchisonova vzdálenost mezi x a y ∈ SD je definována následovně,

da(x,y) = ‖x	 y‖a =

√√√√ 1

2D

D∑
i=1

D∑
j=1

(
ln
xi
xj
− ln

yi
yj

)2

.

Věta 2.4. Hlavńımi vlastnostmi Aitchisonovy vzdálenosti jsou:

1. nezáviśı na konstantě uzávěru;

2. neměnnost po perturbaci: necht’ p ∈ SD, pak

da(x⊕ p,y ⊕ p) = da(x,y);

3. přeškálováńı umocněńım: mějme c reálné č́ıslo, pak

da(c� x, c� y) = |c| · da(x,y);

4. neměnnost po permutaci složek kompozice;

5. garantuje podkompozičńı dominanci: necht’ R je množina r index̊u,

1 < r < D, pak

da(sub(x;R), sub(y;R)) ≤ da(x,y).
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3 Reprezentace kompozičńıch dat v souřadnićıch

Abychom mohli pro analýzu kompozičńıch dat aplikovat běžné statistické me-

tody, založené na předpokladu standardńı euklidovské geometrie v reálném pro-

storu, využ́ıváme transformace kompozic, které jsou již z podstaty dat založené na

poměrech jejich složek. Mezi p̊uvodńı transformace, zavedené již na počátku 80.

let 20. stolet́ı zakladatelem log-ratio analýzy kompozičńıch dat Johnem Aitchi-

sonem (log-ratio = logaritmus pod́ılu), patř́ı aditivńı log-ratio (alr) a centrované

log-ratio (clr) transformace ze simplexu do reálného prostoru. Mezi nimi je rozd́ıl

v použit́ı, protože alr-transformace neńı izometrická (nezachovává vzdálenost),

použ́ıvala se proto k modelováńı dat, clr transformace vede zase k singulárńı va-

riančńı matici, proto se při statistické analýze použ́ıvala pro techniky založené na

metrice.

Nedávno se začaly použ́ıvat i izometrické log-ratio (ilr) transformace, d́ıky

nimž můžeme přej́ıt ze simplexu do kartézské soustavy souřadnic (izometrie mezi

SD a RD−1).

Kapitola vznikla za použit́ı zdroj̊u [1], [2], [9], [10], [12].

Nyńı se zaměř́ıme nejprve obecně na báze a generuj́ıćı systémy na simplexu a

pak i na jednotlivé transformace.

Struktura vektorového prostoru SD nám dovoluje použ́ıt koncept lineárńı

závislosti a nezávislosti. Množina m kompozic v SD, x1,x2, . . . ,xm, a m skalár̊u,

α1, α2, . . . , αm, je spojena v perturbačně-lineárńı kombinaci tak, že

x = (α1 � x1)⊕ (α2 � x2)⊕ · · · ⊕ (αm � xm) =
m⊕
i=1

(αi � xi),

což je perturbačně-mocninná verze tradičńı lineárńı kombinace v reálném vek-

torovém prostoru. Množina x1,x2, . . . ,xm se nazývá perturbačně závislá, pokud

se perturbačně-lineárńı kombinace rovná neutrálńımu prvku, x = n, pro nějaké

αi 6= 0, i = 1, . . . ,m.

Naopak, pokud identická rovnost x = n vyjadřuje, že všechny skaláry αi = 0,

pak množina x1,x2, . . . ,xm se nazývá perturbačně nezávislá.
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V SD je maximálńı počet perturbačně nezávislých kompozic D − 1, tedy SD

je vektorový prostor dimenze D − 1. Pokud e1, e2, . . . , eD−1 jsou perturbačně

nezávislé, tvoř́ı bázi SD. Což znamená, že každá kompozice x ∈ SD může být

vyjádřena jako perturbačně-lineárńı kombinace

x = (α1 � e1)⊕ (α2 � e2)⊕ · · · ⊕ (αD−1 � eD−1) =
D−1⊕
i=1

(αi � ei),

pro nějaké koeficienty αi, které představuj́ı souřadnice vzhledem k dané bázi.

3.1 Ortonormálńı báze

Jak již bylo zmı́něno, SD je vektorový prostor dimenze D−1, tedy D−1 per-

turbačně nezávislých vektor̊u v SD tvoř́ı bázi. Pokud kompozice e1, e2, . . . , eD−1

v SD splňuje

‖ei‖2
a = 〈ei, ei〉a = 1, 〈ei, ej〉a = 0, i, j = 1, 2, . . . , D − 1, i 6= j,

tvoř́ı ortonormálńı bázi SD.

3.2 Ortonormálńı souřadnice

Euklidovská prostorová struktura simplexu zaručuje existenci ortonormálńıch

báźı, které mohou být jednoduše źıskány aplikaćı Gram-Schmidtova ortonorma-

lizačńıho procesu na jakoukoliv bázi. Přitom bázi můžeme źıskat z jakéhokoliv

generuj́ıćıcho systému. Báze takto źıskaná však bude jen jednou z mnoha orto-

normálńıch báźı, které můžeme nadefinovat na euklidovském prostoru. Nav́ıc neńı

zřejmé, jak určit, která báze je nejvhodněǰśı pro řešeńı daného problému.

Jestliže si tedy vybereme ortonormálńı bázi, můžeme kompozici x ∈ SD

vyjádřit jako

x =
D−1⊕
i=1

x∗i � ei, x
∗
i = 〈x, ei〉a ,

kde x∗ =
[
x∗1, . . . , x

∗
D−1

]
je vektor souřadnic x vzhledem k vybrané bázi.
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Poznámka 3.1. Souřadnice x∗i je ortogonálńı projekce kompozice x na směr

definovaný jednotkovou kompozićı ei.

Funkce ilr: SD → RD−1 přǐrazuj́ıćı souřadnici x∗ kompozici x se nazývá izome-

trická log-ratio transformace, což je izometrický izomorfismus vektorového pros-

toru. Pro jednoduchost se tato funkce někdy označuje jako h. Z výše uvedeného

je zřejmé, že ilr transformace izometricky zobrazuje Aitchisonovu geometrii na

simplexu do reálného prostoru se standardńı euklidovskou geometríı.

Věta 3.1. Uvažujme xk ∈ SD, k = 1, 2 a reálné konstanty α, β, pak

h(α� x1 ⊕ β � x2) = α · h(x1) + β · h(x2) = α · x∗1 + β · x∗2;

〈x1,x2〉a = 〈h(x1), h(x2)〉 = 〈x∗1,x∗2〉 ;

‖x1‖a = ‖h(x1)‖ = ‖x∗1‖ ;

da(x1,x2) = d(h(x1), h(x2)) = d(x∗1,x
∗
2).

Je několik zp̊usob̊u, jak definovat ortonormálńı bázi na simplexu. Hlavńım

kritériem pro výběr takovéto báze je dobrá interpretovatelnost reprezentace kom-

pozice v souřadnićıch. Připomeňme si v této souvislosti, že při analýze hlavńıch

komponent je ortonormálńı báze vybrána tak, aby prvńı souřadnice (hlavńı kom-

ponenta) reprezentovala směr maximálńı variability. Konkrétńı př́ıpady, které si

zaslouž́ı pozornost, jsou báze souvisej́ıćı s postupným binárńım děleńım kom-

pozičńıho vektoru, o kterých se zmı́ńıme v následuj́ıćı kapitole. Vzhledem k in-

terpretaci odpov́ıdaj́ıćıch souřadnic tyto nejčastěji nazýváme bilance.

Konkrétńım př́ıkladem ortonormálńı báze na simplexu je {e1, e2, . . . , eD−1},

kde

ei = C

(
exp

(
1√

i(i+ 1)

)
, . . . , exp

(
1√

i(i+ 1)

)
, exp

(
− 1√

i(i+ 1)

)
, 1, . . . , 1

)

s př́ıslušnými souřadnicemi

x∗i =

√
i

i+ 1
ln

(
(x1x2 · · ·xi)1/i

xi+1

)
, i = 1, 2, . . . , D − 1.
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3.3 Centrovaná log-ratio transformace

Výsledkem clr transformace nejsou souřadnice vzhledem k bázi, ale vzhle-

dem ke generuj́ıćımu systému na simplexu. Přesto se clr transformace kompozic

využ́ıvá, a to pro jej́ı jednoduchost a některé jej́ı výhodné vlastnosti.

Koeficienty clr transformace kompozice x z SD do RD jsou definovány násle-

dovně,

clr(x) =

[
ln

x1

g(x)
, ln

x2

g(x)
, . . . , ln

xD
g(x)

]
= [ξ1, ξ2, . . . , ξD] ,

kde g(·) znač́ı geometrický pr̊uměr. Z definice můžeme vidět, že
∑D

i=1 ξi = 0, tedy

množina clr koeficient̊u tvoř́ı nadrovinu v RD.

Z koeficient̊u clr transformace můžeme kompozici źıskat zpět pomoćı inverzńı

transformace:

x = [x1, x2, . . . , xD] = C [exp ξ1, exp ξ2, . . . , exp ξD] .

Mezi hlavńı vlastnosti clr koeficient̊u patř́ı:

1. Převád́ı perturbaci a mocninnou transformaci kompozic na běžný součet

vektor̊u a násobeńı vektoru skalárem.

2. Standardńı euklidovská vzdálenost mezi vektory clr koeficient̊u je rovna Ait-

chisonově vzdálenosti odpov́ıdaj́ıćıch kompozic, což plat́ı také pro skalárńı

součin a normu.

Naopak hlavńı nevýhoda clr transformace plyne z výše uvedené podmı́nky

na nulový součet clr koeficient̊u, totiž variančńı matice clr transformovaných

kompozic bude vždy singulárńı. Přitom podmı́nka regularity variančńı matice

je ned́ılnou součást́ı většiny statistických metod, regresńı analýzou poč́ınaje a

korelačńı analýzou konče.
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3.4 Aditivńı log-ratio souřadnice

Výsledkem aditivńı log-ratio transformace kompozice x = [x1, . . . , xD] ∈ SD

je reálný vektor

a = [a1, a2, . . . , aD−1] =

[
ln
x1

xD
, ln

x2

xD
, . . . , ln

xD−1

xD

]
.

Speciálńı roli zde hraje složka xD, která děĺı všechny ostatńı složky kompozice.

Pozice této složky je ovšem volitelná, pro tento účel může být vybrána jakákoli

složka kompozice.

Zpětnou (inverzńı) transformaćı můžeme źıskat p̊uvodńı kompozici:

x = C [exp a1, exp a2, . . . , exp aD−1, 1] .

Podobně jako clr a ilr souřadnice i alr souřadnice transformuj́ı operace pertur-

bace a mocninné transformace na simplexu na obvyklý reálný součet a násobeńı

skalárem. Avšak metrické vlastnosti se při alr transformaci bohužel nezachovávaj́ı.

Proto se v́ıce použ́ıvaj́ı ostatńı zmı́něné log-ratio transformace.

3.5 Práce v ortonormálńıch souřadnićıch

Princip práce v souřadnićıch popsaných výše spoč́ıvá v tom, že všechny stan-

dardńı statistické metody mohou být aplikovány na souřadnice kompozic vzhle-

dem k (nějaké) ortonormálńı bázi.

Nejjednodušš́ımi př́ıpady tohoto principu jsou základńı operace na simplexu,

jako je perturbace a mocninná transformace, o čemž jsme se zmı́nili již dř́ıve

z ryze geometrického hlediska. Souřadnice vzhledem k ortonormálńı bázi na sim-

plexu umožňuj́ı mı́sto nich použ́ıt standardńı operace. Perturbace kompozic v SD

je tak ekvivalentńı sč́ıtáńı vektor̊u v reálném prostoru, mocninná transformace

v SD je ekvivalentńı násobeńı skalárem. Tedy pokud zváž́ıme vektor souřadnic

h(x) = x∗ ∈ RD−1 kompozičńıho vektoru x ∈ SD vzhledem k libovolné orto-

normálńı bázi, dostaneme

h(x⊕ y) = h(x) + h(y) = x∗ + y∗, h(α� x) = α · h(x) = α · x∗,
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můžeme tedy přemýšlet o perturbaci kompozice jako by měla stejné vlastnosti

na simplexu jako součet vektor̊u v reálném prostoru a mocninná transformace

kompozice stejné vlastnosti jako násobeńı vektoru skalárem.

Nav́ıc

da(x,y) = d(h(x), h(y)) = d(x∗,y∗),

kde d je obvyklá euklidovská vzdálenost. To znamená, že pokud analyzujeme

kompozičńı data, výsledky źıskané užit́ım kompozic a Aitchisonovy geometrie

jsou stejné jako ty źıskané za použit́ı souřadnic a euklidovské geometrie.

Pokud bychom ovšem na tyto operace použili alr souřadnice, stejné výsledky

nedostaneme, protože jsme použili souřadnice vzhledem k bázi, která neńı orto-

normálńı. Použit́ım clr souřadnic źıskáme správné výsledky, avšak operace od-

pov́ıdaj́ı prostoru RD.

Pro shrnut́ı, princip práce v souřadnićıch můžeme jednoduše použ́ıt na sim-

plexu, a to tak, že mı́sto s kompozicemi pracujeme s jejich vyjádřeńım v sou-

řadnićıch, aplikujeme standardńı statistické metody a, pokud je to nutné pro

interpretaci dosažených výsledk̊u, vrát́ıme se zpět na simplex použit́ım zpětné

transformace. Ačkoliv je tento postup jednoduchý, v některých př́ıpadech je nutné

dát si pozor právě na správnou interpretaci výsledk̊u v souřadnićıch, protože jsou

tyto vyjádřeny v podobě logaritmů pod́ıl̊u skupin složek kompozic.

3.6 Odej́ıt či z̊ustat na simplexu

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak statisticky analyzovat kompozičńı data, je transfor-

movat kompozice do reálného prostoru užit́ım vhodné log-ratio transformace a

potom aplikovat standardńı statistické metody; po obdržeńı výsledk̊u se vrátit

zpět do simplexu užit́ım inverzńı log-ratio transformace a výsledky interpretovat.

Jediným rozd́ılem mezi log-ratio př́ıstupem, který byl v této podobě navržený již

Johnem Aitchisonem v 80. letech minulého stolet́ı, a principem práce v souřadnićıch

je doporučené použit́ı ortonormálńıch (ilr) souřadnic ve druhém př́ıstupu. Avšak

oba př́ıstupy jsou v podstatě stejné, protože problémy kv̊uli singulárńı variančńı

matici v př́ıpadě clr transformace nebo nerespektováńı Aitchisonovy metriky
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(alr transformace) mohou být překonány použit́ım adekvátńıch algebraických

technik. Ćılem této kapitoly je srovnat oba př́ıstupy s ohledem na reprezentaci

pravděpodobnostńıch model̊u a odpov́ıdaj́ıćıch očekáváńı.

Log-ratio př́ıstup byl dlouho považován za transformačńı techniku podob-

nou log-normálńımu modelu: log transformaćı náhodné veličiny s log-normálńım

rozděleńım dostaneme normálně rozdělenou náhodnou veličinu. Obě náhodné

proměnné předpokládaj́ı R jako výběrový prostor, ačkoliv u prvńı z nich je tento

omezen kladnými hodnotami. Pozornost nebyla věnována faktu, že R+ je eukli-

dovský prostor s vlastńımi operacemi, metrikou a př́ıslušnou mı́rou. Tento typ

transformačńı úvahy je spojen s tradičńım Aitchisonovým log-ratio př́ıstupem.

Alternativou je zvážit R+ jako prostor odlǐsný od R a pak věnovat speciálńı po-

zornost př́ıslušné mı́̌re (referenčńı mı́ra). V R Lebesgueova mı́ra označuje délku

λ(a, b) = ‖b − a‖ intervalu (a, b), zat́ımco mı́ra odpov́ıdaj́ıćı R+ je λ+(a, b) =

‖ ln b− ln a‖.

Pokud předpokládáme, že log-normálńı náhodná proměnná existuje v R, pře-

cháźıme z R+ do R, tedy vlastně odcháźıme z R+. Jestliže uvažujeme, že náhodná

proměnná má výběrový prostor R+ a jej́ı logaritmus je právě jej́ı souřadnićı, pak

řekneme, že z̊ustáváme v R+.

Podobný koncept může být použit pro náhodné kompozice. Výběrovým pro-

storem je SD s Aitchisonovou geometríı. To umožňuje souřadnicovou reprezen-

taci náhodné kompozice (př́ıstup z̊ustat). Alternativně můžeme transformovat

náhodnou kompozici na reálný náhodný vektor (př́ıstup odej́ıt). Jedńım z hlavńıch

d̊usledk̊u k př́ıstupu z̊ustat je nutnost užit́ı přirozené referenčńı mı́ry. Přirozenou

referenčńı mı́rou v SD je Aitchisonova mı́ra. Aitchisonova mı́ra v SD je jednoduše

definovaná užit́ım ortonormálńıch souřadnic. Mějme rovnoběžnostěn V v prostoru

ilr souřadnic RD−1. Lebesgueovu mı́ru tohoto útvaru, λ(V ), spoč́ıtáme jako součin

délek jeho hran. Potom U = ilr−1(V ) ⊆ SD má Aitchisonovu mı́ru λa(U) = λ(V ).

Princip práce v souřadnićıch spolu s př́ıstupem z̊ustat může být použit k de-

finováńı parametrických model̊u na simplexu, např́ıklad užit́ım funkce hustoty

ortonormálńıch souřadnic. V prostoru souřadnic je tato hustota klasickou husto-
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tou, jakou je hustota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re, ale na simplexu je to hustota

s ohledem na Aitchisonovu mı́ru. V plném log-ratio př́ıstupu (př́ıstup odej́ıt) je

náhodná kompozice transformována do reálného prostoru souřadnic (typicky alr

souřadnice). Zpětná transformace z log-ratio souřadnic do simplexu je vńımána

jako jednoduchá transformace reálného vektoru souřadnic do reálného vektoru

na simplexu (tj. náhodné kompozice). K źıskáńı hustoty náhodné kompozice

je požadován Jakobián k zajǐstěńı Lebesgueovy referenčńı mı́ry, předpokládané

v př́ıpadě souřadnic.

Standardńı statistické metody byly tradičně vyv́ıjeny za předpokladu eukli-

dovské geometrie v reálném prostoru. Jestliže má výběrový prostor jinou algebra-

icko-geometrickou strukturu (např. Aitchisonovu geometrii v př́ıpadě simplexu),

pak použit́ı standardńıch statistických metod neńı vhodné, můžeme tak doj́ıt

k matoućım, či dokonce chybným závěr̊um.

Teorie práce v souřadnićıch na simplexu je obecně stejná jako práce pomoćı

log-ratio př́ıstupu. Nicméně, když pracujeme v souřadnićıch, zd̊urazňujeme or-

tonormálńı souřadnice, jako jsou ilr souřadnice, nav́ıc analytik si může dovo-

lit vybrat nejlépe interpretovatelné souřadnice pro daný problém. V log-ratio

př́ıstupu jsou dostupné všechny log-ratio transformace (alr, clr a ilr), proto si ana-

lytik zdánlivě může vybrat nejlépe vyhovuj́ıćı transformaci pro každou konkrétńı

analýzu, pokud vezmeme v potaz jejich výhody a omezeńı. Avšak alr a clr vektory

nejsou souřadnice vzhledem k ortonormálńı bázi, a tud́ıž má každý z nich jistá

omezeńı. Nav́ıc princip práce v souřadnićıch je přirozeně spojen se strategíı z̊ustat

na simplexu, která použ́ıvá celou strukturu Aitchisonovy geometrie na simplexu

včetně Aitchisonovy mı́ry, např́ıklad k definováńı pravděpodobnostńıch hustot a

moment̊u.
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4 Skupiny složek a jejich bilance

Kapitola byla vypracována s využit́ım zdroj̊u [8], [9].

4.1 Úvod

Analýza kompozičńıch dat je založená na poměrech jejich složek, což je základ

pro hlubš́ı porozuměńı tomuto typu dat. Aitchisonova geometrie na simplexu je

založena na specifických operaćıch jako je perturbace a mocninná transformace

a definićıch Aitchisonovy vzdálenosti, normy a skalárńıho součinu.

Statistická analýza kompozičńıch dat tak obvykle vyžaduje interpretaci vý-

sledk̊u pomoćı pod́ıl̊u a logaritmů pod́ıl̊u (log-ratios), které jsou mnohem obt́ıžněǰśı

na interpretaci než reálné vektory ve standardńı mnohorozměrné analýze. Pro

zjednodušeńı analýzy můžeme složky seřadit tak, aby mohly být rozděleny do

dvou a v́ıce podmnožin, které jsou nějakým zp̊usobem lépe interpretovatelné.

Analytik se potom může zaj́ımat o studium složek kompozice ze dvou hledisek:

1. vztah nebo lépe bilance (rovnováha) mezi skupinami složek kompozice (me-

ziskupinová analýza),

2. chováńı složek ve skupině (vnitroskupinová analýza).

Skupiny složek mohou být vńımány jako podkompozice, nebo jako skupina

uvnitř celé kompozice. Podkompozičńı analýza je určena pro práci se složkami

ve skupině a vztahy vzhledem k ostatńım skupinám jsou z analýzy vyloučeny.

Pro studium vztah̊u mezi podkompozicemi byl v literatuře [1] zaveden koncept

amalgamace neboli sloučeńı několika složek kompozice do nové složky. Později

se ale ukázalo, že nelineárńı charakter amalgamace vzhledem k Aitchisonově ge-

ometrii vede k problémům. Amalgamace složek uvnitř každé skupiny může být

relevantńı, pokud má jasný, dobře definovaný smysl a slouž́ı např́ıklad ke stu-

diu variability nově vzniklé kompozice. Když srovnáme analýzu amalgamovaných

složek kompozice s kompozičńı analýzou p̊uvodńıch složek, očekávali bychom, že

obě analýzy budou zaměnitelné a jejich interpretace si bude odpov́ıdat. Bohužel
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většinou je pravdou pravý opak tohoto očekáváńı. Amalgamace nezachovává Ait-

chisonovu vzdálenost na simplexu a vzdálenost amalgamovaných kompozic tak

maj́ı složité, nemonotónńı chováńı vzhledem ke vzdálenostem p̊uvodńıch kompo-

zic. V následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme jeden z d̊uvod̊u zavedeńı nového postupu

pro sńıžeńı dimenze kompozice.

Př́ıklad 4.1. Mějme tř́ısložkovou náhodnou kompozici xj = [xj1, xj2, xj3] , j =

1, 2, . . . , J , jej́ı střed spoč́ıtáme jako geometrický pr̊uměr složek kompozice

cen(x) = C

( J∏
j=1

xj1

)1/J

,

(
J∏
j=1

xj2

)1/J

,

(
J∏
j=1

xj3

)1/J
 .

Nyńı na kompozici provedeme amalgamaci do dvou složek,

C

( J∏
j=1

xj1

)1/J

+

(
J∏
j=1

xj2

)1/J

,

(
J∏
j=1

xj3

)1/J
 . (1)

Očekávali bychom, že střed nově vzniklé kompozice C[xj1 +xj2, xj3], j = 1, 2, . . . , J

bude vypadat stejně jako (1). Nı́̌ze si ovšem m̊užeme všimnout, že střed nové

kompozice je odlǐsný:

C

( J∏
j=1

(xj1 + xj2)

)1/J

,

(
J∏
j=1

xj3

)1/J
 .

Navzdory nechtěnému chováńı je operace amalgamace složek kompozice v praxi

často už́ıvaná, protože je jednoduchá a očividně intuitivńı zp̊usob sloučeńı složek

kompozice slouž́ı předevš́ım k źıskáńı nižš́ı dimenze kompozičńıch dat. Pokud se

ovšem zaj́ımáme o analýzu jak celé kompozice, tak reprezentace nižš́ı dimenze,

potřebujeme alternativńı a správný zp̊usob analýzy seskupováńı složek uvnitř

kompozice. Hlavńım požadavkem je snadná interpretovatelnost a kompatibilita

s Aitchisonovou geometríı na simplexu.

23



4.2 Ortonormálńı báze postupného binárńıho děleńı

4.2.1 Postupné binárńı děleńı

Jak již bylo zmı́něno, kompozičńı vektory o D složkách jsou často děleny do

skupin prezentuj́ıćı jistý vztah. Mějme nyńı kompozici [x1, . . . , xn] na simplexu

o D složkách. Každé rozděleńı složek kompozice do skupin může být vńımáno

jako mezikrok při postupném binárńım děleńı složek kompozice. V prvńım kroku

binárńıho děleńı źıskáme dvě skupiny složek, v druhém kroku rozděĺıme jednu

skupinu z prvńıho pořad́ı na dvě skupiny; postup opakujeme tak dlouho, dokud

v každé skupině nebude pouze jedna složka. Počet krok̊u, než postupné binárńı

děleńı složek dospěje ke konci, je D−1. Postupné binárńı děleńı můžeme vyjádřit

v tabulce, kdy v každém kroku označ́ıme složky prvńı skupiny symbolem ’+’,

složky druhé skupiny ’−’ a složky, jichž se daný krok děleńı netýká, jako 0.

Ukažme si použit́ı tohoto postupu na následuj́ıćım př́ıkladu:

Př́ıklad 4.2. Mějme kompozici složenou ze šesti složek [x1, x2, x3, x4, x5, x6], kde

každá složka kompozice zastupuje chemický prvek obsažený v minerálńı vodě Mat-

toni. Postupně se jedná o složky Mg2+, Ca2+, Na+, Cl−, SO−4 , HCO−3 .

V prvńım kroku od sebe odděĺıme kationty a anionty, ve druhém kroku odděĺıme

prvky hořč́ık a vápńık od sod́ıku z d̊uvodu postaveńı v periodické tabulce prvk̊u (Mg

a Ca jsou kovy alkalických zemin). Následně odděĺıme složky ve zbylé dvojici kati-

ont̊u. Ve skupině aniont̊u nejprve odděĺıme bezkysĺıkatou s̊ul od soĺı kysĺıkatých a

následně i složky kysĺıkatých soĺı - SO−4 , HCO−3 . Výsledek je zobrazen v následuj́ıćı

tabulce:

Krok x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 + + + − − −
2 + + − 0 0 0
3 + − 0 0 0 0
4 0 0 0 + − −
5 0 0 0 0 + −
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4.2.2 Ortonormálńı báze děleńı

V daľśım se budeme snažit dát do souvislosti ortonormálńı báze SD s pos-

tupným binárńım děleńım. Z každého postupného binárńıho děleńı můžeme totiž

źıskat ortonormálńı bázi na simplexu s odpov́ıdaj́ıćımi souřadnicemi, zvanými

bilance mezi skupinami prvk̊u. Tyto bilance (vlastně ilr souřadnice) můžeme

následně použ́ıt ve vnitro- i meziskupinové analýze. Předpokládejme, že v l-

tém kroku binárńıho děleńı, l = 1, . . . , D − 1, oddělujeme složky xk+1, . . . , xk+r

(r složek) od xk+r+1, . . . , xk+r+s (s složek). Nav́ıc můžeme uvažovat i zbývaj́ıćı

složky z předchoźıch děleńı. Ty jsou reprezentovány k složkami x1, . . . , xk, resp. j

složkami xk+r+s+1, . . . , xD. To znamená, že D = k+r+s+j, l ≤ D−r−s+1 a že

k a j mohou být 0. Jednotkový vektor ortonormálńı báze na simplexu vzniklý v l-

tém kroku binárńıho děleńı nazýváme bilančńı element, který definujeme takto:

el = C

exp (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k složek

, a, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
r složek

, b, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
s složek

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j složek

)

 ,
kde

a =

√
s√

r(r + s)
, b =

−
√
r√

s(r + s)
. (2)

Pro každé binárńı děleńı tento vztah jednoznačně definuje ortonormálńı bázi,

avšak znaménka odpov́ıdaj́ıćı složkám v tabulce mohou být změněna k źıskáńı

báźı, které se lǐśı jen v orientaci. Také r̊uzná binárńı děleńı mohou souviset s orto-

gonálńımi bázemi, které se pouze lǐśı pořad́ım jednotlivých kompozic v bázi nebo

permutaćı složek v rámci těchto kompozic.

Př́ıklad 4.3. Z binárńıho děleńı z předchoźıho př́ıkladu vypoč́ıtáme ortonormálńı

bázi. Máme pět krok̊u binárńıho děleńı, tzn. že dostaneme pět vektor̊u ortonormálńı

báze, které vypoč́ıtáme dle vztahu (2).

e1 =
[
e

1√
6 , e

1√
6 , e

1√
6 , e
− 1√

6 , e
− 1√

6 , e
− 1√

6

]
,

e2 =
[
e

1√
6 , e

1√
6 , e
−
√
2√
3 , 1, 1, 1

]
,
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e3 =
[
e

1√
2 , e
− 1√

2 , 1, 1, 1, 1
]
,

e4 =
[
1, 1, 1, e

√
2√
3 , e
− 1√

6 , e
− 1√

6

]
,

e5 =
[
1, 1, 1, 1, e

1√
2 , e
− 1√

2

]
.

Projekce kompozice x ∈ SD na źıskané jednotkové kompozičńı vektory orto-

normálńı báze jsou poč́ıtány užit́ım kartézského součinu mezi danou kompozićı a

odpov́ıdaj́ıćım bázovým elementem, x∗l = 〈x, el〉a. Jsou to vlastně souřadnice x

vzhledem k bilančńımu elementu el, l = 1, 2, . . . , D − 1:

x∗l = ln

[
(xk+1 · · · xk+r)

√
s/(r(r+s))

(xk+r+1 · · ·xk+r+s)
√
r/(s(r+s))

]
=

√
rs

r + s
ln

(
∏r

i=1 xi)
1/r(∏r+s

i=r+1 xi
)1/s

.

Konstrukce x∗l intuitivně ukazuje, proč se x∗l označuje jako bilance mezi sku-

pinami složek xk+1, . . . , xk+r a xk+r+1, . . . , xk+r+s, a proč el je nazýván bilančńım

elementem pro dvě skupiny složek kompozice. Pod́ıvejme se, v jakém budou tvaru

pro postupné binárńı děleńı kompozice z Př́ıkladu 4.2.

Př́ıklad 4.4. Pomoćı báze źıskáme souřadnice, zvané bilance, d́ıky ńımž se m̊užeme

pohybovat v reálném prostoru dimenze D − 1.

x∗1 = ln

[
(x1x2x3)

1√
6

(x4x5x6)
1√
6

]
=
√

9
6

ln (x1x2x3)1/3

(x4x5x6)1/3
,

x∗2 = ln

[
(x1x2)

1√
6

(x3)

√
2√
3

]
=
√

2
3

ln (x1x2)1/2

x3
,

x∗3 = ln

[
(x1)

1√
2

(x2)
1√
2

]
==

√
1
2

ln x1
x2
,

x∗4 = ln

[
(x4)

√
2√
3

(x5x6)
1√
6

]
=
√

2
3

ln x4
(x5x6)1/2

,

x∗5 = ln

[
(x5)

1√
2

(x6)
1√
2

]
=
√

1
2

ln x5
x6
.
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4.3 Projekce na podkompozici

Jak v́ıme, podkompozice je kompozice vytvořená z vybraných složek p̊uvodńı

kompozice. Proces, jak źıskat podkompozici, je jednoduchý: máme kompozici

v SD, vybereme r složek (popsané množinou index̊u R) a výslednou R-pod-

kompozici źıskáme tak, že aplikujeme operaci uzávěru odpov́ıdaj́ıćı reprezen-

taci podkompozice na simplexu Sr. Výslednou podkompozici v tomto kontextu

označujeme sub(x;R). Indexy složek nezahrnutých v R označ́ıme jako R. Je

d̊uležité poznamenat, že R-podkompozice obsahuje pouze informace o pod́ılech

mezi složkami, jejichž indexy jsou v R, ostatńı pod́ıly jsou ignorovány.

Mějme kompozici x ∈ SD a hledejme kompozici xR ∈ SD, která obsahuje

pouze informace R-podkompozice a nav́ıc Aitchisonova vzdálenost da(x,xR) je

minimálńı. Tyto vlastnosti splňuje

xR = [x1, x2, . . . , xr, a, . . . , a] , (3)

kde

a =

(
r∏
i=1

xi

) 1
r

,

přičemž jsme pro jednoduchost zvolili R = {1, 2, . . . , r}. Zaj́ımavým faktem je,

že ‖xR‖a = ‖sub(x;R)‖a, kde normu poč́ıtáme na r̊uzných výběrových prosto-

rech (SD a Sr). To znamená, že R-podkompozice v Sr může být reprezentována

pomoćı xR, která je stále v SD, a proto xR je kompozice souvisej́ıćı s R-podkom-

pozićı.

Z geometrického úhlu pohledu je xR ortogonálńı projekćı x na podprostor

definovaný podkompozićı. Tato operace může být jednoduše představena pomoćı

odpov́ıdaj́ıćıch souřadnic. Podrobněji se tomuto tématu budeme věnovat v daľśıch

kapitolách.

4.3.1 Vnitroskupinová analýza: podkompozice

Ortonormálńı báze odpov́ıdaj́ıćı postupnému binárńımu děleńı může být použi-

ta na definováńı ortonormálńı báze (
”
podbáze“) souvisej́ıćı se skupinami složek
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kompozice. Necht’ ei, i = 1, . . . , D − 1, je ortonormálńı báze binárńıho děleńı a

xk+1, . . . , xk+r je skupina složek źıskaná v l-tém kroku binárńıho děleńı. Soustře-

d́ıme se na r prvkovou podkompozici (R-podkompozici) definovanou množinou

index̊u R = {k + 1, k + 2, . . . , k + r}

sub(x;R) = C [xk+1, . . . , xk+r] .

Prvek p̊uvodńı báze ej je v podbázi (tj. bázi odpov́ıdaj́ıćı podkompozici), pokud

sub(ej;R) 6= nr, kde nr = [1/r, 1/r, . . . , 1/r] je neutrálńı prvek v Sr. Prvky báze,

kde sub(ej;R) = nr nesouviśı se skupinou složek odpov́ıdaj́ıćıch množině index̊u

R (R-skupinu složek), protože nás neinformuj́ı o jej́ı vnitřńı struktuře.

Bázové kompozice źıskané z postupného binárńıho děleńı do l-tého kroku

včetně nejsou spojeny sR-skupinou. Pouze r−1 zbývaj́ıćıch kompozic el+1, . . . , eD−1

jsou spojeny s R-skupinou: ty složky, jejichž indexy k+1, . . . , k+r nejsou stejné.

Podbáze R-skupiny generuje podprostor dimenze r− 1, SD(R) ⊂ SD. Hlavńı

charakteristikou tohoto podprostoru je, že ortogonálńı projekce kompozice z SD

do SD(R)R-podkompozici neovlivńı. Jinak řečeno, pod́ıly složek vR-podkompozici

mohou být studovány př́ımo v SD(R) po projekci, která sńıž́ı dimenzi z D−1 na

r − 1.

Jsou dva možné zp̊usoby, jak studovat R-podkompozici nějakého datového

souboru: bud’ vybrat R-podkompozici z dat a potom ji analyzovat, nebo nejprve

źıskat souřadnice vzhledem k bázi a potom vybrat ty souřadnice, které odpov́ıdaj́ı

R-podbázi.

Ve druhém př́ıpadě necht’ x∗i , i ∈ R∗ jsou souřadnice vzhledem k R-podbázi,

kde R∗ je množina r− 1 index̊u odpov́ıdaj́ıćıch souřadnic. Je třeba poznamenat,

že indexy mohou být v libovolném pořad́ı. Projekci dat do SD(R) źıskáme jako⊕
i∈R∗(x

∗
i�ei), což je stále kompozice o D složkách, ačkoliv je v prostoru dimenze

r − 1. Abychom źıskali efektivńı sńıžeńı dimenze, muśıme ji reprezentovat v Sr.

Abychom to mohli učinit, muśıme naj́ıt reprezentačńı bázi hi ∈ Sr tak, že pro

libovolné x ∈ SD,

sub(x;R) =
⊕
i∈R∗

(x∗i � hi).
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Vhodnou reprezentačńı báźı je hi = sub(ei;R), kde ei jsou prvky podbáze

spojené s R-skupinou. Výhodou tohoto př́ıstupu je, že po źıskáńı podkompozice

nepotřebujeme znovu poč́ıtat souřadnice, jako jsou právě ty odpov́ıdaj́ıćı prvk̊um

podbáze souvisej́ıćıch s R-skupinou.

Př́ıklad 4.5. Teorii si ukážeme opět na př́ıkladu s minerálńı vodou Mattoni.

Pod́ıváme se, jak vypadá podkompozice kationt̊u - Mg2+, Ca2+, Na+. Vybrali

jsme si tedy 3 indexy, tzn. máme množinu index̊u R = {1, 2, 3}. Souřadnice

odpov́ıdaj́ıćı této skupině jsou x∗2 =
√

2
3

ln (x1x2)1/2

x3
, x∗3 =

√
1
2

ln x1
x2

. Vybrané repre-

zentačńı podbáze jsou h2 = sub(e2, R) =
[
e1/
√

6, e1/
√

6, e−
√

2/
√

3
]
,h3 = sub(e3, R)

=
[
e1/
√

2, e−1/
√

2, 1
]
, pro R = {1, 2, 3}. Vı́me, že sub(x;R) =

⊕
i∈R∗(x

∗
i � hi).

Pro náš konkrétńı př́ıklad máme

(x∗2 � h2) = C
[
(x1x2)1/2, (x1x2)1/2, x3

]
,

(x∗3 � h3) = C
[
x1, x2, (x1x2)1/2

]
.

Potom tedy

sub(x, R) = C [x1, x2, x3] .

4.3.2 Podkompozice jako ortogonálńı projekce

Pro lepš́ı porozuměńı bilančńıch souřadnic a podprostoru, který souviśı se

skupinou složek kompozice, je zapotřeb́ı formálńıho popisu situace. Hlavńım poj-

mem je podprostor spojený se skupinou složek, který nás odkazuje na projekce

motivované vnitroskupinovou analýzou.

Necht’ R je neprázdná množina index̊u z množiny 1, 2, . . . , D a r je počet

index̊u v R, tzn. 1 ≤ r = Card(R) ≤ D − 1.

Definice 4.1. Kompozice x ∈ SD je spojená s R-skupinou, jestlǐze sub(x;R) 6=

nr, sub(x;R) = nD−r, kde R ∪ R = 1, 2, . . . , D, R ∩ R = ∅ a nr, nD−r jsou
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neutrálńı prvky Sr a SD−r. Množinu kompozic spojených s R-skupinou, doplněná

neutrálńım prvkem SD, nD, označ́ıme SD(R).

Věta 4.1. SD(R) je (r − 1)-dimenzionálńım podprostorem SD.

Důkaz: Pokud se r = 1, pak nr = [1] a pro všechny kompozice x ∈ SD plat́ı

sub(x;R) = nr, což je ve sporu s Definićı 4.1. Jedinou složkou v SD(R) je pak

nD, je to tedy degenerovaný podprostor nulové dimenze. Pro 2 ≤ r ≤ D − 1

je SD(R) uzavřený na operace perturbace a mocninná transformace, tud́ıž je

to podprostor SD. Nyńı necht’ ei, i = 1, 2, . . . , r − 1, tvoř́ı ortonormálńı bázi

v Sr a předpokládejme, že R-složky umı́st́ıme na prvńıch r pozic v kompo-

zici. Pro źıskáńı ortonormálńıch kompozic o D složkách doplńıme kompozičńı

vektor o D − r stejných (jednoznačně určených) konstant ai tak, že źıskáme

zi = [ei1, ei2, . . . , eir, ai, . . . , ai] , ‖zi‖a = 1. Kompozice zi jsou ortonormálńı a patř́ı

do SD(R). Dimenze SD(R) je tedy větš́ı nebo rovna r − 1. Kdyby tato dimenze

byla s1 ≥ r, pak dimenze SD(R) by byla s2 ≥ D−r, ale pak s1 +s2 ≥ D > D−1.

Protože SD(R) a SD(R) jsou ortogonálńı, pak součet jejich dimenźı by měl být

menš́ı nebo roven D − 1. Proto dimenze SD(R) je r − 1.

�

Definice 4.2. SD(R) se nazývá podprostor spojený s R-skupinou složek kompo-

zice.

Věta 4.2. Necht’ R definuje skupinu r složek, 2 ≤ r ≤ D − 1 źıskaných v po-

stupném binárńım děleńı o počtu krok̊u l, l < D−1, a necht’ ei, i = 1, 2, . . . , D−1,

je odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı báze. Necht’ x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
D−1 jsou souřadnice x ∈ SD

vzhledem k této bázi. Pak plat́ı:

1. báze obsahuje r−1 prvk̊u, které tvoř́ı podbázi pro SD(R), jsou to ej, j ∈ R∗,

2. ortogonálńı projekce x na SD(R) má souřadnice x∗j pro j ∈ R∗ a 0 jinde,

3. hj = sub(ej;R), j ∈ R∗ tvoř́ı ortonormálńı bázi Sr,

4. souřadnice sub(x;R) vzhledem k bázi hj, j ∈ R∗, jsou x∗j .
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Důkaz: Vı́me, že prvky báze, které vycháźı z postupného binárńıho děleńı až

do l-tého kroku, s R-skupinou nesouviśı. Abychom źıskali děleńı R-skupiny do

jednosložkových podskupin, potřebujeme r−1 krok̊u postupného binárńıho děleńı

R-skupiny, z tohoto děleńı źıskáme podbázi v SD(R), tedy ej, j ∈ R∗. K těmto

r − 1 prvk̊um podbáze źıskáme souřadnice x∗j , j ∈ R∗. Nyńı bychom potřebovali

sńıžit dimenzi z SD(R) na Sr. K tomu nám poslouž́ı reprezentačńı báze hj, kterou

vybereme z již źıskané ortonormálńı báze, dimenze této báze však bude pouze r. I

přesto se stále jedná o ortonormálńı bázi, tentokrát však prostoru Sr. Souřadnice

podkompozice vzhledem k této reprezentačńı bázi jsou ty samé souřadnice x∗j .

�

Př́ıklad 4.6. Mějme R = {1, 2, 3} skupinu o r = 3 složkách źıskaných ve

druhém kroku postupného binárńıho děleńı v Př́ıkladu 4.2. Ortonormálńı báze

a souřadnice źıskané v tomto postupném binárńım děleńı jsou uvedeny v Př́ıkladu

4.3 a 4.4. Pro tuto skupinu máme bázi obsahuj́ıćı dva prvky e2, e3 a těmto prvk̊um

odpov́ıdaj́ı souřadnice x∗2, x∗3. Reprezentačńı báze odpov́ıdaj́ıćı této podkompozici

obsahuje dva vektory:

h2 = sub(e2;R) =
[
e1/
√

6, e1/
√

6, e−
√

2/
√

3
]
,

h3 = sub(e3, R) =
[
e1/
√

2, e−1/
√

2, 1
]
.

Souřadnice odpov́ıdaj́ıćı těmto ortonormálńım báźım jsou stále x∗2, x∗3.

Důsledek 4.1. Ortogonálńı projekce kompozice na podprostor R-skupiny složek

neovlivńı hodnoty složek R-podkompozice.

Př́ıslušná ortonormálńı projekce kompozice x na R-podkompozici, xR, bude

(po př́ıpadném přeindexováńı složek) přesně ve tvaru (3). Tato projekce přitom

eliminuje všechnu informaci, která neńı vztažená k R-podkompozici, a tedy mů-

žeme identifikovat projekci s př́ıslušnou R-podkompozićı. Tato úvaha je přesněji

zformulována v následuj́ıćı větě, kde ortonormálńı báze nutně nesouviśı s po-

stupným binárńım děleńım.
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Věta 4.3. Necht’ {ej, j ∈ R∗}, je množina r− 1 ortonormálńıch kompozic v SD.

Tato množina je ortonormálńı báźı SD(R) tehdy a jen tehdy, jestlǐze ∀x ∈ SD

plat́ı sub(x;R) = sub(
⊕

j∈R∗(x
∗
j � ej);R), kde x∗j = 〈x; ej〉a.

Důkaz: Předpokládejme, že ej, j ∈ R∗ tvoř́ı ortonormálńı bázi SD(R) a doplňme

je na ortonormálńı bázi v SD D − r kompozicemi ek, k ∈ R
∗
. Tyto kompozice

splňuj́ı sub(ek;R) = nD, protože dimenze SD(R) je r − 1. Tvrzeńı věty pak

źıskáme tak, že vezmeme R-podkompozici z reprezentace kompozice x.

Nyńı předpokládejme, že věta plat́ı. Potom ej, j ∈ R∗ je r−1 ortonormálńıch

kompozic, které tvoř́ı ortonormálńı bázi SD s D − r prvky ek, k ∈ R
∗
. Každá

kompozice x ∈ SD je vyjádřena jako x =
⊕

i(x
∗
i � ei). Toto plat́ı specielně pro

ek, k ∈ R
∗

a vztah v tvrzeńı věty se redukuje na sub(ek;R) = nr. Z toho vyplývá,

že ek, k ∈ R
∗

nelež́ı v SD(R) a tvoř́ı ortonormálńı bázi ortogonálńıho doplňku

SD(R). Jestliže předpokládáme, že ej, j ∈ R∗ jsou ortogonálńı k ek, k ∈ R
∗
, pak

ty prvńı lež́ı v podprostoru SD(R).

�

Důsledek 4.2. Pod́ıly a logaritmy pod́ıl̊u prvk̊u v R-podkompozici jsou stejné jako

poměry a log-ratio R-prvk̊u v ortogonálńı projekci na SD(R).

4.4 Meziskupinová analýza: bilance

K reprezentaci vztahu mezi skupinami složek použ́ıváme odpov́ıdaj́ıćı sou-

řadnice - bilance. To obecně zp̊usobuje sńıžeńı dimenze - je méně skupin než

složek - a tud́ıž potřebujeme reprezentaci na simplexu s nižš́ı dimenźı. Ačkoliv se

tato situace podobá vnitroskupinové analýze, vyskytuj́ı se v tomto př́ıpadě nav́ıc

normalizačńı konstanty, a to z toho d̊uvodu, že je obecně v každé skupině r̊uzný

počet složek.

Předpokládejme, že máme bilance mezi l + 1 skupinami, které tvoř́ı děleńı

celé množiny D složek (např. postupné binárńı děleńı). Necht’ ei, i = 1, . . . , l,

jsou prvky báze odpov́ıdaj́ıćı postupnému binárńımu děleńı až do požadovaného

kroku. Odpov́ıdaj́ıćı souřadnice x∗i , i = 1, . . . , l, jsou bilance mezi skupinami

složek a zahrnuj́ı všechny informace o vztaźıch mezi skupinami.
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Explicitńı vyjádřeńı ortogonálńı projekce kompozice na bilančńı element,

x∗i�ei, pro jakékoliv i ≤ l, nám umožńı lepš́ı pohled na to, co bilance reprezentuj́ı.

Předpokládejme, že v i-tém kroku oddělujeme dvě skupiny složek tvořené r a s

složkami (viz. kapitola 4.2.2). Potom

x∗i�ei = C


(
k+r+s∏
i=k+1

xi

) 1
r+s

︸ ︷︷ ︸
k opakovaných složek

,

(
k+r∏
i=k+1

xi

) 1
r

︸ ︷︷ ︸
r opakovaných složek

,

(
k+r+s∏
i=k+r+1

xi

) 1
s

︸ ︷︷ ︸
s opakovaných složek

,

(
k+r+s∏
i=k+1

xi

) 1
r+s

︸ ︷︷ ︸
j opakovaných složek

 ,

kde k+r+s+j = D. Muśıme si uvědomit, že každá p̊uvodńı složka ve skupině je

nahrazena geometrickým pr̊uměrem složek zahrnutých v této skupině. Mimo sku-

pinu je každá složka nahrazena geometrickým pr̊uměrem všech složek zahrnutých

v obou skupinách. Bilančńı prvky ei, i = 1, . . . , l, tvoř́ı ortogonálńı bázi podpro-

storu a projekce x na tento podprostor je kompozice o D složkách, ve které jsou

uvažovány pouze vztahy mezi složkami odpov́ıdaj́ıćımi r̊uzným skupinám a in-

formace o vnitroskupinových vztaźıch byly eliminovány. Vyjádřeńı této projekce

je

l⊕
i=1

(x∗i�ei) = C


(

r1∏
j=1

xj

) 1
r1

︸ ︷︷ ︸
r1 opakovaných složek

,

(
r2∏
j=1

xr1+j

) 1
r2

︸ ︷︷ ︸
r2 opakovaných složek

, · · · ,

(
rl∏
j=1

xn+1−j

) 1
rl+1

︸ ︷︷ ︸
rl+1 opakovaných složek

 ,

kde r1, . . . , rl+1 jsou počty složek každé z l + 1 skupin źıskaných v l-tém kroku

binárńıho děleńı.

Bilančńı souřadnice x∗i , i = 1, 2, . . . , l, můžeme reprezentovat v l+1-složkovém

simplexu o dimenzi l, s l + 1 prvky a dimenze l. Abychom to mohli udělat,

potřebujeme vybrat ortonormálńı bázi a přǐradit každé bilančńı souřadnici x∗i , i =

1, 2, . . . , l, vektor reprezentačńı báze, hi, stejně jako pro podkompozice. Pak bi-

lance mezi skupinami mohou být reprezentovány v S l+1 jako
⊕l

i=1(x∗i � hi).

Ačkoliv je výběr reprezentačńı báze libovolný, většinou ji konstruujeme následovně:

V l-tém kroku postupného binárńıho děleńı máme požadované skupiny složek.
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Každá skupina může být brána jako jedna složka, pak tedy postupné binárńı

děleńı do l-tého kroku ztotožńıme s postupným binárńım děleńım l + 1 složek;

odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı báze S l+1 tedy může být brána jako reprezentačńı báze

hi, i = 1, 2, . . . , l.

Př́ıklad 4.7. Mějme dáno postupné binárńı děleńı z Př́ıkladu 4.2. Zájem je

soustředěn na krok l = 2, kde rozdělujeme skupinu kationt̊u. Dle předchoźı te-

orie si tedy vybereme bázi

e1 =
[
e

1√
6 , e

1√
6 , e

1√
6 , e
− 1√

6 , e
− 1√

6 , e
− 1√

6

]
a

e2 =
[
e

1√
6 , e

1√
6 , e
−
√
2√
3 , 1, 1, 1

]
,

odpov́ıdaj́ıćı souřadnice jsou x∗1 =
√

9
6

ln (x1x2x3)1/3

(x4x5x6)1/3
a x∗2 =

√
2
3

ln (x1x2)1/2

x3
. Orto-

gonálńı projekce kompozice na bilančńı element vypadá následovně:

(x∗1�e1) = C
[
(x1x2x3)1/3, (x1x2x3)1/3, (x1x2x3)1/3, (x4x5x6)1/3, (x4x5x6)1/3, (x4x5x6)1/3

]
,

(x∗2 � e2) = C
[
(x1x2x3)1/3, (x1x2x3)1/3, (x1x2x3)1/3, (x1x2)1/2, (x1x2)1/2, x3

]
.

A potom projekci, ve které jsou vnitroskupinové vztahy eliminovány, źıskáme jed-

noduše:

2⊕
i=1

(x∗i � ei) = C
[
(x1x2)1/2, (x1x2)1/2, x3, (x4x5x6)1/3, (x4x5x6)1/3, (x4x5x6)1/3

]
.

4.5 Podkompozičńı a bilančńı dominance pro vzdálenosti

Důležitou vlastnost́ı analýzy skupin složek je zachováńı požadovaných vlast-

nost́ı vzdálenosti na simplexu. Bylo ukázáno, že Aitchisonova vzdálenost v SD

mezi dvěma kompozicemi x a y může být vyjádřena jako obvyklá euklidovská

vzdálenost d́ıky souřadnićım vzhledem k ortonormálńı bázi,

d2
a(x,y) =

D−1∑
i=1

(x∗i − y∗i )2.
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Předpokládejme, že nás zaj́ımá l+1 skupin definovaných v l-tém kroku děleńı.

Prvky báze dané postupným binárńım děleńım mohou být rozděleny do skupin:

1. obsahuj́ıćı bilančńı prvky mezi skupinami daného děleńı, např. ei, i = 1, . . . , l,

2. obsahuj́ıćı podbáze př́ıslušné skupinám složek v děleńı; necht’ ej, j ∈ R∗k, je

podbáze, která souviśı s Rk-skupinou rk složek. Počet index̊u v R∗k je pak

rk − 1, kde
∑l+1

j=1(rk − 1) = D − l − 1 a
⋃l+1
k=1Rk = {l + 1, l + 2, . . . , D}.

Nyńı druhou mocninu vzdálenosti mezi kompozicemi můžeme rozdělit na

výrazy meziskupinových bilanćı a vnitroskupinových souřadnic,

d2
a(x,y) =

l∑
i=1

(x∗i − y∗i )2

︸ ︷︷ ︸
meziskupinová vzdálenost

+
l+1∑
k=1

∑
j∈R∗k

(x∗j − y∗j )2

︸ ︷︷ ︸
vnitro−k−skupinová vzdálenost

.

Součet výraz̊u pro i = 1, . . . , l, je př́ıspěvek meziskupinových bilanćı ke čtverci

vzdálenosti. Součet výraz̊u pro j ∈ R∗k je vnitroskupinový př́ıspěvek jednotlivých

Rk-skupin; každý d́ılč́ı součet představuje Aitchisonovu vzdálenost mezi x a y

měřenou v Rk-podkompozici.

Prvńım závěrem je, že podkompozičńı př́ınos ke čtverci vzdálenosti je domi-

nován vzdálenost́ı v SD,

d2
a(x,y) ≥

∑
j∈R∗k

(x∗j − y∗j ).

Druhým závěrem je, že meziskupinový př́ınos k druhé mocnině vzdálenosti je

rovněž dominován vzdálenost́ı v SD,

d2
a(x,y) ≥

l∑
i=1

(x∗i − y∗i ).

Tyto dvě výše uvedené vlastnosti jsou velmi d̊uležité pro bezespornou statis-

tickou analýzu kompozičńıch dat při práci se skupinami složek, at’ už prostřed-

nictv́ım bilanćı mezi skupinami složek nebo podkompozic. Nav́ıc všechny výrazy
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jsou čtvercové vzdálenosti měřené podél ortogonálńıch směr̊u - směr̊u prvk̊u or-

tonormálńı báze - a proto by dekompozice měla být interpretována jako Pytha-

gorova věta: čtvercové vzdálenosti jsou źıskány sečteńım čtvercových vzdálenost́ı

odpov́ıdaj́ıćıch ortogonálńıch př́ıspěvk̊u.
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5 Kovariančńı struktura bilanćı

Tato kapitola vycháźı z literatury [3].

Doposud jsme źıskané bilance interpretovali předevš́ım jako rovnováhy mezi

dvěma skupinami složek kompozice. Vzhledem k tomu, že veškerá informace

v kompozici je obsažena v pod́ılech mezi jej́ımi složkami, nab́ıźı se otázka, zda

pod́ıly (resp. logaritmy pod́ıl̊u) hraj́ı nějakou roli i při interpretaci bilanćı. Ná-

sleduj́ıćı věty, týkaj́ıćı se rozkladu kovariančńı struktury bilanćı na lineárńı kombi-

nace rozptyl̊u logaritmů pod́ıl̊u, jednu takovouto alternativńı interpretaci umožňuj́ı.

Tato vycháźı z hlavńı myšlenky metody hlavńıch komponent, kdy jsou rozptyly

proměnných ztotožněny s informaćı nesenou danými proměnnými. Než této my-

šlenky využijeme k interpretaci bilanćı, řekněme si, že pod pojmem log-kontrast

dané D-složkové kompozice x = [x1, . . . , xD] rozumı́me výraz

D∑
i=1

a′i lnxi = a(ln x)′,

kde
∑D

i=1 ai = 0. Specielně je pak i každá bilance log-kontrastem.

Kovariančńı struktura log-kontrast̊u je popsána následuj́ıćı větou, která je

dále použ́ıvána ve větách o rozptylech a kovarianćıch bilanćı.

Věta 5.1. Rozptyly a kovariance pro log-kontrasty a(ln x)′ a b(ln x)′ D-prvkové

kompozice x jsou

var [a(ln x)′] = −1

2
aTa′,

cov [a(ln x)′,b(ln x)′] = −1

2
aTb′,

kde T je variančńı matice kompozice x definovaná předpisem

T =

{
var

(
ln
xi
xj

)}D
i,j=1

.
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Věta 5.2. Zvolme libovolnou bilanci x∗ mezi dvěma disjunktńımi skupinami složek

kompozice tak, že i1, i2, . . . , ir jsou indexy r složek prvńı skupiny a j1, j2, . . . , js

jsou indexy s složek druhé skupiny. Pak rozptyl x∗ je

var(x∗) =
1

r + s

r∑
p=1

s∑
q=1

var

(
ln
xip
xjq

)
− s

2r(r + s)

r∑
p=1

r∑
q=1

var

(
ln
xip
xiq

)
−

− r

2s(r + s)

s∑
p=1

s∑
q=1

var

(
ln
xjp
xjq

)
.

Jak již bylo zmı́něno výše, rozptyl bilance x∗ je vlastně lineárńı kombinaćı

rozptyl̊u logaritmů pod́ıl̊u. Přitom rozptyly s kladným znaménkem vlastně cha-

rakterizuj́ı logaritmy pod́ıl̊u, které jsou touto bilanćı vysvětleny. Můžeme tak ř́ıci,

že bilance x∗ vysvětluje všechny logaritmy pod́ıl̊u mezi složkami jedné a druhé

skupiny. Ilustrujme si to na konkrétńım př́ıkladu:

Př́ıklad 5.1. Mějme opět postupné binárńı děleńı z Př́ıkladu 4.2. Jestlǐze se

zaj́ımáme o rozptyl bilance x∗1, dostaneme

var(x∗1) =
1

6

[
var

(
ln
x1

x4

)
+ var

(
ln
x1

x5

)
+ var

(
ln
x1

x6

)
+ var

(
ln
x2

x4

)
+

+var

(
ln
x2

x5

)
+ var

(
ln
x2

x6

)
+ var

(
ln
x3

x4

)
+ var

(
ln
x3

x5

)
+ var

(
ln
x3

x6

)]
−

− 1

12

[
var

(
ln
x1

x2

)
+ var

(
ln
x1

x3

)
+ var

(
ln
x2

x1

)
+ var

(
ln
x2

x3

)
+ var

(
ln
x3

x1

)
+

+var

(
ln
x3

x2

)]
− 1

12

[
var

(
ln
x4

x5

)
+ var

(
ln
x4

x6

)
+ var

(
ln
x5

x4

)
+ var

(
ln
x5

x6

)
+

+var

(
ln
x6

x4

)
+ var

(
ln
x6

x5

)]
.
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Pro úplnost se pod́ıvejme také na strukturu kovariance mezi dvěma bilancemi:

Věta 5.3. Necht’ jsou dány bilance x∗k, k = 1, 2, mezi dvěma skupinami tak, že

ik1, i
k
2, . . . , i

k
rk

jsou indexy rk složek prvńı skupiny a jk1 , j
k
2 , . . . , j

k
sk

jsou indexy sk

složek druhé skupiny. Pak kovariance mezi x∗1 a x∗2 je

cov(x∗1, x
∗
2) =

C

2r1s2

r1∑
p=1

s2∑
q=1

var

(
ln
xi1p
xj2q

)
+

C

2r2s1

r2∑
p=1

s1∑
q=1

var

(
ln
xi2p
xj1q

)
−

− C

2r1r2

r1∑
p=1

r2∑
q=1

var

(
ln
xi1p
xi2q

)
− C

2s1s2

s1∑
p=1

s2∑
q=1

var

(
ln
xj1p
xj2q

)
,

kde koeficient C je definován takto

C =

√
r1r2s1s2

(r1 + s1)(r2 + s2)
.

Poznámka 5.1. Necht’ I+
k =

{
ik1, i

k
2, . . . , i

k
rk

}
je množina index̊u rk složek prvńı

skupiny a J−k =
{
jk1 , j

k
2 , . . . , j

k
sk

}
je množina index̊u sk složek ze druhé skupiny.

Potom rozptyl bilance x∗k mezi těmito dvěma skupinami m̊užeme přepsat jako

var(x∗k) =
1∣∣I+

k

∣∣+
∣∣J−k ∣∣

∑
p∈I+k

∑
q∈J−k

var

(
ln
xp
xq

)
−

∣∣J−k ∣∣
2
∣∣I+
k

∣∣ (∣∣I+
k

∣∣+
∣∣J−k ∣∣)

∑
p∈I+k

∑
q∈I+k

var

(
ln
xp
xq

)
−

−
∣∣I+
k

∣∣
2
∣∣J−k ∣∣ (∣∣I+

k

∣∣+
∣∣J−k ∣∣)

∑
p∈J−k

∑
q∈J−k

var

(
ln
xp
xq

)
,

kde symbol
∣∣I+
k

∣∣ označuje kardinalitu množiny I+
k . Podobně kovariance mezi bi-

lancemi x∗1 a x∗2 m̊uže být přepsána jako

cov(x∗1, x
∗
2) =

C

2
∣∣I+

1

∣∣ ∣∣J−2 ∣∣
∑
p∈I+1

∑
q∈J−2

var

(
ln
xp
xq

)
+

C

2
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kde

C =

√ ∣∣I+
1

∣∣ ∣∣J−1 ∣∣ ∣∣I+
2

∣∣ ∣∣J−2 ∣∣
(
∣∣I+

1

∣∣+
∣∣J−1 ∣∣)(∣∣I+

2

∣∣+
∣∣J−2 ∣∣) .

Poznámka 5.2. Pokud zaměńıme ve vzorćıch z předchoźıch vět var
(

ln xp
xq

)
za

var
(

1√
2

ln xp
xq

)
(s přizp̊usobeńım př́ıslušných konstant), źıskáme rozptyly odpov́ı-

daj́ıćıch bilanćı jako lineárńı kombinace rozptyl̊u podkompozic (xp, xq).

Jestliže bilance zvoĺıme dle vztahu

x∗i =

√
D − i

D − i+ 1
ln

xi

D−i

√∏D
j=i+1 xj

, i = 1, . . . , D − 1, (4)

kovariančńı struktura se nám zjednoduš́ı. Tato volba bilanćı je v praxi velmi

obĺıbená, protože x∗1 obsahuje veškerou relativńı informaci složky x1 vzhledem

k ostatńım složkám kompozice (tj. vysvětluje všechny pod́ıly složky x1 a ostatńıch

složek).

Potom tedy

var(x∗i ) =
1

D − i+ 1

D∑
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(
ln
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)
− 1

2(D − i)(D − i+ 1)

D∑
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D∑
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(
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)

a

cov(x∗i , x
∗
j) =

C

2(D − j)

D∑
p=j+1

var

(
ln
xi
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)
+

C
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)
−

−C
2
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(
ln
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)
− C

2(D − i)(D − j)

D∑
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D∑
q=j+1

var

(
ln
xp
xq

)
,

kde

C =

√
(D − i)(D − j)

(D − i+ 1)(D − j + 1)
.
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5.1 Kovariančńı struktura tř́ısložkové kompozice

Statistická analýza tř́ısložkové kompozice je poměrně častá, protože j́ı od-

pov́ıdaj́ı dvě ortonormálńı souřadnice (bilance), jejichž hodnoty můžeme zobrazit

v rovinném grafu a udělat si tak dobrou představu o struktuře datového souboru.

Jak jsme viděli výše, obecné binárńı děleńı vede k poměrně složité interpretaci

kovariančńı struktury souřadnic. Pokud však spoč́ıtáme bilance dle vzorce (4),

dostaneme jednodušš́ı vyjádřeńı a pro D = 3 źıskáme následuj́ıćı souřadnice,

x∗1 =

√
2

3
ln

x1√
x2x3

, x∗2 =
1√
2

ln
x2

x3

s

var(x∗1) =
1

3
var

(
ln
x1

x2

)
+

1

3
var

(
ln
x1

x3

)
− 1

6
var

(
ln
x2

x3

)
, var(x∗2) =

1

2
var

(
ln
x2

x3

)
a

cov(x∗1, x
∗
2) =

1

2
√

3
var

(
ln
x1

x3

)
− 1

2
√

3
var

(
ln
x1

x2

)
.

Obecně může být rozptyl var
(

ln xi
xj

)
, i = 1, . . . , D použit jako mı́ra variability

poměru mezi xi a xj: pokud je rozptyl nulový (nebo téměř nulový), potom je

poměr xi/xj konstantńı, nebo alespoň téměř konstantńı. Tedy pro cov(x∗1, x
∗
2) = 0

je variabilita poměr̊u x1/x3 a x1/x2 stejná. Na druhou stranu může být nulová

kovariance také použita k závěru, že oba poměry maj́ı stejný pod́ıl na výsledném

rozptylu x∗1. Pokud je cov(x∗1, x
∗
2) > 0, resp. cov(x∗1, x

∗
2) < 0, ukáže se dominantńı

role x1/x3, resp. x1/x2.

Analogických závěr̊u bychom dosáhli také použit́ım př́ıslušného korelačńıho

koeficientu,

ρx∗1,x∗2 =
cov(x∗1, x

∗
2)√

var(x∗1) · var(x∗2)
.

Předchoźı úvaha může být použita k źıskáńı obecných doporučeńı pro inter-

pretaci bilanćı v př́ıpadě tř́ısložkové kompozice. Pod́ıly mezi složkami x1, x2, x3

jsou vysvětleny dvěma bilancemi, jejichž pozice očividně neńı stejná. Zmı́něný

41



výběr bilanćı odpov́ıdá d̊uležité roli poměru x2/x3, jak je znázorněno bilanćı x∗2.

Na druhou stranu prvńı bilance obsahuje veškerou relativńı informaci o x1. Domi-

nantńı roli jednoho z poměr̊u x1/x2 a x1/x3 pro výslednou hodnotu rozptylu x∗1

můžeme odvodit ze znaménka odpov́ıdaj́ıćı kovariance a korelačńıho koeficientu.

Nav́ıc ńızké rozptyly obou bilanćı (ale zejména té prvńı) a přibližně nulová kova-

riance znamená konstantńı pod́ıl x1 v kompozici, tedy konstantńı pod́ıly x1/x2 a

x1/x3.

Provedené teoretické úvahy z této i předchoźıch kapitol využijeme dále při

řešeńı př́ıkladu s reálnými daty pomoćı softwaru CoDaPack.
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6 Bilančńı dendrogram a použ́ıváńı programu

CoDaPack

V předchoźıch kapitolách jsme zjistili, že statistická analýza kompozičńıch

dat založená na Aitchisonově geometrii simplexu vyžaduje vytvořeńı odpov́ıdaj́ıćı

báze k reprezentaci dat. Jednoduchý a intuitivńı zp̊usob konstrukce této báze je

postupné binárńı děleńı kompozičńıho vektoru. Děleńı spolu se statistickými cha-

rakteristikami souřadnic (bilanćı) mohou být reprezentovány v grafu typu den-

drogram. V této kapitole bude představen program pro práci s kompozičńımi daty

zvaný CoDaPack a ukážeme, jak s jeho pomoćı statisticky analyzovat kompozice

a v neposledńı řadě, jak sestrojit a interpretovat bilančńı dendrogram.

Kapitola byla vytvořena za použit́ı zdroj̊u [7], [11].

6.1 Program CoDaPack

Tento program pro analýzu kompozičńıch dat je volně dostupný na internetu

(na adrese: http://ima.udg.edu/codapack/) a uživatelsky př́ıvětivý. CoDaPack

se skládá ze tř́ı menu (Data, Statistics a Graphs) pro Microsoft Excel za použit́ı

programovaćıho jazyka Visual Basic. Použ́ıváńı baĺıčku je jednoduché a intui-

tivńı, po instalaci se každá část zobrazuje jako menu nebo podmenu v Microsoft

Excel. Jesliže aktivujeme nějaký proces, otevře se nové okno a uživatel je vyzván

ke vložeńı proměnných a dotázán na konkrétńı možnosti vzhledem k vytvořeńı

grafických nebo numerických výsledk̊u. Numerické výsledky se zobraźı na stejném

listu, zat́ımco grafické výsledky se zobraźı v novém okně.

Analyzovaná data by měla být uložena na listu CoDaPack.xls, na který jsou

jednotlivé procedury navázány. Muśı být seřazeny do matice, jej́ıž sloupce od-

pov́ıdaj́ı složkám a řádky pozorováńım. Maximálńı velikost je 200 složek a 6000

pozorováńı. Prvńı řádek je ponechán pro označeńı (pojmenováńı) složek kom-

pozičńıho vektoru, př́ıpadně může z̊ustat prázdný.

V prvńım menu najdeme transformace mezi simplexem a reálným prostorem,

a naopak, jako je clr, alr a ilr transformace a jejich inverze, dále pak operace
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amalgamace a základńı algebraické operace na simplexu, mimo jiné perturbace,

mocninná transformace a operace uzávěru pro podkompozici. Druhé menu nab́ıźı

výpočet základńıch statistických charakteristik a test logistického normálńıho

rozděleńı (viz kapitola 7.3). A konečně třet́ı menu aktivuje grafické procesy: známé

ternárńı diagramy, grafy pro alr, clr a ilr transformovaná data, a dále biplot a

bilančńı dendrogram.

6.2 Bilančńı dendrogram

Bilančńı dendrogram byl vytvořen pro zobrazováńı postupného binárńıho

děleńı, bilanćı, dekompozice celkového rozptylu (rovného součtu rozptyl̊u jed-

notlivých bilanćı) a daľśıch jednorozměrných charakteristik.

Bilančńı dendrogram je sestaven z následuj́ıćıch část́ı:

• Označeńı složek ve spodńı části grafu.

• Horizontálńı úsečky, které spojuj́ı složky nebo skupiny složek. Tyto ho-

rizontálńı úsečky jsou užity pro reprezentaci popisných statistik bilanćı;

každá z nich reprezentuje stejně dlouhý interval.

• Vertikálńı spojeńı, jejichž délka je určena proporćı celkového rozptylu vy-

světlované bilance reprezentované horizontálńı př́ımkou v nižš́ım konci dané

spojnice.

Bilančńı dendrogram umožňuje zobrazeńı:

• Postupného binárńıho děleńı pomoćı vertikálńıch a horizontálńıch spojnic

v dendrogramu.

• Výběrového pr̊uměru odpov́ıdaj́ıćıho každé bilanci, což je bod, kde konč́ı

vertikálńı spojnice.

• Proporce výběrového celkového rozptylu odpov́ıdaj́ıćı každé bilanci, repre-

zentované délkou vertikálńı spojnice. Součet délek všech vertikálńıch spoj-

nic reprezentuje celkový rozptyl a dlouhá spojnice v určité části dendro-
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gramu znamená velkou variabilitu ve výběru (prostřednictv́ım rozptylu od-

pov́ıdaj́ıćı bilance). To odpov́ıdá tomu, že tato bilance vysvětluje velkou

část celkového rozptylu.

• Souhrnných statistik každé bilance, reprezentované box-plotem 0,05, 0,25,

0,50, 0,75 a 0,95-percentil̊u na každé horizontálńı úsečce.

Nyńı si tento obecný postup demonstrujeme na př́ıkladu, který nám zároveň

poslouž́ı jako návod pro vytvořeńı bilančńıho dendrogramu.

Data př́ıkladu tvoř́ı 10 r̊uzných minerálńıch vod a obsah minerál̊u v nich

(v mg/l). Tabulka byla vytvořena pouze z kationt̊u a aniont̊u, které byly obsaženy

v každé z uvedených minerálek (t́ım pádem jsme z analýzy vyloučili aniont chlo-

ridu, vyskytuj́ıćı se v předchoźıch př́ıkladech s minerálńı vodou Mattoni):

Nyńı si ve zkratce uvedeme, jak jsou pro nás jednotlivé minerály př́ınosné

(shrnuto ze zdroj̊u [5], [6]).

Ca2+ - kationt vápenatý, má velmi d̊uležitou roli při zvyšováńı mechanické

odolnosti tkáńı a dodává tkáńım, zejména kostem a zub̊um, jejich tvrdost a me-

chanickou odolnost.

Mg2+ - kationt hořečnatý, nepostradatelný prvek pro źıskáváńı energie na

všechny reakce, které souviśı s přeměnami energie v lidském těle. Funkce sval̊u,

přenos vzruchu a funkce nervové tkáně, tvorbu tuk̊u a b́ılkovin v těle, reakce
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d̊uležité pro ochranu před toxickými projevy.

Na+ - kationt sodný, je d̊uležitý pro udržeńı tzv. osmotického tlaku, který

zabraňuje př́ılǐsnému pronikáńı vody do buněk a iontové śıly tělńıch tekutin. Při

nedostatku sod́ıku se dostavuj́ı svalové křeče, bolesti hlavy a pr̊ujmy.

HCO−3 - hydrogenuhličitan, podporuje vylučováńı žaludečńı št’ávy a usnadňuje

tak tráveńı. Kromě toho napomáhá vstřebáváńı daľśıch minerálńıch látek i ně-

kterých lék̊u, např́ıklad antibiotik.

SO2−
4 - śıran, má silně proj́ımavé účinky, proto je vhodný pro pročǐstěńı.

6.2.1 Postup pro vytvořeńı bilančńıho dendrogramu

Nejprve v programu CoDaPack muśıme nač́ıst data; jak již bylo uvedeno, je

přitom nutné, aby byla data uložena jako excelovský dokument. V hlavńım menu

vybereme nab́ıdku File → Import Data a najdeme potřebný soubor. Vyskoč́ı

nám tabulka, ve které si vybereme, na kterém řádku začneme data nač́ıtat, jestli

chceme nechat popisky složek, jak se označ́ı prázdná mı́sta atd. A vybereme si

list, na kterém chceme data zobrazit.
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Po načteńı dat se můžeme nejprve pod́ıvat na charakteristiky dat. T́ım jsou

myšleny pr̊uměry a rozptyly logaritmů pod́ıl̊u složek kompozice ( ty druhé vlastně

představuj́ı prvky symetrické variančńı matice), uspořádány jako dolńı a horńı

diagonála čtvercové tabulky. K tomu jednoduše použijeme menu Statistics →

Compositional statistics summary. Výsledkem je ovšem nejprve tabulka obsa-

huj́ıćı geometrické pr̊uměry (ozn. Center) jednotlivých minerálńıch prvk̊u, mini-

mum (ozn. 0), maximum (ozn. 100) a jednotlivé kvartily (ozn. 25, 50, 75).

Samotná avizovaná tabulka je uvedena až dále v tomto menu.

Pro vytvořeńı dendrogramu v menu Graphs vybereme Balance Dendrogram.

47



V menu, které se nám objev́ı, si můžeme sami určit, které složky chceme do

dendrogramu zahrnout a také si sami nadefinujeme postupné binárńı děleńı.

V zobrazené tabulce označ́ıme složku, kterou chceme vybrat a klikneme na

šipku směřuj́ıćı do vedleǰśı kolonky. To učińıme pro každou složku zvlášt’. Po

načteńı všech požadovaných složek, které má dendrogram obsahovat, můžeme

konečně určit postupné binárńı děleńı. Máme možnost si vybrat, bud’to si ho na-

definujeme sami (tlač́ıtko Define Manually) nebo ho necháme provést programem

tak, že se odděĺı v každém kroku děleńı vždy prvńı složka (tlač́ıtko Default Parti-

tion). Pro naše potřeby si postupné binárńı děleńı nadefinujeme sami. Klikneme

na tlač́ıtko Define Manually. Objev́ı se tabulka (barevně rozlǐsená), ve které je

na začátku u každého prvku mı́nus, které změńıme na plus pouhým kliknut́ım

do potřebného rámečku. Ve chv́ıli kdy máme pomoćı plus vytvořenou prvńı sku-

pinu, klikneme na Next. Zeleně se zabarv́ı skupina označená plusy v p̊uvodńım

kroku, tato skupina bude dále dělena. Ve chv́ıli kdy je prvńı skupina rozdělena

až na jednotlivé složky, zabarv́ı se červeně a zeleně se naopak zabarv́ı skupina

v prvńım pořad́ı označena mı́nusy. Opět měńıme znaménka a klikáme na Next,

dokud neńı skupina rozdělena na jednotlivé složky. Po rozděleńı klikneme na Next,
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tabulka zbělá, zkontrolujeme zda je postupné binárńı děleńı dle našich představ

(v př́ıpadě, že ne, stač́ı kliknout na Previous a zadáńı změnit) a klikneme na

Accept.

V postupném binárńım děleńı jsme tedy nejprve oddělili kationty od ani-

ont̊u a pokračovali jsme děleńım kationt̊u. Nejprve jsme oddělili Na+ od Mg2+

a Ca2+, d̊uvodem je to, že kationt sodný patř́ı mezi alkalické kovy a zbylé dva

kationty mezi kovy alkalických zemin. Ve třet́ım pořad́ı tedy jen odděĺıme kati-

ont hořečnatý od kationtu vápenatého a v posledńım pořad́ı od sebe odděĺıme

anionty.

Po nadefinováńı postupného binárńıho děleńı máme menu Dendrogramu do-

plněné o potřebná data a můžeme si nechat dendrogram vytvořit pouhým klik-

nut́ım na Accept.
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Výsledkem je jednak zobrazený dendrogram, jednak tabulka obsahuj́ıćı výběrové

pr̊uměry jednotlivých bilanćı, rozptyly a vypočtené hodnoty bilanćı.
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Na tomto obrázku můžeme vidět postupné binárńı děleńı, dále pr̊uměry jed-

notlivých bilanćı a také jejich rozptyly. Už zde si můžeme všimnout, že největš́ı

rozptyl je u druhé bilance, viditelné je to také u dendrogramu. Nav́ıc se nám

v tabulce dat objevily ilr souřadnice.

Obrázek 1: Dendrogram č.1

Z obrázku 1 je patrné, že největš́ı variabilita je u druhé bilance, ačkoliv bychom

sṕı̌se intuitivně očekávali, že největš́ı variabilitu bude obsahovat prvńı bilance.

Předpoklad plyne z toho, že oddělujeme kationty od aniont̊u. Největš́ı rozd́ıl v da-

tech je ovšem mezi Na+ na jedné straně a Mg2+ a Ca2+ na straně druhé. Druhý

největš́ı rozptyl má pak bilance aniont̊u. Rozptyl je pravděpodobně ovlivněn

rozd́ılnost́ı minerálńıch pramen̊u. Každý pramen je totiž bohatš́ı na r̊uzné prvky.

Je samozřejmé, že k větš́ı vypov́ıdaćı hodnotě provedené analýzy by také prospělo

zvětšeńı rozsahu výběru.
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Pro ukázku jsme vytvořili ještě daľśı dendrogramy. Prvńı dva se lǐśı pouze

v tom, který prvek kationt̊u byl oddělen jako prvńı. Nejprve jsme tedy oddělili

Ca2+ od Na+ a Mg2+ (obrázek 2). Z dendrogramu je patrné, že největš́ı rozptyl

se přesunul z druhé bilance ke třet́ı bilanci, čili největš́ı variabilita je mezi Na+ a

Mg2+.

Ve druhém dendrogramu (obrázek 3) byl jako prvńı oddělen kationt hořečnatý

od ostatńıch. Toto postupné binárńı děleńı se zdá být nejméně přehledné. Všechny

rozptyly jsou v́ıceméně stejné a dendrogram nám neukazuje, jak se jednotlivá data

lǐśı.

Obrázek 2: Dendrogram č.2

Z dendrogramů vyplývá zejména to, že největš́ı variabilita je mezi prvky

Na+ a Mg2+, zat́ımco nejmenš́ı variabilita je mezi prvky Mg2+ a Ca2+. To je

pravděpodobně zp̊usobeno chemickými vazbami mezi uvedenými prvky s prak-

tickým d̊usledkem, že pro spravné vstřebáńı hořč́ıku do těla je zapotřeb́ı vápńık,

bez vápńıku by se hořč́ık bez účinku vyloučil. Poznamenejme přitom, že úsudek

52



Obrázek 3: Dendrogram č.3

o variabilitě jednotlivých logaritmů pod́ıl̊u u skupiny kationt̊u bychom si byli

schopni udělat již z jedné volby postupného binárńıho děleńı užit́ım interpretace

kovariančńı struktury bilanćı, jak byla popsána v předchoźı kapitole.

Vzhledem k výše uvedené rozd́ılnosti mezi Na+ a daľśımi kationty uvedeme

ještě dendrogram, ve kterém byl v prvńım kroku oddělen kationt sodný od ostatńıch,

následuje ve druhém kroku odděleńı zbývaj́ıćıch kationt̊u od aniont̊u a potom sa-

mozřejmě zvlášt’ oddělujeme kationty a anionty (obrázek 4). Výsledkem je dendro-

gram bilance mezi kationtem sodným a ostatńımi složkami kompozice, která má

zárověň největš́ı rozptyl. Můžeme si všimnout velmi stabilńı bilance mezi kation-

tem hořečnatým a vápenatým, což svědč́ı o výše uvedeném tvrzeńı o chemických

vazbách mezi těmito prvky. Druhý největš́ı rozptyl, tak jako i v předešlých den-

drogramech, má bilance aniont̊u, což vypov́ıdá o rozd́ılnosti obsahu těchto prvk̊u

v jednotlivých minerálkách.
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Obrázek 4: Dendrogram č.4

Jak si můžeme všimnout, dendrogram je velmi dobrým nástrojem pro in-

terpretaci postupného binárńıho děleńı, jednotlivých bilanćı a jejich rozptyl̊u.

Vzhledem k jednoduchosti zobrazeńı dendrogramu si můžeme vyzkoušet všechny

možnosti děleńı a vybrat si tu nejlépe odpov́ıdaj́ıćı potřebám analytika a inter-

pretaci analýzy.
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Závěr

V práci jsme se zabývali t́ım, jak kompozičńı data převést ze simplexu do

reálného prostoru za použit́ı ortonormálńıch baźı, abychom pak na data mohli

aplikovat standardńı statistické metody. Pro nalezeńı ortonormálńı báze bylo

použito postupné binárńı děleńı. Postupné binárńı děleńı nám pomohlo i při

tvorbě souřadnic, podkompozic a bilanćı. Hlavńı d̊uraz byl v této práci kladen na

konstrukci a interpretaci bilanćı, k čemuž nám posléze pomohl i bilančńı dendro-

gram. Snahou bylo veškerou teorii ukázat na jednoduchém př́ıkladu, což se, jak

doufám, podařilo.

Dı́ky této práci jsem se seznámila s novým odvětv́ım statistické analýzy, začala

jsem se orientovat v Aitchisonově geometrii a nakonec jsem pochopila i bilance

a to, co obnášej́ı a znamenaj́ı pro analýzu kompozičńıch dat. Naučila jsem se

pracovat s programem CoDaPack a zobrazovat bilance pomoćı bilančńıho den-

drogramu, což je mnohem názorněǰśı, než se d́ıvat na nicneř́ıkaj́ıćı č́ısla. Nejtěžš́ı

na všem bylo zorientovat se v úplně novém prostoru a geometrii a následně

pochopit, co bilance znázorňuj́ı. Překážkou pro celkové pochopeńı byly nedo-

statečné znalosti z oblasti lineárńı algebry a samotné nastudováńı a pochopeńı

teorie psané anglickým jazykem. Ceńım si zejména nově nabytých znalost́ı, které

využiji v daľśım studiu, a rovněž velké trpělivosti a pomoci svého vedoućıho.
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[citováno 15.1.2012]
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7 Př́ılohy

7.1 Gram-Schmidtova ortogonalizace

Tato věta byla převzata ze zdroje [7].

Věta 7.1. Necht’ V je prostor se skalárńım součinem. Předpokládejme dále,
že {u1,u2, . . . ,un} je množina lineárně nezávislých vektor̊u z V. Pak existuje
množina vektor̊u {v1,v2, . . . ,vn} z V, která splňuje:

1. ‖vi‖ = 1 pro i = 1, 2, . . . , n

2. 〈vi,vj〉 = 0 pro 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j

3. Množiny vektor̊u v1, . . . ,vi a u1, . . . ,ui generuj́ı stejné podprostory pro i =
1, 2, . . . , n.

Věta popisuje vlastnosti nezávislých vektor̊u v libovolném vektorovém pro-
storu se skalárńım součinem, včetně Aitchisonovy geometrie. Pokud tedy mı́sto
euklidovské geometrie použijeme Aitchisonovu, dostaneme právě ortonormálńı
bázi simplexu.

7.2 Logaritmicko-normálńı rozděleńı

Náhodný vektor x má logaritmicko-normálńı (log-normálńı) rozděleńı s para-
metry µ a Σ, jestliže má hustotu pravděpodobnosti

f(x) = (2π)−(D−1)/2 |Σ|−1/2 exp

[
(−1

2
(ln x− µ) |Σ|−1 (ln x− µ)

]
,x ∈ R+.

7.3 Logistické normálńı rozděleńı

Logistické normálńı rozděleńı na simplexu definoval John Aitchison v knize
[1], a to následovně: transformujeme náhodnou kompozici ze simplexu do reálného
prostoru, zde definujeme funkci hustoty transformovaných dat a nakonec se vrát́ıme
zpět do simplexu užit́ım transformace proměnných. Výsledkem je funkce hustoty
pro výchoźı náhodnou kompozici vzhledem k Lebesgueově mı́̌re.

f(x) =
(2π)−(D−1)/2|Σ|−1/2

√
Dx1x2 · · ·xD

exp

[
−1

2
(ilr(x)− µ)′Σ−1 (ilr(x)− µ)

]
,

kde x je kompozice, µ a Σ jsou parametry rozděleńı.
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7.4 Normálńı rozděleńı na simplexu

Užit́ım algebraicko-geometrické struktury na simplexu a Aitchisonovy mı́ry
λa, definujeme normálńı rozděleńı na SD prostřednictv́ım funkce hustoty orto-
normálńıch souřadnic jako

f(x) = (2π)−(D−1)/2 |Σ|−1/2 exp

[
−1

2
(ilr(x)− µ)′Σ−1 (ilr(x)− µ)

]
,x ∈ SD.

Vid́ıme, že je to obvyklá hustota normálńıho rozděleńı aplikovaná na ilr-
souřadnice. Tud́ıž je to hustota vzhledem k Lebesgueově mı́̌re v prostoru souřadnic
RD−1. Tedy je to hustota na SD vzhledem k mı́̌re λa.

Výše uvedená rozděleńı byla převzata z literatury [11].
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