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Úvod

Ćılem této bakalářské práce je ukázat některé významné vlastnosti permutaćı,

zejména pak ty, jež se týkaj́ı rozkladu permutaćı na cykly. Tento rozklad je možné

zjednodušeně popsat pojmem stopa permutace, který má prokazatelnou souvislost

s komutuj́ıćımi permutacemi a také s některými vlastnostmi symetrických grup,

a proto je jeho studium náplńı celé druhé kapitoly.

Motivaćı pro tuto práci byl autor̊uv př́ıspěvek O jedné vlastnosti permutaćı,

viz [1], ve kterém je odvozen vztah pro počet permutaćı komutuj́ıćıch s danou per-

mutaćı v závislosti na jej́ı stopě. Daľśı zkoumáńı problematiky rozkladu permutaćı

na cykly nás rychle přivede na otázku, kolik existuje permutaćı s danou stopou.

Stručnou odpověd’, kterou lze naj́ıt např. i v knize [8], představuje vzorec, jenž se

velmi podobá vzorci z autorova článku. Celá tato práce proto směřuje k objasněńı

této podobnosti, čehož je v samém závěru dosaženo sestrojeńım vhodné bijekce.

Z provedených úvah přitom plyne také několik překvapivých d̊usledk̊u popisuj́ıćıch

vlastnosti symetrických grup.

Kromě odvozeńı některých zaj́ımavých speciálńıch vlastnost́ı permutaćı podává

tato práce i poměrně ucelený úvod do problematiky konečných permutaćı, a to jak

z kombinatorického, tak grupového hlediska.
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Seznam použitých označeńı

N — množina přirozených č́ısel, tj. N = {1, 2, 3, . . .}

∅ — prázdná množina

|A| — mohutnost množiny A (počet prvk̊u)

a ∈ A — a je prvkem množiny A

A ⊆ B — množina A je podmnožinou množiny B

A ∩B — pr̊unik množin A a B

A ∪B — sjednoceńı množin A a B

A×B — kartézský součin množin A a B

a 7−→ b — prvku a odpov́ıdá prvek b

Imf — pro f : A −→ B je Imf = {f(a) ∈ B; a ∈ A}

n! — n faktoriál, tzn. 0! = 1 a n! = n · (n− 1)!, kde n ∈ N

� — konec d̊ukazu
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1 Základńı vlastnosti permutaćı

V úvodńı části práce zavedeme některé potřebné pojmy týkaj́ıćı se permutaćı,

uvedeme několik základńıch tvrzeńı a zmı́ńıme použ́ıvané zp̊usoby zápisu permutaćı.

1.1 Pojem permutace

Definice 1.1.1

Necht’ M je neprázdná konečná množina, pak permutaćı množiny M nazveme

libovolné bijektivńı zobrazeńı g :M −→M .

Poznámka. Obecně je možné zavést permutaci nekonečné množiny jako libovolnou

bijekci na dané množině, avšak v celé této práci se budeme věnovat výhradně per-

mutaćım konečných množin.

Zavedeme tzv. maticový zápis permutace. Např. můžeme permutaci g množiny

M = {1, 2, . . . , 8} zapsat ve tvaru

g =

(

1 2 3 4 5 6 7 8

2 4 5 1 3 8 7 6

)

,

kde se v prvńım řádku nacházej́ı vzory a v druhém jejich odpov́ıdaj́ıćı obrazy.

V našem př́ıkladu, permutaci g, tedy plat́ı g(1) = 2, g(2) = 4, atd. Často se také

můžeme setkat se značeńım, kde prvńı řádek této matice vynecháme, protože evi-

dentně neńı nutný pro jednoznačný zápis permutace. Můžeme tedy permutaci g

zapsat ve tvaru

g =
(

2 4 5 1 3 8 7 6
)

.

Protože libovolná permutace je zobrazeńım na množině M , je přirozené zabývat

se permutacemi na obrazech prvk̊u, a proto v následuj́ıćı definici zavedeme skládáńı

permutaćı.

Definice 1.1.2

Složeńım permutaćı g, h naM rozumı́me takovou permutaci g◦h, v nǐz pro každé

a ∈M plat́ı (g ◦ h)(a) = h(g(a)).

Skutečnost, že složeńı dvou permutaćı na množině M je opět permutace na M ,

je zřejmá, protože složeńı dvou bijekćı je opět bijekce. Označme nyńı G množinu

všech permutaćı konečné množiny M .

Věta 1.1.1

Množina G spolu s operaćı skládáńı tvoř́ı grupu.
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Důkaz tohoto tvrzeńı nebudeme detailně provádět. Je známo, že skládáńı zobra-

zeńı je asociativńı, jednotkou je v této grupě identické zobrazeńı id, tedy permutace,

v ńıž pro každé a ∈M plat́ı id(a) = a. Protože každá permutace g je bijektivńı zob-

razeńı, existuje inverzńı zobrazeńı g−1, které je rovněž permutaćı.

Definice 1.1.3

Grupu všech permutaćı množiny M spolu s binárńı operaćı skládáńı G = (G, ◦)

budeme nazývat symetrickou grupou množiny M .

Z vlastnost́ı grup plyne, že lze přirozeným zp̊usobem zavést celoč́ıselné mocniny

permutaćı g1 = g, g0 = id, daľśı mocniny zavedeme induktivně gn+1 = gn ◦ g

a záporné mocniny zavedeme pomoćı inverzńıho prvku g−n = (gn)−1. S využit́ım

mocnin pak můžeme definovat následuj́ıćı pojem.

Definice 1.1.4

Konečnou množinu Oa = {gn(a); n ∈ N} nazveme orbitou prvku a v permutaci g.

Podobně jako v [9] se můžeme často setkat s t́ım, že se orbitou rozumı́ posloupnost

(nebo také uspořádaná k-tice) obraz̊u prvku a v permutaćıch id, g, g2, g3, atd. V

této práci však vystač́ıme s pojmem orbity jako množiny. Pokud nebude podstatné,

o orbitu kterého prvku se jedná, budeme hovořit jen o orbitě permutace g. Budeme-li

mluvit o délce orbity, budeme mı́t na mysli počet prvk̊u této orbity.

1.2 Disjunktńı permutace

V této části se zmı́ńıme o jednom vzájemném vztahu mezi permutacemi, který

pak využijeme k novému zp̊usobu jejich reprezentace. Nejprve ale zavedeme nezbytné

pojmy.

Definice 1.2.1

Pevným bodem permutace g nazveme každý prvek a ∈M , pro něž plat́ı g(a) = a.

O počtu pevných bod̊u vypov́ıdá také tzv. stupeň permutace.

Definice 1.2.2

Stupněm permutace g množiny M rozumı́me počet všech prvk̊u konečné množiny

Ag = {a ∈M ; g(a) 6= a} a znač́ıme jej deg(g). Je-li deg(g) ≥ 2, budeme o g hovořit

jako o netriviálńı permutaci.

Poznámka. Pevné body permutace g jsou tedy právě prvky všech orbit délky jedna

a jejich počet je |M | − deg(g).
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V následuj́ıćı definici zavedeme jeden užitečný druh permutaćı.

Definice 1.2.3

Cyklem rozumı́me každou takovou permutaci g, která má nejvýše jednu orbitu O

délky |O| ≥ 2. Je-li délka |O| = k, pak permutaci g nazýváme k-cyklus.

Podle této definice je identická permutace id 1-cyklem. Proto pro k ≥ 2 budeme

stejně jako u obecných permutaćı o k-cyklech hovořit jako o netriviálńıch cyklech.

Definice 1.2.4

Necht’ Fg, resp. Fh je množina pevných bod̊u permutace g, resp. h množiny M .

Řekneme, že permutace g a h jsou navzájem disjunktńı, jestlǐze Fg ∪ Ff =M .

Poznámka. Všimněme si, že permutace g a h jsou disjunktńı právě tehdy, když

množiny Ag a Ah, jak byly zavedeny v definici 1.2.2, jsou disjunktńı.

Definice 1.2.5

Řekneme, že permutace g a h komutuj́ı, jestlǐze plat́ı g ◦ h = h ◦ g.

Poznámka. Pro větš́ı přehlednost budeme v daľśım textu často použ́ıvat také

zkrácený zápis skládáńı permutaćı. Zápisem gh budeme rozumět složeńı (g ◦ h)

permutaćı g a h, tzn. gh(a) = (g ◦ h)(a).

Obecně v́ıme, že skládáńı permutaćı neńı komutativńı, avšak pro dvojice dis-

junktńıch permutaćı lze dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 1.2.1

Disjunktńı permutace komutuj́ı.

D̊ukaz. Necht’ g a h jsou navzájem disjunktńı permutace, tedy Fg ∪ Ff = M .

Pro a ∈M mohou nastat tři př́ıpady.

(i) Necht’ a ∈ Fg ∩ Fh, pak plat́ı

gh(a) = h(g(a)) = h(a) = a = g(a) = g(h(a)) = hg(a) .

(ii) Necht’ a ∈ Fg a zároveň a 6∈ Fh, tedy plat́ı h(a) = b, pro některé b 6= a. Protože

h je permutace, a tedy je injektivńı, muśı platit h(b) 6= b, tzn. b neńı pevným

bodem permutace h, a proto muśı být pevným bodem g. Odtud plyne

gh(a) = h(g(a)) = h(a) = b = g(b) = g(h(a)) = hg(a) .
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(iii) Necht’ a je pevným bodem pouze permutace h. Pak analogicky g(a) = b, kde

b ∈ Fh, a plat́ı

gh(a) = h(g(a)) = h(b) = b = g(a) = g(h(a)) = hg(a) .

Tedy pro každé a ∈M plat́ı gh(a) = hg(a), a tedy permutace g a h komutuj́ı.

Věta 1.2.2

Každou netriviálńı permutaci lze rozložit na složeńı po dvou disjunktńıch ne-

triviálńıch cykl̊u, přičemž tento rozklad je dán jednoznačně až na pořad́ı cykl̊u.

D̊ukaz. Necht’ g je permutace množiny M , přičemž deg(g) ≥ 2, pak lze množinu M

přirozeně vyjádřit jako sjednoceńı orbit permutace g, tzn.

M = ∪{Oa; a ∈M} .

Přeznačme prvky množiny M tak, že O1, O2, . . . , Ok jsou všechny r̊uzné orbity per-

mutace g. Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , k} takové, že |Oi| ≥ 2, definujme

gi(a) =







g(a), pro a ∈ Oi,

a, pro a 6∈ Oi.

Přitom permutace gi jsou zřejmě po dvou disjunktńı netriviálńı cykly, protože

množiny O1, O2, . . . , Ok jsou rovněž disjunktńı. Existuje proto rozklad

g = gi1 ◦ gi2 ◦ . . . ◦ gip ,

kde i1, i2, . . . , ip ∈ {1, 2, . . . , k} jsou právě ty prvky, pro které plat́ı |Oi| ≥ 2. Tento

rozklad je jediný až na pořad́ı cykl̊u, protože dle věty 1.2.1 disjunktńı permutace

komutuj́ı.

Poznámka. Všimněme si, že množina M \ (Oi1 ∪Oi2 ∪ . . .∪Oip) je právě množina Fg

všech pevných bod̊u permutace g, a tedy cykly odpov́ıdaj́ıćı množinám Oi, takovým

že |Mi| = 1, by byly identické permutace, a proto je do rozkladu nezahrnujeme.

Z této věty byla vyloučena identita, ale je zřejmé, že ji lze napsat jako složeńı cykl̊u,

protože sama id je 1-cyklus, který však neńı netriviálńı.

Na základě tvrzeńı věty 1.2.2 je přirozené zavést také jiný zp̊usob zápisu permu-

taćı a to zápis pomoćı orbit. Permutaci

g =

(

1 2 3 4 5 6 7 8

2 4 5 1 3 8 7 6

)
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na množině M uvedenou jako př́ıklad v předešlém odd́ıle je pak možné zapsat jako

g = (1 2 4)(3 5)(6 8)(7) ,

kde závorky odděluj́ı jednotlivé orbity a zobrazeńı uvnitř jednotlivých cykl̊u je

vyjádřeno pořad́ım prvk̊u v závorkách. V tomto zápise ale nezálež́ı na pořad́ı jed-

notlivých orbit. Pokud je nav́ıc znám počet prvk̊u množiny M , použ́ıvá se občas

i zápisu, kde jsou vynechány všechny pevné body.

1.3 Transpozice a jejich vlastnosti

V této části se budeme zabývat nejjednodušš́ımi typy permutaćı a jejich

speciálńımi vlastnostmi. Budeme přitom využ́ıvat poznatky z předchoźıho textu,

zejména pak vlastnosti cykl̊u.

Definice 1.3.1

Libovolný 2-cyklus nazveme transpozićı.

Je zřejmé, že tento speciálńı typ permutaćı, je po identitě nejjednodušš́ım druhem

permutaćı, avšak oproti ńı má již mnohem v́ıce netriviálńıch vlastnost́ı. Např́ıklad

evidentně plat́ı t−1 = t pro každou transpozici t. Pravděpodobně nejd̊uležitěǰśı

z těchto vlastnost́ı ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.3.1

Každá permutace je složeńım transpozic.

D̊ukaz. Identitu můžeme zapsat ve tvaru id = t2, kde t je libovolná transpozice.

Každá permutace r̊uzná od identity je již stupně větš́ıho než 2. Pro netriviálńı per-

mutace d̊ukaz provedeme matematickou indukćı podle stupně permutace.

(i) Je-li permutace g stupně deg(g) = 2, pak je zřejmě transpozićı, a tedy tvrzeńı

plat́ı.

(ii) Předpokládejme, že tvrzeńı věty plat́ı pro všechny permutace stupně menš́ıho

než k. Necht’ g ∈ G je permutace množiny M stupně deg(g) = k. Zřejmě

existuje prvek a ∈ M , který neńı pevným bodem permutace g, tedy g(a) = b

pro některé b ∈ M , b 6= a. Uvažujme nyńı transpozici t ∈ G takovou, že

t(b) = a a t(a) = b. Pak zřejmě plat́ı

gt(a) = t(g(a)) = t(b) = a ,
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a tedy a je pevným bodem permutace gt. Nav́ıc, protože prvek b nebyl pevným

bodem g, jsou všechny pevné body permutace g rovněž pevnými body gt, proto

je deg(gt) < k. Podle indukčńıho předpokladu plat́ı

gt = t1t2 . . . ts ,

kde t1, t2, . . . , ts jsou transpozice. Permutace t−1 = t je opět transpozice, a

proto můžeme psát permutaci g ve tvaru

g = gtt−1 = t1t2 . . . tst
−1 ,

tedy jako součin transpozic.

Spojeńım (i) a (ii) je dokázána platnost tvrzeńı pro permutaci libovolného

konečného stupně.

Poznámka. Lze však dokázat, že každou permutaci množiny M = {1, 2, . . . , n}

můžeme vyjádřit jako složeńı transpozic, které jsou pouze tvaru (1 i).

Skutečnost, že lze permutace vyjádřit jako složeńı permutaćı z dané množiny,

popisuje obecněji následuj́ıćı definice.

Definice 1.3.2

Řekneme, že množina permutaćı K generuje množinu permutaćı H, jestlǐze

každou permutaci h z množiny H lze vyjádřit jako složeńı některých permutaćı z K.

Poznámka. Větu 1.3.1 je tedy možné formulovat také následuj́ıćım zp̊usobem:

Množina všech transpozic generuje symetrickou grupu G.

Je d̊uležité si uvědomit, že rozklad na součin transpozic nemuśı být jednoznačný,

avšak je vždy zachována parita počtu transpozic v tomto rozkladu. Vzhledem k této

vlastnosti je přirozené zavést následuj́ıćı definici.

Definice 1.3.3

Paritou permutace g rozumı́me paritu počtu transpozic v rozkladu permutace g

na transpozice.

Poznámka. Je-li permutace složeńım sudého, resp. lichého počtu transpozic, budeme

hovořit o sudé, resp. liché permutaci. Je zřejmé, že složeńım permutace s jednou

libovolnou transpozićı změńı paritu této permutace.

Věta 1.3.2

Množina A všech sudých permutaćı je podgrupou grupy G
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D̊ukaz. Identitu můžeme psát ve tvaru id = t2, kde t je libovolná transpozice, a tedy

id ∈ A.

Necht’ g a h jsou sudé permutace, tedy plat́ı

g = t1t2 . . . tr a h = d1d2 . . . ds ,

kde ti a di jsou transpozice a r i s jsou sudá č́ısla. Pak plat́ı

gh = t1t2 . . . trd1d2 . . . ds ,

a tedy gh je součinem r + s transpozic, kde r + s je rovněž sudé. Proto složeńı

permutaćı g a h je sudá permutace, a tedy množina A je uzavřená na skládáńı.

Nav́ıc, je-li g = t1t2 . . . tr, pak evidentně plat́ı

g−1 = (t1t2 . . . tr)
−1 = t−1

r . . . t−1

1 = tr . . . t1 ,

a tedy g−1 ∈ A.

T́ım je dokázáno, že množina A je podgrupou grupy G.

Definice 1.3.4

Podgrupu A všech sudých permutaćı nazveme nazveme alternuj́ıćı grupou.

Stejně jako pro G je možné i pro jej́ı alternuj́ıćı grupu A naj́ıt jednu význačnou

množinu generátor̊u, jak ukazuje následuj́ıćı věta.

Věta 1.3.3

Množina všech 3-cykl̊u generuje alternuj́ıćı grupu.

D̊ukaz. Pro přehlednost budeme v celém d̊ukazu použ́ıvat zápis permutaćı pomoćı

orbit, kde budeme vynechávat pevné body. Protože plat́ı

(k i j) = (k i) ◦ (j k) ,

tak můžeme každý 3-cyklus vyjádřit jako složeńı dvou transpozic, a tedy všechny

3-cykly jsou sudé permutace. Proto i složeńı 3-cykl̊u je vždy sudá permutace.

Bud’ g ∈ G libovolná sudá permutace, tzn. libovolná permutace z alternuj́ıćı

podgrupy A, pak je možné ji psát jako složeńı sudého počtu transpozic

g = t1 ◦ t2 ◦ . . . ◦ tk ,

které tak můžeme rozdělit do dvojic. Nyńı ukážeme, že libovolnou permutaci

vzniklou složeńım dvojice transpozic lze vyjádřit také jako složeńı 3-cykl̊u. Pro dvo-

jici transpozic t, d rozlǐśıme tři př́ıpady.
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(i) Necht’ t = d = (i j), pak jejich složeńı lze vyjádřit jako

t ◦ d = t2 = id = z3 ,

kde z je libovolný 3-cyklus.

(ii) Necht’ t = (i j) a d = (j k), pak plat́ı

t ◦ d = (i j) ◦ (j k) = (i k j) ,

a tedy př́ımo t ◦ d je 3-cyklus.

(iii) Necht’ t = (i j) a d = (k l), pak můžeme psát

t ◦ d = (i j) ◦ (k l) = (i j k) ◦ (k i l) = y ◦ z ,

kde z a y jsou 3-cykly.

Pokud tedy v p̊uvodńım rozkladu permutace g nahrad́ıme každou dvojici transpozic

j́ı odpov́ıdaj́ıćım složeńım 3-cykl̊u, obdrž́ıme rozklad

g = z1 ◦ z2 ◦ . . . ◦ zs ,

kde zi jsou 3-cykly. T́ım je tvrzeńı dokázáno.

Poznámka. Nav́ıc lze dokázat, že alternuj́ıćı podgrupa A grupy G všech permutaćı

množiny M = {1, 2, . . . , n}, je generována všemi 3-cykly tvaru (1 2 i).

1.4 Pojmy z teorie grup

Permutace velmi úzce souviśı s konečnými grupami, a proto v této části zaved’me

alespoň nejd̊uležitěǰśı pojmy a základńı tvrzeńı teorie grup. Daľśı pojmy a tvrzeńı,

jenž by mohly být užitečné pro lepš́ı orientaci v základech teorie grup, můžeme

nalézt např. v publikaćıch [7] nebo [4].

Poznámka. Pro celý tento odd́ıl označme G libovolnou konečnou grupu, pro kterou

budeme už́ıvat běžnou multiplikativńı notaci. Dále označme e jej́ı jednotku a o počtu

jej́ıch prvk̊u budeme hovořit jako o řádu grupy G. Skutečnost, že H je podgrupou

grupy G, budeme zapisovat H ≤ G.

Definice 1.4.1

Necht’ H ,K ⊆ G, pak zaved’me součin HK těchto množin jako

HK = {hk ∈ G; h ∈ H, k ∈ K} .
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Je-li H = {h}, pak budeme pro přehlednost mı́sto {h}K psát jen hK a stejně

tak mı́sto K{h} jen Kh.

Definice 1.4.2

Jestlǐze H ≤ G a g ∈ G, pak levou tř́ıdou, resp. pravou tř́ıdou, prvku g podle

podgrupy H rozumı́me množinu gH, resp. Hg.

Označme G/lH množinu všech navzájem r̊uzných levých tř́ıd grupy G podle

podgrupy H .

Věta 1.4.1

Množina G/lH tvoř́ı rozklad grupy G na tř́ıdy.

D̊ukaz. Protože e ∈ H , pak pro každé a ∈ G plat́ı

a = a · e ∈ aH ,

a tedy každý prvek grupy G nálež́ı některé levé tř́ıdě, neboli množina všech levých

tř́ıd tvoř́ı pokryt́ı G.

Necht’ aH ∩ bH 6= ∅, pak existuje c ∈ aH ∩ bH , z čehož plyne, že lze naj́ıt prvky

h1, h2 ∈ H takové, že c = ah1 a c = bh2, a tedy plat́ı a = bh2h
−1

1 . Bud’ x libovolný

prvek z aH , neboli x = ah pro některé h ∈ H , pak plat́ı

x = ah = (bh2h
−1

1 )h = b(h2h
−1

1 h) ,

kde však h2h
−1

1 h ∈ H , a proto x ∈ bH . T́ım jsme dokázali, že plat́ı aH ⊆ bH .

Analogicky lze dokázat, že bH ⊆ aH , a plat́ı tedy aH = bH . Odtud zřejmě plyne,

že r̊uzné levé tř́ıdy jsou navzájem disjunktńı.

Stejně i pro množinu G/pH všech r̊uzných pravých tř́ıd plat́ı, že G/pH tvoř́ı

rozklad grupy G na tř́ıdy.

Lemma 1.4.1

Bud’ H ≤ G a a, b ∈ G, pak plat́ı

(i) aH = bH, právě když b−1a ∈ H,

(ii) Ha = Hb, právě když ab−1 ∈ H.

D̊ukaz. Důkaz provedeme jen pro tvrzeńı (i), nebot’ pro př́ıpad (ii) je d̊ukaz analo-

gický. Necht’ plat́ı aH = bH , pak a · e = a ∈ bH , a tedy existuje prvek h ∈ H ,

pro který plat́ı a = bh, a proto b−1a = h ∈ H .

Naopak, necht’ b−1a = h ∈ H , pak plat́ı a = bh, tud́ıž a ∈ aH ∩ bH , a tedy podle

věty 1.4.1 plat́ı aH = bH .
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Množiny levých a pravých tř́ıd obecně nemuśı být totožné, plat́ı ale následuj́ıćı

věta.

Věta 1.4.2

Pro libovolnou podgrupu H grupy G plat́ı |G/lH| = |G/pH|.

D̊ukaz. Definujme zobrazeńı f : G/lH −→ G/pH předpisem f(aH) = Ha−1.

Necht’ Ha ∈ G/pH je libovolné, pak pro a−1 ∈ G plat́ı, že f(a−1H) = Ha, a tedy

f je surjektivńı.

Necht’ nyńı f(aH) = Ha−1 = Hb−1 = f(bH). Z lemmatu 1.4.1 plyne a−1b ∈ H ,

pak ale plat́ı

b−1a = (a−1b)−1 ∈ H ,

a tedy aH = bH . Zobrazeńı f je proto injektivńı, a je tedy bijekćı G/lH na G/pH .

Nyńı můžeme oprávněně vyslovit následuj́ıćı definici.

Definice 1.4.3

Počet všech levých, resp. pravých tř́ıd rozkladu podle podgrupy H nazveme index

podgrupy H.

Pokračujme ve výčtu společných vlastnost́ı levých a pravých rozklad̊u. Jak uka-

zuje daľśı věta, libovolné dvě tř́ıdy maj́ı vždy stejný počet prvk̊u.

Věta 1.4.3

Bud’ H ≤ G a a, b ∈ G, pak plat́ı |aH| = |Hb|.

D̊ukaz. Definujme zobrazeńı f : H −→ aH předpisem f(h) = ah. Ze zavedeńı tř́ıdy

aH je zřejmé, že f je surjekce. Necht’ f(h1) = f(h2), pak ah1 = ah2, odtud plyne

h1 = h2, proto f je injekce. T́ım jsme dokázali, že f je bijekce H na aH . Analogicky

lze zkonstruovat bijekci g : H −→ Hb a je zřejmé, že f−1◦g je bijekćı aH na Hb.

Z opakovaného užit́ı této věty plyne, že všechny levé i pravé tř́ıdy maj́ı stejný

počet prvk̊u.

Věta 1.4.4 (J. L. Lagrange)

Necht’ G je grupa řádu n a H jej́ı podgrupa řádu k a indexu i, pak plat́ı n = k · i.

D̊ukaz. Jak v́ıme z věty 1.4.3, má každá z i tř́ıd rozkladu grupy G podle podgrupy

H právě k prvk̊u. Protože každý z n prvk̊u grupy G nálež́ı do některé z těchto tř́ıd,

tak plat́ı n = k · i.
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Důležitým d̊usledkem této věty je, že při hledańı podgrup grupy G se můžeme

omezit jen na hledáńı podgrup, jejichž řád je dělitelem řádu grupy G.

Jak již bylo zmı́něno výše, obecně může platit, že levé a pravé rozklady grupy

G podle podgrupy H jsou r̊uzné. Stejné jsou např́ıklad vždy u abelovských grup,

nebot’ v nich pro každé a ∈ G plat́ı aH = Ha. Pro obecné grupy je však užitečné

zavést následuj́ıćı pojem.

Definice 1.4.4

Necht’ H ≤ G. Řekneme, že H je normálńı podgrupou grupy G, znač́ıme H E G,

jestlǐze plat́ı G/lH = G/pH.

Poznámka. V abelovských grupách je tedy každá podgrupa normálńı.

Tato definice může být ale při d̊ukazech poněkud neobratná, a proto je vhodné

ukázat následuj́ıćı vlastnost normálńıch podgrup.

Věta 1.4.5

Podgrupa H grupy G je normálńı, právě když pro každé a ∈ G a pro každé h ∈ H

plat́ı, že aha−1 ∈ H.

D̊ukaz. Mějme normálńı podgrupu H grupy G a libovolný prvek a ∈ G. Protože

ae = ea = a a e ∈ H , pak zřejmě a ∈ aH ∩ Ha, a tedy aH = Ha. Proto lze

pro libovolný prvek h ∈ H naj́ıt prvek h′ ∈ H tak, že plat́ı ah = h′a, a tedy

aha−1 = h′ ∈ H .

Necht’ naopak pro každé a ∈ G a každé h ∈ H plat́ı aha−1 ∈ H . Zřejmě ah ∈ aH ,

nyńı položme h1 = aha−1 ∈ H , tzn. ah = h1a ∈ Ha, a tedy aH ⊆ Ha. Nav́ıc však

analogicky ha ∈ Ha, a tedy pro h2 = a−1h(a−1)−1 ∈ H plat́ı ha = ah2 ∈ aH , tzn.

Ha ⊆ aH . Z obou inkluźı plyne, že aH = Ha pro každé a ∈ G a rozklady G/lH

a G/pH jsou proto totožné.

Stejně jako u jiných algebraických struktur je užitečné i pro grupy zavést speciálńı

druh zobrazeńı, který zachovává všechny specifické vlastnosti grup, zejména je pak

kompatibilńı s grupovou operaćı.

Definice 1.4.5

Mějme dvě grupy G = (G, ·) a H = (H, ◦), pak zobrazeńı ϕ : G −→ H, pro něž

plat́ı

ϕ(a · b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b) ,

nazveme homomorfizmem z grupy G do grupy H. Je-li nav́ıc zobrazeńı ϕ bijekce,

pak jej nazýváme izomorfizmem.
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Poznámka. Ke každému izomorfizmu existuje inverzńı zobrazeńı, které je rovněž

izomorfizmem. Proto můžeme ř́ıct, že grupy G a H jsou vzájemně izomorfńı, jestliže

existuje izomorfizmus grupy G na H .

Hned v úvodu celého textu jsme zavedli pojem symetrické grupy. Nyńı si však

ukážeme, jak velmi úzké je spojeńı mezi permutacemi na konečných množinách

a konečnými grupami.

Definice 1.4.6

Libovolnou podgrupu symetrické grupy nazveme permutačńı grupou.

Přestože následuj́ıćı věta byla p̊uvodně formulována pro libovolné grupy, bude

pro naši představu dostačuj́ıćı ji zde uvést jen pro př́ıpad konečných grup.

Věta 1.4.6 (A. Cayley)

Každá konečná grupa je izomorfńı některé permutačńı grupě.

D̊ukaz. Podle definice tedy chceme ukázat, že každá konečná grupa H je izomorfńı

podgrupě symetrické grupy G všech permutaćı množiny M . Za množinu M proto

vezmeme právě nosič grupy H .

Pro každé a ∈ H definujme zobrazeńı ga : H −→ H předpisem ga(x) = xa.

Ukážeme, že všechna taková zobrazeńı jsou bijekce. Necht’ ga(x) = ga(y), pak plat́ı

xa = ya, tzn. x = y, a tedy ga je injekce. Necht’ x ∈ H , pak existuje prvek xa−1 ∈ H ,

pro něž zřejmě plat́ı ga(xa
−1) = xa−1a = x, a tedy ga je surjekce. Pro každé a ∈ H

je proto ga bijekćı na H , neboli je permutaćı množiny H , tzn. ga ∈ G.

Uvažujme nyńı zobrazeńı φ : H −→ G dané předpisem φ : a 7−→ ga. Bud’te

a, b ∈ H takové, že φ(a) = φ(b) pak z definice zobrazeńı φ plyne ga = gb, a proto

plat́ı

a = e · a = ga(e) = gb(e) = e · b = b ,

tzn. že zobrazeńı φ je injektivńı. Nav́ıc však pro každé a, b, x ∈ H plat́ı

(φ(a) ◦ φ(b))(x) = gagb(x) = gb(ga(x)) = gb(xa) = xab = gab(x) = φ(ab)(x) ,

a proto φ je homomorfizmus.

Protože φ je homomorfizmus je K = Imφ podgrupou v G, a tedy φ je hledaným

izomorfizmem grupy H na permutačńı grupu K.

2 Stopy permutaćı

V této kapitole se budeme zabývat jednou speciálńı vlastnost́ı permutaćı, která

pravděpodobně nejlépe vystihuje tvar a strukturu permutaćı.
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2.1 Pojem stopy

Dokázali jsme v části 1.2, že každou permutaci lze rozložit na složeńı disjunktńıch

cykl̊u a že rozklad, jenž touto cestou vzniká, je jednoznačný. Je zřejmé, že r̊uzné

permutace mohou mı́t ve smyslu rozkladu na cykly stejnou strukturu. V celém

následuj́ıćım textu se budeme touto podobnost́ı zabývat a budeme zkoumat jej́ı

d̊usledky.

Poznámka. V následuj́ıćım textu budeme G značit symetrickou grupu permutaćı

konečné neprázdné množiny M (|M | = n), i když některé z uvedených vět plat́ı i

pro obecné grupy.

Definice 2.1.1

Necht’ permutace g ∈ G má právě k1 pevných bod̊u, k2 orbit délky 2, k3 orbit délky

3 atd., až kn orbit délky n, pak uspořádanou n-tici (k1, k2, . . . , kn) nazveme stopou

permutace g.

Z vlastnost́ı orbit plyne zřejmá vlastnost stop.

Lemma 2.1.1

Je-li (k1, k2, . . . , kn) stopa permutace g množiny M , kde |M | = n, pak plat́ı

n = k1 + 2k2 + 3k3 + . . .+ nkn .

D̊ukaz. Protože orbity permutace g jsou po dvou disjunktńı množiny, je součet počt̊u

jejich prvk̊u roven počtu prvk̊u jejich sjednoceńı, tedy celé množiny M .

Odtud plyne, že každou n-tici (k1, k2, . . . , kn), pro kterou plat́ı

n = k1 + 2k2 + 3k3 + . . .+ nkn ,

můžeme považovat za stopu nějaké permutace n-prvkové množiny.

2.2 Kombinatorika s využit́ım stop

Pro prvek x ∈ G označme Sx množinu všech permutaćı komutuj́ıćıch s x a Px

množinu všech permutaćı, které maj́ı s permutaćı x stejnou stopu.

Věta 2.2.1

Množina Sx všech permutaćı komutuj́ıćıch s permutaćı x je podgrupou grupy G.
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D̊ukaz. Je zřejmé, že id x = x id, a tak id ∈ Sx.

Necht’ g, h ∈ Sx, tedy plat́ı gx = xg a hx = xh a odtud plyne

ghx = gxh = xgh ,

a proto gh ∈ Sx. Nav́ıc plat́ı

g−1x = g−1xgg−1 = g−1gxg−1 = xg−1 ,

a tedy g−1 ∈ Sx. Proto Sx je podgrupou grupy G.

Využit́ım několika kombinatorických úvah lze odvodit zaj́ımavý vztah1 vy-

jadřuj́ıćı závislost velikosti podgrupy Sx na stopě k = (k1, k2, . . . , kn) permutace x.

Věta 2.2.2

Pro počet prvk̊u podgrupy Sx plat́ı

|Sx| =
n∏

i=1

ki! · i
ki .

D̊ukaz. Mějme permutaci g, uvažujme některé dvě orbity Oa a Ob, kde |Oa| = n,

|Ob| = m a bez újmy na obecnosti předpokládejme, že plat́ı m ≤ n. Označme dále

ai (i = 1, 2, . . . , n) prvky orbity Oa a bj (j = 1, 2, . . . , m) prvky Ob tak, že

g(a1) = a2, g(a2) = a3, . . . , g(an) = a1

a

g(b1) = b2, g(b2) = b3, . . . , g(bm) = b1.

Hledáme-li h tak, aby platilo g · h = h · g, pak pro naše potřeby rozlǐśıme dva

př́ıpady:

(i) h(ai) 6∈ Oa a (ii) h(ai) ∈ Oa .

(i) Necht’ např. h(a1) = b1, tedy

hg(a1) = g(h(x1)) = g(b1) = b2

a maj́ı-li permutace g a h komutovat, pak

b2 = gh(a1) = h(g(a1)) = h(a2).

Stejně pak

h(a3) = b3, h(a4) = b4, . . . , h(am) = bm,

1Uvedený výsledek byl publikován autorem v časopise Matematika–fyzika–informatika, viz [1].
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dále však ψ(am+1) = b1 toto je ale možné, právě když m = n (am+1 ∼ a1).

Má-li tedy permutace h zobrazit prvek některé orbity na prvek jiné orbity,

muśı mı́t tyto orbity stejný počet prvk̊u a také všechny zbývaj́ıćı prvky prvńı

orbity se muśı zobrazit do téže orbity a toto zobrazeńı je jednoznačně určeno

zobrazeńım zvoleného prvku.

(ii) Podobně lze postupovat i v tomto př́ıpadě. Necht’ např. h(a1) = a3. Plat́ı tedy

hg(a1) = g(h(a1)) = g(a3) = a4.

Pokud ale plat́ı gh = hg, pak

a4 = gh(a1) = h(g(a1)) = h(a2),

tedy h(a2) = a4, stejně tak

h(a3) = a5, h(a4) = a6, . . . , h(an−1) = a1, h(an) = a2.

Zobraźı-li permutace h některý prvek orbity Oa na prvek téže orbity, muśı

analogicky zobrazit i všechny zbývaj́ıćı prvky orbity Oa a toto zobrazeńı je

dáno jednoznačně zobrazeńım zvoleného prvku.

Je-li tedy dána permutace g a chceme určit počet |Sx| všech r̊uzných permutaćı

h takových, že gh = hg, rozložme nejprve orbity permutace g do skupin podle

počtu jejich prvk̊u. Z předchoźıch poznatk̊u v́ıme, že žádná taková permutace h

nemůže prvek jedné skupiny zobrazit na prvek skupiny jiné a muśı jej tedy zobrazit

na některý z prvk̊u výchoźı skupiny. A nav́ıc se vždy celá orbita zobraźı na celou

orbitu a jednoznačnost tohoto zobrazeńı je zajǐstěna zobrazeńım jediného prvku.

Uvažujme tedy skupinu obsahuj́ıćı všechny orbity s právě p prvky, takových orbit

je kp. Existuje tak kp! možnost́ı, jak se mohou tyto orbity na sebe vzájemně zobrazit,

a přitom každá z kp orbit se může na jinou zobrazit právě p zp̊usoby. Proto pro tuto

skupinu existuje kp!p
kp možnost́ı, a to nezávisle na všech ostatńıch skupinách. Užit́ım

principu součinu pro všechna možná p tak dostáváme celkový počet všech možných

permutaćı h. Plat́ı tedy

|Sx| = (k1!1
k1)(k2!2

k2) . . . (kn!n
kn) =

n∏

i=1

ki!i
ki

T́ım je d̊ukaz ukončen.
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Poznámka. Libovolnou permutaci g množiny M můžeme považovat za unárńı ope-

raci na M . Dvojice (M, g) je pak speciálńı monounárńı algebrou. Izomorfizmus

na monounárńı algebře (M,x) je každé bijektivńı zobrazeńı h na M , které za-

chovává operaci x, tzn. pro každé a ∈ M plat́ı h(x(a)) = x(h(a)). Evidentně je

proto Sx množina všech izomorfizmů na algebře (M,x). K př́ıstupu, kdy permutace

považujeme za unárńı operace na M , se ještě v textu později vrát́ıme a využijeme

jej v d̊ukazu jednoho ze stěžejńıch tvrzeńı této práce.

Poněkud odlǐsnou myšlenku potřebujeme k tomu, abychom určili velikost

množiny Px.

Věta 2.2.3

Pro počet prvk̊u množiny Px plat́ı

|Px| =
n!

∏n

i=1
ki! · iki

.

D̊ukaz. Uvažujme permutaci x reprezentovanou zápisem pomoćı jednotlivých orbit,

který jsme zavedli v části 1.2. Pokud ponecháme závorky na mı́stě a na prvćıch pro-

vedeme všechny možné permutace, obdrž́ıme zápisy n! permutaćı se stejnou stopou

jako permutace x. Tyto permutace však nemuśı lǐsit, ale to jen ze dvou d̊uvod̊u.

(i) Jednotlivé závorky reprezentuj́ıćı orbity délky p se celé zobrazily jedna na dru-

hou, což se může stát právě kp! zp̊usoby. Pokud provedeme tuto úvahu pro

všechny možné délky orbit permutace x, zjist́ıme, že počet shod z prvńıho

d̊uvodu je

k1!k2! . . . kn! .

(ii) Prvky uvnitř jednotlivých závorek orbit délky p jsou pouze cyklicky posu-

nuté, což může nastat právě p zp̊usoby pro jednu orbitu, tedy pkp zp̊usoby

pro všechny orbity délky p. Pro všechny délky orbit proto existuje právě

1k12k2 . . . nkn

shod z druhého d̊uvodu.

Proto počet permutaćı, jejichž stopa je shodná se stopou permutace x, je právě

|Px| =
n!

k1!1k1 · k2!2k2 · . . . · kn!nkn
=

n!
∏n

i=1
ki! · iki

.

Vztahy, jenž jsme odvodili, jsou na prvńı pohled v jistém směru podezřele po-

dobné, a proto se nyńı zabývejme objasněńım této závislosti.
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2.3 Stopy a konjugované permutace

Ze vztah̊u odvozených v předchoźım odd́ıle a jejich d̊ukaz̊u je patrná jistá spoji-

tost množin Sx a Px, kterou se nyńı budeme bĺıže zabývat.

Lemma 2.3.1

Pro každé dva prvky g, h ∈ G plat́ı

(h−1gh)n = h−1gnh .

D̊ukaz. Necht’ g, h ∈ G, pak zřejmě plat́ı

(h−1gh)n = (h−1gh)(h−1gh) . . . (h−1gh)
︸ ︷︷ ︸

n-krát

= h−1gg . . . gh = h−1gnh .

Připomeňme, že se zabýváme pouze permutacemi na konečných množinách,

proto v permutaci g pro každý prvek a ∈ M existuje nejmenš́ı přirozené č́ıslo k

takové, že gk(a) = a. Č́ıslo k zřejmě odpov́ıdá délce orbity prvku a v permutaci g.

Nav́ıc pro každé p ∈ N takové, že gp(a) = a, plat́ı k|p, což plyne jak z teorie grup,

tak ze samotného zavedeńı permutaćı.

Věta 2.3.1

Mějme g ∈ G, pak permutace g a h−1gh maj́ı stejnou stopu pro každé h ∈ G.

D̊ukaz. Necht’ prvek a lež́ı na orbitě délky n v permutaci g, tedy gn(a) = a. Pak

s využit́ım lemmatu 2.3.1 plat́ı

(h−1gh)n(h(a)) = hh−1gnh(a) = gnh(a) = h(gn(a)) = h(a) ,

tedy je-li m délka orbity prvku h(a) v permutaci h−1gh, pak nutně plat́ı m|n.

Necht’ naopak prvek h(a) lež́ı na orbitě délky m v permutaci h−1gh, tedy plat́ı

(h−1gh)m(h(a)) = h(a). Odtud a z lemmatu 2.3.1 plyne

gm(a) = hh−1gmhh−1(a) = h−1((h−1gh)m(h(a))) = h−1(h(a)) = a ,

a tedy nutně muśı platit, že n|m, kde n je délka orbity prvku a v permutaci g.

Proto pro každý prvek a, který v permutaci g lež́ı na orbitě délky n, a pro každou

permutaci h existuje právě jeden prvek h(a), který je v permutaci h−1gh prvkem

orbity délky n. Odtud už zřejmě plyne, že stopy permutaćı g a h−1gh jsou stejné

pro každé h ∈ G.
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Právě dokázaná věta značně usnadňuje práci s prvky množiny Px, nebot’ je spo-

juje s prvky konjugovanými s x. Dı́ky tomuto spojeńı můžeme zavést užitečnou

ekvivalenci na grupě G, kterou později úzce propoj́ıme s podgrupou Sx.

Definice 2.3.1

Pro pevné x uvažujme zobrazeńı γx : G −→ Px dané předpisem γx : h 7−→ h−1xh.

Označme θx ekvivalenci indukovanou t́ımto zobrazeńım a pro (g, h) ∈ θx budeme

použ́ıvat také značeńı g ∼x h.

Poznámka. Zobrazeńı γx je zadáno korektně, protože z věty 2.3.1 plyne, že x a h−1xh

maj́ı stejnou stopu, a tedy γx(h) ∈ Px pro každé h ∈ G.

Věta 2.3.2

Pro ekvivalenci θx indukovanou zobrazeńım γx plat́ı [id]θx = Sx.

D̊ukaz. Necht’ h ∈ Sx, pak plat́ı

h−1xh = h−1hx = x = id−1x id ,

proto h ∈ [id]θx , a tedy Sx ⊆ [id]θx . Naopak necht’ h ∈ [id]θx , pak zřejmě

xh = hh−1xh = h id−1x id = hx ,

a tedy [id]θx ⊆ Sx. Z obou inkluźı plyne [id]θx = Sx.

Odtud je již zřejmé výše zmı́něné spojeńı podgrupy Sx a ekvivalence θx, nebot’

jsme dokázali, že Sx je tř́ıdou rozkladu grupy G podle θx.

Lemma 2.3.2

Pro ekvivalenci plat́ı θx plat́ı, že h ∼x g právě tehdy, když hg−1 ∈ Sx.

D̊ukaz. Necht’ h ∼x g, tedy dle definice ekvivalence θx plat́ı

h−1xh = g−1xg .

Po vynásobeńı této rovnosti zleva h a zprava g−1 obdrž́ıme

xhg−1 = hg−1x ,

tedy prvek hg−1 komutuje s x, neboli hg−1 ∈ Sx. Protože provedené úpravy jsou

ekvivalentńı, je platnost obrácené implikace zřejmá. Proto plat́ı, že h ∼x g právě

tehdy, když hg−1 ∈ Sx.

Ukažme nyńı, že všechny tř́ıdy rozkladu indukovaného ekvivalenćı θx maj́ı stejný

počet prvk̊u.
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Věta 2.3.3

Pro g ∈ G je zobrazeńı αg : Sx −→ [g]θx dané předpisem αg : h 7−→ hg bijekćı

podgrupy Sx na tř́ıdu [g]θx.

D̊ukaz. Rozděĺıme d̊ukaz do tř́ı část́ı:

(i) Nejprve ukažme, že je zobrazeńı αg korektně definováno. Necht’ h ∈ Sx, pak

plat́ı

(hg)−1x(hg) = g−1h−1xhg = g−1h−1hxg = g−1xg ,

a tedy hg ∼x g, tj. hg ∈ [g]θx .

(ii) Necht’ g1 ∼x g, pak z lemmatu 2.3.2 plyne g1g
−1 ∈ Sx. A nav́ıc plat́ı

αg(g1g
−1) = g1g

−1g = g1 ,

a tud́ıž pro každé g1 ∈ [g]θx existuje v zobrazeńı αg vzor g1g
−1 ∈ Sx, tedy αg

je surjektivńı.

(iii) Necht’ pro h1, h2 ∈ Sx plat́ı αg(h1) = αg(h2). Z definice zobrazeńı αg plyne

h1x = h2x, a proto h1 = h2, tud́ıž zobrazeńı αg je injektivńı.

Poznámka. Dokázali jsme tak nejen, že tř́ıdy rozkladu grupy G podle θx jsou stejně

velké, ale zároveň také, že jsou právě pravými tř́ıdami rozkladu grupy G podle

podgrupy Sx.

Abychom mohli jednoznačně propojit množinu Px s tř́ıdami rozkladu podle θx,

potřebujeme nyńı ještě poněkud zobecnit větu 2.3.1. Ukážeme že plat́ı i obrácená

implikace.

Věta 2.3.4

Permutace g, h ∈ G jsou konjugované, právě když maj́ı stejnou stopu.

D̊ukaz. Dokážeme obě implikace.

(i) Necht’ g, h ∈ G jsou konjugované, pak z věty 2.3.1 bezprostředně plyne, že

maj́ı stejnou stopu.

(ii) Necht’ maj́ı permutace g, h ∈ G množiny M stejnou stopu. Z každé or-

bity permutaćı g i h můžeme vybrat jeden prvek, jako zástupce této orbity.

Protože g a h maj́ı stejnou stopu, můžeme zavést zobrazeńı f , které každému
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zástupci orbity z g jednoznačně přǐrad́ı jednoho zástupce orbity z h. Zobrazeńı

f můžeme pak rozš́ı̌rit na každý prvek a ∈M tak, že

f(g(a)) = h(f(a)) .

Protože f spojuje orbity stejné délky a g i h jsou permutace, je f bijekćı

a je zřejmé, že pak f je izomorfizmem monounárńıch algeber G = (M, g)

a H = (M,h), protože zp̊usob jeho rozš́ı̌reńı na celé M zajǐst’uje splněńı

podmı́nky homomorfizmu. Izomorfizmus f je ale zároveň bijekćı f :M −→M ,

tud́ıž je rovněž permutaćı na množině M. Nav́ıc z podmı́nky homomorfizmu

plyne

f(g(a)) = h(f(a))

pro každé a ∈M . Odtud plyne gf = fh, a tedy plat́ı

g = fhf−1 ,

kde f ∈ G, neboli permutace g a h jsou konjugované.

Poznámka. Jiný d̊ukaz, který je založen na rozkladu permutace na sjednoceńı dis-

junktńıch cykl̊u ve smyslu tvrzeńı věty 1.2.2, můžeme naj́ıt v publikaci [2].

Na začátku této části jsme si všimli jistého vztahu mezi podgrupou Sx a množinou

Px. Platilo totiž, že

|Sx| · |Px| = |G| .

Tento vztah neńı nijak zřejmý, a proto tuto rovnost objasńıme sestrojeńım od-

pov́ıdaj́ıćı bijekce.

Věta 2.3.5

Necht’ βx : Px × Sx −→ G je zobrazeńı dané předpisem βx : (g, h) 7−→ fh, kde f

je pro každé g ∈ Px libovolný, ale pevný prvek množiny Tg = {k ∈ G; k−1xk = g}.

Pak zobrazeńı βx je bijekce.

D̊ukaz. Protože permutace g a x maj́ı stejnou stopu, jsou podle věty 2.3.4 kon-

jugované, a tedy je množina Tg vždy neprázdná. Zobrazeńı βx je tak definováno

korektně.

Necht’ βx((g1, h1)) = f1h1 = k a βx((g2, h2)) = f2h2 = k. S využit́ım zobrazeńı

αfi : Sx −→ [fi]θx zavedeným ve větě 2.3.3 můžeme psát

βx((g1, h1)) = αf1(h1) = k = αf2(h2) = βx((g2, h2)) .
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Odtud je zřejmé, že [f1]θx = [f2]θx , neboli f
−1

1 xf1 = f−1

2 xf2, a tedy podle zavedeńı

f1, f2 plat́ı

g1 = f−1

1 xf1 = f−1

2 xf2 = g2 .

Plat́ı proto g1 = g2, a nav́ıc, protože fi bylo zvoleno libovolně ale pevně pro dané gi,

plat́ı i f1 = f2. O zobrazeńı αfi v́ıme, že je bijekćı, a tedy z αfi(h1) = αfi(h2) plyne

h1 = h1. Dohromady tedy plat́ı

(f1, h1) = (f2, h2) ,

a tedy zobrazeńı βx je injektivńı.

Necht’ g ∈ G, pak podle věty 2.3.4 plat́ı g−1xg ∈ Px. Necht’ dále f je vybraný

prvek množiny Tg−1xg, pak plat́ı f ∼x g, a tedy podle lemmatu 2.3.2 je f−1g ∈ Sx.

Nav́ıc plat́ı

β((g−1xg, f−1g)) = ff−1g = g ,

a tedy zobrazeńı βx je surjektivńı.

Odtud již plyne

|Px × Sx| = |G| .

Vzhledem k tomu, že se jedná o direktńı součin, plat́ı tedy

|Sx| · |Px| = |G| ,

což potvrzuje platnost veškerých kombinatorických úvah, které byly provedeny

v části 2.2.

Poznámka. Sestrojená bijekce rovněž reprezentuje vztah z Lagrangeovy věty, nebot’,

jak bylo řečeno, tř́ıdy rozkladu podle ekvivalence θx jsou pravé tř́ıdy rozkladu grupy

G podle podgrupy Sx, jejichž počet je roven indexu grupy Sx. Podle Lagrangeovy

věty plat́ı |G| = |Sx| · i, kde i je index podgrupy Sx, tzn. počet tř́ıd rozkladu grupy

G podle ekvivalence θx, jak bylo dokázáno. Lagrangeova věta sama však nepopisuje

vzájemně jednoznačný vztah těchto tř́ıd s prvky množiny Px.

2.4 Důsledky kombinatorických úvah

Z tvrzeńı dokázaných v předchoźım textu plyne několik zaj́ımavých poznatk̊u

o vlastnostech normálńıch podgrup symetrické grupy G. Tyto d̊usledky využ́ıvaj́ı

některé speciálńı typy prvk̊u symetrických grup, které u obecných grup nelze vyme-

zit, nebot’ pro ně neńı zaveden pojem stopy prvku.
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Věta 2.4.1

Nejmenš́ı normálńı podgrupa netriviálńı symetrické grupy G obsahuj́ıćı libovolnou

transpozici je celá grupa G.

D̊ukaz. Necht’ H E G a t ∈ H je transpozice. Protože H je normálńı, pak

g−1tg ∈ H

pro každé g ∈ G, avšak podle věty 2.3.4 maj́ı permutace g−1tg a t stejnou stopu,

a tedy permutace g−1tg jsou rovněž transpozice pro každé g ∈ G. Podgrupa H tak

obsahuje všechny transpozice, ale podle věty 1.3.1 je všemi transpozicemi generovaná

celá grupa G.

Uved’me závěrem daľśı podobný d̊usledek, který plat́ı pro alternuj́ıćı grupu.

Věta 2.4.2

Alternuj́ıćı podgrupa symetrické grupy G všech permutaćı množiny M (|M | ≥ 3)

je nejmenš́ı normálńı podgrupa obsahuj́ıćı libovolný 3-cyklus.

D̊ukaz. Necht’ A je normálńı podgrupa symetrické grupy G a necht’ permutace h ∈ A

je 3-cyklus. Protože A je normálńı, muśı obsahovat všechny permutace tvaru g−1hg

pro každé g ∈ G. Podle věty 2.3.4 jsou však permutace g−1hg právě všechny 3-cykly,

které podle věty 1.3.3 generuj́ı alternuj́ıćı podgrupu symetrické grupy G.
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Závěr

Ćılem práce bylo studium některých speciálńıch vlastnost́ı permutaćı konečných

množin se zaměřeńım na jejich skládáńı. Skládáńı permutaćı přitom můžeme chápat

jako binárńı operaci na množině všech permutaćı a odtud plyne velmi úzké spojeńı

výsledk̊u této práce s teoríı grup.

V úvodńı kapitole bylo objasněno několik možných vyjádřeńı permutaćı pomoćı

skládáńı permutaćı jednodušš́ıch typ̊u, což přirozeně vedlo k zavedeńı pojmu stopy,

jež je hlavńı náplńı druhé kapitoly.

Vlastńım př́ınosem této práce je předevš́ım odlǐsný př́ıstup k d̊ukaz̊um některých

již známých tvrzeńı a dále také objasněńı vztah̊u plynoućıch z teorie grup pomoćı

kombinatorického aparátu využ́ıvaj́ıćıho vlastnost́ı stop permutaćı. V závěru jsou

pak dokázána zaj́ımavá tvrzeńı o vlastnostech normálńıch podgrup symetrických

grup.

V textu jsme nav́ıc několikrát narazili na možné propojeńı permutaćı a mo-

nounárńıch algeber, což také ponechává otevřený prostor vhodný pro daľśı výzkum.
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