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Uvod

Cilem této bakalaiské prace je ukazat nékteré vyznamné vlastnosti permutaci,
zejména pak ty, jez se tykaji rozkladu permutaci na cykly. Tento rozklad je mozné
zjednodusené popsat pojmem stopa permutace, ktery ma prokazatelnou souvislost
s komutujicimi permutacemi a také s nékterymi vlastnostmi symetrickych grup,
a proto je jeho studium naplni celé druhé kapitoly.

Motivaci pro tuto praci byl autoruv piispévek O jedné vlastnosti permutact,
viz [1], ve kterém je odvozen vztah pro pocet permutaci komutujicich s danou per-
mutaci v zavislosti na jeji stopé. Dalsi zkoumani problematiky rozkladu permutaci
na cykly nés rychle pfivede na otézku, kolik existuje permutaci s danou stopou.
Stru¢nou odpovéd, kterou lze najit napf. i v knize [8], predstavuje vzorec, jenz se
velmi podobéa vzorci z autorova ¢lanku. Cela tato prace proto smétuje k objasnéni
této podobnosti, ¢ehoz je v samém zavéru dosazeno sestrojenim vhodné bijekce.
7 provedenych tvah pritom plyne také nékolik prekvapivych dusledki popisujicich
vlastnosti symetrickych grup.

Kromé odvozeni nékterych zajimavych specidlnich vlastnosti permutaci podava
tato prace i pomérné uceleny tivod do problematiky konecnych permutaci, a to jak

z kombinatorického, tak grupového hlediska.



Seznam pouzitych oznaceni

N — mnozina pfirozenych ¢éisel, tj. N = {1,2,3,...}

() — prézdna mnoZzina
|A|  — mohutnost mnoziny A (pocet prvku)
a € A — a je prvkem mnoziny A
A C B — mnozina A je podmnozinou mnoziny B

ANB — prunik mnozin A a B

AUB — sjednoceni mnozin A a B
A x B — kartézsky sou¢in mnozin A a B
a+—b — prvku a odpovida prvek b

Imf —prof:A— Bjelmf={f(a) € B;a€ A}
n! — n faktoridl, tzn. 0! =1 an!l=n-(n—1)!, kde n € N

O — konec dukazu



1 Zakladni vlastnosti permutaci

V tvodni ¢asti prace zavedeme nékteré potiebné pojmy tykajici se permutaci,

uvedeme nékolik zakladnich tvrzeni a zminime pouzivané zpusoby zapisu permutaci.

1.1 Pojem permutace

Definice 1.1.1
Necht M je neprdzdnd koneénd mnoZina, pak permutaci mnoZiny M nazveme

libovolné bijektivni zobrazeni g : M — M.

Pozndmka. Obecné je mozné zavést permutaci nekoneéné mnoziny jako libovolnou
bijekci na dané mnoziné, avsak v celé této praci se budeme vénovat vyhradné per-

mutacim koneénych mnozin.

Zavedeme tzv. maticovy zapis permutace. Napf. muzeme permutaci ¢ mnoziny
M ={1,2, ..., 8} zapsat ve tvaru

(12345678
97 \24513876) "
kde se v prvnim fadku nachdazeji vzory a v druhém jejich odpovidajici obrazy.
V nasem pifkladu, permutaci g, tedy plati g(1) = 2, g(2) = 4, atd. Casto se také
muzeme setkat se znacenim, kde prvni radek této matice vynechame, protoze evi-
dentné neni nutny pro jednoznacény zapis permutace. Muzeme tedy permutaci g

zapsat ve tvaru

g:(24513876).

Protoze libovolnd permutace je zobrazenim na mnoziné M, je ptirozené zabyvat
se permutacemi na obrazech prvku, a proto v nasledujici definici zavedeme skladani

permutaci.

Definice 1.1.2
Slozenim permutaci g, h na M rozumime takovou permutaci goh, v niz pro kazdé
a € M plati (go h)(a) = h(g(a)).

Skutecnost, ze slozeni dvou permutaci na mnoziné M je opét permutace na M,
je ztejma, protoze slozeni dvou bijekei je opét bijekce. Ozna¢me nyni G mnozinu

vSech permutaci koneé¢né mnoziny M.

Véta 1.1.1

Mnozina G spolu s operaci skldaddni tvori grupu.



Dikaz tohoto tvrzeni nebudeme detailné provadét. Je znamo, ze skladani zobra-
zeni je asociativni, jednotkou je v této grupé identické zobrazeni ¢d, tedy permutace,
v niz pro kazdé a € M plati id(a) = a. Protoze kazda permutace g je bijektivni zob-

razeni, existuje inverzni zobrazeni g~!, které je rovnéz permutaci.

Definice 1.1.3
Grupu vsech permutaci mnoziny M spolu s bindrni operact sklddini G = (G, o)

budeme nazyvat symetrickou grupou mnoZiny M.

7 vlastnosti grup plyne, ze lze pfirozenym zpusobem zavést celo¢iselné mocniny
permutaci g! = ¢, ¢° = id, dalsif mocniny zavedeme induktivné ¢"*! = ¢g" o g
a zdporné mocniny zavedeme pomoci inverzntho prvku ¢~ = (¢")~!. S vyuzitim

mocnin pak muzeme definovat nasledujici pojem.

Definice 1.1.4

Koneénou mnozinu O, = {¢"(a); n € N} nazveme orbitou proku a v permutaci g.

Podobné jako v [9] se muzeme Casto setkat s tim, Ze se orbitou rozumi posloupnost
(nebo také uspofddand k-tice) obrazii prvku a v permutacich id, g, g%, ¢°, atd. V
této praci vsak vystacime s pojmem orbity jako mnoziny. Pokud nebude podstatné,
o orbitu kterého prvku se jedna, budeme hovotit jen o orbité permutace g. Budeme-li

mluvit o délce orbity, budeme mit na mysli pocet prvku této orbity.

1.2 Disjunktni permutace

V této casti se zminime o jednom vzajemném vztahu mezi permutacemi, ktery

pak vyuzijeme k novému zpusobu jejich reprezentace. Nejprve ale zavedeme nezbytné
pojmy.
Definice 1.2.1

Pevnym bodem permutace g nazveme kazdy prvek a € M, pro néz plati g(a) = a.
O poctu pevnych bodu vypovida také tzv. stupen permutace.

Definice 1.2.2
Stupném permutace g mnoziny M rozumime pocet vsech prvki konecné mnoziny
A, ={a e M;g(a) # a} a znacime jej deg(g). Je-li deg(g) > 2, budeme o g hovorit

jako o netrividlni permutaci.

Poznamka. Pevné body permutace g jsou tedy pravé prvky vSech orbit délky jedna

a jejich pocet je |M|— deg(g).



V nasledujici definici zavedeme jeden uzitecny druh permutaci.

Definice 1.2.3
Cyklem rozumime kazZdou takovou permutaci g, kterda mad nejvyse jednu orbitu O

délky |O| > 2. Je-li délka |O| = k, pak permutaci g nazgvdime k-cyklus.

Podle této definice je identicka permutace id 1-cyklem. Proto pro k > 2 budeme

stejné jako u obecnych permutaci o k-cyklech hovorit jako o netrividlnich cyklech.

Definice 1.2.4
Necht F,, resp. Fy, je mnoZina pevngjch bodi permutace g, resp. h mnoziny M.

Rekneme, Ze permutace g a h jsou navzdjem disjunktni, jestlize F,UF; =M.

Poznamka. Vsimnéme si, ze permutace g a h jsou disjunktni pravé tehdy, kdyz

mnoziny A, a Ay, jak byly zavedeny v definici 1.2.2, jsou disjunktni.

Definice 1.2.5

Rekneme, Ze permutace g a h komutuji, jestlize plati goh = hog.

Pozndmka. Pro vétsi prehlednost budeme v dalsim textu casto pouzivat také
zkraceny zapis skladani permutaci. Zapisem gh budeme rozumét slozeni (g o h)

permutaci g a h, tzn. gh(a) = (g o h)(a).

Obecné vime, ze skladani permutaci neni komutativni, avsak pro dvojice dis-

junktnich permutaci lze dokazat nésledujici tvrzeni.

Véta 1.2.1

Disjunktni permutace komutugi.

Diikaz. Necht g a h jsou navzdjem disjunktni permutace, tedy F, U Fy = M.
Pro a € M mohou nastat tii pripady.

(i) Necht a € F, N Fy, pak plat{
ghla) = h(g(a)) = h(a) = a = g(a) = g(h(a)) = hg(a).

(ii) Necht a € F, a zéroven a & Fy, tedy plat{ h(a) = b, pro nékteré b # a. Protoze
h je permutace, a tedy je injektivni, musi platit h(b) # b, tzn. b neni pevnym

bodem permutace h, a proto musi byt pevnym bodem g. Odtud plyne



(iii) Necht a je pevnym bodem pouze permutace h. Pak analogicky g(a) = b, kde
b € Fy, a plati

Tedy pro kazdé a € M plati gh(a) = hg(a), a tedy permutace g a h komutuji. O

Véta 1.2.2
KaZdou netrivialni permutaci lze rozloZit na sloZeni po dvou disjunktnich ne-

trividlnich cyklu, pricemz tento rozklad je ddn jednoznacné az na potadi cykli.

Diikaz. Necht g je permutace mnoziny M, pficemz deg(g) > 2, pak lze mnozinu M

prirozené vyjadrit jako sjednoceni orbit permutace g, tzn.
M =U{Oy;a € M}.

Piezna¢me prvky mnoziny M tak, ze Oy, O,, ..., Oy jsou vSechny ruzné orbity per-
mutace g. Pro kazdé i € {1, 2, ..., k} takové, ze |O;| > 2, definujme

g9(a), proac€ O,
gi(a) =
a, pro a ¢ O;.
Ptitom permutace g¢; jsou ziejmé po dvou disjunktni netrivialni cykly, protoze

mnoziny O1, O, ..., O jsou rovnéz disjunktni. Existuje proto rozklad

g:gilogiQO"'ogip7

kde iy, i,..., 4, € {1, 2, ..., k} jsou prave ty prvky, pro které plati |O;| > 2. Tento
rozklad je jediny az na potadi cyklu, protoze dle véty 1.2.1 disjunktni permutace

komutuji. O

Pozndmka. Viimnéme si, ze mnozina M \ (O;, UO;,U...UQO;) je pravé mnozina Fy,
vsech pevnych bodu permutace g, a tedy cykly odpovidajici mnozindm O;, takovym
ze |M;| = 1, by byly identické permutace, a proto je do rozkladu nezahrnujeme.
7 této véty byla vyloucena identita, ale je zfejmé, ze ji lze napsat jako slozeni cyklu,

protoze sama id je 1-cyklus, ktery vSak neni netrividlni.

Na zakladé tvrzeni véty 1.2.2 je pfirozené zavést také jiny zpusob zapisu permu-

taci a to zapis pomoci orbit. Permutaci
(12345678
9724513876
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na mnoziné M uvedenou jako piiklad v pfedeslém oddile je pak mozné zapsat jako
9 =1(124)(35)(68)(7),

kde zavorky oddéluji jednotlivé orbity a zobrazeni uvniti jednotlivych cykla je
vyjadieno potadim prvku v zavorkach. V tomto zapise ale nezalezi na poradi jed-
notlivych orbit. Pokud je navic znam pocet prvku mnoziny M, pouziva se obcas

i zapisu, kde jsou vynechany vsechny pevné body.

1.3 Transpozice a jejich vlastnosti

V této casti se budeme zabyvat nejjednodussimi typy permutaci a jejich
specialnimi vlastnostmi. Budeme pfritom vyuzivat poznatky z predchoziho textu,
zejména pak vlastnosti cyklu.

Definice 1.3.1

Libovolny 2-cyklus nazveme transpozici.

Je ziejmé, ze tento specidlni typ permutaci, je po identité nejjednodussim druhem
permutaci, avSak oproti ni ma jiz mnohem vice netrivialnich vlastnosti. Napiiklad

evidentné plati t~! = ¢ pro kazdou transpozici ¢t. Pravdépodobné nejdilezitéjsi

z téchto vlastnosti ukazuje nasledujici véta.

Véta 1.3.1

Kazdd permutace je sloZenim transpozic.

Diikaz. Identitu muZzeme zapsat ve tvaru id = t2, kde t je libovolnd transpozice.
Kazda permutace ruznd od identity je jiz stupné vétsitho nez 2. Pro netrivialni per-

mutace dukaz provedeme matematickou indukei podle stupné permutace.

(i) Je-li permutace g stupné deg(g) = 2, pak je zfejmé transpozici, a tedy tvrzeni
plati.

(ii) Predpokladejme, ze tvrzeni véty plati pro vSechny permutace stupné menstho
nez k. Necht g € G je permutace mnoziny M stupné deg(g) = k. Ziejmé
existuje prvek a € M, ktery neni pevnym bodem permutace g, tedy g(a) = b
pro nékteré b € M, b # a. Uvazujme nyni transpozici t € G takovou, ze
t(b) = a a t(a) = b. Pak zfejmeé plati

11



a tedy a je pevnym bodem permutace gt. Navic, protoze prvek b nebyl pevnym
bodem g, jsou vSechny pevné body permutace g rovnéz pevnymi body gt, proto
je deg(gt) < k. Podle indukéniho predpokladu plati

gt:tltg...ts,

kde t1, to, ..., ts jsou transpozice. Permutace ! = t je opét transpozice, a

proto muzeme psat permutaci g ve tvaru
g=gtt ™' =tity. .ttt
tedy jako soucin transpozic.

Spojenim (i) a (ii) je dokédzana platnost tvrzeni pro permutaci libovolného

konecného stupné. O

Pozndmka. Lze vsak dokézat, ze kazdou permutaci mnoziny M = {1, 2,..., n}
muzeme vyjadiit jako slozeni transpozic, které jsou pouze tvaru (11).
Skutecnost, ze lze permutace vyjadrit jako slozeni permutaci z dané mnoziny,

popisuje obecnéji nasledujici definice.

Definice 1.3.2
Rekneme, Ze mnozZina permutaci K generuje mnoZinu permutaci H, jestliZe

kazdou permutaci h z mnoziny H lze vyjadrit jako sloZeni nékterych permutact z K.

Pozndamka. Vétu 1.3.1 je tedy mozné formulovat také nasledujicim zpusobem:

Mnozina vsech transpozic generuje symetrickou grupu G.

Je dulezité si uvédomit, ze rozklad na soucin transpozic nemusi byt jednoznacny,
avsak je vzdy zachovana parita poctu transpozic v tomto rozkladu. Vzhledem k této

vlastnosti je ptirozené zavést nasledujici definici.

Definice 1.3.3
Paritou permutace g rozumime paritu poctu transpozic v rozkladu permutace g

na transpozice.

Poznamka. Je-li permutace slozenim sudého, resp. lichého poctu transpozic, budeme
hovotit o sudé, resp. liché permutaci. Je zfejmé, ze slozenim permutace s jednou

libovolnou transpozici zméni paritu této permutace.

Véta 1.3.2
Mnozina A vsech sudych permutact je podgrupou grupy G
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Diikaz. Identitu muzeme psat ve tvaru id = t2, kde t je libovolna transpozice, a tedy
id € A.
Necht ¢ a h jsou sudé permutace, tedy plati

g:tltg...tr a h:dldg...ds,
kde t; a d; jsou transpozice a r i s jsou suda ¢isla. Pak plati
gh = tltg c. .trdldg. . .ds,

a tedy gh je souc¢inem r + s transpozic, kde r + s je rovnéz sudé. Proto slozeni
permutaci g a h je sudd permutace, a tedy mnozina A je uzaviend na sklddani.

Navic, je-li g = tqts...t,, pak evidentné plati
g l=(ty...t,) L=ttt =t

atedy g7t € A.

Tim je dokézano, ze mnozina A je podgrupou grupy G. O

Definice 1.3.4

Podgrupu A vsech sudiych permutact nazveme nazveme alternujici grupou.

Stejné jako pro G je mozné i pro jeji alternujici grupu A najit jednu vyznacénou

mnozinu generatoru, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 1.3.3

Mnozina vech 3-cyklu generuje alternujici grupu.

Diikaz. Pro prehlednost budeme v celém dukazu pouzivat zapis permutaci pomoci

orbit, kde budeme vynechavat pevné body. Protoze plati
(kij) = (ki)o(jk),

tak muzeme kazdy 3-cyklus vyjadrit jako slozeni dvou transpozic, a tedy vSechny
3-cykly jsou sudé permutace. Proto i slozeni 3-cyklu je vzdy suda permutace.
Bud g € G libovolnd sudé permutace, tzn. libovolnd permutace z alternujici

podgrupy A, pak je mozné ji psat jako slozeni sudého poctu transpozic
g=1tiotao...0t,

které tak muzeme rozdeélit do dvojic. Nyni ukézeme, ze libovolnou permutaci
vzniklou slozenim dvojice transpozic lze vyjadrit také jako slozeni 3-cyklu. Pro dvo-

jici transpozic t, d rozlisime tii pripady.
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(i) Necht t = d = (i j), pak jejich slozen{ lze vyjadiit jako
tod=t"=id= 2",

kde z je libovolny 3-cyklus.

(i) Necht t = (ij) a d = (j k), pak plati

tod=(ij)o(jk)=(ikj),

a tedy piimo t o d je 3-cyklus.

(iii) Necht t = (ij) a d = (k1), pak muZeme psat

tod=(ij)o(kl)=(ijk)o(kil)=yoz,

kde z a y jsou 3-cykly.

Pokud tedy v puvodnim rozkladu permutace g nahradime kazdou dvojici transpozic

ji odpovidajicim slozenim 3-cykli, obdrzime rozklad
g=210230...02,

kde z; jsou 3-cykly. Tim je tvrzeni dokazano. 0

Pozndmka. Navic 1ze dokézat, ze alternujici podgrupa A grupy G vSech permutaci

mnoziny M = {1, 2,..., n}, je generovana vsemi 3-cykly tvaru (121).

1.4 Pojmy z teorie grup

. 2 .’ ~ s . . ’ v 7 . U
Permutace velmi tzce souvisi s kone¢nymi grupami, a proto v této ¢asti zaved me

jenz by mohly byt uzitetné pro lepsi orientaci v zakladech teorie grup, muzeme
nalézt napf. v publikacich [7] nebo [4].

Pozndmka. Pro cely tento oddil oznacme G libovolnou konecnou grupu, pro kterou
budeme uzivat béznou multiplikativni notaci. Déle oznac¢me e jeji jednotku a o poc¢tu
jejich prvka budeme hovorit jako o rddu grupy G. Skutecnost, ze H je podgrupou
grupy G, budeme zapisovat H < G.

Definice 1.4.1
Necht H,K C G, pak zaved'me soucin HK téchto mnoZin jako

HK ={hke Gihe H, ke K}.

14



Je-li H = {h}, pak budeme pro ptehlednost misto {h}K psat jen hK a stejné
tak misto K{h} jen Kh.

Definice 1.4.2
Jestlize H < G a g € G, pak levou tiidou, resp. pravou tridou, prvku g podle

podgrupy H rozumime mnozZinu gH , resp. Hg.

Ozna¢me G/;H mnozinu vsech navzajem ruznych levych tiid grupy G podle

podgrupy H.

Véta 1.4.1
Mnozina G/, H tvori rozklad grupy G na tridy.

Diikaz. Protoze e € H, pak pro kazdé a € G plati
a=a-e€al,

a tedy kazdy prvek grupy G nalezi nékteré levé ttidé, neboli mnozina vsech levych
tiid tvoii pokryti G.

Necht aH NbH # 0, pak existuje ¢ € aH NbH, z tehoz plyne, Ze lze najit prvky
hy, hy € H takové, ze ¢ = ahy, a ¢ = bhs, a tedy plati a = bhghl_l. Bud z libovolny
prvek z aH, neboli x = ah pro nékteré h € H, pak plati

z = ah = (bhah )b = b(hohi'h)

kde vsak hohi'h € H, a proto x € bH. Tim jsme dokdzali, Ze plati aH C bH.
Analogicky lze dokéazat, ze bH C aH, a plati tedy aH = bH. Odtud zfejmé plyne,

ze ruzné levé tiidy jsou navzajem disjunktni. O

Stejné i pro mnozinu G/,H vSech ruznych pravych tiid plati, ze G/,H tvoii
rozklad grupy G na tiidy.

Lemma 1.4.1
Bud H <G aa,be G, pak plati

(i) aH = bH, prdvé kdyz b=a € H,
(i) Ha = Hb, prdvé kdyz ab™* € H.

Diikaz. Dukaz provedeme jen pro tvrzeni (i), nebot pro ptipad (ii) je dikaz analo-
gicky. Necht plati aH = bH, pak a-e = a € bH, a tedy existuje prvek h € H,
pro ktery plati a = bh, a proto b~la = h € H.

Naopak, necht b=ta = h € H, pak plati a = bh, tudiz a € aH NbH, a tedy podle
vety 1.4.1 plati aH = bH. O
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Mnoziny levych a pravych tiid obecné nemusi byt totozné, plati ale nésledujici

véta.

Véta 1.4.2
Pro libovolnou podgrupu H grupy G plati |G/ H| = |G/,H|.

Diikaz. Definujme zobrazeni f: G/;H — G/,H piedpisem f(aH) = Ha™ .
Necht Ha € G/,H je libovolné, pak pro a™ € G plati, ze f(a 'H) = Ha, a tedy
f je surjektivni.
Necht nyni f(aH) = Ha ' = Hb™' = f(bH). Z lemmatu 1.4.1 plyne a 'b € H,
pak ale plati
bla=(a'b)' € H,

a tedy aH = bH. Zobrazeni f je proto injektivni, a je tedy bijeke! G/;H na G/, H.
O

Nyni muzeme opravnéné vyslovit néasledujici definici.

Definice 1.4.3
Pocet vsech levijch, resp. praviych trid rozkladu podle podgrupy H nazveme index

podgrupy H.

Pokracujme ve vyctu spoleénych vlastnosti levych a pravych rozkladu. Jak uka-

zuje dalsi véta, libovolné dvé tiidy maji vzdy stejny pocet prvku.

Véta 1.4.3
Bud H < G aa,be G, pak plati

aH| = |Hb)|.

Diikaz. Definujme zobrazeni f : H — aH piredpisem f(h) = ah. Ze zavedeni tiidy
aH je ziejmé, 7e f je surjekce. Necht f(hy) = f(h2), pak ahy = ahs, odtud plyne
h1 = hs, proto f je injekce. Tim jsme dokazali, ze f je bijekce H na aH. Analogicky
lze zkonstruovat bijekci g : H — Hb a je ziejmé, ze f~Log je bijekci aH na Hb. O

7 opakovaného uziti této véty plyne, ze vSechny levé i pravé tiidy maji stejny

pocet prvku.

Véta 1.4.4 (J. L. Lagrange)
Necht G je grupa vadun a H jeji podgrupa vdadu k a indexu i, pak platin =k -i.

Dikaz. Jak vime z véty 1.4.3, ma kazda z i tiid rozkladu grupy G podle podgrupy
H pravé k prvku. Protoze kazdy z n prvku grupy G nalezi do nékteré z téchto tiid,
tak plati n =k - 1. O
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Dulezitym dusledkem této véty je, ze pti hledani podgrup grupy G se muzeme
omezit jen na hledani podgrup, jejichz fad je délitelem tadu grupy G.

Jak jiz bylo zminéno vyse, obecné muze platit, ze levé a pravé rozklady grupy
G podle podgrupy H jsou ruzné. Stejné jsou naptiklad vzdy u abelovskych grup,
nebot v nich pro kazdé a € G plati aH = Ha. Pro obecné grupy je vsak uzitecné

zavést nasledujici pojem.

Definice 1.4.4
Necht H < G. Rekneme, Ze H je normalni podgrupou grupy G, znacime H < G,
jestlize plati G/|H = G/, H.

Poznamka. V abelovskych grupéch je tedy kazda podgrupa normalni.

Tato definice muze byt ale pti dukazech ponékud neobratnd, a proto je vhodné

ukazat nasledujici vlastnost normalnich podgrup.

Véta 1.4.5
Podgrupa H grupy G je normalni, prdave kdyz pro kazdé a € G a pro kaZdé h € H
plati, e aha™' € H.

Diikaz. Méjme normalni podgrupu H grupy G a libovolny prvek a € G. Protoze
ae=ea=a a e € H, pak ztejmé a € aH N Ha, a tedy aH = Ha. Proto lze
pro libovolny prvek h € H najit prvek h' € H tak, ze plati ah = h'a, a tedy
aha™' =h € H.

Nechf naopak pro kazdé a € G akazdé h € H plati aha™! € H. Ziejmé ah € aH,
nyni polozme h; = aha™! € H, tzn. ah = hia € Ha, a tedy aH C Ha. Navic vsak
analogicky ha € Ha, a tedy pro hy = a 'h(a™')™! € H plati ha = ahy € aH, tzn.
Ha C aH. 7 obou inkluzi plyne, ze aH = Ha pro kazdé a € G a rozklady G/, H
a G/,H jsou proto totozné. O

Stejné jako u jinych algebraickych struktur je uzitecné i pro grupy zavést specialni
druh zobrazeni, ktery zachovava vsechny specifické vlastnosti grup, zejména je pak

kompatibilni s grupovou operaci.

Definice 1.4.5
Méjme dvé grupy G = (G,-) a H = (H, o), pak zobrazeni ¢ : G — H, pro néz
plat?
pla-b) = pla) op(b),
nazveme homomorfizmem z grupy G do grupy H. Je-li navic zobrazeni ¢ bijekce,

pak jej nazyvdame izomorfizmem.
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Pozndmka. Ke kazdému izomorfizmu existuje inverzni zobrazeni, které je rovnéz
izomorfizmem. Proto muzeme tict, ze grupy G a H jsou vzajemné izomorfni, jestlize

existuje izomorfizmus grupy G na H.

Hned v dvodu celého textu jsme zavedli pojem symetrické grupy. Nyni si vSak
ukazeme, jak velmi tzké je spojeni mezi permutacemi na koneé¢nych mnozinach

a koneénymi grupami.

Definice 1.4.6

Libovolnou podgrupu symetrické grupy nazveme permutacni grupou.

Prestoze nasledujici véta byla puvodné formulovana pro libovolné grupy, bude

pro nasi predstavu dostacujici ji zde uvést jen pro pripad koneénych grup.

Véta 1.4.6 (A. Cayley)

Kazdd konecnd grupa je izomorfni nékteré permutacni grupé.

Diikaz. Podle definice tedy chceme ukazat, ze kazda koneénd grupa H je izomorfni
podgrupé symetrické grupy G vsSech permutaci mnoziny M. Za mnozinu M proto
vezmeme prave nosic grupy H.

Pro kazdé a € H definujme zobrazeni g, : H — H ptedpisem g,(z) = za.
Ukézeme, Ze vSechna takova zobrazeni jsou bijekce. Necht g,(x) = g4(y), pak plati
ra = ya, tzn. x = y, a tedy g, je injekce. Necht x € H, pak existuje prvek za=! € H,

la = 2, a tedy g, je surjekce. Pro kazdé a € H

pro néz ziejmé plati g,(ra™!) = za~
je proto g, bijekci na H, neboli je permutaci mnoziny H, tzn. g, € G.

Uvazujme nyni zobrazeni ¢ : H — G dané predpisem ¢ : a — g¢,. Bud'te
a, b € H takové, ze ¢(a) = ¢(b) pak z definice zobrazeni ¢ plyne g, = g, a proto
plati

a=e-a=g,e)=gye)=e-b=0,
tzn. ze zobrazeni ¢ je injektivni. Navic vSak pro kazdé a, b, x € H plati
(9(a) 0 (b)) () = gage(x) = go(ga(2)) = go(wa) = zab = gab(x) = ¢(ab)(x) ,

a proto ¢ je homomorfizmus.
Protoze ¢ je homomorfizmus je K = I'm ¢ podgrupou v G, a tedy ¢ je hledanym
izomorfizmem grupy H na permutacni grupu K. UJ

2 Stopy permutaci

V této kapitole se budeme zabyvat jednou specialni vlastnosti permutaci, ktera

pravdépodobné nejlépe vystihuje tvar a strukturu permutaci.
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2.1 Pojem stopy

Dokazali jsme v ¢asti 1.2, ze kazdou permutaci lze rozlozit na slozeni disjunktnich
cyklu a ze rozklad, jenz touto cestou vznika, je jednoznacény. Je ziejmé, ze ruzné
permutace mohou mit ve smyslu rozkladu na cykly stejnou strukturu. V celém
nasledujicim textu se budeme touto podobnosti zabyvat a budeme zkoumat jeji
dusledky.

Pozndmka. V nasledujicim textu budeme G znacit symetrickou grupu permutaci
konecné neprazdné mnoziny M (|M| = n), i kdyz nékteré z uvedenych vét plati i

pro obecné grupy.

Definice 2.1.1
Necht permutace g € G md prdvé ky pevnijch bodi, ky orbit délky 2, ks orbit délky
3 atd., az ky, orbit délky n, pak uspordadanou n-tici (kyi, ks, ..., k,) nazveme stopou

permutace g.
7 vlastnosti orbit plyne ziejméa vlastnost stop.

Lemma 2.1.1

Je-li (k1,ka, ..., ky) stopa permutace g mnoziny M, kde |M| = n, pak plati

Diikaz. Protoze orbity permutace g jsou po dvou disjunktni mnoziny, je soucet poctu

jejich prvku roven poc¢tu prvku jejich sjednoceni, tedy celé mnoziny M. O
Odtud plyne, ze kazdou n-tici (ki, ke, ..., k,), pro kterou plati
n:k1+2k2+3k3++nkn,

muzeme povazovat za stopu néjaké permutace n-prvkové mnoziny.

2.2 Kombinatorika s vyuzitim stop

Pro prvek z € G ozna¢me S, mnozinu vSsech permutaci komutujicich s x a P,

mnozinu vSech permutaci, které maji s permutaci x stejnou stopu.

Véta 2.2.1

Mnozina S, vsech permutaci komutugicich s permutaci x je podgrupou grupy G.
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Dikaz. Je ziejmé, ze idx = wxid, a tak id € S,.

Necht g, h € S,, tedy plati gz = 2g a hx = zh a odtud plyne
ghx = gxh = xgh,

a proto gh € S,. Navic plati

g e =gagg =g lgrg T = xg ™,

atedy g7! € S,. Proto S, je podgrupou grupy G. U

Vyuzitim nékolika kombinatorickych tvah lze odvodit zajimavy vztah! vy-
jadtujici zavislost velikosti podgrupy S, na stopé k = (ki, ks, ..., k,) permutace x.
Véta 2.2.2

Pro pocet prvki podgrupy S, plati

n

i=1

Diikaz. Méjme permutaci g, uvazujme nékteré dvé orbity O, a Oy, kde |O,| = n,
|Op] = m a bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, ze plati m < n. Oznacme déle

a; (i=1,2,..., n) prvky orbity O, a b; (j =1, 2, ..., m) prvky O, tak, ze

g(a’1> = a2, g<a2> = asg, ..., g(an) =

g<b1> = bg, g(bg) = b3, e g(bm) = bl-
Hledame-li h tak, aby platilo g - h = h - g, pak pro nase potieby rozlisime dva

pripady:
(i) h(a) €0, a (i) hla)€ O,.

(i) Necht napt. h(a;) = by, tedy
hg(ar) = g(h(w1)) = g(bs) = ba
a maji-li permutace g a h komutovat, pak
by = gh(a1) = h(g(ar)) = h(az).

Stejné pak
h(as) = bs, h(ay) = by, ..., h(am) = b,

Uvedeny vysledek byl publikovédn autorem v éasopise Matematika—fyzika—informatika, viz [1].
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(i)

déle vsak ¥ (a;,41) = by toto je ale mozné, praveé kdyz m = n (a1 ~ aq).

Ma-li tedy permutace h zobrazit prvek nékteré orbity na prvek jiné orbity,
musi mit tyto orbity stejny pocet prvku a také vsechny zbyvajici prvky prvni
orbity se musi zobrazit do téze orbity a toto zobrazeni je jednoznacéné urceno

zobrazenim zvoleného prvku.

Podobné 1ze postupovat i v tomto ptipadé. Necht napt. h(a;) = as. Plati tedy
hg(ai) = g(h(a1)) = g(az) = aa.

Pokud ale plati gh = hg, pak
ag = gh(a1) = h(g(a1)) = h(az),

tedy h(as) = a4, stejné tak

h(as) = as, h(ay) = ag, ..., h(a,—1) = a1, h(a,) = as.

Zobrazi-li permutace h néktery prvek orbity O, na prvek téze orbity, musi
analogicky zobrazit i vSechny zbyvajici prvky orbity O, a toto zobrazeni je

déno jednoznacné zobrazenim zvoleného prvku.

Je-li tedy ddna permutace g a chceme urcit pocet |S,| véech ruznych permutaci

h takovych, ze gh = hg, rozlozme nejprve orbity permutace g do skupin podle

poctu jejich prvka. Z predchozich poznatki vime, ze zadnd takova permutace h

nemuze prvek jedné skupiny zobrazit na prvek skupiny jiné a musi jej tedy zobrazit

na néktery z prvku vychozi skupiny. A navic se vzdy celd orbita zobrazi na celou

orbitu a jednoznacnost tohoto zobrazeni je zajisténa zobrazenim jediného prvku.

Uvazujme tedy skupinu obsahujici vsechny orbity s prave p prvky, takovych orbit

je kp.

Existuje tak k,! moznosti, jak se mohou tyto orbity na sebe vzajemné zobrazit,

a pritom kazdd z k, orbit se miZze na jinou zobrazit pravé p zpusoby. Proto pro tuto

skupinu existuje k,!p* moznosti, a to nezdvisle na vsech ostatnich skupindch. Uzitim

principu soucinu pro vSechna mozna p tak dostavame celkovy pocet vSech moznych

permutaci h. Plati tedy

S, = (ka!19) (ko!2F2) L (R Infr) = T kit
=1

Tim je dukaz ukoncen. O
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Pozndmka. Libovolnou permutaci ¢ mnoziny M muzeme povazovat za unarni ope-
raci na M. Dvojice (M,g) je pak specidlni monounérni algebrou. Izomorfizmus
na monounarni algebte (M,z) je kazdé bijektivni zobrazeni h na M, které za-
chovava operaci x, tzn. pro kazdé a € M plati h(z(a)) = x(h(a)). Evidentné je
proto S, mnozina vsech izomorfizmu na algebie (M, ). K ptistupu, kdy permutace
povazujeme za unarni operace na M, se jesté v textu pozdéji vratime a vyuzijeme
jej v dukazu jednoho ze stézejnich tvrzeni této prace.

Ponékud odlisnou myslenku potiebujeme k tomu, abychom uréili velikost
mnoziny P,.
Véta 2.2.3

Pro pocet prvoki mnoziny P, plati

n!

[y kit - ik

Diikaz. Uvazujme permutaci x reprezentovanou zapisem pomoci jednotlivych orbit,

|P:v‘:

ktery jsme zavedli v ¢asti 1.2. Pokud ponechdme zavorky na misté a na prvcich pro-
vedeme vSechny mozné permutace, obdrzime zapisy n! permutaci se stejnou stopou

jako permutace x. Tyto permutace vsak nemusi lisit, ale to jen ze dvou duvodu.

(i) Jednotlivé zdvorky reprezentujici orbity délky p se celé zobrazily jedna na dru-
hou, coz se muze stat pravé k,! zpusoby. Pokud provedeme tuto tvahu pro
vSechny mozné délky orbit permutace x, zjistime, ze pocet shod z prvniho
duvodu je

kol k).

(ii) Prvky uvniti jednotlivych zavorek orbit délky p jsou pouze cyklicky posu-
nuté, coz mize nastat pravé p zpusoby pro jednu orbitu, tedy p*» zpiisoby

pro vSechny orbity délky p. Pro vsechny délky orbit proto existuje praveée
1F12k2  pfn

shod z druhého duvodu.

Proto pocet permutaci, jejichz stopa je shodna se stopou permutace x, je prave

Py = n! B n!
U kR gl 2k2 Ik T Kl ke

O

Vztahy, jenz jsme odvodili, jsou na prvni pohled v jistém sméru podeziele po-

dobné, a proto se nyni zabyvejme objasnénim této zavislosti.
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2.3 Stopy a konjugované permutace

Ze vztahu odvozenych v predchozim oddile a jejich dukazu je patrna jista spoji-

tost mnozin S, a P,, kterou se nyni budeme blize zabyvat.

Lemma 2.3.1
Pro kazdé dva prvky g, h € G plati

(htgh)" = h™'g"h.

Diikaz. Necht g, h € G, pak ziejmé plati

(htgh)™ = \(h’lgh)(hflgh) . (h’lgh)J =h7lgg...gh=h""¢"h.
n-krat

O

Ptipomenme, ze se zabyvame pouze permutacemi na konecnych mnozinach,
proto v permutaci g pro kazdy prvek a € M existuje nejmensi prirozené cislo k
takové, ze g(a) = a. Cislo k ziejmé odpovidd délce orbity prvku a v permutaci g.
Navic pro kazdé p € N takové, ze ¢g(a) = a, plati k|p, coz plyne jak z teorie grup,

tak ze samotného zavedeni permutaci.

Véta 2.3.1
Méjme g € G, pak permutace g a h™'gh maji stejnou stopu pro kazdé h € G.

Driikaz. Necht prvek a lez{ na orbité délky n v permutaci g, tedy ¢g™(a) = a. Pak

s vyuzitim lemmatu 2.3.1 plati
(h~'gh)"(h(a)) = hh™'g"h(a) = g"h(a) = h(g"(a)) = h(a),

tedy je-li m délka orbity prvku h(a) v permutaci h~1gh, pak nutné plati m|n.
Necht naopak prvek h(a) lezi na orbité délky m v permutaci h~tgh, tedy plati
(h=tgh)™(h(a)) = h(a). Odtud a z lemmatu 2.3.1 plyne

g™ (a) = hh™'g"hh™*(a) = b= ((h™"gh)™ (h(a))) = h™"(h(a)) = a,

a tedy nutné musi platit, ze n|m, kde n je délka orbity prvku a v permutaci g.
Proto pro kazdy prvek a, ktery v permutaci g lezi na orbité délky n, a pro kazdou
permutaci h existuje pravé jeden prvek h(a), ktery je v permutaci h='gh prvkem
orbity délky n. Odtud uZ ziejmé plyne, Ze stopy permutaci g a h='gh jsou stejné
pro kazdé h € G. O
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Pravé dokdzand véta znaéné usnadiuje praci s prvky mnoziny P, nebot je spo-
juje s prvky konjugovanymi s x. Diky tomuto spojeni muzeme zavést uzite¢nou

ekvivalenci na grupé G, kterou pozdéji tizce propojime s podgrupou S,.

Definice 2.3.1
Pro pevné x uwvazujme zobrazeni~y, : G — P, dané predpisem ~y, : h — h™xh.
Oznacme 0, ekvivalenci indukovanou timto zobrazenim a pro (g,h) € 0, budeme

pouzivat také znaceni g ~; h.

Pozndmka. Zobrazeni v, je zadéno korektné, protoze z véty 2.3.1 plyne, ze z a h™'ah

maji stejnou stopu, a tedy 7, (h) € P, pro kazdé h € G.

Véta 2.3.2

Pro ekvivalenci 0, indukovanou zobrazenim ~, plati [id]g, = S,.
Diikaz. Necht h € S,, pak plati
h=lzh = h the =z = id ‘zid,
proto h € [id]e,, a tedy S, C [id]y,. Naopak necht h € [id]y,, pak ziejmé
zh = hh™tzh = hid 'zid = hz,
a tedy [id]g, C S,. Z obou inkluzi plyne [id]g, = S,. O

Odtud je jiz ziejmé vySe zminéné spojeni podgrupy S, a ekvivalence 6,, nebot

jsme dokazali, ze S, je tfidou rozkladu grupy G podle 6,.

Lemma 2.3.2
Pro ekvivalenci plati 0, plati, e h ~, g prdvé tehdy, kdyz hg=' € S,.

Diikaz. Necht h ~;, g, tedy dle definice ekvivalence 6, plati
hlzh =g 'zg.

Po vynésobeni této rovnosti zleva h a zprava g~! obdrzime

zhg™' = hg 'z,

tedy prvek hg~! komutuje s x, neboli hg~! € S,. Protoze provedené tipravy jsou
ekvivalentni, je platnost obracené implikace ziejméa. Proto plati, ze h ~, g prave
tehdy, kdyz hg=! € S,. O

Ukazme nyni, ze vSechny tiidy rozkladu indukovaného ekvivalenci 8, maji stejny

pocet prvku.
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Véta 2.3.3
Pro g € G je zobrazeni oy : Sp — [gle, dané predpisem ay : h — hg bijekci
podgrupy S, na tridu [glg, -

Diukaz. Rozdélime dukaz do tii ¢asti:

(i) Nejprve ukazme, ze je zobrazeni «, korektné definovdno. Necht h € S,, pak
plati
(hg)~'x(hg) = g~ 'h~'xhg = g~ 'h~'hag = g~ 'xg,

a tedy hg ~ g, tj. hg € [g]s,-

(i) Necht g1 ~ ¢, pak z lemmatu 2.3.2 plyne g;g~! € S,. A navic plati

ag(gg™) =19 9= g1,

a tudiz pro kazdé g; € [gy, existuje v zobrazeni ay, vzor gig~* € S,, tedy a,

x

je surjektivni.

(iii) Necht pro hy, hy € S, plati ay(hi) = a4(hse). Z definice zobrazen{ a, plyne

hix = hoz, a proto hy = ho, tudiz zobrazeni a4 je injektivni.
O

Pozndmka. Dokazali jsme tak nejen, ze tiidy rozkladu grupy G podle 6, jsou stejné
velké, ale zaroven také, ze jsou pravé pravymi tiidami rozkladu grupy G podle
podgrupy S,.

Abychom mohli jednozna¢né propojit mnozinu P, s tiidami rozkladu podle 6,

potiebujeme nyni jesté ponékud zobecnit vétu 2.3.1. Ukédzeme ze plati i obracena
implikace.

Véta 2.3.4

Permutace g, h € G jsou konjugované, pravé kdyz maji stejnou stopu.
Diikaz. Dokazeme obé implikace.

(i) Necht g, h € G jsou konjugované, pak z véty 2.3.1 bezprostiedné plyne, Ze

maji stejnou stopu.

(ii) Necht maji permutace g, h € G mnoziny M stejnou stopu. Z kazdé or-
bity permutaci g i A muzeme vybrat jeden prvek, jako zastupce této orbity.

Protoze g a h maji stejnou stopu, muzeme zavést zobrazeni f, které kazdému
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zastupci orbity z g jednoznacné pritadi jednoho zastupce orbity z h. Zobrazeni

f muzeme pak rozsitit na kazdy prvek a € M tak, ze

Protoze f spojuje orbity stejné délky a ¢g i h jsou permutace, je f bijekeci
a je ziejmé, ze pak f je izomorfizmem monoundrnich algeber G = (M, g)
a H = (M,h), protoze zpusob jeho rozsiteni na celé M zajistuje splnéni
podminky homomorfizmu. I[zomorfizmus f je ale zaroven bijekei f: M — M,
tudiz je rovnéz permutaci na mnoziné M. Navic z podminky homomorfizmu
plyne

f(g(a)) = h(f(a))

pro kazdé a € M. Odtud plyne gf = fh, a tedy plati

g=fhf™,
kde f € G, neboli permutace g a h jsou konjugované.
0

Pozndmka. Jiny dukaz, ktery je zalozen na rozkladu permutace na sjednoceni dis-

junktnich cyklu ve smyslu tvrzeni véty 1.2.2, muzeme najit v publikaci [2].

Na zacatku této ¢asti jsme si v§imli jistého vztahu mezi podgrupou S, a mnozinou
P,. Platilo totiz, ze
|| - [P:] = |G

Tento vztah neni nijak zfejmy, a proto tuto rovnost objasnime sestrojenim od-

povidajici bijekce.

Véta 2.3.5
Necht 8, : P, x S, — G je zobrazeni dané predpisem B, : (g, h) — fh, kde f
je pro kazdé g € P, libovolny, ale pevny prvek mnoziny T, = {k € G; k™ 'zk = g}.

Pak zobrazeni (3, je bijekce.

Dikaz. Protoze permutace g a x maji stejnou stopu, jsou podle véty 2.3.4 kon-
jugované, a tedy je mnozina T, vidy neprazdna. Zobrazeni 3, je tak definovano
korektné.

Necht 8.((g1,h1)) = fih1 = k a Be((g2, h2)) = fahy = k. S vyuzitim zobrazen{

ay, © Sy — [file, zavedenym ve vété 2.3.3 muzeme psat

Be((g1, 1)) = oy (h1) = k = ap,(ha) = B.((g2, ha)) -
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Odtud je ziejmé, ze [filo, = [f2]o,, neboli filxfi = f, 'z fs, a tedy podle zavedeni
J1, f2 plati
g=frlafi=flwfa=go.

Plati proto g; = gs, a navic, protoze f; bylo zvoleno libovolné ale pevné pro dané g;,
plati i fi = fo. O zobrazeni oy, vime, ze je bijekci, a tedy z oy, (hy) = oy, (ho) plyne
hy = hi. Dohromady tedy plati

(f1,h1) = (f2, ha),

a tedy zobrazeni 3, je injektivni.

Necht g € G, pak podle véty 2.3.4 plati g~'zg € P,. Necht ddle f je vybrany
prvek mnoziny T,-1,,, pak plati f ~ g, a tedy podle lemmatu 2.3.2 je f~'g € S,.
Navic plati

B(lg~"xg, f9))=ffg9=09,

a tedy zobrazeni 3, je surjektivni. O

Odtud jiz plyne
|P, x S| =G| .

Vzhledem k tomu, ze se jedna o direktni soucin, plati tedy
|Se| - |Pe| = |G,

coz potvrzuje platnost veskerych kombinatorickych tvah, které byly provedeny

v Casti 2.2.

Pozndmka. Sestrojend bijekce rovnéZz reprezentuje vztah z Lagrangeovy véty, nebot,
jak bylo feceno, ttidy rozkladu podle ekvivalence 6, jsou pravé ttidy rozkladu grupy
G podle podgrupy S, jejichz pocet je roven indexu grupy S,. Podle Lagrangeovy
vety plati |G| = |S,| - 7, kde 7 je index podgrupy S,, tzn. pocet tiid rozkladu grupy
G podle ekvivalence 6., jak bylo dokdzano. Lagrangeova véta sama vSak nepopisuje

vzajemné jednoznacny vztah téchto tiid s prvky mnoziny P,.

2.4 Drtsledky kombinatorickych tvah

7 tvrzeni dokdzanych v predchozim textu plyne nékolik zajimavych poznatku
o vlastnostech normaélnich podgrup symetrické grupy G. Tyto dusledky vyuzivaji
nékteré specialni typy prvku symetrickych grup, které u obecnych grup nelze vyme-

zit, nebot pro né neni zaveden pojem stopy prvku.
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Véta 2.4.1
Nejmensi normalni podgrupa netrividlni symetrické grupy G obsahugici libovolnou

transpozici je celd grupa G.

Diikaz. Necht H < G a t € H je transpozice. Protoze H je normdlni, pak
g 'tge H

pro kazdé g € G, avsak podle véty 2.3.4 maji permutace g~ 'tg a t stejnou stopu,
a tedy permutace g~ 'tg jsou rovnéz transpozice pro kazdé g € G. Podgrupa H tak
obsahuje vSechny transpozice, ale podle véty 1.3.1 je vSemi transpozicemi generovana

celd grupa G. O
Uvedme zavérem dalsf podobny disledek, ktery plati pro alternujici grupu.

Véta 2.4.2
Alternugici podgrupa symetrické grupy G vSech permutaci mnoziny M (|M| > 3)

je negmensi normdalni podgrupa obsahujici libovolny 3-cyklus.

Diikaz. Necht A je normélni podgrupa symetrické grupy G a necht permutace h € A
je 3-cyklus. Protoze A je normélni, musi obsahovat véechny permutace tvaru g—thg
pro kazdé g € G. Podle véty 2.3.4 jsou vSak permutace g~ 'hg pravé viechny 3-cykly,
které podle véty 1.3.3 generuji alternujici podgrupu symetrické grupy G. U
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Zaveéer

Cilem prace bylo studium nékterych specidlnich vlastnosti permutaci koneénych
mnozin se zamérenim na jejich skladani. Skladani permutaci pritom muzeme chapat
jako binarni operaci na mnoziné vSech permutaci a odtud plyne velmi 1zké spojeni
vysledku této prace s teorii grup.

V 1vodni kapitole bylo objasnéno nékolik moznych vyjadieni permutaci pomoci
skladani permutaci jednodussich typu, coz prirozené vedlo k zavedeni pojmu stopy,
jez je hlavni naplni druhé kapitoly.

Vlastnim piinosem této prace je predevsim odlisny piistup k dukazum nékterych
jiz znamych tvrzeni a dale také objasnéni vztahu plynoucich z teorie grup pomoci
kombinatorického apardtu vyuzivajicitho vlastnosti stop permutaci. V zavéru jsou
pak dokézana zajimava tvrzeni o vlastnostech normélnich podgrup symetrickych
grup.

V textu jsme navic nékolikrat narazili na mozné propojeni permutaci a mo-

nounarnich algeber, coz také ponechava otevieny prostor vhodny pro dalsi vyzkum.
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