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Abstrakt

Tato préace se zabyva analyzou spojitého a diskrétniho logistického modelu jednodruhové
populace. U kazdého modelu je diskutovana rovnovaha, jeji stabilita a chovani feseni mo-
delu pfi riznych pocateénich podminkach. V piipadé diskrétniho modelu je zde podrobné
diskutovano periodické chovani feSeni v zavislosti na zméné parametru charakterizujiciho
miru rustu zkoumané populace. V praci je také zminéno chaotické chovani reseni modelu.
Grafické interpretace diléich problémi jsou vytvotreny v softwaru MATLAB. Vypocty jsou
kontrolovany softwarem Maple.

Abstract

This thesis analyzes the continuous and discrete logistic model of a single-species popu-
lation. For both of these models, there are discussed problems of equilibria, their stability
and behaviour of the solutions for different initial conditions. In the case of the discrete
model, the periodic behaviour of solutions is discussed in detail with respect to change of
a parameter characterizing growth of the investigated population. The chaotic behaviour
of solutions is mentioned as well. The graphic interpretations of each of the problems are
performed using the software MATLAB. The calculations are checked via the software
Maple.

Klicova slova
Autonomni systém diferencialnich rovnic, diferen¢ni rovnice, logisticka rovnice, rovnovaha
modelu, cyklus tadu &, stabilita feSeni, periodické chovéani, chaotické chovani.
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1 Uvod

V soucasné dobé Zije na Zemi ptes 7,5 miliard lidi’. Tento fakt v nds muze vyvoldvat
otazky jako ,Kolik lidi bude zit na Zemi za par desitek let?“ nebo ,Kolik lidi dokaze
Zemé jeste uzivit?“. Odpovédi na tyto otazky lze najit ve védni discipliné zvané populacni
biologie. Tato védni disciplina zkouma mimo jiné prave velikost populace urcitého druhu
(nebo vice druht) v ¢ase. Pii studovani populace daného druhu je dulezité urcit, jak se
tento druh bude vyvyjet, pfipadné muze-li tento vyvoj vykazovat i opakované chovani
(naptiklad s dalsi generaci druhu) nebo zda ruzné pocétecéni velikosti populace mohou
zapricinit odlisné chovéani ve vyvoji populace.

Velikost populace (nebo jeji zménu) lze popsat logistickou rovnici, kterd spolecné
s pocatecni velikosti populace tvoif logisticky model. Reseni modelu tedy odpovidé ve-
likosti populace v daném case, ptipadné v daném casovém tuseku. Druh modelu zavisi
na volbé casového intervalu, ktery muze byt bud spojity, nebo diskrétni ve formé stejné
dlouhych casovych tuseku (naptiklad mésice, roky). Pro spojity casovy interval se odvo-
zuje logistickd rovnice ve tvaru diferencialni rovnice prvniho fadu, ktera ma jako poc¢atecni
podminku prave pocatecni velikost populace. Takovy model se nazyva spojity logisticky
model, jenz jako prvni sestavil anglicky ekonom Thomas Robert Malthus v roce 1798.
Pozdéji, v roce 1838, upravil tento model belgicky matematik Pierre Francois Verhulst.
Jiné formy tohoto modelu, jako model zalozeny na zdrojich nebo epidemiologicky model,
1ze nalézt napiiklad v [2].

Pro ¢asovy interval ve formé useku se odvozuje logisticka rovnice ve tvaru diferenéni
rovnice prvniho fadu druhého typu. K této rovnici je potieba opét dodat pocatecéni velikost
populace, aby bylo mozné ji tesit. Takovy model se nazyva diskrétni logisticky model,
ktery vznikl analogickou argumentaci a ivahami jako model spojity. V roce 1845 odvodil
P. F. Verhulst také diferencni rovnici popisujici situaci, kdy populace kompletné vymfe
v kazdé generaci. Jinou formu diferen¢ni rovnice odvodil v roce 1975 Michael Patrick
Hassell, popisujici zejména populaci hmyzu. Obé zminéné rovnice jsou méné znamé tvary
diskrétniho logistického modelu a v této praci se neobjevi. Jsou zde pouze pro zajimavost,
vice o nich je k nalezeni v [2].

Tato prace se zabyva upravenym spojitym logistickym modelem od P. F. Verhulsta
a analogicky odvozenym diskrétnim logistickym modelem. Ve druhé kapitole je uveden
veskery potiebny matematicky aparat, ktery se v praci vyuziva. Diky nému lze podrobné
analyzovat modely popsané v dalsSich kapitolach. Tteti kapitola se zabyva spojitym logis-
tickym modelem. Tento model je zde odvozen od iplného pocatku, je zde uréeno feseni
modelu, ukdzana rovnovaha modelu a také diskutovana jeji stabilita. Dalsi kapitola se
zabyva diskrétnim logistickym modelem. Tento model je zde opét odvozen, je zde prove-
dena podrobnd analyza chovani feSeni v zavislosti na specialnim bifurka¢nim parametru,
i diskutovana stabilita feseni v zavislosti na tomto parametru. V paté kapitole je strucné
popsano chaotické chovani diskrétniho modelu. Na zavér jsou shrnuty veskeré poznatky
a vysledky této prace.

Ipfevzato z: Worldometers - real time world statistics. Worldometers.info [online]. [cit. 2017-05-19].
Dostupné z: http://www.worldometers.info/
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2 Matematicky aparat

V této kapitole jsou uvedeny veskeré pojmy, definice a véty potiebné k porozumeéni a feseni
problému v dalsich kapitolach. Lze je nalézt napiiklad v [2], [3], [7], [8], [10].

Uvazujme obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fadu (ODR1) ve tvaru
v = f(t,y), R xR — R, t € (0;00), (2.1)

kde f je redlnd funkce dvou proménnych. Pro rovnici (2.1) uvazujme poc¢atecni podminku
ve tvaru

y(0) = %o
Diskrétni analogii ODRI1 je diferen¢ni rovnice prvniho fadu ve tvaru

Tpt1 = g(n,xy,), g:INg xR — IR, n=20,1,23,.. (2.2)

kde g je realna funkce dvou proménnych. V dalsich ¢astech se budeme zabyvat vyhradné
autonomnimi (dynamickymi) rovnicemi. Znamena to tedy, ze pravé strany rovnic (2.1)
a (2.2) nezaviseji explicitné na t, respektive na n. Rovnice (2.1) piejde na tvar

v = 1), fR =R, t € (0;00), (2.3)
a podobné rovnice (2.2) prejde na tvar
Tpg1 = g(y), g:R = IR, n=0,1,2,3,.. (2.4)

Poznamka 2.1. Jelikoz je mozné zkoumat populace vice druhu najednou, je nezbytné
zavést také soustavu dynamickych ODR1 pro m druhu jako

y' =1£(y), f:R™— R™, t € (0; 00), (2.5)
a podobné i jeji diskrétni analogii jako
Xnt1 = &(Xn), g:R" — R™, n=0,1,23,.. (2.6)

V této kapitole budou nasledné zavedeny nékteré pojmy a definice pravé pro tyto sou-
stavy. Modely vychazejici z rovnice (2.5) nazyvame spojitymi populacnimi modely. Modely
vychdazejici z rovnice (2.6) nazyvame diskrétnimi populacnimi modely.

2.1 Rovnovaha modelu a jeji stabilita

U popula¢nich modelu je jednou z hlavnich otazek urceni rovnovazného stavu modelu. Je
proto nezbytné zavést pojem rovnouvdhy.

Definice 2.2. Rovnovahou spojitého modelu rozumime vsechny y* € D(f) spliujici
f(y*) =0.

Definice 2.3. Rovnovahou diskrétniho modelu rozumime vsechny x* € D(g) splnujici

*

g(x’) =x".
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Kazdé rovnovéha tedy predstavuje konstantni feseni modelu (spojitého i diskrétniho).
Pokud pro néjaky model rovnovaha existuje, je dulezité diskutovat také jeji stabilitu.
Zjistime tim, zda je chovani modelu predvidatelné v blizkém okoli rovnovahy (zda je
model citlivy na zménu pocateénich podminek v blizkém okoli rovnovahy). Zavedme si
proto pojem stability pro rovnovahu spojitého modelu.

Definice 2.4. Necht y* € IR™ je rovnovéha soustavy (2.5). Reknéme, ze rovnovaha y* je
stabilni, jestlize ke kazdému okoli O bodu y* € IR™ existuje okoli O; C O bodu y* € O
takové, ze kazdé feseni y(t) s podminkou y(0) € O; je definované pro vsechna ¢t > 0
a plati y(t) € O pro vsechna t > 0.
Jestlize navic plati

lim y(t) =y,

t—o0
pak se rovnovaha y* nazyvéa asymptoticky stabilni (atraktivng). Neni-li rovnovdha y* sta-
bilni, pak ji nazveme nestabilni.

Stabilitu rovnovéhy y* soustavy (2.5) lze ur¢it pomoci redlnych ¢asti vlastnich ¢isel
Jacobiho matice

O .. O
8y1(y) 8ym(y)
O O

o (y") Do (y*)

kde f = (f1, fo, -, fm), ¥ = (Y1, Y2, .., Ym). Pro danou rovnovéhu a ji odpovidajici Jaco-
biho matici se vlastni ¢isla A spocitaji jako feseni charakteristické rovnice

det(J — AT) = 0,

kde I je jednotkova matice. Jelikoz jsou vSsak modely v této praci odvozeny z nelinearnich
rovnic, je nutné k feseni stability rovnovahy pouzit tzv. linearizacni vétu, k jejimuz od-
vozeni vedou nasledujici uvahy:

Necht y* € IR™ je rovnovdha soustavy (2.5). Oznatme proménnou
u(t) = y(t) — y*, popisujici odchylku feseni od rovnovéhy. Substituci dostavame

w'(t) = £(y" + u(t)),
a aplikaci Taylorovy véty dostavame

f'(c)
2!

u'(t) = £(y") + £'(yu(t) + — > (u(t)?

f/
pro né&jaké ¢ mezi y* a y* + u(t). Diky pouziti f(y*) = 0 a oznaceni h(u) = %ﬁ 1ze
prepsat soustavu (2.5) na ekvivalentni tvar .

u' = f'(y")u+ h(u).

Funkce h(u) je zanedbatelnd, jestlize plati, ze pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takovd, ze
|h(u)| < ¢|u|, kdyz |u| < 0. Linearizace soustavy (2.5) v rovnovaze y* je definovand jako
linearni homogenni diferencialni soustava

/

v =1'(y*)v.
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Podstata lineariza¢ni véty je v tom, ze chovani feSeni linearizace je jednoduché ukazat,
a pritom toto chovéni popisuje i chovani feseni ptuvodni soustavy (2.5). Pro nase ucely
staci linearizacni vétu uvést v nasledujicim znéni:

Véta 2.5. Maji-li vsechna vlastni ¢isla X\ Jacobiho matice J soustavy (2.5) zapornou
redlnou c¢ast, je rovnovaha y* asymptoticky stabilni. Md-li alespon jedno vlastni cislo klad-
nou redlnou c¢ast, potom je rovnovdha y* nestabilni. Jestlize md alespon jedno vlastni cislo
nulovou redlnou c¢dst, a Zadné jiné kladnou redlnou cast, nelze o stabilité rovnovihy y*
timto kritériem rozhodnout.

Podobnym zpusobem se zavadi pojem stability pro rovnovahu diskrétniho modelu:

Definice 2.6. Necht x* € IR™ je rovnovéha soustavy (2.6). Reknéme, Ze rovnovaha x* je
stabilni, jestlize ke kazdému okoli O bodu x* € IR™ existuje okoli O; C O bodu x* € O
takové, ze pro kazdé Teseni x, s podminkou xq € O, plati x, € O pro vsechna n € IN.
Jestlize navic plati

lim x, = x*,

n—oo
pak se rovnovaha x* nazyva asymptoticky stabilni (atraktivni). Neni-li rovnovéha x* sta-
bilni, pak ji nazveme nestabilni.

Analogicky se klasifikuje stabilita rovnovahy diskrétniho modelu, a to opét na zdkladé
vlastnich ¢isel Jacobiho matice ptislusné linearizované soustavy. Pro diskrétni model ma
Jacobiho matice tvar

0y 1 (x7) 0Ty m (")
J= : : : ;
Some) e )

kde symbolem rozumime parcialni derivaci i-té slozky vektoru g podle j-té slozky

n7j
vektoru x,. Rozdil mezi diskrétnim a spojitym modelem je ovsem v lokalizaci vlastnich
¢isel. Véta 2.5 zni proto pro diskrétni pripad nésledovné:

Véta 2.7. Maji-li vsechna vlastni ¢isla A Jacobiho matice J soustavy (2.6) velikost mensi
nez jedna (tj. |A| < 1), je rovnovdha x* asymptoticky stabilni. Md-li alespori jedno vlastni
c¢islo velikost vétsi nez jedna, potom je rovnovaha X* nestabilni. Jestlize md alespon jedno
vlastni ¢islo velikost rovnu jedné, a Zadné yiné nemda velikost véetsi nez jedna, nelze o sta-
bilite rovnovahy x* timto kritériem rozhodnout.

Modely studované v této praci jsou vsak pouze skaldrni (jednodruhové), vychazeji
z rovnic (2.3) a (2.4). Jacobiho matice spojitého modelu se proto zjednodusi na

a Jacobiho matice disktrétniho modelu na

J= (aajn (;ﬁ)) .
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Poznamka 2.8. Podminky stability rovnovahy modelu jsou z duvodu zjednoduseni Ja-
cobiho matice nasledujici:

e rovnovaha spojitého modelu je asymptoticky stabilni, jestlize je f'(y*) < 0,

e rovnovaha spojitého modelu je nestabilni, jestlize je f'(y*) > 0,

e rovnovaha diskrétniho modelu je asymptoticky stabilni, jestlize je |¢'(z*)| < 1,

e rovnovaha diskrétniho modelu je nestabilni, jestlize je |¢'(z*)| > 1.

2.2 Periodické reseni modelu a jeho stabilita

Kromé posouzeni otazky rovnovahy modelu a jeji stability je u populaénich modela
hlavnim problémem také otdzka existence periodického feseni. Zatimco u diferencialnich
rovnic a spojitych modelt je pojem periodického feseni ziejmy, v pripadé diskrétniho mo-
delu je tfeba tento pojem blize specifikovat. Nasledujici pojmy jsou zavedeny pro funkci
g(x), kterd v této praci vystupuje ve tvaru pravé strany rovnice (2.4).

Definice 2.9. Reknéme, ze funkce g(x) mé cyklus 7ddu k, jestlize existuji rizné body
A1y A2, Ageeey A1, Ak € D(g), které splnuji

g(A1) = Az, 9(A2) = As, 9( A1) = Ak, g(Ak) = A1
Body A1, A2, Az..., Ak_1, Ak se nazyvaji body cyklu tadu k funkce g(x).

Poznamka 2.10. M4&-li funkce g(z) cyklus tddu k, pak pii vhodné volbé pocédteéni
podminky existuje periodické feseni rovnice (2.4) se zakladni periodou k.

Pro analyzu diskrétnich modelu je vhodné poznamenat, co obecné plati pro cykly
funkce g(z). Vztahy mezi cykly obecné funkce popisuje Sarkovského véta.

Véta 2.11. (Sarkovského véta). Necht g(x) je spojitd funkce zobrazugici interval I do I
ai,j,k,1 € N. Na mnoziné viech prirozenijch ¢isel zaved'me nové uspordddni definované
takto:

1=2%4% =22t v 0i7y 9i5y 213y v~ 2.7%2.5%2.3=..>=5%3

Jestlize funkce g(x) md cyklus radu k a k <1, pak md funkce g(x) také cyklus radu .

Poznamka 2.12. K tomu, abychom dokéazali urcit body cyklu fadu k, je nutné zavedeni
pojmu iterace: Uvazujme funkei ¢g%(z) jako funkci g(g()). Funkce ¢g?(x) se nazyva druhou
iteraci funkce g(x). Podobné se d4 pomoci matematické indukce zavést také k-td iterace
funkee g(x) jako g*(x).

Body cyklu fadu k funkce g(z) pak lze pocetné najit takto: Bod A* € D(g) je bo-
dem cyklu tadu k funkce g(x), jestlize plati g*(\*) = A* a soucasné g'(\*) # A\* pro
1=1,2,.. k—1.

Poznamka 2.13. Oznacenim ¢*(z), kde & € IN, rozumime v této praci pouze k-tou
iteraci funkce g(z), nikoliv k-tou mocninu této funkce. Pro k = 1 se jedna o pevny bod
funkce g(x) (jedna se o rovnovéhu). Ostatni oznacen{ typu a* rozumime jako k-té mocniny
(napiiklad z*, \*, (A\*)¥).

Pokud pro funkci g(z) existuje cyklus fadu k, je opét dulezité diskutovat jeho stabilitu.
Stabilitu cyklu lze zavést pomoci nasledujici definice vyuzivajici Poznamku 2.12:

16



Definice 2.14. Nechf g(z) je spojitd funkce z intervalu I do I a necht body
A1, Aoy Azeen, Ag_1, Ap tvori cyklus fadu k. Pak tento cyklus je
e asymptoticky stabilni (atraktivni), jestlize vechny body tohoto cyklu jsou asympto-
ticky stabilni rovnovéhy funkce g*(z);
e nestabilni, jestlize vSechny body tohoto cyklu jsou nestabilni rovnovahy funkce

g* ().

Poznamka 2.15. Pimym vypoctem spolecné s pouzitim Poznamky 2.8 lze ovérit, ze je-li
jeden bod cyklu fadu k funkce g(z) asymptoticky stabilni (nestabiln{), pak jsou vsechny
body tohoto cyklu asymptoticky stabilni (nestabilni). Z Poznamek 2.8 a 2.12 také vyplyva
vypocetni zpusob, jak stabilitu prislusnych cyklu ovérit.

Poznamka 2.16. Je-li bod A\* rovnovahou rovnice (2.4) (tedy je-li A* bodem cyklu fadu 1
funkce g(z)), pak je A* také bodem cyklu fadu k, kde £ € IN (pokud takovy cyklus
existuje). Podobneé tato vlastnost plati i v dalsich ptipadech; je-li A* bodem cyklu tddu 2,
pak je také bodem cyklu adu 2", kde n € IN (pokud takovy cyklus existuje).

Poznamka 2.17. Zavedli jsme stabilitu pro cyklus fadu & pomoci rovnovahy k-té iterace
g*(z) funkee g(z). Stabilitu periodického feseni rovnice (2.4) miizeme volné interpretovat
pravé jako stabilitu tohoto cyklu. Periodické feseni rovnice (2.4) je tedy asymptoticky
stabilni, je-li asymptoticky stabilni odpovidajici cyklus funkce g(z). Periodické tesent
rovnice (2.4) je nestabilni, je-li nestabilni odpovidajici cyklus funkce g(x).
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3 Spojity logisticky populaécni model

3.1 Odvozeni spojitého populacniho modelu

Oznac¢me hustotu (velikost) populace daného druhu v ¢ase t jako proménnou y(t). Predpo-
kladejme, ze y(t) je hladkou funkei casu, kterd je vsude diferencovatelnd - i ptes to, ze
y(t) ve skuteénosti neni spojitd (pro populaci s velkym poctem jedinctu jsou predpoklady
spojitosti a diferencovatelnosti splnény rozumnou aproximaci).

Mira zmény hustoty populace muze byt urc¢ena, pokud zndme miru porodnosti, imrt-
nosti a migrace. Pro jednoduchost se budeme zabyvat pouze uzavienou populaci (pro
uzavienou populaci plati, Ze mira migrace je nulova, tedy ze se nikdo z populace ne-
odstéhuje ani neptistéhuje).

Oznacme miru porodnosti jako b a miru imrtnosti jako d. Potom r = b — d vyjadiuje
miru rustu (nebo poklesu) populace. Jestlize v ¢ase t je velikost populace dana jako y(t),
a vsichni jedinci v populaci jsou nezavisli (neomezené zivotni prosttedi, jedinci se navzajem
neovliviuji), potom za kratky ¢asovy interval délky h lze vyjddrit zménu velikosti populace
jako aproximaci

y(t+h) —y(t) = rhy(t).

Vydélenim aproximace délkou ¢asového useku h dostaneme

y(t+h) —yt) _

~ ry(t s
- y(t)
a priblizenim se limitné k h — 0, dostavame diferencialni rovnici
dy
— =7ry. 3.1
o =Y (3.1)
Separaci proménnych a naslednou integraci
d
Y rdt,
Y
1
/ —dy = [ rdt,
)
In|y| =rt+c,

kde ¢ je integracni konstanta, dostaneme po tipravach vSechna feseni diferencialni rovnice

(3.1)

In|y| =Ine™ +Ine® = In (e"e),

y = 6rtec — CGTt,
kde C' = e je konstanta. Specifikace pocatecni velikosti populace v ¢ase t = 0, jako
pocatecni podminka y(0) = yo, dava partikuldrni feseni pocateéniho problému (3.1) ve
tvaru
y(t) = yoe™. (3.2)

Analyzou miry rustu (nebo poklesu) populace r lze dojit k nasledujicim poznatkum:
e mira rustu populace » > 0 implikuje, ze velikost populace bude rust nade vsechny

meze piit — oo, generace nahrazuje sama sebe skrze svoji zivotnost, prispiva k rustu
generace po generaci;
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e mira poklesu populace r < 0 implikuje, ze velikost populace bude pti t — oo nulov4,
generace nepiispiva vyznamnym zpusobem k budoucnosti populace, neni schopna
nahradit se;

e mira rustu populace r = 0 implikuje, ze velikost populace bude pii t — oo stejna
jako na pocatku, populace stagnuje.

V modelu (3.1) s fesenim (3.2) ovSem nebereme v tvahu vliv zivotniho prostfedi na
vyvoj populace, omezujeme se pouze na malé ¢asové tiseky, miru rustu populace uvazujeme
konstantni, neuvazujeme omezeni pro zdroje, model navic funguje pro maly pocatecni stav
populace. Tento model lze pouzit pro lokalni problémy, jako napt. pro odhad hodnoty
rozsiteni skudce, ktery pravé napadl pole, nebo odhad miry ipadku efektu léku v krevnim
obé¢hu jedince.

3.2 Prechod k logistickému modelu

Predpoklad, Ze mira rustu (nebo poklesu) populace r zavisi imérné pouze na velikosti
zvitata a lidé je tento predpoklad ptilis zjednoduseny. Je tieba brat v iivahu i konkurenci
a boje mezi druhy, omezené zdroje, kapacitu zivotniho prostiedi.

Ptredpokladejme proto, ze r bude zaviset linearné na velikosti populace. Zavedeme
tedy r jako B — ay, ¢imz prejdeme k diferencidlni rovnici

dy
a y(B — ay),
kterou lze upravit do zndmého tvaru logistické diferencidlni rovnice
dy y
Ly (1), 3.3

kde r, = 8, K = g. Parametry r,, K jsou dany biologickym vyznamem - 7, je pfirozena
(skutecnd) mira rustu (nebo poklesu) populace a K je unosna kapacita prostiedi (repre-
zentuje takovou velikost populace, jejiz potieby dokdzou dostupné zdroje jesté uspokojit).
V dalsich ¢astech ponechme oznaceni prirozené miry rustu (nebo poklesu) populace jako
T, =T.

Logistickou diferencidlni rovnici (3.3) lze snadno fesit pomoci separace proménnych:

on(-5) - (55,

dy

.
B A
y(K —y)

K
[ = | &

Integrél lze upravit pomoci parcialnich zlomku

;_l(hr 1 )
y K-y K\y K-y

1 1 1 r
— - dy = — [ dt.
K/(y+K—y>y K/
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Integraci dostavame

1

(nlyl =K —y) = <t +e
1 Y r
— (1 -
K(nK—yD K?H—c,

kde ¢ je integra¢ni konstanta. Specifikace pocatecni velikosti populace v ¢ase t = 0, jako
pocétecni podminka y(0) = yo, ddva vyjadreni integracni konstanty jako

c= 1 In |2
K K—wl|/
Dostavame tedy rovnici

1 Y r 1
— (1 =—t+ =1
e (el = (o

ze které lze pomoci uprav

Yo
K — 1

)

y(K — o)

In | =—=| =rt,
?JO(K - y)
y<K - 3/0) _ ert
yo(K - ?J) ’

a vyjadienim y(t) dostat Feseni logistické diferencidlni rovnice (3.3) ve tvaru

_ Kyee Ky
K—yo+yoet  yo+ (K —yp)e ™

y(t) (3.4)

Resenf modelu (3.3) tedy nenf obtizné najit. Je viak nutné ukazat, zda pro tento model
existuje néjaky rovnovazny stav, a pokud ano, je tieba posoudit jeho stabilitu.

3.3 Rovnovaha modelu, stabilita

Rovnovéhu modelu (3.3) lze diskutovat pomoci Definice 2.2 nédsledovné:

ry* (1—%) =0.

Je ziejmé, ze model (3.3) mé 2 rovnovahy

Y
Y

0,
K. (3.6)

1
2
Pomoci Poznamky 2.8 nyni muzeme posoudit stabilitu jednotlivych rovnovah.
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e Posouzeni asymptotické stability rovnovahy (3.5):
Derivaci funkce f(y) v této rovnovéze

2ry
/ f— - —
f(0) =r,
a uzitim Poznamky 2.8 dostdvame
r < 0.

Pokud je tedy yo dostatec¢né blizko y* = 0 a volime r < 0, pak kazdé teseni s touto volbou
Yo bude v case t — oo konvergovat k nule. Pro 7 > 0 je tato rovnovaha nestabilni (kazdéd
vychylka yo od y* = 0 vyvold odlisné chovani feseni).

e Posouzeni asymptotické stability rovnovéhy (3.6):
Analogickym zpusobem jako u rovnovéhy (3.5) dostdvame

F=r-2L
F(E) =,
r > 0.

Pokud je tedy yo dostateéné blizko y* = K a volime r > 0, pak kazdé feseni s touto volbou
Yo bude v case t — oo konvergovat k velikosti inosné kapacity prostiedi K. Pro r < 0 je
tato rovnovaha nestabilni (kazdd vychylka yo od y* = K vyvold odlisné chovani feseni).

15 T T T T T T T T T

y(t)

Obréazek 1: Graf teseni spojitého modelu pro K =1, r =0,5
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Podivejme se nyni na graf nékterych fteseni (3.4) modelu (3.3) pro r > 0
(viz Obrazek 1). Z obrézku je ziejmé, ze pokud je pocétecni velikost populace 0 < yg < K,
pak bude velikost populace rychle narustat a konvergovat k velikosti tinosné kapacity
prostiedi K. V pripadé, ze je pocatecni velikost populace 39 > K, bude velikost popu-
lace rychle klesat a konvergovat k velikosti inosné kapacity prostiedi K. Z obrézku je
také zfejmé asymptotickd stabilita rovnovahy (3.6) a nestabilita rovnovahy (3.5). Graf
vykreslujici nékterd feseni (3.4) modelu (3.3) pro r < 0 (viz Obrézek 2) ukazuje nao-
pak asymptotickou stabilitu rovnovahy (3.5) a nestabilitu rovnovahy (3.6). Z obrézku je
ziejmé, Ze pro pocatecni velikost populace 0 < yy < K dochézi k postupnému ubytku po-
pulace s tendenci vyhynuti populace. Pti pocatecéni velikosti populace yo > K bude feseni
také konvergovat k nule, ovSem se zapornymi hodnotami, tedy pro takové podminky je
tento model nevyhovujici.

15 T T T T T T T T T

y(t)

Obrazek 2: Graf feseni spojitého modelu pro K =1, r = —0,5
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4 Diskrétni logisticky populacni model

4.1 Odvozeni diskrétniho logistického modelu

Oznacme x jako pocatecni velikost populace daného druhu v ¢ase n = 0. Populace v case
n = 1 bude mit velikost xy, v ¢ase n = 2 velikost zo, apod. Velikosti populace v danych
casovych tusecich n (bereme stejné dlouhé ¢asové useky - roky, mésice, dny) ndm vytvori
posloupnost {x,} s pocatecni velikosti populace xy. Predpokladejme pro zacatek, ze se
velikost populace méni jen s po¢tem narozenych a zemfelych jedincu, tedy zZe

Tpi1 — T = (b— d)zp, n=20,1,2,..
kde b je mira porodnosti a d je mira imrtnosti. Tuto rovnici
Tpi1=2Tn+ (b—d)z,=(1+b—d)x,
lze prepsat na linearni homogenni diferen¢ni rovnici
Tyl = Ty, (4.1)

kde r = 1+ b — d. Pomoci matematické indukce lze ukazat, ze v n-tém c¢asovém tseku je
feseni modelu (4.1) tvaru
Tn = 1"T0, n=0,1,2,.. (4.2)

Analyza vlivu velikosti miry rustu (nebo poklesu) populace r na chovani feseni z,, pro
n — oo:
e jestlize 0 < r < 1, feSeni x,, se monoténné blizi k nule;
e jestlize —1 < r < 0, feSeni z,, osciluje mezi kladnymi a zdpornymi hodnotami, a blizi
se k nule;
e jestlize r > 1, feSeni x,, roste nade vSechny meze;
e jestlize r < —1, TesSeni x,, osciluje mezi kladnymi a zapornymi hodnotami, a jeho
hodnoty nejsou omezené.
V modelu (4.1) s fesenim (4.2) opét nebereme v tivahu omezené zdroje a vliv zivotniho
prostiedi na velikost populace, coz je pravé piicina (pii r > 1) rustu velikosti populace
nade vSechny meze. Je tedy tfeba uvazovat miru rustu populace r zavislou na velikosti
populace.
Uzitim podobnych argumentu jako v piipadé spojitého modelu lze dospét k logistické
diferencni rovnici tvaru

Tpil = Tp + 1, (1 - %) , (4.3)

kde K > 0 je tnosna kapacita prostfedi. Navzdory pomérné jednoduchému tvaru (4.3)
neni mozné najit obecné vyjadieni jeho feseni. Lze sice postupné urcit velikosti populace
x1,Xa,... pomoci pocatecni velikosti xg, ovSem tento iteracni proces je Casové narocna
zalezitost, ktera navic nedava zadnou informaci o vlastnostech tohoto teseni pro velka n.
V tom spociva prvni zdsadni rozdil v porovnéni se spojitym logistickym modelem (3.3),
ktery lze snadno vytesit a predpis pro obecné feseni pak jasné vymezuje chovani daného
feseni pro velka n.

Z tohoto duvodu nabyva na zasadnim vyznamu kvalitativni analyza diskrétniho mo-
delu (4.3) umoznujici nahlédnout zakladni vlastnosti tohoto modelu v zavislosti na zméné
vstupnich parametru.

23



4.2 Rovnovaha modelu, stabilita

Evidentnim pozadavkem na feseni diskrétniho modelu (4.3) je jeho kladnost, tedy pozada-
vek x,, > 0 pro vSechna n =0, 1,2, .... Odtud a uzitim (4.3) dostavame

T, +re, — :r;n— > 0,
K
tedy

T
1 — — —1.
7( K) >

V zavislosti na velikosti populace lze odtud stanovit podminku pro miru rustu (nebo
poklesu) populace r ve tvaru

r > x—Kn—l, je-li T, < K, pro n=0,1,2,..,
r< %" 1, je-li zp > K, pro n=0,1,2,..

Podobneé jako u spojitého logistického modelu je zékladni otdzkou u modelu (4.3) existence
a (ne)stabilita jeho rovnovah. Pfipomenme, Ze spojity logisticky model mé dvé rovnovahy
(yt = 0,y5; = K), pricemz kazdé jeho dalsi feseni se v ¢ase t — oo limitné blizi k velikosti
unosné kapacity K pro r > 0. Otazkou tedy je, zda existuje rovnovaha také v piipadé
diskrétniho logistického modelu.

Rovnovahu diskrétniho modelu diskutujme pomoci Definice 2.3 nasledovné:
Uvazujme (a nésledné upravme) rovnici

X T - | =X
K )

vt — (@) =0,

o(5)

Odtud je ziejmé, zZe i diskrétni model (4.3) mé 2 rovnovahy

0,
K. (4.5)

l\?* )—‘-X-

Pomoci Poznamky 2.8 posoudime jejich stabilitu:
e Rovnoviha (4.4):
Derivaci funkce g(z) v této rovnovaze

g(x) = (r+1) — 20—,

K
g0)=r+1,
a pouzitim Poznamky 2.8, z niz vyplyva
Ir+1] <1, tj. —-2<r<Q0,
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dostaneme interval hodnot r, pro které je tato rovnovaha asymptoticky stabilni. Z predcho-
zi diskuze kladnosti feSeni vsak vyplyva, ze je-li x,, < K, pak k asymptotické stabilité
rovnovahy (4.4) musi r splhovat

r>2-1 A —2<r<0 = —l<r<o.
Pokud je tedy xg dostatecné blizko x* = 0 a volime r € (—1;0), pak kazdé feSeni s touto
volbou xg bude v ¢asovém useku n — oo konvergovat k nule. Pro » > 0 je tato rovnovaha
nestabiln{ (kazda vychylka zo od x* = 0 vyvold odlisné chovani reseni).
e Rovnovéha (4.5):
Analogickym zpusobem jako u rovnovéhy (4.4) dostavame

Jg(K)=1-r, tedy 11— <1, tj. 0<r<2.

Pokud je tedy xy dostatecné blizko z* = K a volime r € (0;2), kazdé feseni s touto volbou
xo bude v ¢asovém useku n — oo konvergovat k velikosti iinosné kapacity K. Pror > 2 je
tato rovnovaha nestabilni (kazda vychylka xg od 2* = K vyvold odlisné chovani feseni).
Podrobnéjsi analyzou, kterou zde nebudeme provadét, lze ukazat, ze pri r = 2 je tato
rovnovaha asymptoticky stabilni.

Dalsim zasadnim rozdilem oproti spojitému modelu je nestabilita rovnovahy z* = K
pro r > 2. Vzniké tedy otazka, jak se bude chovat diskrétni model pro hodnoty r > 2.
Chovaéni se ziejmé zméni, otdzkou ale je, do jaké miry a jak citlivy bude model na feseni
s ruznou poc¢atecni velikosti xg, tedy zda budou feSeni modelu stabilni.

4.3 Periodické chovani resSeni

I ptes to, ze pri r > 2 jsou obé rovnovahy diskrétniho modelu nestabilni, 1ze pro tyto
hodnoty r ukdzat jisté zdkonitosti v chovani feseni modelu (4.3). Pro hodnoty r > 2
se jako Teseni modelu zacnou objevovat periodicka feseni vychazejici z existence cyklu
ruznych rddu. Po hledani rovnovahy modelu (cyklus fddu 1) ma tedy smysl zkoumat, zda
se v fesenf modelu neobjevi i cykly vyssich fadi. Ze Sarkovského véty (Véta 2.11) plyne,
ze po rovnovaze nastava cyklus druhého fadu (dvojcyklus) - pokud tento cyklus existuje.
Pokud by ovem dvojcyklus neexistoval, neexistoval by podle Sarkovského véty ani zadny
dalsi cyklus vyssiho fadu (existovala by pouze rovnovaha).

Ukazme nyni existenci dvojcyklu. Pomoci Definice 2.9 a Poznamky 2.12 lze urcit body
dvojcyklu nasledovneé:

9(@) = (14 r)r — a5,
¢(x) = (14 1)g(x) — (9(e) o = (4 0) [(1 e =P ] = [ e =2 ]

K K Kl K
— (1+7)% _xzr(lf;i‘ r) _ x2r(1[7;r>2 +2x3(1 ‘;(72”)7"2 —x4[7;—2
= (1+7)% _xQT(lf;i_ r) _ xﬂ(l;;T)Q +2x3(1"[‘(—7”2)7"2 —x4[7;—2
_ (1+r)2x_x2r+r2+r[;—2r2+r3 +2x3(1 4[—(72")7“2 _904[7’(_2
:—%w‘*—f—zﬂ([l(:_r)x?’—T(2+Z){(1+T)m2+(1+r)2x,
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kde body dvojcyklu uréime jako kofeny rovnice

e 21 +r), s (24 7)(1+7)
W) e () - e

(A2 + (L +7)2\ =",

r(24+7r)(1+7r)
K

Rovnice (4.6) ma koteny A\j = 0, A5 = K (plyne z Poznamky 2.16), proto lze vydélenim

r3 . 2r2(1 + 1)

F(Xk) e (A*)? + (A2 =724+ 7)A" =0. (4.6)

této rovnice soucinem prislusnych kotfenovych cinitelu A* ' 1) dostat jednodussi
rovnici, ze které se snadnéji vyjadii zbyvajici kofeny A3, Aj:

(%(A*)“ = —27"2(;(; Dy 4 TEEDEED (g2 o m*) : (X‘ (% - 1))

3 2
e (24T
—K2(>\) K

Dostavame a fesime tedy rovnici

AN +r(247).

3 2
0= 15 ()2 - LK”)A* +r247),
0=r*(\)° = Kr(2+7r)X* + K*(2+7),
Kr(2+71)+ /K222 +7)2 —4K22(2 + 1)

272 ’
24r)Evr2—4
2r '

Koteny A\j = 0, A3 = K nejsou v ramci této diskuze dulezité (pro r > 2 jsou tato
konstantn{ feSenf nestabiln{ - viz podkapitola 4.2). Kofeny A3 ; jsou redlné az pro hodnoty
r > 2, pror < 2 v realném oboru neexistuji. Pocetné ovérme, ze kofeny \j;, A} jsou prave
body A;, Ay dvojcyklu diskrétniho logistického modelu (4.3):
Plati

* —_—
/\3,4 -

Agq =K

.
gM) = (1+7r)A\ — )\%E’

a tedy dosazenim \; = \j dostavame

K2+r) Kvr:—4 K?*, 9 r

(1+7‘)T+(1+T)T—E(T +4r+4+22+r)Vr2 -4+ _4)E
K(2 Kvr:—4 K
:(1+r)%+(1+r);ﬂ—r—§(r2+2r+(2+7°)\/7"2—4)
K(r*+3r+2)+ (K+ Kr)yr2—4—Kr? —2Kr — Kryr? —4 —2K+/r? — 4

B 2r
_K(2+7’)—K\/r2—4_K(2—|—7’)— r2—4_)\
N 2r N 2r B

Obdobné by se ukdzala i platnost vztahu g(A2) = A;.

O stabilité periodického feseni tvofeného timto dvojcyklem rozhodneme pomoci
Poznamky 2.17, Definice 2.14 a Poznamky 2.8, tedy rozhodneme o stabilité jednotlivych
bodu dvojcyklu. Tyto body lze chdpat jako rovnovdhy funkce g*(z), proto diskutujme
jejich stabilitu podobné jako v piipadé stability rovnovah funkce g(z).
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e Rovnovéha z* = \; funkce ¢*(z):

Derivaci funkce ¢g*(z), v bodé z = )\

(9°) @) = —Agge’ + 6t -2+ (L)%
(%) (W) :—4;—2 <K(2+7‘> ; T2_4>3+6r2(;” <K(2+r) ;\/m)g
- () ey
__(@+n+ mf’ LB (24 ) 4 VT’
—24r)(1+7) (2+r +\/7) ? + )2

= —r? 45,

a pouzitim Pozndmky 2.8, kde

5—r3 <1, tj. 4<r’<6, tj. 2<r<+V6,

dostaneme interval hodnot r, pro ktery je rovnovéha z* = \; funkce ¢g?(x) asymptoticky
stabilni (bod dvojeyklu A; je tedy asymptoticky stabilni pro r z tohoto intevralu).

Podobné by probéhla diskuze stability pro pripad x* = g, kterd vede ke stejnému
zaveru (bod dvojeyklu Ay je asymptoticky stabilni pro r ze stejného intervalu hodnot).
Periodické teseni tvofené dvojcyklem s body Aj, Ao je tedy asymptoticky stabilni pro
hodnoty 2 < r < V6. Znamend to tedy, ze pokud je xg dostatecné blizko A\; nebo A
pii 2 < r < V6, kazdé feseni s takovym zo bude v ¢asovém tseku n — oo konvergovat
k dvojcyklu s body Ay, Ay. Pro r > /6 je toto periodické feseni nestabilni (kazdé vychylka
xo od A\i, Ag zapticini odlisné chovéni). Periodické teseni tvorené dvojcyklem s body Aq, Ag
je ukdzano v obrazku (viz Obrézek 3). Z obrazku je dobfe vidét asmyptotickou stabilitu
tohoto Feseni pro hodnoty 2 < r < /6. Obé feseni s ruznymi pocatecnimi velikostmi
populace se ustéli do dvojcyklu daného body Aq, As.

Nyni je na misté uvazovat, zda existuje i dalsi cyklus. Podle Sarkovského véty je nyni
vhodné zabyvat se existenci cyklu tadu 4 (ctyfcyklus). Pokud ¢tyfeyklus neexistuje pro
model (4.3), neexistuje pro néj ani zadny dalsi cyklus vyssiho fadu nez fadu 2 a 1 (tedy
nez pravé nalezeny dvojcyklus a rovnovahy).
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Obrazek 3: Periodické feseni tvotené dvojcyklem

Ukazme existenci ¢tyfcyklu, podobnym zpusobem jako existenci dvojcyklu:

g'(x) = (1 +7r)g*(x) — (93(;);))2 i

K
=40 [0 405w~ (@) 2] - [+ 06 - (@) 7] %
= (14 )|+ [+ 7)ge) — (o) ] = [+ Pgle) — (o) =] %]

(1+47r) [(1 +7)g(x) — (9(x))? "

] = [0+ 09 - w1 ] &
=(1+r)

oo (sner) - (0o o] 7
[oenren @) - ooy H
:(1+r) ((1+T> o T

x_xE>_<(1+7’)x—x2i>2 rr rrr
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Po roznédsobeni a upravach dostaneme ¢tvrtou iteraci funkce g(x) ve tvaru

16

g'(x) =) air',

i=0
kde koeficienty a; jsou dany
;15
a1 = TR
14
a5 = 8(7‘ + 1)K147
13
14 = 4(77“ + 15r + 8) K137
12
a3z — 14(47” + 147” + 167 + 6) K127
11
ary = —2(35r" + 182" + 3307 + 273r + 81) 7,
10
an = 4(14r° + 105" + 2897 + 38072 + 243r + 61) ;{10,
9
ayo = —2(14r% 4 154r° 4 605r* + 1177 + 12347 + 671r + 149) 7o
8
= 2(4r" + 70r% 4 3967° 4 1100r* + 1715r% 4+ 153972 + 7457 + 151)K8,
-7
ag = —(r® + 3677 + 3147° + 12547° + 28117* + 37867° + 30517% + 1359r + 258) o
6
az = 4(r® + 17r" + 1047° + 339r° + 666" + 8167 + 612r* + 258 + 47) 706
5
ag = —2(3r® + 3577 4+ 1797° + 525¢° + 9597 + 1113r° + 802r° + 329r + 59) 75
A
= 2(2r% + 217" 4 103r° + 294r° + 525¢* + 600r® + 430r% + 177r + 32)K4,
3
ay = —(r® + 140" + 7705 + 231r° 4 427r* + 505r% + 3750 4 1607 + 3O)K3,
2

az = 2(r" 4+ 8% 4+ 29r° + 61r* 4 807 + 6512 +307’+6)K2,

ag = —(r® 4+ 7r® + 21r* + 357 + 341 + 18r + 4)%,

ap = (r* + 4% + 60 + 4r + 1),

ap = 0.
Pomoci Poznamky 2.12 se uréi body c¢tyreyklu jako realné koreny rovnice

16
g ) =) a(\) = A (4.7)

1=0
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Rovnici (4.7) vsak nelze pro nezndmou \* explicitné resit vzhledem k vysokému radu
mocnin A*, neni zde dokonce ani zadna zakonitost mezi koeficienty a;, ktera by rovnici zjed-
nodusila. Je sice jasné, ze tato rovnice ma koreny A}, A5, A, A (plyne z Pozndmky 2.16),
ale ani vydéleni rovnice (4.7) sou¢inem piislusnych kotenovych ¢initelu

A* (% - 1) (rP(\)? = Kr(2+7m)A\ + K*(2+ 7))

nezjednodussi tuto rovnici natolik, aby byla tesitelnd. Jak tedy obecné vypada zbylych
12 kotfenu této rovnice neni zndmo. Lze ovSem alespon numericky ukézat, jakych hodnot
nabyvaji kofeny pro ruzna r (pro celou tabulku plati K = 1):

T ‘ Ty ‘ Tg ‘ X7 ‘ s ‘ T9 ‘ 10
2,2 10,74 +0,35 | 0,74 —0,35: | 1,43+ 0,027 | 1,43 —0,02¢ | 0,26 + 0,172 | 0,26 — 0,17%
2,5 0,5359 0,7012 1,1577 1,2249 0,71 +0,25¢ | 0,71 — 0,254
2.8 0,4122 0,8136 1,0907 1,2382 0,21 4+ 0,05¢ | 0,21 — 0,05
11 ‘ T2 ‘ T13 ‘ L14 ‘ T15 ‘ T16

0,07 +0,03i | 0,07 —0,03i | 1,38 +0,017 | 1,38 — 0,017 | 0,23+ 0,115 | 0,23 — 0,113
1,23 + 0,09 | 1,23 — 0,09 | 0,62 + 0,20i | 0,62 — 0,20i | 0,08 + 0,06 | 0,08 — 0,06i
0,68 4+ 0,14i | 0,68 — 0,147 | 1,34 + 0,014 | 1,34 — 0,01i | 0,06 + 0,02i | 0,06 — 0,02

Tabulka 1: Hodnoty kofenti funkce g*(x)

V tabulce (Tabulka 1) nejsou uvedeny hodnoty kotenu A, Aj, A%, A}, protoze tyto
kofeny jsou zndamé a pro dand r, K Ize jejich hodnotu snadno urcit. Z tabulky je vidét, ze
pro r = 2,2 je vSech 12 kotenu komplexnich, tedy ctyfcyklus pro toto r neexistuje (kofeny
Af, A5, AL A nemohou byt body ¢tyfeyklu, protoze g(A}) = A # A5 # A # A)).
Ovsem pro r = 2,51 r = 2,8 je uz pouze 8 korenu komplexnich, a zbylé 4 kofeny jsou
realné - a prave tyto 4 koreny jsou body ctyfcyklu A1, Ao, Az, A4 (dalo by se ukdzat podobné
jako u bodu dvojcyklu). Je tedy zfejmé, ze mezi hodnotami r = 2,2 a r = 2,5 existuje
takova hodnota r, pii které vznikne ¢tyrcyklus.

Podivdme-li se na rovnici (4.7) z geometrického hlediska, pak pruseciky g*(x) s pifimkou
y = x jsou redlné koreny rovnice (4.7). Tento problém ukézeme v grafu étvrtych iteract
funkce g(x) pro konkrétni hodnoty r pii K = 1 (viz Obrézek 4). Z obrazku jde vidét, ze
pror = 2.2 ir = 2.4 existuji pouze 4 pruseciky ¢g*(x) s pifmkou y = x, coZ jsou jiz zndmé
kofeny Aj, A5, A%, Ai. Pror =25 je vidét (stejné jako z Tabulky 1), ze se objevi dalsi 4
pruseciky, tedy 4 nové realné koreny.
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Obrézek 4: Grafy funkce g*(z) pro ruzné hodnoty r

Pruseciky A} = 0, A3 = K se nyni zabyvat nemusime, tyto kofeny jsou jasné a neu-

24r)E£vr2—4 .

kazuji zddné nové poznatky. Naopak pruseciky A, = K jsou v tomto

sméru zajimavejsi. Priblizme si, co se déje mezir = 2.4 ar = 2,5. Je zfejmé, Ze mezi témito
hodnotami r je takovd hodnota, pii které se objevi ¢tyfcyklus. Z grafu (viz Obrazek 5)
je videét, ze dokud je v priseciku Aj, funkce g*(z) s piimkou y = z smérnice tecny
(g4 ( 54) < 1, existujf jen 4 redlné a 12 imagindrnich kotenii. Ovsem jakmile se smérnice
tecny dostane na hodnotu (g*)’ ( 54) > 1, funkee g* () protne pifmku y = 2 v dalsich 4 bo-
dech. Nové pruseciky vzniknou okolo puvodnich praseciku A5, A} (z puvodniho pruseciku
se oddeéli dva nové). Z téchto poznatku lze usoudit, ze prvni ¢tyfcyklus se objevi po
piekroceni hodnoty 7, pii které je v priseciku A3, smérnice tecny (g ( 34) = 1. Deri-
vaci funkce g*(x) a dosazenim za x kofen \j; dostdvdme jednoduchou rovnici

(g9 (\5) =" —10r* + 25 = 1. (4.8)

Upravou rovnice (4.8) dostavame hodnoty 7, které vyhovuji pozadované smérnici tecny
! *
(g*) (A5) = 1:
rt—10r* +24 =0
(r=2)(r+2)(r*=6)=0
7‘1:—2, T2:2, 7“3:\/6
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Obréazek 5: Grafy funkce g*(z) pro hodnoty 2,4 <r < 25
Hodnoty vy = —2 ani ro = 2 neodpovidaji intervalu hodnot r, pro ktery se ma

¢tyireyklus objevit. Navic r; nemda vzhledem k podmince kladnosti velikosti populace
z4dny vyznam. Hodnota r, od které se zacne objevovat ¢tyfeyklus, je tedy r = /6. Je-
likoZ nelze obecné vyjadiit koteny funkce g*(A\*) = A*, nelze o stabilité periodického fesent
tvoreného ctyfcyklem rozhodnout (pomoci Definice 2.14, Poznamky 2.8 a Poznamky 2.17),
jak tomu bylo u dvojcyklu. Stabilitu Ize diskutovat alespon pomoci grafu a Pozndamky 2.8,
kde v grafu zkoumdme tecny funkce g*(x) v bodech ¢tyfcyklu pii ruznych hodnotdch
r > /6. Dojdeme tim k zavéru, ze ¢tyfeyklus je asymptoticky stabilni pro hodnoty
V6 < 1 < 2,544. Periodické chovani tvofené étyfeyklem s body A1, Ao, Ag, A4 je ukdzano
v obrazku (viz Obrazek 6). Z obrazku je vidét asymptoticka stabilita tohoto feseni pro
V6 < r < 2,544. Obé Feeni s ruznymi pocatecnimi velikostmi populace se ustaly do
¢tyteyklu tvoreného body A1, Ao, A3, Ay

Podle Sarkovského véty by bylo nyni namisté ukdzat, zda existuje i cyklus fadu 8.
Osmou iteraci bychom vsak dostali polynomidlni rovnici iadu 2%, a proto se timto z divodu
pocetni naro¢nosti nebudeme zabyvat. Jen zminime, ze cyklus fddu 8 existuje, objevi se
pii hodnoté r > 2,544, a je stabilni pro hodnoty 2,544 < r < 2,564. Abychom existenci
tohoto cyklu (a dokonce i vSech ostatnich cyklu) potvrdili, ukdzeme existenci posledniho
cyklu, tedy cyklu tadu 3 (trojcyklus).
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Obrazek 6: Periodické teseni tvorené ctyicyklem

Existenci trojcyklu ukdzeme opét podobné jako u predeslych cyklu:
9 T

9(z) = (1 +7)g*(@) = (¢°(2))" 3z

= (140 [+ Pgle) — (o] = [0+ Pg) — )] %

={1+nr) |1+ [(1 +7r)r— x2%] - [(1 +r)x — xQ%]Q %]
—[(1+7) [(1 + )z — xQ%} — [(1 + )z — xQ%r %] %

Po roznasobeni a tpravach dostdvame tieti iteraci funkce g(x) ve tvaru

T7
=R
r6
ar = 4(7’ + 1)@,



7’5

ag = —2(3r* + Tr + 4) 5

4

,
as = 2(2r° +9r? + 12r + 5)ﬁ,
3

.

as = —(r* + 100 + 257 + 25 + 92
7,2

az = 2(r* + 5 + 10r* + 9r + 3)ﬁ’
ag = —(r* +5r° 4 10r? + 9r + 3)%,

ay = (r* +3r +3r + 1),
GOZO.

Pomoci Poznamky 2.12 se body trojcyklu urci jako realné koteny rovnice

8

P =) a(\) =\, (4.9)

1=0

Rovnice (4.9) sice vypadd mnohem jednoduseji nez rovnice (4.7), ale z argumentacniho
hlediska jde o podstatné komplikovanéjsi zalezitost. Neni zde opét zadna zakonitost mezi
koeficienty a;, ktera by rovnici zjednodusila. Je sice jasné, ze tato rovnice mé kofeny
Af = 0,5 = K (plyne z Poznadmky 2.16), ale ani vydéleni rovnice (4.9) sou¢inem

prislusnych kotfenovych ¢initelu \* ' 1 ) nezjednodussi tuto rovnici natolik, aby byla

fesitelna. Jak tedy obecné vypada zbylych 6 kofenu této rovnice neni znamo. Lze vSak
opét alesponn numericky ukazat, jakych hodnot nabyvaji kofeny pro ruzna r (pro celou
tabulku plati K = 1):

r T3 ‘ T4 Ty Tg g ‘ xTs

2,6 | 0,72 +0,17i | 0,72 — 0,173 | 0,24 + 0,07i | 0,24 — 0,07 | 1,32 +0,02i | 1,32 — 0,02i
2,8 | 0,22 + 0,02 | 0,22 — 0,02 | 0,69 + 0,06i | 0,69 — 0,06i | 1,29 + 0,014 | 1,29 — 0,014
29| 0,1784 0,2434 0,6034 0,7774 1,2792 1,2974

Tabulka 2: Hodnoty kofent funkce ¢(z)

V tabulce nejsou uvedeny hodnoty korenu A7 = 0, A5 = K, protoze tyto kofeny jsou
znamé. 7 tabulky je vidét, ze pro r = 2,6 i r = 2,8 je vSech 6 kofent komplexnich, tedy
trojcyklus pro tato r neexistuje (kofeny Af, A5 nemohou byt body trojcyklu, protoze do
trojcyklu chybi dalsi bod). Ovsem pro r = 2,9 je vSech 6 kofenu redlnych, kde prave tyto
koreny jsou body dvou ruznych trojcyklu.

Pouzijeme-li opét geometricky pristup, tentokrat k rovnici (4.9), pak pruseciky funkce
g3(z) s pifmkou y = x dévaji realné kofeny této rovnice. Tento problém lze opét ukdzat
v grafu, a to tfetich iteraci funkce ¢g(z) pro ruzné hodnoty r pii K =1 (viz Obrézek 7).
Z obrazku jde vidét, Ze pti hodnotéch r = 2,6 i r = 2,8 protne funkce ¢3(z) pifmku y =
pouze v bodech A} = 0,5 = K, ale pro hodnotu r = 2,9 se objevi dalsich 6 pruseciku,
tedy 6 novych redlnych kotrenu. Pfiblizme si, co se déje mezi hodnotami r = 2,8 a r = 2,9.
Je zfejmé, ze mezi témito hodnotami je takova, pro kterou se objevi trojcyklus.
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Obrézek 7: Grafy funkce g®(z) pro ruzné hodnoty r

Z grafu (viz Obrézek 8) je vidét, ze pii rostoucim 7 se dvé lokdlni minima a jedno
lokdln{ maximum funkce ¢g*(x) postupné piiblizuji k pfimce y = z, a 7Ze pii dosazen{ jisté
kritické hodnoty r je tato piimka teénou ve vSech trech zminénych bodech. Je-li r vyssi
nez tato kritickd hodnota, pak se na okoli téchto bodu te¢na stava secnou, a objevi se
tak 6 redlnych kotentu (tedy 2 ruzné trojcykly). Z téchto poznatku lze vyvodit, ze prvni
trojcyklus se objevi pravé tehdy, kdyz se vyse zminéné lokalni extrémy dotknou piimky
y = z. Tyto body dotyku jsou vlastné body, ve kterych ma funkce ¢®(z) smérnici tecny

rovnu jedné, tj.
(6*) (x) = 1. (4.10)

Oproti funkci g*(z) vsak nevime, pro které body je rovnost (4.10) splnéna. Je tedy tieba
najit jiny zpusob, kterym lze tuto rovnost ukézat.

Pomuze ndm k tomu definice trojcyklu (viz Definice 2.9). Pomoci tvaru funkce g(x)
a preznaceni bodu A, Ao, A3 z definice trojcyklu na body z,y, z se dostaneme k soustave
rovnic

g(x) =, (1+7)x— %xQ =, (4.11)
¢(x) = gly) = =, R (4.12)
7 (@) = *y) = 9(2) =z, (L+r)z— =" = (4.13)
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Obréazek 8: Grafy funkce ¢*(z) pro hodnoty 2,8 < r < 2.9

Rovnici (4.10) 1ze upravit nasledujicim zpusobem:

1= (93(1,))’ _ d(gcjix))

| — U’ (@) dlg*(x)) d(g())
d(g*(x)) d(g(z)) dx

| = Ag(2) dlg(y)) d(g(z))

(4.14)

Sestavili jsme tedy soustavu 4 rovnic (4.11)-(4.14) pro 4 neznamé x, y, z, r (poznamenejme,
ze 7z formalniho hlediska je neznamou i K, kterou se vSak podaii v dalsich dpravach
eliminovat). Nasim cilem tedy je provést diskuzi feseni této soustavy.

Nejprve provedeme tpravu rovnice (4.11):

ra?

Yy=x+rr— —,

K
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Analogicky se upravi i rovnice (4.12) a (4.13)
2 l—|—1 : l+1
Sy o)) o )
1 2 1
O R e R L I L B

Zavedenim nésledujici substituce dostaneme z rovnic (4.14) - (4.17) soustavu Ctyf rov-
nic o ¢tyfech novych neznamych, kterd se ukaze byt vyuzitim nékolika triku fesitelnd
(vzhledem k nezndmé r). Polozme

1+1 1+1 1+1
p K 5 q K 5 K 5
r? (1 2
4 \r r
Pak se rovnice (4.14)-(4.17) redukuji na tvar
R= A’ + B, (4.18)
R=DB*+C, (4.19)
R=C%+ A, (4.20)
1 = —8ABC. (4.21)

Nyni s ohledem na rovnice (4.18) - (4.20) je potieba uvédomit si, ze pii cyklické zdméné
A —- B — C — A nejsou tyto rovnice zménény. Lze tedy uvazovat existenci funkce
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g(u), pro kterou plati g(A) = B, g(B) = C,g(C) = A, tedy ze tato funkce mé trojcyklus
tvoteny body A, B, C. Tyto body jsou proto kofeny néjaké kubické rovnice, tedy plati

(u—=A)(u—B)(u—C) =0,
tedy
u? — (A+ B+ C)u* + (AB + AC + BC)u — ABC = 0.

Ozna¢me koeficienty mocnin v nésledujicim zpusobem:

a=A+B+C,
b=AB+ AC + BC,
c= ABC.

Udélejme nyni par algebraickych tuprav, které vyuzijeme pro ziskéani rovnic potiebnych
k vyjadieni hodnoty r:

A? + B>+ C* = a® — 20, (4.22)
A® + B+ C° = a® — 3ab + 3¢, (4.23)
A?B? 4 A%C? + B*C? = b* — 2ac. (4.24)

Jako prvni lze se¢tenim rovnic (4.18) - (4.20) dostat nésledujici rovnici:

BR=A*4+B+B*+C +C?+ A,

1
R= g(a2 +a — 2b). (4.25)

Nyni se lze algebraickymi dpravami (vyndsobenim rovnice (4.18) vyrazem A, rovnice
(4.19) vyrazem B, rovnice (4.20) vyrazem C a nésledné jejich se¢tenim a pouzitim rovnice
(4.25)) dostat k dalsi rovnici zavislé na proménnych a, b, ¢:

RA+RB+ RC = A*+ AB+ B®+ BC + C® + CA,

2a* — a* — Tab + 3b + 9c = 0. (4.26)

Déle lze vynasobenim rovnice (4.18) vyrazem C, rovnice (4.19) vyrazem A, rovnice (4.20)
vyrazem B, jejich se¢tenim a pouzitim (4.25) dojit k nésledujicimu:

A’C+ B*A+C?B = A*+ B>+ C* = a® — 3ab + 3c. (4.27)
Posledni rovnici zavislou na proménnych a, b, ¢ ziskdme z rovnice

(A>+ B)(B*+ C) + (B* + C)(C* + A) + (C* + A)(A® + B) = 3R?,
A+ B34+ C°% + A’B? + A%C? + B*C? + A%C + B?A+ C*B + AB + AC + BC = 3R?,

s vyuzitim algebraicky upravenych vyrazu (4.22) - (4.24) a (4.27), ve tvaru
a* — 4a® + a® — 4a*b + b* + 14ab + 6ac — 3b — 18¢ = 0. (4.28)
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Z rovnice (4.21) je ziejmé, ze ¢ = —%. Po dosazeni ¢ do rovnice (4.26) lze z této rovnice
vyjadrit b jako
b 16a® — 8a* — 9

56a —24
které lze spolu s ¢ dosadit do rovnice (4.28). Tim dostaneme rovnici zavislou pouze na
proménné a ve tvaru

1536a° — 3072a” + 4608a* + 34564 — 1036842 + 15552a — 5832 = 0,
jejiz upravou dostavame
24(2a — 1)(2a + 3)(4a* — 6a + 9)* = 0.

Tato rovnice ma koteny

3 1 3 3
ap = —57 a9 = 5, CL374 = Z<1 +Z\/§), CL576 = Z(]_ — Z\/g),
kde koteny as, a4, as, ag se dale nemusime zabyvat, jelikoz jsou komplexni a vedou také
na komplexni hodnotu r. Dosazenim kotent aj, as spolu s b do rovnice (4.25) dostdvame

R1 = —1, RQ =

coz pro substituci

znamena, ze
r = 0, To = \/g

Hodnota r je jedna z rovnovéh diskrétniho modelu (4.3), neni proto hodnotou r, pii které
se objevi prvni trojcyklus. Ten se objevi pii r = ry = /8. Kofeny funkce g*(\*) = \*
opét nelze obecné vyjadrit, o stabilité periodického feseni tvoreného trojcyklem tedy nelze
rozhodnout (pomoci Definice 2.14, Pozndmky 2.8 a Poznamky 2.17). Stabilitu muzeme
opét diskutovat alespon pomoci grafu a Poznamky 2.8, kde v grafu zkoumame tecny
funkce ¢*(z) v bodech trojcyklu pii riiznych hodnotdch r > /8. Pfipomeiime, Ze pro
r > /8 se objevi v feseni 2 ruzné trojcykly. Periodické chovani tvorené trojcyklem s body
A1, A2, A3 je ukdzéno v obrazku (viz Obrézek 9). Z obrézku jde vidét asymptoticka stabilita
tohoto fesenf pro r = /8. Obé feden{ s riiznymi pocatecénimi velikostmi populace se ustély
do trojcyklu tvoreného body A1, Ag, Az.

Je t¥eba podotknout, ze nad hodnotou r = v/8, pii které se objevi prvni trojeyklus, se
mnozi matematici zamysleji i v soucasné dobé. Zpusob, kterym jsme tuto hodnotu ukézali
(inspirovany [9]), je zdlouhavy a vyzaduje spoustu triku a dopliujicich algebraickych
uprav. Matematici tak stale hledaji efektivnéjsi zpusob pro ukéazani této hodnoty. Jiné
zpusoby jsou uvedeny napiiklad v [1], [4].

Pro r > /8 se jako periodicka feseni mohou objevit cykly jakéhokoliv Fadu k, kde
ruzné pocatecni podminky mohou vyvolat ruzné chovani reseni. Objevuji se také fesenti, je-
jichz chovéni je nahodilé - takové feseni se nazyvaji chaoticka. V obrazku (viz Obrazek 10)
je ukazano teseni vykazujici chaotické chovani. Tento typ chovani feSeni popiSeme
v nasledujici kapitole.
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Obrazek 10: Chaotické chovani feSeni
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5 Chaos

Systém, v némz nejsou zabudované nahodné prvky, ktery presto vykazuje neptedvidatelné
a neusporadané chovani, se oznacuje jako systém s deterministickym chaotickym chovanim.
Pro tyto systémy nejsme schopni analyzovat jejich chovani v budoucnosti. Chaos se pro-
jevi pii zmeéné pocateénich podminek ¢éi paramteru, pricemz takova zména muze byt
i nepatrna.

Chaos lze mimo jiné ilustrovat napiiklad v bifurkacnim diagramu. Bifurkace je jev,
u kterého nastavaji kvalitativni zmény feSeni sledovaného systému pii nepatrné zmeéné
vstupnich parametru. V pripadé studovaného diskrétniho modelu je vstupnim parametrem
mira rustu populace r (tzv. bifurkaéni parametr). Bifurka¢ni diagram na Obrazku 11
dokumentuje teoretické vysledky odvozené v predchazejici ¢asti, tedy cestu od existence
stabilni rovnovahy az k chaotickému chovéani v zavislosti na rostoucim parametru r.

r

Obrazek 11: Bifurkacni diagram

V souvislosti s chaotickym chovanim v diskrétnim logistickém modelu ma velky vyznam
tzn. Feigenbaumova konstanta. Tato konstanta vyjadiuje specidlni pomér v bifurkacnim
diagramu, konkrétné se jedna o limitu pomeéru nésledujicich bifurkaci:

lim T 4 6692016...,
n—=00 I'pyo — Tyl

kde 7, je takova hodnota r, pii které v feSeni modelu (4.3) vznikne cyklus fadu 2".
Konkrétné pro model (4.3) ary =2, ry = /6, r3 = 2,544 je tato konstanta

2T 47550889. .,

r3 — T2
tedy jiz velmi blizkd Feigenbaumové konstanté. Feigenbaum puvodné objevil toto ¢islo
praveé v bifurkacich logistickych zobrazeni (v roce 1975). Ukazal vsak, Ze toto ¢islo vznika
i v dalsich jednodimenziondlnich zobrazenich, v jejichz chovani se objevuje tzv. zdvojeni
periody.
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6 Shrnuti a zavérec¢né poznamky

U obou logistickych modeli jsme dosli k nékolika zavérum, které urcitym zpusobem po-
pisuji chovani feseni daného modelu. Pro prehlednost téchto vysledku proto nyni porov-
nejme vsSechny zasadni rozdily mezi spojitym a diskrétnim logistickym modelem. Za¢néme
nejprve tesitelnosti modelu. Spojity logisticky model (3.3) je snadné fesit, a to i pres
jeho nelinearitu, pomoci vhodné metody pro feseni ODR1 (napiiklad pomoci separace
proménnych nebo Bernoulliho substituce). Diskrétni logisticky model (4.3) je sice po-
dobny spojitému modelu, 1ze ho ovSem fesSit pouze v konectném case, a to po dlouhém
itera¢nim procesu. Pro tento model neexistuje obecny ptredpis pro feseni, zavisejici expli-
citné pouze na vstupnich parametrech.

Dalsi rozdil zkoumanych modelu spociva v chovani feseni s pocatecnimi podminkami
v blizkém okoli rovnovaznych stavii. Oba modely sice maji stejné rovnovahy yj = z7 = 0,
ys = x5 = K, av8ak zatimco k rovnovaze y; konverguji feseni (3.4) pro vsechna r > 0,
k rovnovaze x3 konverguji feseni modelu (4.3) pouze pro 0 < r < 2. V piipadé rovnovahy
y; konverguji k této rovnovaze feseni (3.4) pro vsechna r < 0, k rovnovaze x] konverguji
feseni modelu (4.3) pouze pro —1 < r < 0.

Nejzasadnéjsi rozdil téchto modelu vsak spoc¢iva v existenci periodického feseni daného
modelu. Zatimco chovani kazdého teseni spojitého modelu vykazuje pouze konvergenci
k jedné z rovnovah tohoto modelu, chovani feseni diskrétniho modelu je o mnoho bohatsi.
Chovani kazdého teseni diskrétniho modelu je dané zejména volbou vstupniho parametru
r. Kromé rovnovah tohoto modelu, se pii volbé r > 2 (kdy kladna rovnovaha ztréaci
stabilitu) objevuji také periodicka feseni tvorend cykly ruznych fadua. Pro r > 2 se objevi
dvojeyklus, pro r > /6 ¢tyfcyklus, pro r > 2,544 osmicyklus,..., a pro r = /8 prvni
trojeyklus. Pro 7 > /8 se tak v fesenf muize objevit cyklus kteréhokoliv fadu, Fesenf se
chové chaoticky. V nésledujici tabulce (viz Tabulka 3) jsou shrnuty oblasti asymptotické
stability jednotlivych cyklu (oblasti stability cykla vyssich fadu jsou uvedeny napiiklad
v [6]):

] Spojity model H Diskrétni model ‘
Druh tesSeni Asympt. stabilita | Druh feSeni Asympt. stabilita
Rovnovaha y* = 0 r<o0 Rovnovaha x* = 0 -1<r<o0

Rovnovaha z* = K O0<r<2
Cyklus tadu 2 2<r<+6
Cyklus fadu 4 V6 <1 <2544
Rovnovéha y* = K r >0 Cyklus ddu 8 2,544 < r < 2,564
Cyklus tadu 16 2,564 < r < 2,568
Cyklus tadu 3 r=+38

Tabulka 3: Tabulka shrnuti obou modelu

Je nutné poukazat na skutecnost, ze pii kritické hodnoté bifurkace r, kdy dany druh
feseni (rovnovéha nebo cyklus) ztraci svoji stabilitu, se objevy novy druh feseni, ktery je
od této hodnoty asymptoticky stabilni.

Bohatost chovani feseni diskrétniho modelu je tedy oproti spojitému modelu opravdu
velika. Nastava proto otdzka, jak se rozmanitost chovani diskrétnitho modelu dokaze
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v pripadé spojitého modelu redukovat pouze do dvou piipadu - a to konvergence k jedné z
rovnovah. Podivejme se na tento problém z numerického hlediska, kde je mozné vyuzitim
numerickych metod najit feSeni dynamického systému. Princip numerického feseni spoc¢iva
v diskretizaci proménnych, kdy je feseni dynamického systému nahrazeno posloupnosti
diskrétnich bodu xzo(t), x1(t1), z2(ts), ..., kde tg < t; < ty < ... . Posloupnost velikosti
populace {z,} diskrétnitho modelu v danych ¢asovych tsecich n s poc¢ateéni velikosti po-
pulace xg lze tedy brat jako diskretizaci feSeni (3.4) spojitého modelu. Vyjadreme tento
problém pomoci Fulerovy metody:

Eulerova metoda urcuje novy stav autonomniho systému z ptedchoziho na zdkladé
vztahu

Tpa1 = Tp + hf(z,), n=0,1,2,..

kde h = t;11—t; oznacuje délku diskretizaéniho kroku. Diskrétni model (4.3) je tedy diskre-
tizaci spojitého modelu s délkou diskretiza¢niho kroku h = 1. Pokud by vsak tato diskreti-
zace byla zvolena s krokem h = 0,5, vedla by k odlisnym zavérum v popisu chovani feseni
diskrétniho modelu. Pti takovém kroku by byla rovnovédha x* = K asymptoticky stabilni
pro 0 < r < 4, dvojcyklus asymptoticky stabilni pro 4 < r < 2v/6, atd. Postupnym
zmensovanim h dochézi k prodluzovani intervalu hodnot r, pro které jsou dana feseni
(rovnovahy a periodicka feSeni) asymptoticky stabilni. Volbou kroku limitné bliziciho se
h — 0 dostaneme rovnovahu x* = K asymptoticky stabilni pro vSechna r > 0, pricemz
model (4.3) piejde na model (3.3). Periodické a chaotické chovani feseni modelu je tedy
potlaceno (,,posunuto”do nekoneéna) minimalizaci délky diskretiza¢niho kroku.

V névaznosti na tuto praci je mozné podrobnéji analyzovat chaotické chovani feseni
diskrétniho modelu, které je zde pouze naznaceno. Lze také diskutovat chovani reseni
modelu v krajnich hodnotéch intervali asymptotické stability jednotlivych periodickych
feSeni. Samoziejmeé se také naskytd moznost pokusit se najit efektivnéjsi zpusob vypoctu
hodnoty r = v/8, pifpadné uréeni bodu trojeyklu nebo étyfeyklu.
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Pouzité symboly

IN mnozina vSech ptirozenych cisel
R mnozina vSech redlnych ¢isel
Ny mnozina vSech prirozenych ¢isel spoleéné s nulou, tj. {0,1,2,...}

IR{  mnozina viech kladnych redlnych éisel spoleéné s nulou, tj. (0, 00)
D(f) definiéni obor funkce f
g*(z) k-ta iterace funkce g(x)
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