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AXM™T+ MXA™T =—-BB"T, kde A, M a X jsou Ctvercové matice fadu n.
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X, které bude obecné husté. Pokud ma vSak matice B nizkou hodnost, Ize i feSeni X
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low-rank aritmetiky, ktera vyuziva vlastnosti matic nizké hodnosti.
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vyvoj (numerické) hodnosti jednotlivych matic v zavislosti na iteraci pro vybrané itera¢ni metody.
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Konvergence krylovovskych metod
pro maticové rovnice z pohledu hodnosti

Abstrakt

Bakalarska prace je zamérena na TeSeni maticovych rovnic z teorie
fizeni dynamickych systému, konkrétné se soustiedi na tzv. ljapu-
novskou rovnici ve tvaru AX + XAT = F, kde A, X a F jsou
¢tvercové matice Fadu n. Ulohy v praxi jsou velkych rozméri ale
matice A je zpravidla tzv. 7dkd. ReSeni X tuto vlastnost ale obecné
nema. Miuze se tedy stat, ze s nim nebudeme schopni pracovat —
nemusi byt ulozitelné v pocitaci. Pokud ma prava strana F' nizkou
hodnost, bude vsak feseni X mozné aproximovat matici nizké hod-
nosti — budeme moci pracovat s tzv. low-rank aritmetikou.

Ulohu budeme fesit iteraéni metodou (sdruzenymi gradienty). Préaci
s velkymi maticemi budeme pouze simulovat — budeme pouzivat
matice malé a bude nas zajimat numerickd hodnost jednotlivych
matic v pribéhu iteraci. Hlavnim cilem je zjistit, kdy hodnosti ma-
tic zlistanou nizké po celou dobu a kdy hodnost exponencialné na-
rusta, pripadné zda lze tomuto nartstu néjakym zptsobem zabra-
nit.

Kli¢ova slova: ljapunovska rovnice; metoda sdruzenych gradientii
(CG); low-rank aritmetika



Convergence of matrix-oriented
Krylov-subspace methods in terms of rank

Abstract

The bachelor thesis is focused on solving matrix equations from
control theory of dynamic systems and is specifically concentrating
on the so-called Lyapunov equation in the form AX + XA”T = F,
where A, X and F' are square matrices of order n. Realistic problems
are of large dimensions but matrix A is usually so-called sparse. The
solution X does not generaly have this property. So it can happen,
that we may not be able to work with it — it may not even be
storable in computer. However, if the matrix F' is of low-rank, then
the solution X can be approximated by a low-rank matrix — it is
possible to use so-called low-rank arithmetic.

For solving such problem we use an iterative method (the method of
conjugate gradients). We will only simulate the computation with
large matrices — we use small matrices and study their numerical
ranks during the iterative process. The main goal is to find out when
the rank of all the matrices remains low and when it starts to grow
exponentially, eventually whether this growth can be prevented in
some way.

Keywords: Ljapunov equation; conjugate gradient method (CG);
low-rank arithmetic
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Uvod

V této praci se budeme zabyvat feSenim specifickych soustav linearnich rovnic. Tedy
uloh, které v principu lze zapsat ve tvaru

Lx = f.

Nase ulohy ovsem budou déle strukturované, viz kapitolu 2. Typicky ale bude ma-
tice soustavy L realnd, ¢tvercova a regularni, a navic jesté symetrickd a pozitivné
definitni,

L € Rnxn’ det(L) 7é 07 LT = L> )‘K(L) > 07 E = 172737 RN

kde A¢(L) znaci (-té nejvétsi vlastni ¢islo matice L véetné nasobnosti.

Konkrétné budeme tesit tzv. ljapunovské rovnice, které se ¢asto vyskytuji napt.
v tlohach z teorie fizeni dynamickych systému, viz napr. [2] a [17]. Cilem je zjistit,
zda jsme schopni najit TeSeni soustavy i pokud je tuloha tak velkého tadu, Ze se
vektor (resp. matice) TeSeni jako takovy nevejde do pocitace. Matice soustavy je
pritom typicky ridka a vektor (resp. matice) pravé strany je nizké hodnosti.

V kapitole 1 shrneme jakym zplisobem lze ulozit velké matice vhodnych vlast-
nosti do pocitace, v kapitole 2 popiseme nékolik druhtt maticovych rovnic, blize se
zaméfime na tzv. ljapunovskou rovnici. V kapitole 3 rozebereme metodu sdruzenych
gradienti, jeji vlastnosti a implementaci. Abychom mohli s velkymi maticemi praco-
vat, budeme se soustiedit na low-rank aritmetiku. Kapitola 4 je vénovana nékolika
numerickym experimentiim a stru¢né analyze jejich vysledkii.

13



1 Zpisoby ulozeni (velkych) matic
v pocitaci

Pokud pracujeme s obecnou (redlnou, ¢tvercovou) matici A a chceme ji ulozit do po-
¢itace, potfebujeme ulozit vechny jeji prvky, v nasem piipadé n? prvki. Existuji ale
druhy matic, které lze ukladat efektivnéji. Prikladem takovych matic jsou zejména
tzv. ridké matice, ale také tzv. hierarchické matice, resp. matice nizké hodnosti.

1.1 Ridké matice

Matici nazyvame fidkou, pokud obsahuje dostatecné mnoho nulovych a tedy dosta-
tecné malo nenulovych prvki. Pocet nenulovych prvkt matice A budeme oznacovat
nnz(A), z anglického number of non-zeros. Pro pocet nenulovych prvku ridké matice
neexistuje striktni kriterium. Obecné ale chceme aby tidka matice velikosti n x n
méla fadové n nenulovych prvki, resp. aby

nnz(A) < n’.

Ridk4 matice pro nas bude hréat roli matice soustavy, ktera je reguldrni; navic tedy
bude platit
n < nnz(A) < n?

Oblibenym kritériem ridkosti matice také je, zda umime velkého mnozstvi nulovych
prvki efektivné vyuzit. Poznamenejme, ze opakem ridkych matic jsou matice husté,
jsou to takové které nejsou ridké.

Matice o nichz jednoznacné rekneme, ze jsou ridké, jsou matice diagondini, ty-
picky matice jednotkovd,

K uloZeni (obecné) diagonalni matice radu n zfejmé staci ulozit pravé n hodnot.

14



Dalsim typickym prikladem tidké matice je (symetrickd) tridiagondlni matice,

[y B O 0O - 0

B ay B O - 0
7|V e B (1.1)

0 0 B3 a - 0

: : R Bn-1

[ 00 0 Bar o

V pripadé prvki obecné tridiagonalni matice je zfejmé nutné ulozit pravé 3n — 2
hodnot, pro symetrickou tridiagonalni matici pouze 2n — 1 hodnot.

Poznamka 1. Pokud budeme pracovat s obecnou ridkou matici A (napr. permutact
jednotkové matice), kterd md m = nnz(A) nenulovych proki, je v principu potreba
uloZit 3m hodnot. Pro kaZdy nenulovy prvek a; j potrebujeme radkovy a sloupcovy in-
dex a prvek samotny. Obecné tedy u ridkijch matic staci uloZit mnozinu usporadanych
trojic
(i, j, am).

Pro vice informact o ridkjch maticich odkazujeme na knihy [16] a [5, zejména kapi-
toly 10 a 11]. Priklad 1idké matice, resp. struktury jejich nenulovych prokid vidime
na obrazku 1.1.

1.2 Hierarchické matice

V praxi existuji i jiné moznosti jak velké matice efektivné uklddat, napi. tzv. Hie-
rarchické matice, viz [1], [7]; my budeme vychazet z praci [9], [10]. Jako motivace
nam poslouzi nase tfidiagonalni matice, resp. jeji inverze. Spocitame-li ji, zjistime, ze
m4 obecné n? nenulovych prvki, je tedy hustd; [9]. Pomoci hierarchického p¥istupu
k maticim Ize ale tuto hustou matici ulozit tspornéji.

Uvazujme inverzi tfidiagondlni matice (1.1) a jeji rozdéleni do bloki

X, Y?
-1 _ 1
T, _{Y XQ}. (12)

Necht podmatice X; € R¥* a X, € RFx(=k) pro néjaké k = 1,...,n — 1.
Pak se d4 ukézat, 7e matice Y € R™%>** mg hodnost 1; viz [9]. Takovou matici
lze napsat jako tzv. vnejsi soucin dvou vektort, resp. dvou matic z nichz prvni ma
jeden sloupec a druhé jeden radek

Y =UVT =w?, U=[u eR"P V=[]eR> yveR"* veR" (13)

15
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Obrazek 1.1: Matice BCSSTKO08 je prikladem ftidké matice. Pochézi z 1lo-
hy BCSSTRUC1 (BCS Structural Engineering Matrices) ze sbirky Harwell-
Boeing, viz [20], https://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/
besstrucl/besstrucl . html. Matice je tadu n = 1074, modfe jsou vyznaceny jeji
nenulové prvky, bila mista jsou nulové prvky.

Poznamka 2 (Naznak dikazu rovnosti (1.3)). Matici T,, rozdelime kompatibilnim
zpiisobem jako T, 1

e[ ][5 )

M K, Y X,

{ I Opnr ] _ { KX +MTY K\ YT+ MTX, ]
Otk Lnn | | MXi+KY MYT+ KX,
vyjadrime podmatici Y za predpokladu, Ze Koy je requldrni,
On—rr = MX; + KyY,
Kt \ KoY = —MX,

Y = —K;'MX,,

kde
0 --- 0 B
0 --- 0 0
M= . | .| =epel e RODxE
0 0 0

16


https://math.nist.gov/MatrixMarket/data/Harwell-Boeing/

tedy
T
Y = —Kjle el X, = (— K2_161> (Xfek5k> .

-~ -~

u (Y

V pripadeé kdy blok Ky neni requldrni, nent requldrni ani blok Ky a situace je roze-
brdna v [9].

Pokud tedy matici 77! ulozime tak jak je, potfebujeme ulozit cca %nz Cisel
(s vyuzitim symetrie). Pokud ji ulozime v naznac¢eném blokovém déleni, potiebujeme
uloZit 1k* +1(n—k)?+k+ (n—k) ¢isel. Pokud je k ~ $n, tj. délime matici priblizné
v polovingé, spotiebujeme
Ly Ly
1 n +nL 3 n”,
pro dostatecné velké n. V praxi, a odtud prameni pojem hierarchické matice, mizeme
matice X; a X, matice T,,! (viz (1.2)) opét rozdélit na 2 x 2 bloky a cely proces zo-
pakovat tolikrat, kolikrat to dava smysl. Piiklad hierarchicky ulozené matice vidime

na obrazku 1.2.
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Obrazek 1.2: Zde je priklad matice fadu n = 11036, kterd pochazi z tlohy [11] a byla
pouzita i v préaci [9]. Cervené ¢tvercové bloky na diagondle jsou ulozeny pifmo (jedna
se o husté podmatice), ¢isla v oblastech oznacuji fad prislusného bloku. Bilé bloky
jsou nulové matice. Zelené jsou matice nizké hodnosti s hodnosti r, které jsou ulozeny
jako r linearné nezavislych radkl a r linearné nezavislych sloupcti.
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1.3 Matice nizké hodnosti

Matice nizké hodnosti (angl. low-rank) jsou takové, které obsahuji velké mnozstvi
linearné zavislych sloupcti. Obecné nejsou regularni, proto pro ucely nasich tloh
nebudou hrat roli matice soustavy, ale budou napt. reprezentovat data. Prikladem
matice nizké hodnosti je nulova matice. Uvazujme tedy

M eR™™" r=rank(M), r<n.

Lemma 1. Matici M € R™* hodnosti r = rank(M) lze napsat jako soucin

M=UVT UeR™, VeRV

Dukaz. Matice M je hodnosti r, tedy ma pravé r linedrné nezavislych sloupcti. Necht
to jsou sloupce s indexy ji, ja, ..., Jr. Sestavme z téchto sloupci matici

U:[mjl M, - ij}ERnXT.

Obecny sloupec m, matice M muzeme napsat jako linearni kombinaci téchto vybra-
nych sloupci, tj.

Qe
T
Q2
my = g mj,ase = Uvy, kde v, = ] a (=1,2,... k.
s=1 :
Qyy
Tedy
T Xk
\%4 :[Ul Vg - vk}ERT ,
pfi¢emz z maticového nasobeni je ziejmé, Ze plati M = UV7T. O

Poznamka 3 (k lemmatu 1). Pokud matice U, V' doplnime stejngm poctem nulovijch
sloupcii, jejich soucin to neovlivni. Tedy

M=UvT =[U,0[V,0]".

To je pro nds praktické, pokud uvazujeme matici M hodnosti nula, tj. nulovou matici.
Dle lemmatu 1 bychom ji méli byt schopni napsat jako soucin dvou matic s nulovym
poctem sloupci. Abychom s takovymi objekty nemuseli pracovat, budeme pro matici

M =0,, rank(M) =0,
wvazovat rozklad ve tvaru

M=UVT, kde U =041, V=0
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Pro nas bude matice M casto symetricka
M=M" M=Uuvl=vU".
Symetrii proto budeme pozadovat i po jejim rozkladu. Idealné bychom si prali, aby
U=V,

to vSak obecné nelze splnit. Misto toho budeme uvazovat rozklad z nésledujiciho
lemmatu.

Lemma 2. Ctvercovou symetrickou matici M € R™", M = MT, hodnosti r =
rank(M) lze napsat jako soucin

M = UAUT, U c Rnxr’ A c R’I‘X’r"

kde matice A je symetrickd, tj. A = AT.

Diikaz. Toto lemma lze snadno dokazat z vlastnosti normélnich, resp. symetrickych
matic a z jejich Schurova (pripadné také Jordanova) rozkladu, viz [2]. Konkrétné lze
matice A a U volit napr. tak, Ze matice A je diagonalni a obsahuje nenulova vlastni
¢isla matice M na diagondle (pozn. ze ta jsou vzdy redlnd) a sloupce matice U
jsou navzajem ortonormalni vlastni vektory matice M odpovidajici témto vlastnim
¢islim. O

Poznamka 4 (k lemmatu 2). Analogicky jako v pozndmce 3 lze matice U a A doplnit
stejnym poctem nulovych sloupci, respektive sloupci a radki. Visledny soucin matic

se tim nezmeénd
A O

0 0

Opeét je mozné timto zpiusobem uvazZovat pro nulové matice

M =UAUT = [U, 0] { } [,0]" .

M =0, rank(M) =0,

formadlni rozklad
M =UAUT, U=0,1, A=0..

K ulozeni matice M je tfeba ulozit matice U a A, coz je nr prvkia a r nenulovych
vlastnich ¢isel ptivodni matice M. Pro

r<n, nr+r=0n+1)r<n?

tedy pamétové naroky vyrazné poklesly.

V této kapitole jsme strucné popsali nékteré pripady, jak lze velkou matici ulozit
usporné do pocitace. V dalsi praci budeme pracovat zejména s ridkymi maticemi
(v roli matice soustavy, tj. matice zobrazeni) a maticemi nizké hodnosti (v roli
zobrazovanych objekti).

19



2 Maticové rovnice

Reseni maticovych rovnic je v praxi velice dilezité, protoze na maticové rovnice vede
fada inzenyrskych tloh. Zde jsou nékteré casto fesené rovnice, pro které A, B, F, X €
R™" kde X je neznamd a I je (¢asto symetrickd F' = F'T) prava strana.

Uplné nejjednodussi maticova rovnice na kterou se d4 nahliZet jako na n soustav
linedrnich rovnic (a je tedy snadno fesitelna) je

AX = F. (2.1)

Rovnice ktera se Casto objevuje v analyze stability a optimalizaci Tizeni dyna-
mickych systému a na kterou se budeme v této praci prevazné soustredit se nazyva
ljapunovskd. Rovnice byva ve dvou variantdch, prvni uvedend je tzv. spojitd (ma
puvod ve spojitém dynamickém systému)

AX + XAT = F, (2.2)

druhd tzv. diskrétni (ma puvod v diskrétnim dynamickém systému) varianta ljapu-
novské rovnice

AXAT+ X =F (2.3)

Nésledujici rovnice jsou také ljapunovské, ale na rozdil od (2.2) a (2.3) jsou tzv,
predpodminéné. Opét muzeme uvazovat spojitou

AXBT + BXAT = F (2.4)
a diskrétni variantu této rovnice
AXA" + BXBT = F. (2.5)

Poznamenejme, ze predpodminénou rovnici (2.4) dostaneme z rovnice (2.2) napf.
tak, Ze (2.2) vynasobime zleva reguldrni matici B a zprava jeji transpozici BT

B-\ AX+XA"=F /.B',

ziskame
BA XBT + BX ATBT = BFB?,
<~ —_—— ——
A AT F
kde vhodné souciny prejmenujeme, jak je naznaceno. Analogicky lze ziskat rovnici
(2.5) upravou rovnice (2.3).
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Dalsi z klasickych rovnic, také z teorie Tizeni dynamickych systémi, je rovnice
Sylvesterova

AX+ XB=PF. (2.6)
Posledni rovnice kterou zminime se nazyva Riccatiho rovnice,
ATX + XA+ XBX =F. (2.7)

Zde upozornime, ze (na rozdil od vsech predchozich) neni linedrni (posledni ¢len na

vvvvvv

V tomto textu budeme déle pracovat predevsim s ljapunovskou rovnici (2.2),
resp. misty s jeji pfedpodminénou variantou (2.4). Okrajové také zminime podob-
nosti s fesenim rovnic (2.3) a (2.5).

2.1 Formulace problému

V préci se budeme zabyvat situaci, kdy chceme vyresit ljapunovskou rovnici
AX + XAT=F A F X cR™" (2.8)
Navic budeme predpokladat ze:

(i) Matice A je fidka (viz sekce 1.1) a navic symetrickd a pozitivné definitni
(SPD).

(ii) Matice F' ma nizkou hodnost (viz sekce 1.3) a je symetricka.

(iii) Budeme uvaZovat tak velké n, Ze n? se nevejde do paméti pocitace.

Pro upfesnéni posledni odrazky: v textu chceme chovani rovnic pouze simulovat,
budeme proto pracovat s malou hodnotou n. Nicméné nasim cilem je analyzovat,
zda lze obejit situaci, kdy bychom potfebovali uloZit viech n? éisel. Otazka tedy zni:

Jsme schopni nalézt feseni X, aniz bychom v procesu vypoctu zkonstruovali
hustou matici velikosti n x n plné hodnosti?

2.2 Zakladni vlastnosti matice reseni ljapunovské
rovnice

Prvné poznamenejme, ze ljapunovska rovnice (2.8) je linedrni, lze ji tedy v principu
prepsat jako soustavu n? rovnic pro n? neznamych, feknéme

Lz=f, kde LeR™™ g feR” (2.9)

a vektory x a f obsahuji prvky matic X a F. Pokud je matice soustavy L regularni,
pak ma soustava Lz = f pravé jedno Teseni pro kazdou pravou stranu. Pozname-
nejme, ze regularitou matice L se budeme zabyvat v nasledujici sekci.
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2.2.1 Symetrie feseni

Dilezitou vlastnosti ljapunovské rovnice je, ze jeji feseni, tedy matice X, je za shora
uvedenych predpokladu symetrické. Uvazujme transpozici rovnice (2.8), tj.
(AX)T +(XATT = FT,

Protoze transpozice soucinu matic je soucin transpozic v opacném poradi a s vy-
uzitim symetrie pravé strany (predpoklad (ii)) a komutativity s¢itdani dostavame
postupné
(AX)T + (xANT = FT,
XTAT 4 AXT = FT,
AXT+ XTAT = F. (2.10)

Dostavame tak stejnou ljapunovskou rovnici jako (2.8), pouze s transponovanym
fesenim. Odectenim této nové rovnice (2.10) od rovnice pivodni (2.8), tj.

AX + XAT = F,
—\ AXT + XTAT = F,
dostaneme, po vytknuti A doleva, resp. AT doprava opét ljapunovskou rovnici
AX -XT)+ (X -XT)AT =0 (2.11)
Y Y

ovsem s nulovou pravou stranou.

Ljapunovskou rovnici (2.11) mizZeme opét interpretovat jako soustavu rovnic
analogickou k (2.9), tedy jako Ly = 0 se stejnou matici L. Pokud je L regularni, pak
ma i soustava Ly = 0 pravé jedno Treseni, které ovsem musi byt nulové. Tedy

Y=X-XT=0,
X =X7

Jinymi slovy, z regularity matice L a symetrie pravé strany F' plyne symetrie matice
feseni X.

Podobna implikace plati i naopak. Je-li X symetrickd matice, pak bude také
vyraz

AX + X AT

symetricky. To snadno ovéfime jeho transponovanim, zfejmé
(AX + X AT = (AX)T - (XAT)T = XTAT  AXT = AXT + XTAT = AX + X AT,
Neboli:

Za predpokladu regularity matice L pro AX + X AT = F plati:
X =XT > F=FT
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2.2.2 Aproximovatelnost feseni matici nizké hodnosti

Daéle lze ukazat, ze symetrickou matici X 1ze snadno aproximovat symetrickou matici
nizké hodnosti, tedy ze existuje X takové, ze

X — X|| =0, X =XT, rank(X) < n.

Aproximaci pfitom miZeme uvaZovat napf. v tzv. Frobeniové normé'. Tvrzeni zde
nebudeme dokazovat. Dikaz lze nalézt napi. v [15].

2.3 Zakladni vlastnosti matice soustavy ljapunovské
rovnice

V predchozim textu jsme si ukazali Ze ljapunovskou rovnici (2.8) muzeme zapsat jako

soustavu Lz = f a Ze pro jeji TeSeni je dilezita regularita matice L, otazka je jak

matici sestavit. V pripadé nékterych jednodussich maticovych rovnic Ize o regularité

odpovidajici matice soustavy rozhodnout snadno, nasledujici priklad poslouzi jako
motivace.

2.3.1 Motivace

Zacénéme nejjednodussi maticovou rovnici (2.1), tedy AX = F. Je zfejmé, 7Ze exis-
tence a jednoznacnost feSeni pro kazdou pravou stranu F' primo souvisi s regularitou
matice A. Vyndsobenim rovnice inverzni matici A~! zleva ziskdme FeSeni

X=A1F

Zd4 se tedy, Ze zde je regularita matice velké soustavy (fadu n?) ekvivalentni piimo
regularité matice A.
A opravdu, staci si matice X a F rozdélit na sloupce, tedy

X:[l’l,l’g,...,l’n], F:[fl,fg,...,fn]
a maticové nasobeni AX interpretovat po sloupcich, tedy
Al’g:fg, 621,2,...,77,.

Abychom ziskali matici X potfebujeme vyresit n pravé zminénych soustav (malych,
f4ddu n). Velkou soustavu (fadu n?) pak lze napsat napt. ve tvaru

A I N
A
, | (2.12)
A Ty fn

diag(A, A, ..., A)

'Frobeniovou normou matice K = (k;;) € R™*" rozumime ¢islo || K| = (3272, Y7, k?j)%.
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Zbyva rozmyslet, ze velkd matice je regularni tehdy a jen tehdy, kdyz je matice A
regularni, tj.

diag(A, A, ..., A) je regularni — A je regularni.

To vsak plyne pfimo z blokove-diagonalni struktury velké matice, viz napt. [3].

Pro sestaveni matice soustavy L odpovidajici nasi ljapunovské rovnici (2.8) bu-
deme potrebovat tento postup trochu zobecnit. Pro tyto potieby se zavadi tzv.
Kroneckeriv soucin a vektorizace matice.

2.3.2 Kroneckeriv soucin

Kroneckertiv maticovy soucin je binarni operace aplikovatelnd na dvojici libovolné
velkych matic. Uvazujme tedy matici K € R™" s prvky k;; a matici P € R™*
s prvky pue. Jejich Kroneckertiv souéin (v tomto potadi) je pak definovan® jako

kP -+ kP
KQP= S e Rmm)x(ns), (2.13)
kP -+ kP
Protoze
k'ijpll te kiﬂhs
kij P = : : )
kijprl e kijprs
pak je vysledna matice
[ Eupin - kupis Einpin -+ Kinpis ]
kllprl te kllprs klnprl te klnprs
K®P= . " . . (2.14)
kmlpll te kmlpls kmnpll te kmnpls
| kmlprl te kmlprs kmnprl kmnprs ]

Poznamenejme, ze Kroneckeriv soucin obsahuje zfejmé vsechny souciny dvojic prvka
kijpuv, kazdy pravé jednou. Ziejmé také obecné neni komutativni, K ® P # P® K.
Plati pro néj vsak rada dulezitych vztahi.

Véta 1. Necht K a P jsou libovolné matice, pak plati
KT PT= (Ko P)T.

Neboli, poradi operaci Kroneckerova soucinu a transpozice je zaménitelné.

2Poznamenejme, ze se lze v literatuie obcas (ojedinéle) setkat s jinou definici Kroneckerova
soucinu, kde hraji obé matice opacné role. Pfikladem je kniha Miroslava Fiedlera [3], na kterou
zde budeme hojné odkazovat.
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Diikaz. Uvazujme konkrétné K = (k;;) € R™™ a P = (pu) € R™°. RozepiSeme-li
soucin na levé strané, ziskame K7 @ PT =

[ kn.pn T kll.prl k'ml.pll T k'ml.prl
kuPT oo ko PT k'll.pls kll.psr k'ml.pls kml.psr
kl":PT km’;PT _ km.Pn kln.prl kmf.Lpll kmf.Lprl

| Einprs o FinDsr EmnPrs  © EmnDsr |

Dostavame tak zjevné transpozici matice (2.14), tedy matici (K ® P)T. ]

Véta 2. Necht K, G, P, a H jsou libovolné matice takové, Ze existuji souciny KG
a PH, pak plati
(KG)® (PH)= (K ® P)(G® H).

Neboli, Kroneckeriuv a maticovy soucin jsou v tomto smyslu zameénitelné.
Diikaz. Uvazujme K = (k;;) € R™" G = (gj0) € R™°, P € R"™* a H € R¥".
V prvni fadé si uvédomime, ze
(K ® P) c R(mr)x(ns)’ (G ® H) c R(ns)x(ot)’
tedy tyto dvé matice lze v tomto poradi nasobit. Jejich soucin je pak

kuP - kP guH - giH
(K@ P)(GoH) = SR ST
kmlp e k'mnP gan e gnoH

[ (kuP)(guH) + -+ (ki P)(guH) -+ (kuP)(gioH) + - + (kinP)(gnoH) |

L (kmlp)(gllH) + - + (kmnp)(gan) te (kmlp)(gloH) + - + (kmnp)(gnoH) i

[ (kigu)(PH) + -+ + (kingn1)(PH) == (kngio)(PH) + - + (kingno) (PH) |

L (kmlgll)(PH) =+ - + (kmngnl)(PH) t (kmlglo)(PH) =+ - + (kmngno)(PH)

V kazdém jednotlivém séitanci je soucin néjakych dvou ¢isel (raznych prvkia matic
K a @) a dvou vzdy stejnych matic, totiz PH. Soucin matic tak lze vytknout,
dostavame (K @ P)(G® H) =

(k11g11 + -+ kingm )(PH) =+ (k11910 + - - + k1ngno) (PH)

(kmlgll + -4 kmngnl)(PH) tt (kmlglo + -4 kmngno) (PH)
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Porovnejme tento vysledek se vztahem definujicim Kroneckeruv soucin (2.13). Vi-
dime, ze vysledek je pravé v takovém tvaru. Konkrétné plati

(kg + -+ kingn1) = (k11910 + - + F1ngno)
: ) : ®(PH) = (KG)®(PH),
(kmigin + -+ kmngn1) == (kmi1g1o + -+ + kmnGno)
coz jsme chtéli dokazat. O
Kroneckeruv soucin jsme v podstaté jiz pouzili pi prepsani maticové rovnice
AX = F na soustavu (2.12). VSimnéme si, ze plati

A

A
diag(A,A,...,A) = ) =1, A.

A

Radu dalsich vztahti tykajicich se Kroneckerova souéinu lze nalézt napf. v knize [3].

2.3.3 Vektorizace matic

Operace vektorizace prevadi matici na sloupcovy vektor. Konkrétné matici rozdéli
na sloupce, které ve stejném poradi slozi do dlouhého vektoru, tj.

K =[ky,... ko) € R™"  vec(K) = [ki,... kL]
Rozepsano po prveich,
vec(K) = [k, -y kmi, =y Kiny -+ K]

Pro vektorizaci (v kombinaci s Kroneckerovym sou¢inem) plati opét fada zajimavych
vztaht.

Lemma 3. Necht u a v jsou sloupcové vektory. Pak plati
vec(uv’) = v @ u. (2.15)

Pozn. Ze s vektorem nakladame jako s matici s jedingm sloupcem.

Diikaz. Uvazujme
R® _ T R™ k T __
u€R®, v=/v,v,...,0,] €R™, pa uv’ = [uvy, uvg, ..., UV
Vektorizaci dostaneme

mu
T V22U
vec(uv' ) = vec([uvy, uvg, . . ., uv,y,]) = . =0 ®u,

VU

viz (2.13). d
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Véta 3. Necht P, X a K jsou libovolné matice takové, Ze existuje soucin PXKT
a I je jednotkovd matice prislusné velikosti, pak plati

vec(PX) = (I ® P)vec(X), (2.16)
vec( XKT) = (K ® Ivec(X), (2.17)
vec(PXK") = (K ® P)vec(X). (2.18)

Diikaz. Uvazujme konkrétné P € R™° X = [x1,29,...,2,] € R¥" a K € R™".
Pro diikaz rovnosti (2.16) si staci uvédomit, zZe v maticovém sou¢inu PX ziskdme
kazdy sloupec tak, ze vynasobime matici P a odpovidajici sloupec matice X, tj.

(PX)er = P(Xey),

coz plyne napt. z asociativity maticového nasobeni, kde e, znaci /-ty eukleidovsky
vektor vhodné délky (a tedy Xe, = x;). Leva strana rovnosti (2.16) tedy obsahuje
vektory P(Xey) sefazené pod sebou. Na pravé strané rovnosti pak vidime v soucinu
matici

P 0 0

0 P 0

0 0 P
s vektorem vec(X). V (-tém blokovém fadku tohoto soucinu se opét nachazi Pz,
tj. sou¢in matice P s {-tym sloupcem matice X. Tim je prvni z rovnosti dokazana.

Pro dukaz rovnosti (2.17) matici X rozepiSeme jako soucet vnéjsich soucinu jejich
sloupci a eukleidovskych vektori, tedy

X = we, (2.19)
=1

Levou stranu rovnosti (2.17) lze pak rozepsat jako

vec(XKT) = vec <<Z xw%) KT> = vec <Z (xgegTKT)> = Zvec(xgegKT).

/=1 /=1 =1

Podivejme se na jeden ze s¢itanct. Ziejmé plati
vec(zpef K1) = VGC(CL’g(KGg)T) = (Key) ® xy, x €R®, (Key) € R™,

dle (2.15), viz lemma 3. Tento Kroneckeruv sou¢in muzeme déle dle véty 2 upravit

(Keg) X Ty = (Keg) X (Is{l?g) = (K X Is)(eg X $g).
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Vyscéitanim jednotlivych séitanci dostaneme

vec(XKT) = Z(K ® I)(er @ x) = (K ® 1) <Z(€g ®£Bg>> )

=1
Sumu ve druhém souciniteli mtizeme nakonec upravit

n

Z(eg ® xy) = Zvec(xgeg) = vec <Z xw%) = vec(X),
(=1 =1

(=1

kde opét pouzivame rovnosti (2.15) z lemmatu 3 a rozepsani matice X na soucet
vnéjsich soucinu (2.19). Tim je druha z rovnosti dokézana.

Drikaz posledni rovnosti (2.18) plyne ihned z predchozich dvou, poporadé
vec(PXKT) = vec (P(XKT)> = (I, ® P)vec(XKT) = (I,, ® P)(K ® I,)vec(X).
S vyuzitim véty 2 dostavame
(I, @ PY(K®I) = (I,K)® (Pl;)) = K® P,

coz jsme chtéli dokéazat. O
Vektorizaci jsme v podstaté jiz pouzili pfi prepsani maticové rovnice AX = F
na soustavu (2.12), vektor neznamych je zfejmé vec(X), prava strana vec(F'), celd

soustava pak (1, ® A)vec(X) = vec(F). Radu dalsich vztahti tykajicich se vektorizace
matic a jeji interakce s Kroneckerovym sou¢inem matic lze nalézt napr. v knize [3].

2.3.4 Regularita matice soustavy ljapunovské rovnice

V sekci 2.1 jsme definovali problém kterym se zabyvame, jako rovnici (2.8), coz je
pro pripomenuti

AX +XAT =F A F X e R™",

kde jsme z pozadované symetrie matice F' odvodili symetrii feseni X.
Na celou rovnici lze aplikovat operaci vektorizace, s pouzitim véty 3 pak miizeme
soucet na levé strané postupné prepsat na

vec(AX + X AT) = vec(AX) + vec(X AT) = (I, ® A)vec(X) + (A ® I,)vec(X).
Z obou sé¢itancu lze doprava vytknout vec(X), ziskdme tim rovnici ve tvaru Lz = f,
Lz = ((In RA)+(A® In)>vec(X) = vec(F) = f.

Nyni vime, jak pfesné vypada matice L a mizeme poprvé vyuzit symetrii matice
A. Vime, ze matice je symetrickd pravé tehdy, kdyz je tzv. normdini a zaroven ma
realnd vlastni ¢isla (viz [2]). Budeme tedy uvazovat jeji spektrdlni rozklad

A=UANUT, kde A =diag(A;,As,...,\n) € R
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je diagonalni matice obsahujici vlastni ¢isla matice A na diagondle a kde sloupce
matice U = [ug,ug,...,u,] € R™™ jsou navzajem ortonormalni vlastni vektory
matice A (viz [2]). Matice U je tedy tzv. ortogondlni, tj.

VZ,j: 1,...,77,, Z%]:Ufugzo, ”UZ” = 1, neboli U_leT,
Vsechny zminéné vlastnosti matice A lze vyuzit k analyze vlastnosti matice L.

7 ortogonality matice U plyne I, = UIL,U”, a tak miiZeme matici L piepsat do
tvaru

L=(I,®A)+(Ax1,)=ULUT@UAUT) + (UANUT @ UL,UT).

Nyni s vyhodou vyuzijeme tvrzeni vét 1-2. Soustiedit se budeme na prvni z obou
sCitancti. Pouzita tvrzeni pritom naznac¢ime popiskem u jednotlivych rovnitek. Plati

ULU" @ UNUT = U(1,U") ® UAUT)
__véta 2 U U)(InUT Q AUT)
=" (U U)o A)(UTeUT)
=l (U@ U)(l,® AU U)"
Analogicky pro druhy scitanec plati
UNUT @ ULUT = (U@ U)(A® L) (U U).

Celkové tak dostavame matici soustavy ve tvaru
L=WeU)((lheN+AeL)UaU)T,

tedy faktorizovanou na soucin tii matic — ze spektralniho rozkladu matice A dosta-
vame spektralni rozklad matice L.
Prostiedni z téchto matic je zfejmé diagonalni

A I\

A I\
oA+ (A, = . +

A I\,
a na diagondle tak obsahuje vlastni ¢isla matice L. Ta jsou vSechna ve tvaru
)\i+)\j> i,j:1,2,...,n,

neboli
sp(L) = {)\i + A A A€ sp(A)}.

Matice na krajich jsou ortogonalni a navzdjem transponované (tedy navzajem in-
verzni); to plyne z rovnosti

U UU)'=Ue)(UTeUT) =UUTUUT)=1,® 1, = I,

kde jsme opét vyuzili tvrzeni vét 1-2. Sloupce matice U ® U tedy predstavuji navza-
jem ortonormalni vlastni vektory matice L. Nase pozorovani muzeme zformulovat
do nésledujici véty.
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Véta 4. Necht A je redlnd symetrickd matice a necht L = (I @ A)+ (A®I). Matice
L je requldarni tehdy a jen tehdy, kdyZ

V)\Z', )‘j S Sp(A), )\Z + )‘j 7é 0.
Neboli matice L je singuldrni tehdy a jen tehdy, kdyz existuje A € sp(A) takové, Ze
-\ €sp(A4).

Dikaz. Pripomenme, 7Ze matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy deter-
minant, a ze determinant je soucin vsSech vlastnich ¢isel matice véetné nasobnosti.
Soucin je navic nenulovy pravé tehdy, kdyz jsou nenulové vsechny jeho soucinitele.
Matice L je tedy regularni pravé tehdy, kdyz ma vsechna vlastni ¢isla nenulova,

det(L) = det <(U ®U) ((In ®A)+(A® In)) U U)T>

— det(U @ U) det ((In @A)+ (A® In)> det((U ® U)T)
— det(U @ U) det ((In Q@A)+ (A® In)> det((U @ U)™)

= det(U ® U) det ((In ®N)+ (AR I")> W
= det(A) = ﬁﬁ(ki + ).

O

Poznamenejme, ze véta ve skutec¢nosti plati pro libovolnou ¢tvercovou matici A.
V roli spektralniho rozkladu pak muzeme pouzit napi. Schuruv rozklad, matice A
bude obecné horni trojihelnikova, matice U unitarni (viz [2]).

My budeme ve zbytku textu pracovat s matici symetrickou a pozitivné
definitni (SPD; viz sekce 2.1 pfedpoklad (i)), tedy takovou, ze

VA esp(4), A>0.

Ziejme plati A je SPD = L je SPD (a samoziejmé regularni).
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3 Metoda sdruzenych gradientii

Mame tedy danou maticovou rovnici

AX + XAT = F kde A, X,FeR™"

a kde A je SPD, F je symetrickd a tedy i X je symetrickda. Tuto rovnici lze inter-

pretovat jako soustavu

Lr=f kde L=, @A)+ (A®1,), z=vec(X), [f=vec(F)

a L je SPD a tedy regularni. K feseni této tlohy tedy muzeme pouzit metodu
sdruzenych gradienti (CG; z anglického conjugate gradient), viz algoritmus 1, ktera

je urcena k feSeni soustav s SPD matici [8], [2, kapitola 8] a [12].

Algoritmus 1 CG (sdruzené gradienty) pro reseni soustavy Lz = f.

,00<—(7’0>7’0>

for k=1,2,...do
W < Lpp1
g, < pr—1/(Wk, Pr—1)
Br < pr—1

—_ = =
M P2

,Ok<—<7’k>7’k>

Br < pr/ B

input L, f, o {SPD matice, prava strana, pocatecni odhad (std. zo = 0)}
ro < f — Lo {pocatecni reziduum}

Po < To {pocatecni smérovy vektor}

T = Th—1 + Pr—10% {aproximace Teseni}
Tk € Tk—1 — Wk {spoctené reziduum}

13 p 4= T+ Pr1 B {smérovy vektor}

14: end for
15: return z;

Vektor z, je vektorizovana aproximace feseni, takze abychom ziskali matici apro-
ximovaného feseni, je nutné xy ,, devektorizovat”, tj. najit matici Xy, pro kterou plati

vec(Xy) = xy.

Velikost matice feseni X (a tedy i jeji aproximace Xj) zndme, takze vektor xj roz-
délime na sloupce odpovidajicim zptsobem a z téchto sloupcti pozadovanou matici

slozime.
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Oproti standardni ,,u¢ebnicové implementaci“ zavadime veli¢iny wy a p; proto,
abychom kazdou (maticovou, resp. vektorovou) operaci vypoctu provadéli prave
jednou. V ucebnicové implementaci® tak zpravidla chybi fadky 3, 6, 8 a 11 a radky
7, 10 a 12 jsou obvykle nahrazeny radky

T ag < (Pr—1,7k-1)/ (LPk—1, Pk—1):
10: Tp < Tk_1 — ka_loék,

12: Bre = (Ths ) /[ (Th—15 Th—1) -
Duplicitné provadéné operace jsou v ,,ucebnicové implementaci ziejmé.
V algoritmu 1 metody sdruzenych gradientu se v kazdé iteraci (tj. v cyklu kroku
5-14) provadi:
« jedno néasobeni matice a vektoru (krok 6),
o dva skaldrni souciny dvou vektort (kroky 7 a 11) a
e tfi linedrni kombinace dvou vektort, tzv. azpy operace [19] (kroky 9, 10 a 13).

Vv,

wy, = Lpy_1

provadime souéin matice L velikosti n? x n? a vektoru p,_; délky n?. Na to po-
tiebujeme fadové n* elementdrnich operaci, tj. souc¢ti a soucint éisel. Symbolicky
sloZitost vypoctu soucinu Lpg_1 zapiSeme

S (Lpp—1) = O(n).

Pokud bychom vsak py_, devektorizovali na matici P,_;, mtizeme pro vypocet pouzit
ptvodni maticovy vztah, tj.

wy, = vec(APy_1 + Pk_lAT).

K vypoctu wy je nyni tieba provést dva souciny dvou matic, pricemz obé, A i Py_1,
jsou velikosti n x n. Na to potfebujeme fadové n? elementdrnich operaci, symbolicky

S (AP, + P AT) = O(n?).

Vidime, ze druhy zptisob je vyrazné tspornéjsi na pocet elementarnich operaci.

Poznamenejme, Ze pro vypocet skaldrniho soucinu dvou vektort délky n?, sou-
¢inu vektoru s éislem i souctu dvou vektort (axpy operace) potfebujeme Faddove n?
operaci. Maticovy zapis nam zde zjevné nemuze usettit (ale ani ptidélat) zadnou
praci.
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3.1 Maticova formulace sdruzenych gradienti

Vyznamny pokles vypocetnich nakladta pii vypoctu veli¢iny wy nas prirozené tlaci
k jeho pouziti pii vypoctu. Zaroven se nezda byt uzitecné jednotlivé objekty v pribé-
hu vypoctu stale dokola vektorizovat a devektorizovat. Je ziejmé, ze je mozné cely
vypocet provést v , devektorizovaném®, tedy puvodnim, maticovém tvaru. To nas
vede k prepsani celého algoritmu metody sdruzenych gradientii pro reseni ljapunov-
ské rovnice do maticového tvaru — tuto variantu budeme nazyvat maticové sdru-
zené gradienty (MCG). Pozn. ze vektorizovany tvar rovnice slouzil zejména k tomu,
abychom byli schopni popsat vlastnosti matice soustavy L a rozhodnout o resitel-
nosti tlohy.

Algoritmus 1 se pti prepsani do maticové podoby prakticky nezméni. Viceméné
jen formalné vyménime vektory za matice (mald pismena za velkd), pouze v pripadé
radkta 2 a 6, kde byla pouzita matice L pouzijeme ljapunovské zobrazent

L MeR™ s L(M)=AM + MAT € R™", (3.1)

Dostaneme tak algoritmus 2.

Algoritmus 2 MCG pro feseni ljapunovské rovnice AX + X AT = F.

1: input A, F, X, {SPD matice, prava strana, poc¢atetni odhad (std. Xo = 0)}
20 Ry F — AXy — XoAT {pocatecni reziduum}
3: po < <R0, R0>

4: Py <+ Ry {pocatecni smérovy vektor}
5. for k=1,2,...do

6: Wk — APk—l + Pk_lAT

7 o pr—1/ (Wi, Peo1)

8  Br ¢ pr—1

9 Xp<+— Xp 1+ Poag {aproximace Teseni}
10  Rp + Ri_1 — Wiay {spoctené reziduum}
1: pp <+ (B, By)

12: B < pp/ B

13: P+ Ry + P15 {smérovy vektor}
14: end for

15: return X,

V algoritmu 2 pouzivame pouze standardni maticové operace, snad s vyjimkou
skalarniho souéinu dvou matic (stejnych rozméru, feknéme s x t). Jedna se o tzv.
Frobeniuv skaldrni soucin definovany zfejmym zpltsobem

(M, K) = (vec(M), vec(K)) = vec(K)Tvec(M Z Z kijmij.
=1 =1
Z¥ejmé indukuje Frobeniovu normu matice, tj. (K, K) = || K|*.
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3.2 Vlastnosti maticové formulovanych sdruzenych
gradienti

V nasledujici ¢asti budeme studovat dvé vlastnosti maticové formulace sdruzenych
gradientl, které budeme nazyvat symetrie a low-rankness. Prvni z nich bude nava-
zovat na symetrii ljapunovské rovnice, resp. symetrii jejiho reseni (viz sekce 2.2.1),
druhé na aproximovatelnost feseni matici nizké hodnosti (viz sekce 2.2.2). Ukazeme,
ze tyto vlastnosti se v jistém smyslu zachovavaji pro vsechny matice v kazdém kroku
metody.

3.2.1 Symetrie algoritmu MCG

Nejprve dokazeme dvé jednoduché tvrzeni. Prvni se bude tykat linearni kombinace
symetrickych matic, druhé pouziti ljapunovského zobrazeni na symetrickou matici.

Lemma 4. Soucet (resp. linedrni kombinace) dvou symetrickjch matic M a K je
opét symetrickda matice.

Diikaz. Uvazujme symetrické matice M a K € R, M = M7, K = KT a ¢, € R.
Pak
S=Mo+ K =M'¢+ K= (M) + (K¢)" = (Mo + Ky)" = 57
(]

Lemma 5. Aplikaci ljapunovského zobrazeni £ (3.1) na symetrickou matici M
vznikne opét symetrickd matice £ (M).

Dikaz. Chceme ukazat, ze
T
M=M=  2M)= (3(M)> .

Toto tvrzeni bylo jiz dokdzano v sekci 2.2.1 (dokonce jako ekvivalence; za predpo-
kladu regularity zobrazeni .#’). Pro pfipomenuti

S =AM+ MAT = AMT + MTAT = (AM)T + (MAT)T = (AM + MAT)T = ST,
O

Nasledujici véta je dilezitym disledkem dvou predchozich lemmat.

Véta 5. Necht A= AT je pozitivné definitni, F = FT a Xo = X[, pak jsou vsechny
matice Wy, Xy, Ri, Px, pro k=1,2,..., v algoritmu 2 symetrické.
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Diikaz. Dikaz provedeme indukci podle indexu k. Nejprve si ale uvédomme, Ze
vsechny matice s indexem 0, tj. Xy, Ry, Py jsou symetrické. Symetrii poc¢atecniho
odhadu X, predpoklada tvrzeni véty. Z lemmatu 5 a symetrie matice X, plyne
symetrie .Z(Xy) = AXo + XoAT. Z lemmatu 4 pak ihned plyne symetrie Ry (krok
2), z té zase plyne symetrie Py (krok 4).

Indukcni predpoklad: Predpokladejme symetrii matic X,_1, Rs_1, Ps_1 pro néjaké
kladné ptirozené s. Pripomenme zZe o a 3 jsou redlna ¢isla. Z lemmatu 5 a symetrie
matice Ps_; plyne symetrie Z(Ps_1) = W (krok 6). Z lemmatu 4 a symetrie matic
Xs_1 a Ps_; plyne symetrie X (krok 9). Z lemmatu 4 a symetrie matic Rs,_; a W
plyne symetrie Ry (krok 10) a kone¢né z lemmatu 4 a symetrie P;_; a Rs plyne
symetrie Ps (krok 13). Symbolicky

symetrie X, 1, Rs 1 a P54 — symetrie Wy, X,, Ry a P;.

Vsechny matice v algoritmu MCG jsou tedy symetrické. O

Poznamenejme, ze standardni volbou pocateéniho odhadu X je nulova matice,
kterd je symetricka.

3.2.2 Low-rankness algoritmu MCG

Druhou vlastnosti kterou do algoritmu vnasime je nizka hodnost matice F' na pravé
strané. Chtéli bychom, aby vsechny matice X vypoctené v pribéhu sdruzenych
gradientii také mély nizkou hodnost.

Lemma 6. Soucet (resp. linedrni kombinace) dvou matic M a K hodnosti ry; a 1y
je matice hodnosti nejvyse ry + rg.

Diikaz. Uvazujme matice M a K € R**! rank(M) = ry;, rank(K) = rg a ¢,9 € R.
Z lemmatu 1 plyne

M =UyVy, kde Uy € R™ Vi e R*™ g
K =UgV¥, kde Ug € R™'E Vi € RXK,

Pak

S = Mo+ Kb = U Vi 0+ UV 0 = [Uar .U 0] [Var Vi = U7,

. J

~" -~

Us Vs

kde Ug € R*(ut75) Vo € R>*(m+75) Matice W tedy nemtize byt hodnosti vétsi
nez 7y + rx opét dle lemmatu 1. O

35



Poznamenejme, ze v ptipadé symetrickych matic M a K € R™" lze namisto
lemmatu 1 analogicky pouzit tvrzeni lemmatu 2. Dostaneme tak M = Uy AUl
K=U KAKU}; a

S=M¢+ Kip = Uy AyUL ¢ + U A UL

gt ) e | St
Us Ag " Us

kde Ug € Re*(rutre) A € RUm+r)x(rut+rx)  Tedy i vislednd matice je rozlozend
na soucin t¥i matic tak, jako oba s¢itance.

Lemma 7. Aplikaci ljapunovského zobrazeni £ (3.1) na matici M hodnosti ry;
vznikne matice £ (M) hodnosti nejuyse 2rp;.

Dikaz. Uvazujme matice M € R™" rank(M) = rys. Z lemmatu 1 plyne
M =UyVE, kde Uy € R™™_ V€ R™™™,
Pak

S=L(M)=AM + MA" = AU,V + Uy ViEAT = (AU VL + U (AVy)T
T
— [AUM, UM} [VM, AVM} — sV,

~"

(},S Vs

kde Ug € R™?*M | Vg € R M Matice £ (M) tedy nemtiZe byt hodnosti vétsi nez
2ryr opét dle lemmatu 1. O

Poznamenejme, ze v pripadé symetrické matice M € R™*" lze misto lemmatu 1
opét analogicky pouZit tvrzen{ lemmatu 2. Dostaneme tak M = UpAp UL a

S=L(M)=AM + MA" = AUy Ay U, + Upyp Ay UL AT

= (AUM) Ay UL + Uyt A (AUN)T

=Lt [, [pre o] =tz
o] [, | o]

~—_————
US AS US

kde Ug € R**?m  Ag € R?m*2rm Tedy i vysledné matice je rozloZens na soucin ti{
matic tak, jako oba sc¢itance.

Nyni by mohla néasledovat véta podobné jako u symetrie, ale vidéli bychom, ze
hodnosti vSech matic (resp. jejich horni odhad; protoZe lemmata 6 a 7 poskytuji
pouze horni odhad hodnosti; dolni odhad je 0) v zavislosti na k& obecné porostou
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exponencialné (dokud budou moci rist, nemohou prekrocit rozméry matice) i pokud
zvolime Xy = 0, tj matici hodnosti 0.

Konkrétné oznacime-li rys o = rank(M;) hodnost matice M € {W, X, R, P} z (-té
iterace MCG. Ziejmé pak plati

Twik < 2rpg-1 (krok 6),
rxk STX k-1t TPE-1 (krok 9),
TRE < TRE-1+Twk < TRE—1 + 2rpg—1  (krok 10),
TPk < TRE+TPE-1 S TRE-1+ 3pr-1  (krok 13).

Pokud navic oznacime
Tmax,k = maX{T’X,k, TR,k> T’P,k}

pak

Twik < 2Tmaxk—15  TXk < 2Tmaxk—1>  TRA < 3maxk—1, TPk < 4 max k-1

neboli
T'max,k S 4rmax,k—1-

Plati tedy
Tmaxk < AT maxo = 4" max{rx.0,7r0,7p0} < 4*(rr + 2rx0),

kde rp = rank(F’). Stejny horni odhad samoziejmé plati i pro hodnosti matic Wj.

Na druhou stranu vime (viz sekce 2.2.2), ze vysledné feseni by mélo byt aproximo-
vatelné opét matici nizké hodnosti. Fakticky tedy musi exponencialni rtist hodnosti
(minimalné u matic Xj) nékdy prestat (a to nejen z divodu omezenych rozméru
matice).

Pozn. Ze obecné nechceme argument rozmért matice pouzivat, protoze napt. pro
n = 10° Zije nase soustava rovnic a tedy také sdruzené gradienty v prostoru dimenze
n? = 10'2. My vsak zpravidla chceme hledat aproximaci feseni dosazitelnou po
radové méné krocich [12].
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4 Numerické experimenty

V kapitole 3 jsme pro feSeni vybrané rovnice
AX + XAT = F kde A, X,FeR™"

zvolili metodu sdruzenych gradientti. V této kapitole se podivame na vysledky né-
kterych konkrétnich numerickych experimentti. Poznamenejme, ze pouzivame
MATLAB verzi 9.12.0.1884302 (R2022a) pod opera¢nim systémem Microsoft Win-
dows 11 Home Version 10.0 na procesoru Intel CORE i5.

4.1 Zakladni experiment — 2D Laplaceova matice
Jako matici soustavy budeme pouzivat 2D diskretizaci Laplaceova operatoru. Tedy
matice A, ktera je ridka, symetricka a pozitivné definitni, je

2 -1 0

A — € R100x100
o
0 -1 2
Matice soustavy je tak ve tvaru (A® [ +1® A) =

4 -1 -1

—1 2 2
c RlOO x100 )
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Jako pravou stranu rovnice jsme pri prvnim pokusu zvolili jednickovou matici, ktera
splnuje pozadavek na symetrii i nizkou hodnost, tedy

1 -1 1
Fe|: i l=|:l[1 1]

4.1.1 Ovéfeni predpokladii

V sekci 2.2.2 jsme predpokladali, ze matici feSeni X lze aproximovat matici nizké
hodnosti. Graf 4.1 tento predpoklad potvrzuje. Dale v grafu vidime, Zze hodnoty
vlastnich ¢éisel neklesaji k 0, ale kviili strojové pfesnosti klesnou pfiblizné na 10711,

10°[& T T I I T
H A kladna vlastni Cisla ()\J. >0) |4
2 v zéporna vlastni &isla ()\J. <0)]
F AA ----strojova presnost, |)\1|2’52
100 A 7
L A i
A
IN
A
§ F AN
[e3 5 A .
= 10 [ A |
A
A
A
r N
10-10 - A .
”””””””””” e
WMVA%VMAAvA v
7 WA&yAAVVAvAvAAWVAAvAVAvMWﬁvAW o
r AN
1015 I ! I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obréazek 4.1: V grafu jsou znazornéna vlastni ¢isla matice X, ¢erné kladna a cer-
vené zapornd, prerusovana cara ukazuje nejvétsi vlastni ¢islo matice X vynasobené
strojovou presnosti, tedy |\;|27%2.

Z grafu 4.1, resp. 4.2 je vidét hned nékolik véci. Vidime zZe hodnoty A\; az A7 klesaji
exponencialné a jsou kladné, matice feSeni by proto mohla byt pozitivné definitni.
Déle také vidime, ze se pod zvyraznénou hladinou strojové presnosti objevuje nu-
mericky Sum.

Dodejme, ze pracujeme pouze s fesenim ziskanym pomoci CG, analytické reseni
pro tento vybér matice A k dispozici nemame.

4.1.2 Nezadouci narust hodnosti

Nyni vime zZe matice feseni X je nizké hodnosti, tim padem ulozitelna. Otazka tedy
zni, zda i vSechny matice X} maji nizkou hodnost a zda tak lze vypocet provést.
Pfipomenime Ze chceme fesit hypotetickou situaci, kdy nejsme schopni ulozit n?
prvkl husté matice.
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Obrézek 4.2: Graf zobrazuje priblizenou prvni ¢ast grafu 4.1, konkrétné prvnich 20
nejvetsich vlastnich ¢isel matice X.
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Obrézek 4.3: V grafu je znazornén pribéh 20 v absolutni hodnoté nejvétsich vlast-
nich ¢isel matic Xj. Osa x udava iteraci, cerné jsou kladné, cervené zaporna vlastni
¢isla. Prerusovana piimka znazornuje hladinu strojové presnosti vynasobenou v ab-
solutni hodnoté nejvétsim vlastnim cislem, tedy hodnotu ke které vlastni ¢isla matice
X klesaji. Trojihelnicky jsou, stejné jako v grafu 4.1, ¢erné kladna a ¢ervené zaporna
vlastni ¢isla matice feseni X.

Na obrazku 4.3 vidime 20 v absolutni hodnoté nejvétsich, na obrazku 4.4 vSechna
vlastni ¢isla iteracnich matic X. Z obrazku 4.4 je patrné, zZe i pro tuto volbu matic
A a F dosahne v prubéhu vypoctu matice X hodnosti priblizné n/2. Opét vidime
7e vlastni &isla neklesaji k nule, ale ptiblizné k 1071,
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Odpovéd je tedy: Ne, hodnost matic v prubéhu vypoctu naroste a vypocet se
tak stava neproveditelnym.

AN

300

j 0 iterace k

Obrazek 4.4: V grafu jsou vykresleny absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matic X.
Povsimnéme si, ze kiivka ve tiisté iteraci je totozna s myslenou spojnici bodu v gra-
fu 4.1 a dale, ze bocni fez grafem odpovida kiivkdm na obrazku 4.3. Cerna kiivka
znazornuje prubéh hodnosti matice Xj.

Krivka ve tristé iteraci na obrazku 4.4 je totozna s pomyslnou kiivkou spojujici
vlastni ¢isla zobrazena v grafu 4.1. Kfivky exponencialné klesaji, diky logaritmic-
kému méritku prislusnych os se pokles jevi jako linearni.

Uplné stejny trend nartstu a poklesu hodnot jako v grafu 4.4 pro X, pozorujeme
i pro smérové vektory, spoctena rezidua a smérové vektory vynasobené matici A,
viz obrazek 4.5. Na rozdil od aproximaci feseni smérové vektory konverguji blize
k nule, pfiblizné k 107, tento jev by mohlo byt zptisoben strojovou presnosti nebo
zaokrouhlovacimi chybami.

4.1.3 Vliv zaokrouhlovacich chyb

Pri pouziti numerické metody CG mohou vznikat, jako pii kazdém vypoctu na
pocitaci, zaokrouhlovaci chyby. V této sekci rozebereme vyznamnost jejich vlivu na
pozorované jevy.

Zaokrouhlovacich chyb se lze zbavit simulovanim presné aritmetiky, coz lze pro-
vést reortogonalizaci rezidui, viz [14], [6] a [18]. Vzhledem k tomu, ze metoda je
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Obréazek 4.5: V prvnim grafu jsou zobrazena rezidua Ry, ve druhém grafu jsou
smérové vektory Py zobrazeny analogicky jako vektory Xj v obrazku 4.4. Tteti graf
znazornuje absolutni hodnotu vektori Wy, = AP, + P,_1 AT,
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v jistém smyslu ortogondlni (rezidua 7, metody CG jsou ortogondlni ve standard-
nim skaldrnim soucinu), v presné aritmetice pak sta¢i reortogonalizaci provést pravé
jednou, plati pravidlo ,, twice is enough® [6], [4, str. 4].

Reortogonalizace je vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru, v nasem
pripadé prostoru rezidui. Implementaci vidime v algoritmu 3.

Algoritmus 3 MCG s reortogonalizaci (simulace presné aritmetiky).
1: input A, F, X, {SPD matice, prava strana, poc¢atetni odhad (std. Xo = 0)}

2 Ry« F — AXy — XoAT {pocatecni reziduum}
3: Po <R0, R0>
Qo <+ Ro/\/po {GS reortogonalizace}

4: Py <+ Ry {pocatecni smérovy vektor}
5. for k=1,2,...do
6: Wy APy + P, AT
7 ag < pr—1/ Wi, Peo1)
8: B pr—1
9 Xip <+ X1+ Py {aproximace Teseni}
10: Ry + Ri_1 — Wyiay {spoctené reziduum}

Ry, + Ry, — ’;:_& Qe(Qy, Ry) {aktualizace rezidua; GS reortogonalizace}
1 pg <= (R, Ry)

Qr <+ Ri/\/Pk {GS reortogonalizace}
12 By < pr/Bk
13: P+ Ry + P15 {smérovy vektor}
14: end for

15: return X,

Oproti implementaci maticovych sdruzenych gradientu (algoritmus 2) pribyly t¥i
neocislované radky, nasleduji po radcich 3, 10 a 11 a realizuji Grammovu-Schmidtovu
ortogonalizaci. Provadime tak vlastné QR-rozklad matice jejiz sloupce jsou vec(Ry),
k = 0,1,2,...; ortonormalni béze jejtho oboru hodnot je tvorena vec(Qy), k =
0,1,2,..., koeficienty (skalarni sou¢iny ve druhém neéislovaném radku) neuklada-
me. Aktualizovand rezidua se od ortonormaélnich lisi pouze normou, tj. ndsobkem
N

Na obrazku 4.6 je vidét, ze prvnich 300 iteraci se nelisi od grafu na obrazku
4.4. 7 drivejsich grafi vime, Ze po provedeni 300 iteraci mame dostatecné presnou
matici Teseni X, tedy vyrazné zmenseni rezidui po ¢tyisté iteraci nema pro prak-
ticky vypocet zadny vyznam. Pozorovany efekt naristu hodnosti nezmizel, neni tedy
zpusobeny ztratou ortogonality.

V grafech na obrazku 4.7 jsou znazornény odchylky rezidui od ortonormality
v prvnich sto iteracich. V prvnim grafu jsou rezidua bez pribézné reortogonalizace,
ve druhém rezidua reortogonalizovand. Rezidua metody MCG (sloupcové vektory)
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Obrazek 4.6: Oba grafy znazornuji rezidua v priubéhu MCG, v prvnim grafu jsou
zobrazena rezidua stejnd jako na prvnim grafu obrazku 4.5, ve druhém grafu jsou
rezidua reortogonalizovanda. Pro viditelnost rozdilu bylo provedeno 800 iteraci — re-
ortogonalizovana rezidua klesaji k nule rychleji.

jsme pouzili k sestrojeni matice O,

@_ <Rk7RS>7 S%k‘l
1 0, s=k "’

Diagondla je nulova, byly by na ni normy rezidui. Na obrazku 4.7 jsou zobrazeny
Frobeniovy normy matic ©.

Z vysledku pokusu jasné vyplyvé, Ze reortogonalizace vypocet nezrychli (ve
smyslu snizeni poé¢tu iteraci), ani neusnadni (hodnost matic naristd v obou pii-
padech zhruba stejné, viz grafy na obrazku 4.6; zcela analogické grafy dostaneme
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Obrazek 4.7: Z rezidui metody MCG (sloupcii) jsme slozili matici M, v obou grafech
jsou zobrazeny Frobeniovy normy matic ©, jejichz diagondly jsou nulové. V prvnim
grafu je matice M sestavena z rezidui bez prubézné reortogonalizace, ve druhém byla
pouzita rezidua reortogonalizované metody, v obou je zndzornéno pouze prvnich sto

pro matice Xy, Py i W). Reortogonalizaci tedy neni nutné provadét, narist hodnosti
neni artefakt vypoctu v aritmetice s konecnou presnosti. Ve vSech dalSich experi-
mentech budeme tedy pouzivat ptivodni metodu MCG.
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4.2 RiGzné pravé strany

Matici A tedy i matici soustavy ponechame, ale provedeme nékolik experimentt
s ruznymi pravymi stranami F. Jak bylo jiz uvedeno, budeme pouzivat metodu
MCG bez reortogonalizace. Matici pravé strany budeme volit tak, aby méla rtizna,
tedy kladnd i zaporna vlastni ¢isla.

4.2.1 Prava strana z jednicek, nul a minus jednic¢ek

Nejprve se ale vratime k pokusu popsaného v sekci 4.1 s jednickovou matici na pravé
strané
1 --- 1 1
F=1]: - = |=1": [1 1}ER100X100.
1 --- 1 1

Na obrazku 4.8 jsou zobrazena vlastni ¢isla matic Xy, resp. jejich absolutni hodnoty,
stejné jako na obrazku 4.4. Na obou obréazcich jsou ale jinak sefazena. Zatimco na
obrazku 4.4 jsou sefazena podle absolutnich hodnot, na obrazku 4.8 jsou sefazena
podle hodnot skuteénych — vidime tedy zvlast kladna a zvlast zaporna vlastni
¢isla. Z obrazku je dobfe patrné, ze zaporna vlastni ¢isla v prubéhu iteraci zmizi
a zustanou jen kladna. Nyni se podivame, zda to tak plati obecné.

Pro tento 1ucel pouzijeme jinou pravou stranu

1 -1 0 --- 0 7
1 1 0 --- 0
F= 1 .. —1
| O 0 -1 -1
- 17 -0
= 1 |:1 1 0 0:|_ 0 |:0 e 0 1 P 1:|€R100><100
0 1 .
L 0 1]

Poznamenejme, ze F' ma hodnost dva, tj. obsahuje dvé nenulova vlastni ¢isla, pri-
cemz jedno je kladné a jedno zaporné, konkrétné +50 (matice F' je rozdélend na
¢tyti bloky stejného radu). V grafu na obrazku 4.9 opét odlisujeme kladné a zdporna
vlastni ¢isla matic X;. Vidime, Ze tentokrat zaporna ¢isla nemizi, coz je prirozené.
Poznamenejme, ze pokud zvolime pravou stranu ve tvaru souctu dvou matic, Te-
seni bude ve tvaru souctu reseni spocteného pro jednotlivé matice, totéz plati pro
libovolnou linedrni kombinaci, protoZe zobrazeni .Z(X) = AX + X A7 je linearn.
Pro porovnani s jednickovou pravou stranou (obrézek 4.3) je v grafu na obrazku
4.10 znézornén prubéh 40 v absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich ¢isel matic Xy
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Obrazek 4.8: Graf zobrazuje vlastni ¢isla matic Xy pri feseni stejné tlohy jako graf

na obrazku 4.4 s tim rozdilem, Ze nyni jsou vlastni ¢isla rozdélena na kladna a za-
pornd, pricemz zaporna v prubéhu vypoctu vymizi.

300

j 0 iterace k

Obrazek 4.9: V grafu jsou vlastni ¢isla matic X pii pouziti pravé strany hodnosti
2 slozené ze ¢ty Ctvercovych bloku n/2 x n/2 (n = 100), prvni blok je z jednicek,
druhy a tfeti jsou nuly a ¢tvrty blok tvori minus jednicky.
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pro pravou stranu slozenou z popsanych blokt. Opét jsou ¢ernou vykreslena kladna
a cervenou barvou zaporna vlastni ¢isla, tentokrat maji po dvou stejnou absolutni
hodnotu a proto se v grafu prekryvaji. Analogicky se prekryvaji i trojihelnicky ve
tristé iteraci.

10° T T

10°

q 0.15 [ /al 1 | ! | |
0 50 100 150 200 250 300
iterace k

Obrézek 4.10: Graf je analogicky ke grafu na obrazku 4.3 a znédzornuje priitbéh tento-
krat 40 v absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich ¢isel matic Xi. Osa x udava iteraci,
opét jsou Cerné kladna a Cervené zaporna vlastni ¢isla. Prerusovana primka je opét
hladina strojové presnosti vynasobena v absolutni hodnoté nejvétsim vlastnim ¢is-
lem. Trojuhelnicky jsou, stejné jako v grafu 4.1, ¢erné kladnd a cervené zaporna
vlastni ¢isla matice feseni X.

4.2.2 Prava strana z nadhodnych dcisel

Jako prava strana F' byla zvolena matice hodnosti jedna z ndhodnych ¢isel genero-
vanych nejprve pomoci rand(100,1), poté pomoci randn(100,1). Je dobré fict, ze
rand generuje nahodna ¢isla v rozmezi od 0 do 1 rovnomérného rozdéleni a randn
generuje Cisla normalniho rozdéleni, maji tedy stiedni hodnotu 0.

Kazdym prikazem bylo postupné vygenerovano 25 vektori, jejich vnéjsi sou-
¢iny nam poskytly 25 symetrickych pravych stran hodnosti jedna. Pouziti prikazu
rand(100, 1) ukazuji grafy na obrazcich 4.11 a 4.12, pouziti prikazu randn(100,1)
obrazky 4.13 a 4.14.

Graf na obrazku 4.11 pro zjednoduseni zobrazuje pouze krivky pribéht hodnosti
matic X}, tedy vlastné c¢ernou krivku v grafu 4.4, na obrazku 4.12 jsou vlastnich
¢isla matice Xj v prubéhu jednoho pokusu. Grafy 4.13 a 4.14 jsou analogické ke
grafim 4.11 a 4.12, pouze byl pouzit generator randn(100,1).

Na obrazcich 4.13 a 4.14 maji ndhodna ¢isla normalni rozdéleni, matice proto
mohou obsahovat kladné i zaporné komponenty. V porovnani s rovnomérnym rozdé-
lenim je jejich konvergence pomalejsi. Exponencialni pokles vlastnich ¢isel viditelny
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Obrazek 4.11: V grafu je 25 krivek, kazda prislusi jednomu vypoctu metodou MCG.
Jako pravé strany byly pouzity matice ndhodnych ¢isel hodnosti jedna (generované
pomoci rand(100, 1)). K¥ivky predstavuji pribéh hodnosti vlastnich ¢isel matic X
(tedy se jedna o ¢ernou krivku z obrazku 4.12). Na rozdil od pripadu s jednic¢kovou
matici na pravé strané bylo potreba provést 400 iteraci.

O

400

200

j 0 iterace k

Obréazek 4.12: V grafu jsou vykresleny absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matic Xy
pro pravou stranu hodnosti jedna z nahodnych ¢isel (generovanych rand(100,1)).
Cerna kiivka ukazuje priibéh hodnosti matice X;, a je to jedna z kiivek vykreslenych
v grafu na obrazku 4.11.
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Obrazek 4.13: V grafu je 25 krivek, kazda prislusi jednomu vypoctu metodou MCG.
Jako pravé strany byly pouzity matice ndhodnych ¢isel hodnosti jedna (generované
randn(100, 1)). Opét bylo provedeno 400 iteraci.
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Obréazek 4.14: V grafu jsou vykresleny absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matic X
pro pravou stranu hodnosti jedna z ndhodnych ¢isel (generovanych randn(100,1)).
Cerna k¥ivka ukazuje priibéh hodnosti matice X; a je to jedna z kiivek vykreslenych
v grafu na obrazku 4.13.
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ve CtyTsté iteraci je pro druhy pripad pomalejsi. Provedeme-li porovnani obou téchto
vysledki s vysledky prvniho experimentu v sekci 4.1 vidime, Ze pro pravou stranu
z ndhodnych ¢isel bylo potfeba provést vice iteraci. Matice X tentokrat v pribéhu
vypoctu ziskaly plnou hodnost, na rozdil od prvniho pokusu kdy mély hodnost pri-
blizné polovicni.

4.2.3 Prava strana zkonstruovana tak, aby nenarostla hodnost

Mize vyvstat otazka, zda viibec existuje prava strana F' pro kterou k nartstu hod-
nosti matice Xy nedojde. Jako vhodné se nabizi vyzkouset vlastni vektory Lapla-
ceovy matice, F' tedy zvolit jako vnéjsi soucin vlastniho vektoru matice A se sebou
samym. Nez byl proveden vnéjsi soucin, byl k vektoru pridan na paté desetinné
misto ndhodny Sum, jinak by vykreslend ¢erna krivka byla primkou. Prava strana
tedy vypada nasledovné:

F=ffT,  f=uv,+s,  fu,scR" n=100,

(vp, €j) =sin(p-j-n/(n+1)),  gped{l,...,n},
s =50 (107°) - [lv]l/llsoll, 50 = rand(n,1).

Parametr p udava pocet ptlperiod sinu ve vektoru v, e; je j-ty eukleidovsky vektor;
pouzito bylo p = 1. Graf prislusny tomuto pokusu je na obrazku 4.15. Tento kon-
krétni piiklad je samoziejmé zkonstruovany tak, aby vysel hezky, v praxi hodnost
matic narusta.
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Obrazek 4.15: V grafu jsou zobrazeny absolutni hodnoty vlastnich ¢isel pro pokus
s vhodné zvolenou pravou stranou s pridanym sumem na patém desetinném misté.
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4.3 Pouziti predpodminovace

Matici A ponechame a provedeme jeden experiment s predpodminénou variantou
MCG. Predpodminéni provedeme pomoci zobrazeni .# , které je realizované symet-
rickou pozitivné definitni matici. Obecné je smyslem predpodminovace aproximovat
(v néjakém smyslu) inverzi k zobrazeni .Z tak, aby se urychlil vypocet. V nasem
pripadé by mél zamezit naristu hodnosti matic X;. Upravena rovnice vypada na-
sledujicim zptisobem

ZLX)=F — H#H(ZLX))=HF).
Konkrétné jsme zvolili
M~ AR AT

aplikace tohoto predpodminovace ekvivalentné znamend pouziti standardni MCG
na tuloze

AR\ AX+XA=F JATE
XA T+ A X = AT FAT!
V algoritmu 4 tak oproti pivodni MCG vidime pridany radek
Z = AR AT

Algoritmus 4 MCG s predpodminénim.

1 input A, #, F', X, {SPD matice, pfedpodminovac, prava str., po¢. odhad}

20 Ry F — AX, — XoAT {pocatecni reziduum}
Zoy < M (Ry) {predpodmineénd}

3: po < (Zo, Ro)

4: Py« Z {pocatecni smérovy vektor}

5. for k=1,2,...do
6: Wy APy + P, AT

7 ag < pr—1/ Wi, Peo1)

8 Bk pr-1

9: Xp <+ Xp1+ Py {aproximace Teseni}

10: Ry + Ri_1 — Wyiay {spoctené reziduum}
Zy < M (Ry,) {predpodminénd}

1: pp < (Zy, Ry)

12: B < pp/ B

13: P+ Z,+ P15 {smérovy vektor}
14: end for

15: return X,

V grafu na obrazku 4.16 je vidét, ze hodnost matic X}, pro takto predpodminéné
MCG nenarista. V grafu na obrazku 4.17 jsou zobrazena predpodminénd rezidua
Zy, na obrazku 4.18 jsou grafy rezidui Ry, smérovych vektort Py a vektort Wi.

52



10°

10—10

l

[AAX

1 0—20

10—30

20
300

100

j 0 iterace k

Obréazek 4.16: V grafu jsou zobrazeny absolutni hodnoty vlastnich ¢isel matic X,
pro predpodminéné MCG.
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Obréazek 4.17: V grafu jsou zobrazena pfedpodminénd rezidua Zj pro predpodminé-
né MCG.

Nevyhodou kazdého predpodminovace je néjaka prace navic, v nasem pripadé
dva souciny matic fadu n v kazdé iteraci. Pokud to ale umozni vyfeseni tlohy (vejiti
se do paméti pocitace), tak se pouziti predpodminovace vyplati. Tento konkrétni
pfedpodminovac ve tvaru inverzni matice je velmi naivni, pro praktické (velké) ilohy
je ziskani inverze a jakakoliv prace s ni neproveditelna. Na testovani rtiznych jinych
predpodminovaci jiz neni v praci prostor.
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Obrazek 4.18: Grafy zobrazuji prubéhy vektoru Ry, P. a W} pro predpodminéné
MCG; srovnejme s obrazkem 4.5. Je vidét, ze k vypoctu je potfeba vice iteraci,
které jsou ale levnéjsi (matice maji nizs$i hodnost).
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4.4 Jiné zobrazeni ¥

Nyni mtzeme zkoumat, zda se budou vysledky lisit pokud zvolime jinou matici A
a zménime tak zobrazeni .Z. Je-li zvolena matice A diagondlni, feSeni je v principu
jednoduché a 1ze ho snadno spocitat.

Matici A volime Strakos(n, A1, Ay, p), prvky na diagondle jsou vzestupné razend
vlastni ¢isla. Konkrétné zvolime A\; = 0.1, A\, = 100 a p = 0.9. Ostatni vlastni ¢isla
matice Strakos(100,0.1,100,0.9) konstruujeme pomoci

1—1 : .
1>(An_)\1)pn—l’ 1= 17 , .

)\i:)\1+(

n —
Rozlozeni takto spocitanych vlastnich ¢isel je prehledné zndzornéné na obrazku 4.19.
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Obrazek 4.19: V grafu je zobrazeno rozlozeni vlastnich ¢isel matice Strakos(100)
o parametrech \; = 0.1, A\, = 100 a p = 0.9.

Diagonalita matice A umoznuje vhled do MCG, rozlozeni vlastnich c¢isel navic
zpusobuje ztratu ortogonality, proto se pouziva k analyze metody, viz [13].

Na obrazku 4.20 je zobrazen prubéh vlastnich ¢isel matic Xj. Bylo potieba pro-
vést vice iteraci nez v minulych pokusech. Vidime, ze i pT¥i pouziti této matice A
doslo k naristu hodnosti priblizné na polovinu, riist byl ale pozvolnéjsi, distribuce
vlastnich ¢isel mé evidentné vyznamny vliv.

K nartstu hodnosti opét doslo, ale diagonalita matice nam jak jsme jiz fekli
umoznuje vhled do metody MCG. Zde jiz neni prostor pro podrobny rozbor, je
mozné pripadné navazat v dalsi praci.
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Obrazek 4.20: Graf znazornuje prubéh vlastnich cisel matic X pro matici A =
Strakos(100).
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Zavér

V praci jsme se vénovali feseni ljapunovské rovnice velkého raddu pomoci metody
sdruzenych gradientl. Po teoretickém tvodu bylo provedeno nékolik numerickym
experimentli. Jejich vysledky vedou k nékolika zjisténim. Ovérili jsme, ze hodnost
matic v pribéhu iteracniho procesu narusta, v nékterych pripadech az do plné hod-
nosti. Pro zvolené matice A a F' jsme ukazali, Zze zaokrouhlovaci chyby konvergenci,
jeji rychlost (méfenou poc¢tem iteraci) ani riust hodnosti dramaticky neovliviuji. Za-
byvali jsme se vlivem volby pravé strany na riist hodnosti. Nejzajimavéjsi vysledek
jsme ziskali pfi pouziti predpodminéni, které mélo velmi kladny vliv na konver-
genci — rust hodnosti matic v prubéhu predpodminéného vypoctu (pro provedeny
priklad) byl vyznamné omezen. V praxi ale tento konkrétni predpodminovac (v pod-
staté ve tvaru A~ ® A~1) pouZit nemiiZeme, protoze inverzni matice je obecné hustd,
pro velké tlohy které chceme Tesit je prace s ni nemozna. V poslednim experimentu
jsme doposud pouzivanou matici A (diskretizace Laplaceova operatoru) nahradili
jednodussi (diagonalni) matici Strakos; ta by mohla byt vhodna k hlubsimu poro-
zuméni procesu rustu hodnosti v prubéhu vypoctu, takové analyze se bude potieba
v budoucnu dale vénovat.
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