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Uvod

Cilem této prace je odvozeni a vysetfeni Smithova modelu, ktery patii do
populac¢nich modelid. Hned na zacatku jsou vysvétleny principy modelovani a
kratky tvod k diferencidlnim rovnicim 1. fadu, jez jsou v této praci dilezité.
Zékladnim populac¢nim modelem je model exponencialniho ristu, je vSak vhodny
jimz se zabyval P. F. Verhulst. Protoze Verhulstiv model ignoruje vnitrodruhovou
soutéz o potravu a dalsi vyznamné faktory, studoval F. E. Smith mnohobunécné
Daphnie (perloocky) a zjistil model novy, o kterém pojednava tato prace. Tento
model je dale doplnén o kvalitativni analyzu, dvé strategie sklizné¢ a priklady

s konkrétnimi cisly.



1. Principy modelovani

1.1. Matematické modelovani

Matematické modelovani ma za cil prevést riizné systémy z realného svéta
(naptiklad z vyvoje populaci zivocichi, ekonomiky stéatu) do jazyka matema-
tiky. Matematickym modelovani je i vytvareni a analyza postupi, které vyuzivaji
matematické prosttedky slouzici k lepSimu pochopeni skute¢nych jevi, procest,
stavi a principti. Matematicky model ménici se v ¢ase podle urcitych pravidel je
dynamickym systémem. Modelovani je tviir¢i ¢innosti spocivajici ve zjednoduseni

déji realného svéta. Model chapeme jako jistou formu zobrazeni skutecnosti.

1.1.1. Matematické modelovani se vyuZiva v:
e biologii

chemii

ekonomii

strojirenstvi

fyzice

stavebni technice a dalSich odvétvich

1.1.2. Pomoci matematického modelu chceme:

1. Objasnit, formulovat, objevit a testovat hypotézy.

2. Predpovédét jaké zmény v chovani systému nastanou a kdy.

1.1.3. Nékteré typy matematickych modeli

Je velké mnozstvi matematickych modelt. Vyznamnou skupinu tvoii matema-
tické modely ve tvaru diferencidlnich rovnic. Lze je téz t¥idit dle rtiznych hledisek.

Modely mizeme rozlisit na:



e Deterministické
Postaveni vSech veli¢in v modelu je nesporné a dané hodnoty predstavuji

fadu pevné danych ¢isel.

e Stochastické
Lisi se od deterministického modelu tim, Ze do néj vstoupil prvek nejistoty
(ndhody). Vyhovuje konkrétnim situacim jen pfiblizné a s uritou prav-
dépodobnosti. Stochasticky model definujeme jako rovnici nebo soustavu

rovnic obsahugici ndhodné velic¢iny, nendhodné veli¢iny a parametry.|[6]

1.1.4. Faze modelovani - konstrukce modelu:

1. Formulace

Formulujeme problém realného svéta a vyslovime hypotézy.

2. Urceni proménnych
Stanovime studované proménné. U obycejnych diferencialnich rovnic byva
jedinou nezavisle proménnou c¢as t a ostatni proménné jsou funkcemi casu,

jejichz zména je vyjadiena jejich derivaci.

3. Prevedeni hypotéz na matematické vzorce
Matematické vzorce vyjadiuji vztahy mezi proménnymi. Dale odvodime
matematicky model - diferencialni rovnici. Model studujeme matematic-
kymi metodami. Uréujeme kritické body (ekvilibria), periodické a jiné vy-

znamné orbity a sestavujeme fazovy portrét.

4. Interpretace fazového portrétu

Pomoci fazového portrétu popiseme chovani redlného systému.

5. Ovéreni v praxi
Vyhodnotime, zda maji ziskané informace realny smysl, odpovidaji-li em-
pirickym vysledkiim (napfiklad jsou-li pfesné). Neni-li tomu tak, je nutné

model zménit nebo upresnit.



2. Diferencialni rovnice 1. radu

Jesté predtim, nez si ukdzeme populacni modely, uvedeme zakladni pojmy,

které se pri rozvadéni populacnich modelt pouzivaji. V této kapitole, jez vychazi

vvvvvv

2.1. Zakladni pojmy

Bud G je podmnoZina euklidovského prostoru R? a f je realna funkce defino-

vané na (G. Rovnice

d

y/:f(zay)7 /:%

se nazyva diferencidlni rovnice 1. fadu. Resenim této rovnice se rozumi funkce

y, kterd je diferencovatelnd na néjakém intervalu J a splituje podminky
[z,y(x)] € G a Y = f(z,y(x)) prokazdé z € J. (1)

Necht je [xg,yo] libovolngm bodem na mnoziné G. Rovnice (1), jez spliuje

pocatecni podminku

y(0) = Yo, (2)
je pocatecni ulohou.
Funkce, ktera zavisi na jednom parametru C', jehoz volbou miizeme ziskat
feSeni kazdé pocatecni ulohy z rovnice (1) a (2), se nazyva obecnym TeSenim
rovnice (1).

2.2. Separace proménnych

Vé&ta 1. Necht f € C%a,b), g € C%c,d) a g(y) # 0 pro kazdé y € (c,d). Pak je

funkce y Tesenim pocdtecni ulohy
v =f(@)g(y), y(xo) =yo, o€ (a,0) o€ (c,d) (3)
na intervalu I pravée tehdy, kdyz
y(@) gt x
/ — :/ f(s)ds pro kazdé x € (a,b). (4)
w o 9 Juy
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3. Spojité populacni modely
3.1. Exponencialni rist

V této kapitole se zamétfime na populaci, v niz se vsichni jedinci rozviji neza-
visle na ostatnich. Ale aby nastala tato situace, musi tito jedinci zit v neomezeném
prostiedi, kde neni mozna forma soutéze. Je-1i populace mala, pak je stochasticky
model vhodnéjsi, protoze musi byt brana v Gvahu pravdépodobnost zaniku po-
pulace nasledkem nahody. Nicméné, deterministicky model miize poskytnout uzi-
tecny zpisob, jak ziskat dostatecny prehled o dynamice populaci pokazdé, kdyz
je populace dostatecné velka. Dale odchylky v rovnovazné populaci ¢asto vytvari
v kratSich casovych méritkach reakce, které jsou vhodné modelovany determi-
nistickymi modely. Napiiklad sifeni nemoci ve velké populaci zavedené jednim
infikovanym jedincem vede ke vzniku sekundarnich ptipadi.

Velikost populace jednotlivych druhti v ¢ase ¢t budeme znacit z(t). Predpo-
kladame, ze x je vSude diferencovatelné, a tedy je hladkou funkci ¢. Prestoze je
tento predpoklad nereélny, protoze x(t) je funkci celych ¢isel, a tedy neni spojita,
pro populace s velkym poctem ¢lent predpoklad diferencovatelnosti poskytuje
rozumnou aproximaci. Casto je v biologickych experimentech biomasa populace
brana jako definice x(t). Biomasa se v ekologii definuje jako celkovd hmota je-
dinct ur¢itého druhu, skupiny druhii nebo vSech druhti spolecenstva na urcité
plose.

Jsou-li miry porodnosti a imrti a migrac¢ni sazby znamy, pak mtzeme vypo-
¢ist miru zmény velikosti populace. Uzavrend populace nemé zadné migrace, to
znamena, ze zmény velikosti populace jsou pouze disledkem porodnosti a imrti.
Tudiz mira zmény velikosti populace je mira porodnosti snizen4 o imrtnost.

U mikroorgamismt, mnozicich se délenim, budeme pfedpokladat, ze mira
vzniku novych organismi je imérnd poctu pritomnych organismi. Matematicky

Ize tento predpoklad vyjadrit tak, ze je-li v Case t velikost populace x, pak je bé-



hem kratkého ¢asového intervalu, trvani h od ¢asu t k ¢asu (¢t + h), pocet porodii
priblizné bhx pro néjakou konstantu b, coz je mira porodnosti na jednoho obyva-
tele. Stejné tak mizeme predpokladat, ze pocCet tmrti za stejny casovy interval
je ptiblizné phx pro néjakou konstantu g, miru umrtnosti na jednoho obyvatele.
Proto muZe byt ¢istd zména poctu obyvatel od ¢asu t k ¢asu (¢ + h), coz je
x(t + h) — x(t), aproximovana funkci (bh — ph)z(t). Trvani ¢asového intervalu
h musi byt kratké, aby se velikost populace tolik neménila a poc¢ty narozenych
a zemfelych byly pfiblizné tmérné z(t). Ziskame tedy rovnost (5), kde symbol ~
vyjadfuje aproximaci (piiblizeni), tedy aprozimace je zndzornéni néceho, co neni

presnée, ale je to stale dost blizko na to, aby to bylo pouZitelné,

2t +h) = a(t) ~ (b— w)a(t)h. (5)

Vydeélenim h dostaneme

AR =20 o (5 e (6)

a prechod k limité h — 0 nam da

dx

== @

za predpokladu, ze funkce x(t) je diferencovatelna.

Je-li ¢ista mira ristu definovana jako

r=0b0-—pu,

pak jinou moznosti pohledu na tento model je, ze pokud velikost populace
v Case t je z(t), tak v dalsim malém Casovém intervalu trvani h bude Cisty rist
velikosti populace vzhledem k jednomu organismu rh. A protoze se zabyvame
neomezenym prostfedim, tedy vsSichni jedinci jsou nezavisli a neni zde zadna
konkurence, tak je ¢isty piirtstek populace vzhledem ke vSem x(¢) organismim

rhz(t), a tim dostaneme opét diferencidlni rovnici ve tvaru



Z—f =r. (8)

Tato rovnice ma nekonecné mnoho feseni danych mnozinou jednoparametric-
kych funkei z(t) = ke™. Podminku, kterd ndm nejlépe popiSe popula¢ni dynamiky
specifické populace, nejvhodnéji stanovime urc¢enim pocatecni velikosti populace

v caset =10

z(0) = xo. 9)

Pocateéni tloha (8), (9) ma jediné feseni

x(t) = zoe”,

kde pro r > 0 (nebo ekvivalentné b > 1) poroste velikost populace neomezené
pro t — oo, zatimco pro r < 0 (nebo ekvivalentné b < pu) se velikost populace
blizi k nule pro t — oco. P¥i absenci porodnosti (tedy b = 0) je populace vyéerpana
umrtimi v mife u, a tedy je primérné zivotnost ¢lena této skupiny 1/pu. Jestlize
b > 0, pak primérny pocet potomkt v pribéhu zivota primérného jedince bude
podle Malthusova modelu b/pu.

Predpovéd, Ze velikost populace za téchto podminek poroste exponencialné,
uvedl poprvé Malthus (1798), ktery pfedpovidal katastrofu. Domnival se, Ze po-
travinové zasoby nemohou vzristat tak, aby drzely krok s ristem populace pri
kladné konstanté miry riistu jedince.

Dynamika populace miize byt obvykle aproximovana timto jednoduchym mo-
delem pouze po kratkou dobu, protoze predpoklad, ze mira ristu populace je
umérna jeji velikosti (to je linedrni pfedpoklad), je vétsinou pro delsi ¢asové in-

tervaly nerealny.

3.2. Logisticky model obyvatelstva

Stejné jako v pfedchozi kapitole je x(t) velikosti populace v ¢ase t a dz/dt

je mira zmény populace. Budeme i nadale predpokladat, Ze mira rtstu populace
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zavisi pouze na jeji velikosti, tento predpoklad je vhodny pro mikroorganismy.
Seni, protoze ignoruje vnitrodruhovou soutéz o potravu a dalsi vyznamné faktory.
Musi byt brano v tvahu, Ze porodnost a imrtnost mohou byt ovlivnény velikosti
populace. Mira rustu na jedince g(z) je dana podilem z'(t)/x(t). V pfedchozi
kapitole jsme predpokladali, zZe celkova mira rtstu byla pfimo tmeérna velikosti
populace. Zde uvazujeme celkovy rist mér, které se snizuji, pravé kdyz se velikost
populace zvysuje. Nejjednodussim popula¢nim modelem je model, kde mira ristu

na jednotlivce je klesajici funkci velikosti populace a ma tvar
g(x) =\ — ax.
Tento predpoklad vede k logistické diferencialni rovnici
¥ =xz(\—ax).

Tato rovnice byla poprvé predstavena P. F. Verhulstem (1838) a pozdéji byla

studovana R. Pearlem a L. J. Reedem (1920). BéZné se piSe ve tvaru

/: 1_2)
T 7’1’( K,

coz prepiseme jako

r=——". (10)

(K —x)
9(2) = ———,
kde
v’ = xg(z),

11



Obrazek 1: Kfivky TesSeni logistické rovnice

s parametry r = A\, K = \/a, kde r;, K € (0,00). Jsou-li parametry r a K
kladné, pak mohou mit biologicky vyznam. Plati, ze 2’ = rx, jestlize x je malé,
a ze ' = 0, je-li x blizko K. Jinymi slovy, je-li x malou populaci, pak expo-
nencialné roste, zatimco kdyz je x blizko K, pak se populace témér neméni. Pro
kazdé xy € R existuje jediné feSeni x rovnice (10) spliiujici poc¢ateéni podminku
x(0) = xo. Biologicky vyznam maji poc¢ateéni podminky s zo > 0. Pro xy = 0 ma
(10) fesSeni z(t) = 0 a pro xy = K méa (10) feseni z(t) = K. Pfedpoklddejme, Ze
xo € (0, K). Pak z jednoznacnosti feSeni poc¢atecni tlohy plyne, ze x(t) € (0, K)

pro t € (0, 00). Separaci proménnych mutZeme rovnici (10) pfepsat jako

[ =w ]

Pouzitim parcidlnich zlomkt, dostaneme

111, 1
r(K—2) K\z K-z)’

coz nam umoznuje integrovat od 0 do t > 0

ro [t 1 =0 /1 1
?/OdS—E/mO (E—{_—K—f)df
12



Dostavame

1 1
I (lnzx —In(K —x)) = %t—I— % (Inzg — In(K — xg)).

Dalsi ipravou a vynasobenim rovnice ¢islem K dostaneme

i Zo
1 —rt+1 .
H(K—x) T+H<K—xo)

Upravime logaritmy

(K — x9)
| t
" xo(K — ) "
.CC(K _ ZE()) _ ot
zo(K — )
Dalsi algebraicka aprava nam da
2(K — x9) = e"'wo(K — 1), (11)

kde pravou stranu rovnice (11) rozepiSeme jako

1o(K — x)e"™ = Kxge™ — zxge’,

¢imz dostaneme

(K — z9 + 70e™) = Kxge™.
A nakonec
Kxge™ K

t) = = . te(0,00). 12
z(t) K —xo+ xpe™  xo+ (K — x9)e"t {0, 00) (12)

Necht o > K. Pak opét z jednoznacnosti feSeni pocatecni tlohy plyne, Ze
z(t) > K pro t € (0,00). Rovnici (10) upravime obdobné, jako u prvniho pii-
padu kdy z(t) € (0, K) pro t € (0,00). Nejdiive prepiSeme rovnici (10) separaci

proménnych, a potom pouzijeme parcialni zlomky

13



které mizeme integrovat

Rk (e

Rovnici upravime

rt =Inz —Inzg — In(z — K) + In(xy — K),

rt = In —x(xo — K).
zo(zr — K)

Dalsi apravou vyjadiime velikost populace x(t), kterd bude mit opét tvar (12).

Rovnice (12) ukazuje, Ze pro FeSeni logistické pocatecni tlohy dosahuje veli-
kost populace z(t) limity K pro t — oo, kdyz xy > 0. Hodnota K se nazyva
nosnost obyvatelstva. Pedstavuje ji populace, kterou mohou stavajici zdroje uzi-
vit. Hodnota r se nazyva vnitrni mira ristu. Jedna se o tempo ristu populace
na jedince, jehoz bylo dosazeno, byla-li velikost populace dostatecné mala na to,
aby zptisobila nepatrné omezeni zdroji. U logistického modelu se predpoklada
rychly pocatecni rist, nasledny pokles tempa riistu tak, ze se velikost populace
blizi k limité K. Logistickd kfivka mé sigmoidni tvar znazornény v Obrazku 2.

Miizeme odvodit logisticky model, ktery je zaloZeny na urcitém ptredpokladu
o zdrojich, na nichz zavisi populace. Necht C' znac¢i koncentraci Zivin a tempo
ristu r je pfimo tmérné C, to je r(t) = aC(t) pro t > 0 a pro néjakou konstantu
a. Dale budeme predpokladat, Ze zacindme s pevnou koncentraci zivin C/(0).
Spotfeba jednotky zivin nam vyprodukuje b jednotek velikosti populace. Pak pro
velikost populace bude platit

' =aClr, (13)

14
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Obrazek 2: Logisticka kiivka vyvoje populace v USA

pri¢emz mezi klesdnim koncentrace zivin C’ a ristem populace z’ plati vztah

El‘/ = —C,. (14)

Integraci podle ¢ dostaneme

1

Zavedeme substituci x = xy, dale uvazujeme C' = C(0) pro t = 0. Pocatecni

podminka x(0) = zp ndm umoziuje vypocitat integraéni konstantu K jako

KIC(O)—F%.

Dosazenim do (13) dostaneme

x'—&x(K—%x)—aKx(l—%{)

logistickou diferencialni rovnici s vlastni mirou ristu a/K a mirou tinosnosti

bK. Uvedené odvozeni je pfevzaté od Edelstein-Kesheta (1988).
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Pierre F. Verhulst

%28.10.1804

115.2.1849

P. F. Verhulst byl matematikem a doktorem teorie ¢isel Univerzity v Gentu.
V roce 1838 publikoval rovnici (10). Clanek publikovany v roce 1845 nazval fese-
nim této rovnice, ktera se dnes nazyva logisticka rovnice. Tento model byl znovu
objeven v roce 1920 Raymondem Pearlem a Lowellem Reedem.

Jiz vyse bylo uvedeno, Ze specificka mira ristu klesa, kdyz se velikost populace
zvySuje, a proto je tvar kiivky populace sigmoidni (viz Obrézek 2). Bylo navrzeno
mnoho modelt, ale Siroce pouzivany je prave vyse popsany Verhulsttiv logisticky
model (1838) a Pearliv a Reedtv model (1920). Tento model je prezentovan ve
vétsiné soucasnych ekologickych texti. Pouziva se velmi ¢asto v populacnich te-
oriich o vlivu rybolovu a myslivosti. Diky své jednoduchosti je rozsiten a casto
nismil. Je to proto, ze v ptisobeni velikosti populace na porodnost a timrtnost ma
casové zpozdéni a tim zkresluje tvar kiivky rtstu populace.

Podle ¢lanku [5] se Verhulstiv-Pearliv logisticky model

(-5

vztahuje na ekologické principy, jenz se vyuzivaji ke konstrukci modeli pro
chemické reakce. Z rovnice vyplyva, ze model je zalozen na tiech faktorech. Cili
na r - mife rustu, x - velikosti populace a K - nosnosti populace. Ale tento model
je vhodny pro jednoduché populace s jednim omezujicim faktorem v konstantnim
prostredi. Logisticky model nebere v ivahu ¢asové zpozdéni ovlivnéné tfemi vyse

zminénymi faktory.

3.3. Smithiv model (1963)

F. E. Smith ptisobil na Oddéleni zoologie Michiganské univerzity a zabyval se

studiem pomérné sloZité populace - mnohobunééné Daphnie (perloocky). Experi-
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menty byly soucasti vétsich skupin popula¢ni dynamiky nékolika druhtt Daphnie.
A byly navrzeny tak, aby poskytly empirické rozdéleni velikosti pro srovnani
s pevnym rozdélenim velikosti.

Pro vhodné srovnani je rovnéz dulezité, aby méfeni systému presné odrazelo
aktualni stav velikosti populace a také podil limitujiciho faktoru, ktery nebyl
dosud vyuzit. Problém méteni velikosti populace, je zjednodusSeny timto zapisem

rovnice

d
@ _ xrP,

dt

Z

K), r je mira ristu populace

kde P je dosud nevyuzity limitujici faktor (1 —
a x'/x je specifickd mira rastu. U limitovanych potravinovych systémi, jako jsou
hmotnost, pocet narozenych za néjaky ¢asovy okamzik apod., predstavuje P ¢ast
miry dodavek potravin, které nejsou vyuzité. Je-li F' mira s jakou populace veli-
kosti x vyuziva potravy a T je odpovidajici mira vyuziti potravin pii nasyceni,

dostavame pro funkci £’ rovnici

%:rﬁ’(1—§). (15)

Podle Smithe je hmotnost nejjednodussim méritkem, proto ve svém c¢lanku
znaci x jako hmotnost populace a K jako hmotnost populace pii nasyceni. Po-
kud z je velikost populace (ve Smithové ¢lanku oznac¢uje hmotnost Daphnii) a K
jsou velikosti populace pfi nasyceni (podle F. E. Smithe opét hmotnosti Daphnie
pfinasyceni), pak pomér x /K nebude pfesné popisovat pomér F'/T'. Podle mnoha
experimentt je zjisténo, ze rostouci organismy vyuzivaji vice potravin nez polo-
hladovéjici organismy, a také Ze si vice potravin vypéstuji. Proto podle Smithe,
bude pomér x/K mensi nez pomér F/T protoZe zavisi na mife rastu populace.
Tyto dva poméry se budou sobé rovnat pouze pii nasyceni.

F musi zaviset na = a dx/dt. Nejjednodussi vztah bude linearni, kde

dx
dt’
17

F=ax+b a,b > 0. (16)



Pfi nasyceni to tedy bude FF = T, x = K, dx/dt = 0. Z toho vyplyva, zZe

celkova mira vyuziti potravin pfi nasyceni bude ve tvaru

T=aK.
Pak pomoci pomért k vyjadieni ¢asti dodavek potravin, miize byt pocet kon-
stant, potfebnych k vyjadieni této regrese, snizen ze dvou do jedné

b dx dx
:v(a—l—;%)_ca:—l-a‘ (17)

F
T aK cK

Dosazenim rovnice (17) do rovnice (15) dostaneme

dx
ld—F:r 1——C$+E )
F dt cK

Tato rovnice muze byt vyfeSena pro zménu velikosti populace dx/dt, tedy

feSime rovnici

Dalsi upravou

de  crz(K — )
dt (K + (r/c)z)’

ziskdme rovnici

= (o) 1)
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Vysledek neni logistickym modelem hmotnosti, ackoliv je odvozeny z logistic-
kého modelu z hlediska miry dodavek potravin a potravinového vyuziti.

Predpokladany vztah mezi specifickou mirou ristu z’/z a velikosti x je kon-
kévni kiivka. Stupeni konkavnosti zavisi na poméru r/c.

Smith navrhl definici konstanty ¢, jako miru vymeény velikosti populace na
jedince v existujici populaci.

Podle jeho ¢lanku, Dynamika populace perloocek a novy model ristu populace,

z roku 1963, ma Smithtv model tvar diferencidlni rovnice

,  ar(K — )

= 19
v K+ ax (19)
kde a = r/c a pro miru ristu g(x) plati
r(K — )
=—° 20
ola) = "D (20)

kde a,r, K € (0,00). Je-li @ = 0, pak se Smithiv vyraz zredukuje na Verhul-
sttv logisticky model.

Pro kazdé zo > 0 existuje jediné feSeni x rovnice (19) spliiujici pocatecni
podminku, 2(0) = z¢. Pro 2y = 0 ma feSeni z(t) = 0 a pro o = K ma (19)
feSeni z(t) = K. Predpoklddejme, Ze 2o € (0, K). Pak z jednoznac¢nosti FeSeni
pocéteéni tlohy plyne, Ze z(t) € (0, K) pro t € (0, K).

Stejné jako jsme upravili logisticky model v ptredchozi kapitole, upravime

i Smithtiv model. Prostrednictvim separace proménnych dostaneme

K/%%—a dex:r/dt. (21)

Abychom mohli integrovat, pouzijeme parcialni zlomky

m:%<§+[(ix>. (22)

Integrujeme rovnici (19) od 0 do ¢ > 0 a uZijeme (21) a (22):
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ds = K— — —_—
/ o= K/ T / _'_ ¢ o K _5
Ted plati

Zo T

P P I O
MERE e T UK o)

Upravime logaritmy

_ 1+a
In (—m(K o) ) =rt,

zo(K — z)l+e

o(K —xo)'te
zo(K — x)lta B

rt

Déle mizeme z rovnice (23) vyjadrit cas t jako

t:lm(ﬂﬁlﬁii>.

r xo(K — z)lte

Opét jako jsme postupovali u logistického modelu budeme postupovat i u Smi-
thova modelu. Tedy necht oy > K. Z jednoznacnosti feSeni poc¢atecni tlohy plyne,
ze x(t) > K pro t € (0,00). Prostfednictvim separace proménnych dostaneme

rovnici (21). Pouzijeme parciélni zlomky, jinak bychom nemohli integrovat,

ﬁ:%(i_x_lK)’

Integrujeme rovnici (19) od 0 do t > 0

e I I A

Dalsi tpravou dojdeme k rovnici (23).
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Obrazek 3: Reseni Smithovy rovnice

4. Kvalitativni analyza

Stabilitou Teseni nazyvame vlastnost, Ze mald zména v zadani pocatecéni ve-
likosti populace xy mé jen maly vliv na chovani feSeni pii ¢ — oco. Vlastnost,
ktera plati pro velkou skupinu modelii, nazyvame robustni, abychom ukazali, ze
s vétsi pravdépodobnosti bude mit biologicky vyznam. V kapitole o logistickém
modelu jsme informace o chovani dané funkce ziskali z explicitniho tvaru feseni.
V pripadé Smithova modelu takové explicitni feSeni nedostaneme. Miizeme vsak
odvodit stabilitu a dalsi robustni vlastnosti pomoci kvalitativni analyzy, coz zna-
mena, ze je odvodime pifimo z diferencialni rovnice, nezavisle na explicitnim tvaru
feSeni.

Nejprve se budeme zabyvat autonomnimi diferencidlnimi rovnicemi prvniho

radu, tvaru

o' = f(z). (24)

V této rovnici prava strana neobsahuje nezavislé proménné t. Definujeme ekvi-
librium diferencialni rovnice (24), jako hodnotu z., takovou, Ze f(z) = 0. Ekvi-
librium odpovida konstantnimu feSeni z(t) = x, diferencialni rovnice. Je-li z(t)

feSenim rovnice (24) a mé-li limitu pro ¢t — oo, pak je dokdzéno, Ze hodnota
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limity z(t) je ekvilibrium. Kazdé feSeni diferencialni rovnice prvniho fadu musi
bud konvergovat k ekvilibriu pro ¢ — oo, nebo byt neomezené. K popsani cho-
vani feSeni, které je v blizkosti ekvilibria, zavedeme proces linearizace. Je-li x4,
ekvilibrium diferencialni rovnice 2’ = f(x), uzijeme substituci u(t) = z(t) — zo,
kde funkce u predstavuje odchylku feSeni od hodnoty ekvilibria. Dosazenim do

rovnice (24) dostaneme

u'(t) = f(xoo + u(t)).
Taylorova véta pak dava

fle)
2

u(t) = f(2oo) + [/ (Too)ult) + (u(t))?,

pro néjaké ¢ mezi T, a Too + u(t). Uzijeme f(ro) = 0 a oznacime h(u) =
(f'(c)/2"Yu?. Pak prepiseme diferencidlni rovnici 2’ = f(z) do ekvivalentniho

tvaru

u = f'(zoo)u + h(u). (25)

Funkce h(u) je mald pro malé |u| v tom smyslu, ze h(u)/u — 0 pro u — 0.

Presnéji to definujeme takto:

Ve>0 36>0 YueR:|ul <= |h(u)| <elul.

Linearizace diferencidlni rovnice v ekvilibriu z., je definovana jako linearni

homogenni diferencialni rovnice

V' = fl(zo)v, (26)

kterou jsme ziskali vynechdnim funkce h(u) v rovnici (25). Linearizace je
vhodna diky tomu, Ze chovani jejich feSeni lze snadno analyzovat, a ptritom toto

chovani popisuje chovani feseni rovnice (25) v blizkosti ekvilibria.
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Véta 2. Pokud vSechna teseni linearizace (26) konverguji k nule pro t — oo,
pak viechna Teseni x(t) rovnice (24), s x(0) v dostatecné blizkosti x,, konverguji

k ekvilibriu xo, pro t — oo.

Ekvilibrium x., se nazyva stabilni, jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 ta-
kova, ze |2(0) — zo| < d implikuje |2(t) — x| < € pro vSechna ¢ > 0. V opa¢ném
pripadé nazveme ekvilibrium nestabilni. Ekvilibriu x,, se tika asymptoticky sta-
bilni, jestlize je stabilni a jestlize navic |2(0) — x| < ¢ implikuje lim; o x(t) =

Too-

Dusledek 1. Ekvilibrium x, diferencidlni rovnice (24) s f'(2+) < 0 je asympto-

ticky stabilni, zatimco ekvilibrium x, s f'(zs) > 0 je nestabilni.

Predpokladejme, ze f(z) = zg(x) pro z > 0. Pak m4 rovnice (24) tvar

/

¥ =zg(x). (27)

Necht existuje K > 0 takové, ze g(K) = 0. Je-li funkce g(x) nezédporna a kle-
sajici pro 0 < z < K, pak rovnici (27) nazyvame kompenzacni model. Je-li mira
rustu populace g(x) rostouci funkei pro malé x, rovnice (27) se nazyva depenzacéni
model. Pokud je ve skutec¢nosti mira rastu populace zapornou funkci pro malé
x, pak rovnici (27) nazyvame kriticky depenzacni model. Nejéastéji zkoumanymi
modely jsou modely kompenzacni. Depenzacni a kritické depenzacni modely se

vyuzivaji ve studiich rybolovu.

1. Kompenza¢ni model

Podminky pro kompenza¢ni model maji tvar
g(K)=0, gz)>0pro0<z< K, ¢(x)<Opro0<z<K. (28)

Derivaci funkce
f(z) =zg(z), x>0,
dostavame

f(x) =2g'(x) +g(x), ['(x)=2g"(x)+2¢'(x), ©>0. (29)
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Obrézek 4: Fazovy portrét kompenzac¢niho modelu ma tvar

Plati

a z (28) a prvni rovnice v (29) plyne
f'(0) =g(0) >0, f(K)=Kg(K)<O0. (30)

Podle Dusledku 4.1 ma kompenzacéni model (27) nestabilni ekvilibrium 0
a asymptoticky stabilni ekvilibrium K.

Fazovy portrét kompenzac¢niho modelu ma tvar znazornény na Obrazku 4.

Ristova kiivka kompenzacniho modelu o rovnici y = f(x) mé graf na

Obréazku 6.

. Depenzacni model

U depenzac¢niho modelu predpokladéme, ze existuje K* € (0, K) takové, ze

g(K)=10, g(z)>0pro0<z<K,
g(x)>0pro0 <z < K* ¢(x)<0pro K*<z<K, (31)

a dale predpokladame, ze
g'(x) <0pro0 <z < K. (32)

Z (31) plyne, ze

a uzijeme-li (29), vidime, ze opét plati (30). Navic (32) dava

f7(0) =24'(0) 20, fU(K") = K"g"(K") +2¢'(K") = K"¢"(K") <0.
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Déle podle (31) funkce g(z) dosahuje maxima v bodé x = K*. Z (30) proto

plyne
lim _f(x)

tim K — 1(0) = 4(0) < (K.
Tedy

fx) < ag(K™)
pro vSechna vsechna = z néjakého pravého okoli bodu 0 a graf funkce f
v tomto okoli lezi pod pfimkou spojujici poc¢atek s bodem (K™, f(K*)).
Funkce f méa proto v intervalu (0, K*) inflexni bod. Jeji graf je na Obrazku
7. Depenzacni model ma stejny pocet a typ ekvilibrii a stejny fazovy portrét

jako kompenzac¢ni model.

. Kriticky depenzac¢ni model
Pro kriticky depenzac¢ni model budeme predpokladat, ze existuji 0 < K; <
Ky < Ky < K takové, ze

g(K) =10, g(z)<0pro0<z< K, g(xr)>0prokKky,<uz<K|33)

g'(x) <0, pro0<z< Ky, apro Ky <x <K,

g'(x) > 0pro K; <z < Ko, (34)
g"(z) > 0 pro x € (0,Ky), ¢"(x) < 0 pro z € (Ko, K). Vzhledem k (33)
ma kriticky depenzacni model t¥i ekvilibria 0, Ky a K, pfi¢emz podle (29)
a (34) je

f'(0) = 0g'(0) + g(0) = g(0) <0,
f'(Ko) = Kog'(Ko) + g(Ko) = Kog'(Ko) > 0,
f(K) = Kg'(K) + g(K) + Kg'(K) <0.
Podle Disledku 4.1 jsou ekvilibria 0 a K asymptoticky stabilni a ekvilibrium

Ky je nestabilni. Fazovy portrét kritického depenzac¢niho modelu ma tvar

znazornény na Obrazku 5.

Ristova kiivka y = f(x) kritického depenza¢niho modelu je na Obrazku 8.
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Obrazek 5: Fazovy portrét kritického depenza¢niho modelu

kompenzace

v = )

T Nk

Obrazek 6: Ristova kiivka kompenzac¢niho modelu

Je-li pocatecni velikost populace xy mensi nez Ky, pak populace vymfte. U kri-
tické depenzace si uvedeme priklad, kdy mutze lov dovézt populaci k zaniku, pokud
se populace dostane pod hranici K. Potom tuto tendenci populace nelze zvratit,
i kdyby byl lov ukon¢en. Mnoho druhi je na hranici vyhubeni z divodu lovu. Pro
priklad si uvedeme populaci tunaka, jehoz maso je v dnesni dobé velmi atraktivni
a tudiz se lovi ve velkém. Zac¢ina byt na hranici vyhubeni, a pokud to takto bude
pokracovat dal, tak bude vyhuben. Skonci-li vsak lov dfive, nez populace klesne
pod Ky, mize se vratit k pivodni velikosti populace. Toto je patrné z fazového

portrétu. Tato vlastnost se nazyva Alleho efekt [Allee (1931)].

Obrazek 7: Ristova krivka depenzac¢niho modelu
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Obrazek 8: Rustova kiivka kritického depenzac¢niho modelu

4.1. Kvalitativni analyza Smithova modelu

Nyni budeme vysetfovat Smithtiv model. Derivace feSeni x(t) v bodé (¢, z(t))

je rovna pravé strané Smithovy rovnice

dx K—=z
E_rx(K—i—ax)' (35)

Tato derivace je kladna pro 0 < z < K, nulovd pro x = 0 nebo z = K

a zaporné pro x < 0 nebo > K. Reseni z(t) je proto rostouci funkci ¢asu ¢ pro
0 < z(t) < K. Oproti tomu z(t) je pro x(t) > K klesajici funkci. Rovnice (35)

mé konstantni feSeni x = 0 a v = K. Derivaci rovnice (35) podle ¢ dostaneme
>z d K—=x dv  d (roK —rz*\ dx
dt2  dx K+axr)|d de\ K+ax dt

K = 2rz)(K + ax) — a(reK —ra®)] dz  [K? - 2Kz —a2?] dx
B (K + ax)? a (K + ax)? dt

s, [K?—2Kz—a2z?] ( K—x
=z :
(K + ax)? K+ ax

Z toho odvodime, Ze (d*z)/(dt?) méni znaménko pravé tehdy, kdyz = protne
horizontélu £(v/1+a —1).
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Je-li z(t) < K pro néjaké ¢, pak graf z(t) nepfekro¢i ptimku z = K a je
rostouci pro viechna t. Proto z(t) konverguje k limité K pro t — co. ReSeni x(t),
které je vétsi nez K, je klesajici pro vSechna t a konverguje k limité K prot — oo.
Z toho je vidét, ze kazdé nenulové feSeni konverguje k nosnosti populace K, pro
t — o0.

Ovéfime, ze rovnice (35) je kompenzacéni model.

Vidime, ze

r(K —x)
< = 0.
g(x) g >0, pro 0<z<K, ¢g(K)=0
Dale je
() = —r(K +azr) —ar(K —x) —rK —rav—arK —rax
gt = (K + ax)? B (K + ax)? B
_ —rK(1+a)

<0 0<zx< K.
(K + ax)? ) PIOU =T >

Ted plati (28), coz znamend, Ze (35) je kompenzacéni model na intervalu (0, K).
K presnéjsimu urceni rustové kiivky y = f(x) vypocteme druhou derivaci

¢'(x) jako

20(rK +rKa) 2rKa(l+a)

g'(z) = (K +az)3 (K +ax)?’

kde z € (0, K).

Navic vyjadiime

veN ;oo 2erKa(l+a) 2rK(1+4+a) 2rK(1+a) ax
) = ag' (@42 () = 0L BROAG) BEUED (L4 1) <o,

kde z € (0, K).
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Obrazek 9: Graf funkce f(x)

Piiklad 1. Pro konkrétni volbu parametrii si zvolime data ze ¢lanku [4], kde
budeme mit populaci perloocek (Daphnii). Nosnost populace nebude uvedena v
kusech nebo poctech jedinct ale v miligramech na kubicky centimetr. Podle [4]
Smith ve svém ¢lanku zjistil hodnoty » = 0,44 za den, a = 3,46 za den, a K =
15 mg/100 cc (kubicky centimetr). Matematicky model urcujici rast a klesani

populace ma tvar

dx K—=x 0.44 15—z
— =7z =044z ——— .
dt K +ax 15 + 3.46x

Graf funkce f(z) = 0.44x (wﬁ,ﬁ) je znazornény v Obrazku 9.

Dale vyjadiime druhou derivaci funkce x

Pz  , [K?-2Kx—az?] ( K—x , [15% — 30z — 3.462> 15—z
— =71 = 0.44%x = k(x).
dt? (K + ax)? K +ax (15 + 3.462) 15 + 3.46x

Graf funkce k je zndzornény na Obrazku 10.

Nakonec vyjadiime miru ristu g(x), jejiz graf je v Obrazku 11, jako

r(K —x) 0.44(15 —x)
K +ax 15+ 3.46x

g(z) =
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Obréazek 10: Graf funkce k(z)
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Obréazek 11: Graf funkce g(x)
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5. Sklizen v popula¢nich modelech

Sklizni v popula¢nich modelech rozumime lov nebo rybolov. Zde chceme stu-
dovat, jaky ma vliv odstranéni ¢lentt populace ve stanoveném pomeéru na popu-

la¢ni model. Je-li populace, kterd je modelovana diferencialni rovnici,

predmétem sklizné s mirou A(t) ¢lenti populace za jednotku ¢asu pro néjakou

danou funkei h(t), pak je populace sklizné modelovéna diferencidlni rovnici

5.1. Sklizen s konstantnim vynosem

Je-1i funkce h(t) konstantou H, tak Ze ¢lenové populace jsou odstranéni v kon-

stantni mife H za jednotku casu, pak model je

¥ = f(x) — H. (36)

Tomuto typu sklizné fikdme sklizen s konstantni mirou nebo sklizenl s kon-
stantnim vynosem. Tento pripad vznika tehdy, kdyz je populace ovliviiovana kvo-
tami. Pro ptiklad uvedeme lov velryb a tuleni. Model sklizné, v ptipadé logistické

rovnice, bude ve tvaru
dz x
(1 —) ~H 37
at " ( K (37)
a ekvilibrium rovnice (37) najdeme Fesenim kvadratické rovnice ra(1—z/K)—

H =0 nebo 2> — Kz + KH/r = 0. Existuji dvé realna ekvilibria

K — JK2 — 4HK

2

IN =
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K+ /K? - 4K

rs = 9 s

a to za predpokladu, ze K2 —4HK/r > 0 nebo-li H < rK/4. Je-li H > rK /4,
pak jsou oba kofeny komplexni, 2/(t) < 0 pro vSechna x a kazdé feseni dosdhne
nuly v konecném case (viz Obrazek 13).

Jestlize 0 < H < rK/4, pak mame dvé ekvilibria, xy, které roste od 0 do
K /2, pokud H roste od 0 do rK /4, a zg, které klesd od K do K/2 jak roste H.
Pro stabilitu ekvilibria ., z rovnice (37) musi byt f'(z.) < 0, coz pro logisticky
model znamend, Ze z., > K/2. Z toho vyplyvé, Ze zy je vidy nestabilni a zg
je vzdy asymptoticky stabilni. Stoupéa-li konstanta H ke kritické hodnoté H,. =
rK /4, tak dvé ekvilibria splynou v jedno nestabilni ekvilibrium.

Pro H < H, smétuje velikost populace k ekvilibriu populace, které dosadhne
K/2 pro H — H,. za ptedpokladu, Ze pocéateéni hodnota je alesponi zy. Ale pro
H > H, dosédhne populace nuly. To se nazyva (matematicka) katastrofa.

Ekvilibria z obecného modelu o’ = f(z) — H se zjisti feSenim f(z) — H = 0.
To jsou hodnoty, v nichz ristova kiivka y = f(x) protind kiivku sklizné y = H
(viz Obrazek 12).

Z Obrazku 12 vidime, ze v piipadé, kdy je H vétsi nez maximum funkce f(z),

neexistuje ekvilibrium.
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Obrazek 12: Prinik rastové kiivky s primkou sklizné s konstantnim vyno-
sem pro piipad logistické rovnice

Obrazek 13: Fazové portréty logistické rovnice pii sklizni s konstantnim vynosem
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5.2. Sklizen s konstantnim usilim

Je-1i funkce A(t) linearni funkei velikosti populace, tedy h(t) = Exz(t), model

je

Tomuto typu sklizné fikame proporcidlni sklizen nebo sklizen s konstantnim
usilim, kde E je Gsili vynalozené pri sklizni.

Je-li velikost populace tizena logistickym modelem, pak je model sklizné

é_f = rx (1 — %) — Ex, (38)

kde jsou dvé ekvilibria, prvni je x = 0 a druhé oznacime z(E) a ziskdme
z rovnice 7(1 — x/K) — E = 0. Pfedpokladejme, 7e 0 < F < r. Plati 2, (F) =
K(r—E)/r.

Jestlize F roste od 0 do r, tak ekvilibrium klesa z K do nuly. Pro dané usili
E je vinos Exo(E) = KE — KE?/r. Tento vynos doséhne svého maxima 7K /4
pii B =1/2, kde 2 (E) = K/2.

Pro obecny model 2’ = f(x) — Ex nalezneme ekvilibria z rovnice f(z) — Ex =
0. Jsou to pruseciky ristové kiivky y = f(z) a skliziiové pfimky y = Ez.

Ekvilibrium z.(F) je asymptoticky stabilni, pokud

(f(2) = Ex)yy., = ['(70c) = E <0.

V tomto priniku ristova kiivka protne krivku sklizné shora dolt pfi rostoucim
x. Pokud f(0) = 0, pak je = 0 nestabilni ekvilibrium, pokud neni = = 0 jediné
ekvilibrium.

Vynosovd krivka je graf vynosu v zavislosti na usili. V pripadé kompenzace
vynos vzrista, pokud tsili vzrista k maximu nazyvanému maximdlni trvale udr-
Zitelnd sklizeri (mazimum sustainable yield - MSY), pak klesd nepfetrzité k nule

a dosédhne nuly, kdyz E = f'(0).
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Obrazek 14: Prinik ristové kiivky a primky sklizné s konstantnim usilim pro pii-
pad logistické rovnice

Obrazek 15: Fazové portréty logistické rovnice pii sklizni s konstantnim tusilim
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Pro dané usili F je vynos vyjadien jako Y = Ex(F) = F(24) a maximélni
vynos je maxF'(z), ziskany pro F = FE,,,., které je voleno tak, aby pfimka y = Ex

protla maximum F'(x).
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6. Smithtiv model strategie sklizné

Chceme zjistit, jaky bude mit vliv odstranéni stanoveného poméru populace

na Smithtiv populacni model. Nechf je dédna diferencialni rovnice ve tvaru

. K—x
xr =
K+ax)’

ktera je predmétem sklizné v poméru piislusnikt A(t) za jednotku ¢asu pro

néjakou funkei h(t), pak Smithiv model strategie sklizné definujeme jako dife-

rencidlni rovnici ve tvaru

K—=x
' = —h kd K.
' =rx (K—l—am) (1), e >0 a x# (39)

Je-li x = 0 nebo x = K pak 2’ = —h(t).
Déle funkci f(x) definujeme predpisem

K—x
= k K.
f(x) Tx(K—l—cwc)’ de >0 a z#

Je-li = 0 nebo z = K pak f(z) = 0. Ekvilibria nalezneme, pokud pravou

stranu Smithovy rovnice polozime rovnu nule f(x) — h(t) = 0, tedy

6.1. Smithav model strategie sklizné s konstantnim vyno-
sem

Necht je funkce h(t) konstantou H, pak model (39) je ve tvaru

K —
x’:rx<K+axm>—H, pro z>0,7# K, (40)
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ax’' =—H prox =0 nebo x = K.
Nejprve nalezneme ekvilibria tak, Ze pravou stranu rovnice (40) polozime rovnu

nule, tj.

Z rovnice zjistime ekvilibria z ., coz jsou body, v nichz ristova kiivka y = f(z)
protne krivku sklizné y = H.
Nejdfive si ukazeme Smithiv populacni model pro piipad, kdy je sklizen nulova,

tedy H = 0. Tento model ma tvar

K —
x’:rx(K+aZ) pro x>0 a z#K

a2’ =0 pro z = 0 nebo x = K. Ekvilibria jsou v bodech zy =0 a x5 = K.

Spocitame prvni a druhou derivaci funkce f

Krac—rﬁ)' {ax2+2Kx—K2]
- @ = —r ,

fiw) = < K +ax (K + ax)?

f(x) = {—T <w2<;<2f 5@_ K)] -k {@;;;)3} |

Blizi-li se = k nule, pak funkce f’(x) roste k r a oproti tomu funkce f”(z) klesa

k —w. Druhd derivace f”(x) je pro libovolné x zapornd, a tedy bude f(x)

konkéavni funkci. Funkce f(z) nabyva svého maxima v bodé z, = £(v/1+ a—1),
x. jsme vyjadiili z f'(x) = 0. A hodnota funkce f(z) v bodé z. bude

)

K+KH1+a-1)

a

K—%(\/H—a—l)] :TK[1—2\/1+a+(1+a)
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Obréazek 16: Prunik ristové kiivky s pifimkou sklizné s konstantnim vyno-
sem pro piipad Smithova modelu

flze) =rK [@} |

a?

Z Obrazku 16 vidime, ze jak H roste od 0 do rK [(1_— W], tak se pruniky
ristové kiivky funkce y = f(z) a kfivky sklizné y = H k sobé ptiblizuji. Jakmile
H doséhne své kritické hodnoty H, = 1K [“*— VIro)® ] . pak ob& ekvilibria zy a zg

splynou v jedno ekvilibrium z, = £(v/1+a — 1).

Je-li H > H,, tak graf rustové kiivky f(x) a kiivky sklizné nemé zadny prinik,
tudiz rovnice nema ekvilibrium. V grafu fazového portrétu (viz Obrazek 17) jsme
za miru sklizné H zvolili hodnoty Hy, Hy, Hs, H. a Hs, kde Hy < H; < Hy <
H. < Hs.

Je-li H nenulové a mensi nez H., tak existuji ekvilibria zy a g, které najdeme
feSenim kvadratické rovnice rx ( Ko )—H = O nebo-li 22—z (K — @) +EH — .

K+azx T r
Plati
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H:

F'y

F

H:

! fix)

Obrazek 17: Fazové portréty Smithova modelu pfi sklizni s konstantnim vynosem

40



a a2
(K~ 2) (K 4 ) — o8
: .

rs —

Priklad 2. UkaZeme si na ptikladu, kde budeme modelovat Smithtiv populacni
model s konstantnim vynosem pro populaci Daphnii magna (perloocek) a data
vezmeme ze Clanku [4], kde nosnost populace K = 15 mg/100 cc (kubicky cen-
timetr), mira ristu r = 0,44 za den a konstanta a = 3,46 za den, kterou jsme
zjistili z poméru r/c, kde mira vymény hmotnosti za jednotku je ¢ = 0,127 za
den. Budeme chtit zjistit maximalni miru sklizné H,., kterou vypocteme dosaze-

nim vyse uvedenych hodnot do vzorce

H, =K [@] |

a?

Tedy dostaneme

(1— /TF3,46)
3,462

H.=0,44x15 [ } =0,68 mg =za den.

Je-li sklizen nulova, potom budeme mit dvé ekvilibria, a to xtxy = 0 a g =
K = 15. Funkce f(z) nabyva hodnoty H. = 0,68 v bod¢ z. = &(v/1+a —1).

Spocitame x. tak, ze dosadime konstanty K a a do rovnice

K 15
Ic:—(\/1+a—1)=%(\/1+3,46—1):4,82 mg za den.
a b

Bude-li konstantni mira sklizné H > H,., potom nebude mit rovnice zadné

ekvilibrium.

41



6.2. Smithtv model strategie sklizné s konstantnim asilim

Je-li funkce h(t) linearni funkeci velikosti populace h(t) = Ez(t), pak bude

Smithiv model ve tvaru

K —
x/:rm( x)—Em, pro >0 a x#K,

kde ' = —Fx pro x = 0 nebo x = K. Tento typ sklizné se nazyva Smithtuv
model strategie sklizné s konstantnim tusilim, kde E je Gsili vynalozené pfi sklizni.
Ekvilibria jsou pruseciky funkce y = Ez a rustové kiivky y = f(z) a jeho fazovy
portrét je znazornény na Obrazku 18. Za E jsme zvolili hodnoty Ey, E1, Fna

ar, kde By < By < Epee < 7. Pro0 < E < f/(0) = r, pokud totiz dosadime do

funkce f'(z), kde f'(x) = —r [%}, za z nulu, dostaneme konstantu r.

Méame dvé ekvilibria, prvni je v bodé z = 0 (viz Obréazek 18) a druhé nalezneme

prostfednictvim Teseni rovnice

kde rovnici vydélime z a E prevedeme na pravou stranu,

K—=x
=F
T<K+cm:) ’

dalsi ipravou dojdeme k

rK —re=FK + Fax,

Far+rrx=rK — FK,

odkud vyjadfime velikost populace x




Ekvilibrium tsili F je tedy ve tvaru

B = K (7).

jak FE roste od 0 do r, tak ekvilibrium klesa z K do nuly. Je-li £ = 0, pak

ekvilibrium z., = 0 je nestabilni, protoze f’(0) = r > 0, zatimco ekvilibrium
Too = K je asymptoticky stabilni, protoze f'(K) = —-25 < 0. Je-li 0 < E <7,
vidime z fazového portrétu na Obrazku 18, Ze x,, = 0 je nestabilni a ekvilibrium

Too = K ( ga_fr) je asymptoticky stabilni.

Pro dané usili E bude vynos Ez(F) = Ebea;ﬁEz vyjadfen jako

EKr — KE?

Maximalni vynos FE,,,, zjistime prostfednictvim prvni derivace funkce Y (F)

_ 2 2 )
iY(E):KiEKT KFE _ ab +2Er —r .
dE dE Ea+r (Ea+r)?

Polozime derivaci rovnu nule a vyjadiime F

Epae = 2(\/1 +a—1), (41)

které je zaroven E,,q., protoze funkce Y (E) zde nabyva svého maxima. Z toho

odvodime maximalni vynos

Y (Epaz) = 1K <@> )

2 (42)

Priklad 3. Ukéazeme si na prikladu, kde budeme modelovat Smithtv populac¢ni
model sklizné s konstantnim tsilim pro populaci Daphnii magna (perloocek)
a data vezmeme z ¢lanku [4], kde nosnost populace K = 15 mg/100 cc (ku-

bicky centimetr), mira ristu r = 0,44 za den a konstanta a = 3,46 za den,
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.= %/ T+a-1)

fix)

Obrazek 18: Fazovy portrét Smithova modelu pfi sklizni s konstantnim tusilim
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kterou jsme zjistili z poméru r/c, v némz je mira vymény hmotnosti za jednotku
c=0,127 za den.

Nejprve zjistime, kde funkce Y (F) nabyva svého maxima

0.44
Bae = - (VIta—1)= 53c(VIT346-1)=0,1414 mg za den.
a .

Nyni zjistime, jaka je maximalni trvale udrzitelna sklizeni Y (Emax)

(1-vITay

a?

(1— /T 3,46)
3,462

Y (Emaz) = 1K [ } =0, 44x15 [ =0,68 mg za den.
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ZAavér

Tato prace se zabyva populac¢nimi modely a jejich aplikaci ve strategii sklizné.
Je doplnéna o grafy vytvorené ve vektorovém grafickém editoru Inkscape a pro-
gramu Maple 7.

Uvodni kapitola, kterd pojednava o modelovani obecné a ¢erpa z prednasky
dostupné na internetové strance [6], je dilezita pro pochopeni zékladti matema-
tického modelovani. Spolecné s druhou kapitolou tykajici se diferencidlnich rovnic
1. fadu a ¢erpajici z knihy [3], je uréitym tvodem do dané problematiky.

Na zacatku tfeti kapitoly bylo naznaceno modelovani s exponencialnim ris-
tem vychazejici z knihy o matematickych modelech [1]. Tento model, kterym se
zabyval T. R. Malthus, je vhodny pouze pro populace, v nichz se vsichni jedinci
rozviji nezavisle na ostatnich. Dale je uveden logisticky model, ktery opét vychazi
z knihy [1], a néco méalo o P. F. Verhulstovi ze ¢lanku [5] a webové stranky [7].

Predmeétem kapitoly 3.3, kterd ¢erpa ze ¢lanku [4] a ¢lanku [5], je Smithav
model, jenz je doplnény o poznatky z predchozi kapitoly o logistickém modelu.
Frederick E. Smith se zabyval popula¢ni dynamikou nékolika druhtt Daphnie (per-
loocek) a zjistil model novy. Z tohoto modelu nelze explicitné vyjadfit velikost
populace z(t), a proto je ve ¢tvrté kapitole popsan priibéh jeho funkce prostied-
nictvim kvalitativni analyzy. Tato kapitola opét vychazi z knihy [1], kde je dana
problematika popsana obecné.

Posledni kapitola pojednavajici o Smithové modelu strategie sklizné je pak
prinosem této prace, Cili praktickou c¢asti. Nejprve jsou strategie sklizné popsany
obecné, nasledné jsou aplikovany na Smithtiv model a déle jsou doplnény o pii-
klady:.

Cela prace je vytvotrena v typologickém programu TEX.
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