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Uvod

Metoda hlavnich komponent (Principal Component Analysis, PCA) je dulezitym
nastrojem pro posouzeni a provéfeni kvality mnohorozmérnych dat. Radi se mezi nejstarsi
a nejvice pouzivané metody vicerozmérné statistické analyzy a pouziva se jako pomocny
nastroj v dalSich metodach [3]. Témét kazdou vicerozmérnou ulohu bychom méli zacit
vypoctem a zobrazenim hlavnich komponent, abychom poznali a pochopili vstupni data.
Mnohorozmérna statisticka analyza nebo také analyza mnohorozmérnych dat se snazi feSit
problém se zachycenim vice nez tfirozmérného prostoru pii grafickém zobrazovani dat.
Pro znazornéni mnohorozmérnych dat je nutné hledat vhodné projekce, velikosti vybéra
musi byt znaéné vétsi nez u jednorozmérnych dat a mnoho statistickych metod narazi
na obtize [4]. Tento problém byva nejcastéji fesen redukei dat.

Cilem této prace je seznamit ¢tenafe S metodou hlavnich komponent a aplikovat
tuto metodu na realnd data. Pfi tvorbé této prace mi jako zdklad poslouzily knizni
publikace ,,Applied multivariate statistical analysis [1] a ,,Vicerozmérné statistické
metody* [2].

Prace je tematicky rozdélena na tii kapitoly. V prvni kapitole seznamim étenafe se
zékladnimi pojmy dilezitymi pro pochopeni problematiky metody hlavnich komponent
a také poskytnu strucny piehled nejpouzivanéjSich metod mnohorozmémé statistické
analyzy. Druhé kapitola je zaméfena na vSeobecny popis metody hlavnich komponent.
Zavér celé prace tvoii prakticka ¢ast, ve které na realnych datech ptedvedu rizné zpusoby

vyuziti této metody. K vypoctim a grafickému vyjadieni pouziji statisticky software R.
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Zékladni poymy

vvvvvv

znat pro pochopeni metody hlavnich komponent a pro orientaci v problematice statistické

analyzy mnohorozmérnych dat.

1.1

Mnohorozmérna data

Je tfeba zminit dilezity pojem, a tim je zkoumand ndhodna veli¢ina (proménna,

statisticky znak). Jedna se o vlastnost, kterou sledujeme na prvcich vybéru ¢i populace

a nabyva rtznych hodnot. Je dulezit¢ uvédomit si, ze veli¢iny, které zjiStujeme na

sledovanych objektech, jsou riizného typu. Informace k této kapitole jsou Cerpany zejména

z [3], [6].

Veli¢iny mizeme rozliSovat podle méfici stupnice, tzv. §kaly:

nominalni — veli¢iny méfené na nominalni Skale, tato $kala je slozena ze dvou
¢i vice vzajemné se vylucujicich kategorii, které nemohou byt sefazeny, tedy dale
rozliSujeme nominalni veli¢iny:

a) binarni (dvouhodnotové) — napft. pohlavi,

b) vicehodnotové — napf. barva, rodinny stav,
ordinalni (pofadové) — stejn€ jako u nominalnich veli¢in, jsou hodnoty ordinalnich
veli¢in seskupeny do neslucitelnych kategorii, ale navic lze tyto hodnoty vzajemné
uspoféadat, napf. roven vzdélani, pfijmova kategorie, spole¢enska vrstva,
pomérové s absolutni nulou — za¢ina skute¢nym nulovym bodem, coz umoziuje
vypocitat rozdily (intervaly) mezi hodnotami a také podily téchto hodnot. Zaroven
ale absolutni nula vylucuje zdporné¢ hodnoty, napt. teplota ve stupnich Kelvina,
hmotnost, objem,
intervalové s relativni nulou — nema jednozna¢né stanovenou nulovou pozici,
umozinuje stanovit vzdalenost (rozdil) mezi hodnotami definovanou jednotkou

méteni, napt. teplota ve stupnich Celsia, stupnice vysky tonu.

Déle veli¢iny miizeme rozliSovat podle oboru jejich hodnot:

Spojité — mohou nabyvat nespoc¢etné¢ mnoha hodnot (napt. vyska, vaha, teplota),
diskrétni — nabyvaji pouze spocetné mnoha hodnot, tyto hodnoty se nazyvaji

varianty, kategorie nebo trovné (napt. pocet déti, pocet zaméstnanci).



Také delime veliCiny na kvantitativni a kvalitativni:
e kvantitativni (metrické) — oznacuji veliCiny diskrétni, spojité, pomérové
a intervalové,
e kvalitativni (kategorialni) — oznacuji pouze diskrétni veliCiny, a to nominalni

a ordinalni veli¢iny.

111 Typy statistickych analyz
Rozlisujeme rizné typy analyz mnohorozmérnych dat, zalezi na tom, zda sledované

objekty mliizeme povazovat za nezavislé nebo zda data vznikla jako fada pozorovani téhoz
objektu v riznych obdobich. Informace jsou Cerpany zejména z [5]. Nyni si zavedeme
nasledujici oznaceni:

Xijjt — data,

i =1, ..., n — objekty (pozorovani), kde n je pocet pozorovani,

j=1, ..., p — proménné (vlastnosti), kde p je pocet proménnych, tj. dimenze (rozmér)

ulohy,
t=1,..., T — cas, kde T je Casovy horizont.

Nasledujici tabulka 1.1 znazoriuje rizné typy uloh fesené analyzou dat.

Tabulka 1.1: Ulohy FeSené analyzou dat

Pocet Pocet Casovy ,
pozorovani | proménnych horizont Typ analyzy
n 1 1 jednorozmeérna statistickd analyza
1 p 1 kazuistika
1 1 T jednorozmérné casova fada
n 1 T jednorozmérné longitudinalni sledovani
n p 1 mnohorozmérna statistickd analyza
1 p T mnohorozmérna Casova fada
n p T mnohorozmérné longitudindlni sledovani

Pov§imnéme si, Ze mnohorozmérnd statistickd analyza, které se v této praci budeme

vénovat, se zabyva situaci, kdy na n objektech sledujeme p vlastnosti.



1.1.2 Ptehled mnohorozmérnych metod

Mnohorozmérna analyza zahrnuje velké mnozstvi metod. V této ¢asti poskytneme
strucny prehled Casto pouzivanych mnohorozmérnych statistickych metod. Existuje vice
moznosti jejich déleni. Na obréazcich 1.1 a 1.2 mizeme vidét dvoji zplisob, jak metody

rozlisit.

Obrazek 1.1: Schéma déleni mnohorozmérnych metod podle jejich vzniku

— a) Zobecnéni jednorozmérnych metod

\ 4

Analyza rozptylu: MANOVA

v

Analyza kovariance: MANCOVA

__________________

\ 4

Regresni analyza

v

Odhady parametrt a testy hypotéz \ )

\ 4

Kontingen¢ni tabulky

— b) Pivodni vicerozmérné metody

N
Metody uréené pro: Metoda hlavnich komponent
e sniZeni dimenze (poctu proménnych), (PCA)
—> e hledéani skryté struktury, — -
* zjednoduseni struktury, -P[ Faktorova analyza (FA)
e tfidéni proménnych do skupin. /
N
Kanonicka korela¢ni analyza
(CCA)
J
Diskriminac¢ni analyza (DA) ]
—»  Metody urcené ke tfidéni objektt do skupin
Analyza shlukti (CLU) ]




Obrazek 1.2: Schéma déleni mnohorozmérnych metod podle postaveni proménnych

___ a) Symetrick¢ metody
- maji stejné postaveni proménnych

e A

Metoda hlavnich komponent (PCA)

\. J

\ 4

\ 4

Faktorova analyza (FA)

s N

Kanonicka korela¢ni analyza (CCA)

" J

Analyza shluka (CLU)

\ 4

\ 4

b) Nesymetrické metody
- vystupuji zde dva typy proménnych

e N

Regresni analyza

\. J

\ 4

> Analyza rozptylu: MANOVA

\ 4

Analyza kovariance: MANCOVA

A\ 4

Diskriminaéni analyza (DA)

Dale se v praci budu zabyvat pouze metodou hlavnich komponent. Pro podrobny
popis zminénych metod mohu ¢tenafe alesponn nasmérovat na publikace, jakymi jsou
napt. Vicerozmérné statistické metody P. Hebaka a kol. [2] a Pocitacovi analyza

vicerozmérnych dat v prikladech M. Melouna a kol. [3].
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1.2 Vlastni Cisla a vlastni vektory matice

Dalsi pojem, se kterym se v textu setkdme, je tzv. vlastni Cislo (charakteristické
Cislo, eigenvalue). Informace jsou cerpany z [7].
Necht A= (a;j) je matice fadu n. Jestlize pro urcity parametr A existuje vektor
o €R", w # 0 takovy, Ze
Aow=]1lo, (1.2.1)

potom A se nazyva vlastni (charakteristické) ¢islo matice A a vektor @ se nazyva vlastni

vektor matice A. Rikame pak, Ze vlastni vektor e pi¥islusi k vlastnimu &islu 4.

Rovnici (1.2.1) mizeme zapsat v maticovém tvaru
A-AN)w=0 (1.2.2)

kde 1 je jednotkova matice fadu n, ktera ma prvky na hlavni diagonale rovny jedné

a nediagondlni prvky nulové, rovnici miizeme rovnéz psat ve tvaru

anq ot A — A Wy 0

Rovnice (1.2.2) ptedstavuje soustavu homogennich linearnich rovnic o n neznamych, tj.

(8.11—/1) witapwr+...+amw, =0

dxy wp t (8.22—/1) wr+ ...+anwy,=0

a.nl (1)]_+an2 CU2+ cee + (ann_i) (I)nzo

kterd ma netrivialni (nenulové) feSeni prave tehdy, kdyZ je matice (A — 4 |) singularni,
tzn. det(A — A 1) = 0. Polynom det(A — 4 1) se nazyva charakteristicky polynom matice A
a jeho kofeny jsou vlastni ¢isla matice A.

S vlastnimi &isly souvisi také pojem pozitivni definitnost. Ctvercova matice A

se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro kazdy vektor X # 0 plati
X'A x>0,

pokud plati neostra nerovnost, tj. X'A X >0, pak A je pozitivné semidefinitni. Pozitivné

definitni matice mé vZdy vSechna vlastni ¢isla kladna.

11



1.3 Zakladni ¢iselné charakteristiky

V této casti si uvedeme dualezité populacni a vybérové charakteristiky,

které reprezentuji mnohorozmérna data. Pfi zpracovani této kapitoly bylo ¢erpano zejména

z [1], [8], [6], [8]

1.3.1 Ciselné charakteristiky nahodného vektoru
Pfed uvedenim =zakladnich populacnich charakteristik neboli ¢iselnych
charakteristik ndhodného vektoru si pfiblizime pojem nahodny vektor, z néhoz pii vypoctu

téchto charakteristik vychazime.

o p — rozmérny nahodny vektor’ — je uspofddana p-tice nahodnych velicin

X1, ..., Xp, odpovidajici p vlastnostem a ma nasledujici tvar

T 1
X(pxl) = (Xl"“'Xp) = : (131)
Xp
J Stiredni hodnota nahodného vektoru — je vektor stiednich hodnot nahodnych
veli¢in X;, j =1, ..., p, tj. plati
T EX 1 251
m=Exgpyy = (EXy,...EXy,) =| i [=|}] (1.3.2)
EX, Hp
o Kovarianéni matice? — jedna se o symetrickou, pozitivné semidefinitni matici typu

p X P, jejiz prvky jsou piislusné kovariance dvou nadhodnych veli¢in Cov(Xi, Xj) a navic

plati

Cov(X, Xj) =Var(X)), i=1,..,p.

Kovarian¢ni matice ma tvar

VarX, Cov(Xy,Xz) .. Cov(Xy,Xp)
Ypxp) = Varx = Cov(Xp, X;) VarX; . Cov(X3 Xp)
PXD . : : ,
Cov(Xp,X1) Cov(Xp, Xz) .. VarX,,

!V n&kterych publikacich byva nahodny vektor oznadovan velkym pismenem, napi. [1]. Jelikoz v této
diplomové praci pouzivame velkd pismena pro oznaceni matice a nadhodné veliiny, budeme ndhodny vektor
oznacovat malym pismenem.

2 Nekteré publikace uvadi tuto matici pod nazvem varianéni matice.

12



Pro prvky kovarian¢éni matice plati nasledujici vztahy:

Cov(X;, X)) = E(X; —EX) (X — EXp)) = EQX; —p) X — ) = oy Lk=1,..,p
oy = Cov(X;, Xi) = Cov(Xy, X;) = oy Lk=1,.,p

VarX; = 0;; = o/ i=1,..,p

Kovarian¢ni matici mizeme ptepsat do tvaru

0—12 0'12 O-lp
g .. O©
Soxp = EX—@X-wT=|%2 "2 7 ¥ (1.33)
Op1 Op2 - O-g

V souvislosti s vySe uvedenou matici se v textu setkame s pojmy hodnost matice
a stopa matice.
e M¢&jme matici A typu n X p. Hodnosti matice A (znac¢ime rank(A)) rozumime ¢islo,

které udava maximalni pocet jejich linearné nezavislych fadka, resp. sloupct, tj.

rank(A) = min(n, p). (1.3.4)

e Necht’ A je ¢tvercova matice typu p X p. Stopa matice A (znacime st(A)) vyjadiuje

soucet prvkill na hlavni diagonale, t;.

St(A) = Z?:l a;;. (135)

J Popula¢ni korelaéni matice — je symetrickd matice, jejiz prvky odpovidaji
populacnim korelaénim koeficientim p;;, které méii zavislost ndhodnych velicin X;, X
Vv ptipad¢€ linearniho vztahu a maji nasledujici tvar

Tik

Pix = Y, O-iio-kk’

potom populacni korelacni matice mé nésledujici tvar:

1 P12 - P1ip
1 . P

] (1.3.6)
Pp1 Pp2 - 1

kde

Pik = Pki l'k =1, 2
pii=1 l=1,,p

13



1.3.2 Ciselné charakteristiky nahodného vybéru
V této cCasti si predstavime zakladni vybérové charakteristiky. Nejdiive si vSak
objasnime dulezité pojmy, jakymi jsou ndhodny vybér a zdrojova matice dat, z nichz tyto

charakteristiky pocitdme.

J Nahodny vybér — jedna se o nezavislé, stejné rozdélené p-rozmérné nahodné
vektory X, ..., Xn, které ziskame nezavislym méfenim n objektu.
o Zdrojova matice dat — je matice, ve které jsou zdrojova data uspofadana do

rozméru n X p. Radky tedy reprezentuji n objektd a sloupce p znakti (proménnych), které se

na objektech zkoumaji. Zdrojova matice dat ma tvar

X1 X2 X1p] [x}ﬂ]
[X,, X Xop | T
Xmnxp) = | 21 : 22 ?p | = l[szl (1.3.7)
anl Xn2 anJ xﬁ
. Vybérovy primér — pokud madme nidhodny vybér Xi, ..., Xn, potom vybérovy
pramér X vypocitame nasledujicim zplisobem
- 1
x(pxl) = ;Z?:l Xi, (138)
tj. dostavame nahodny vektor X = ()?1, ,)?p)T.
o Vybérova kovarian¢ni matice — matice S = (Sy) typu p X p, jejiz prvky jsou

vybérové kovariance mezi j-tou a k-tou proménnou Sjk, pro které plati

1 = S .
Sjk = E ?zl(Xij _Xj)(Xik _Xk) ],k = 1, e, P- (139)

J Vybérova Kkorelaéni matice — je symetrickd matice, jejiz prvky odpovidaji

vyb&rovym korela¢nim koeficientim 7j

.
jk k=1,

i = ] o, P
i

Obdobn¢ jako u populacni korela¢ni matice jsou diagondlni prvky této matice vzdy rovny

(1.3.10)

jedné a pro nediagonalni prvky plati -1 <ry < 1.

14



Vybeérova korelacni matice ma tedy tvar

1 T2 Tip
T
Ripxp = | 2 1 o (1.3.11)
rpl rpz 1

15



2  Metoda hlavnich komponent (PCA)

V nasledujici kapitole se seznamime s metodou hlavnich komponent (Principal
Component Analysis, PCA). Tuto metodu zavedl jiz vroce 1901 anglicky matematik,
filozof a zakladatel oboru matematické statistiky Karl Pearson jako popisnou statistickou
metodu, kterd slouzila zejména k redukci mnohorozmérnych dat. Na jeho praci navazal
v roce 1933 statistik Harold Hotelling, a to tim zpisobem, ze zobecnil postup aplikaci
komponentni analyzy na ndhodné vektory a navrhl pouziti metody hlavnich komponent pro
rozbor kovarian¢ni struktury proménnych. Proto miizeme tuto metodu najit také pod
nazvem Hotellingova transformace (Hotelling Transform). V soucasné statistické literatuie
je metoda hlavnich komponent doporucovana zejména jako vyznacny nastroj prizkumové
analyzy dat pro ovéfovani ptredpokladd, dale jako samostatny nastroj rozboru struktury
vztahti v mnozin€ vzajemné zavislych pozorovani a v neposledni fadé jako uzite¢ny
pomocnik nékterych metod mnohorozmérné statistické analyzy. Metoda hlavnich
komponent pomaha jako jedno z moznych prvnich feseni naptiklad diskrimina¢ni analyze
Vv piipadé malého poctu pozorovani a velkého poétu proménnych, dile umoznuje regresni
analyze odstranit problémy s multikolinearitou a piebyteénym pocétem vzajemné zavislych
vysvétlujicich proménnych, pomaha také shlukové analyze pii klasifikaci objektii
do homogennich skupin na zakladé velkého poétu proménnych, ale i faktorové analyze
a dal$im mnohorozmérnym metodam [2], [9]. Hlavnim zdrojem pro tvorbu této kapitoly

byly &lanky a knihy [1], [2], [3], [5], [10], [11].

2.1 Cile metody PCA

Zakladni cil metody hlavnich komponent spo¢iva zejména ve zjednoduSeni popisu
skupiny vzajemné linearné zavislych, tedy korelovanych znakii. Metoda se snazi snizit
dimenzi ulohy neboli redukovat pocet znaki bez velké ztraty informace, coz je vyhodné
pfedevsim pro zobrazeni mnohorozmérnych dat. Jednotlivé méfené veli¢iny pomérné casto
vykazuji silnou korelaci. Pro zjednodusSeni analyzy a snadnéjsi hodnoceni vysledku je
vhodné zkoumat, zda je mozné celou skupinu proménnych (tedy studované vlastnosti
pozorovanych objektll) nahradit jedinou veli¢inou nebo menSim poctem velicin,
které budou nést o datech téméf stejnou informaci, jako nesly veli¢iny plvodni.
Tento problém lze popsat jako metodu linearni transformace piivodnich znakli na nové,

vzajemné nekorelované proménné, které maji vhodngjsi vlastnosti a je jich vyrazné méné.
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Metoda hlavnich komponent se tedy snazi nalézt tyto skryté (umélé, latentni, nemefitelné)
veliCiny, nazvané jako hlavni komponenty. Nové¢ vytvofené proménné jsou linearni
kombinaci pivodnich proménnych a pozaduje se od nich, aby co nejlépe reprezentovaly
puvodni proménné, jinak feceno, aby co nejlépe vysvétlovaly variabilitu ptavodnich
proménnych.

Zakladni charakteristikou kazdé hlavni komponenty je jeji mira variability cili
rozptyl. Hlavni komponenty jsou sefazeny podle dileZitosti, tj. podle klesajiciho rozptylu,
od nejvétsiho k nejmensimu. Prvni hlavni komponenta obsahuje nejvice informace
o variabilit¢ pavodnich dat, druhda hlavni komponenta zase nejvétsi cast rozptylu
puvodnich dat neobsazeného v prvni komponenté. Nejméné informace je obsazeno
V posledni komponenté. Pokud ma néjaky pivodni znak maly ¢i dokonce zadny rozptyl,
potom neni schopen piispivat k rozliSeni mezi objekty. Metoda hlavnich komponent
umoziuje namisto vySetfovani velkého poctu ptivodnich znakl s komplexnimi vnitinimi
vazbami analyzovat pouze maly pocet nekorelovanych hlavnich komponent.

V praxi byvd metoda hlavnich komponent vyuzivana naptiklad pro efektivni
rozpoznavani obrazku lidské tvaie v tzv. facespace (prostoru tvari, kolekci obrazkl tvaii).
V tomto pfipadé metoda hlavnich komponent redukuje plvodni prostor obrazki
a poskytuje velmi rozumnou extrakci ryst. Praktickou ulohou je identifikace osob podle
zvoleného biometrického rysu, jako je naptiklad o¢ni duhovka &i rysy tvare [13], [14].
Dalsi praktické vyuZiti metody hlavnich komponent si ndzorn¢ ukdZeme na konkrétnich

ptikladech v kapitole 3.

2.2 Podstata PCA

U metody hlavnich komponent je vstupem zdrojova matice dat X typu n X p
viz (1.3.7). Jak jiz bylo zminéno v kapitole 1.3, tato matice obsahuje hodnoty n objektt
(pozorovéani, méteni) pro p puvodnich proménnych (vlastnosti, zkoumanych znakd,
meéfenych veli¢in). Dulezita je skuteCnost, Ze pro kazdy objekt ze skupiny n objekti je
znamy zkoumany znak. Vystupem je aproximace zdrojové matice dat X, obsahujici
hodnoty n méfeni pro p~ hlavnich komponent. Informace k této kapitole jsou Eerpany
zejména z [2], [3], [12].

Na obrazku 2.1 je schematicky znazornéna situace, kde se zdrojova matice dat X

rozklada na tzv. matici komponentnich skore typu n X k a matici komponentnich

17



zatézi typu k X p*. Pfi zméné soufadnic z objekti v ptivodnich znacich na objekty
v hlavnich komponentach dochazi k rozdilu, tedy ke ztrat¢ informace projekci do mensiho
poc¢tu rozmérl. Tento rozdil nazyvame mirou tésnosti prolozeni modelu PCA nebo také
interpretace, tj. vysvétleni uzitych hlavnich komponent, jejich pojmenovani a vysvétleni
vztahu ptvodnich veli¢in k hlavnim komponentam. Aproximace zdrojové matice dat X ma
fadu vyhod v interpretaci dat. Jedna se nejen o zménu soufadnicového systému, ale také
piedevSim o nalezeni tzv. Sumu (ostatnich zbyvajicich hlavnich komponent) a jeho

vypusténi.

Obrazek 2.1: Schéma maticovych vypocti v PCA (upraveno dle [3])

Zdrojova matice dat X

Objekty
i=1,...,n
v
Pivodni proménné
j=1...,p
> *
pcal P=P
Matice komponentnich Matice komponentnich
skére Y Zat8H Q7
Hlavni
komponenty
_ =1 ...p
Objekty >
=1 ..,n Objekty
i=1,...,n
v
>
Hlavni komponenty
i=1...p
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Prvky nov¢ vzniklych matic nazyvame komponentni skore a komponentni zatéze,
jejichz vyznam si vysvétlime v kapitole 2.3.1. Vzhledem Kk tomu, Ze se k rekonstrukci
obecné pouziva kz p~ hlavnich komponent, projevi se ztrata informace vznikem chybové

matice neboli matice rezidui E rozméru n X p*. Plati tedy vztah
X =YQ' + E = struktura dat + Sum

Matice rezidui E neni objasnéna modelem hlavnich komponent. Souvisi
S tzv. té€snosti prolozeni modelu a ukazuje, jak dobfe jsou objekty prolozeny modelem

hlavnich komponent.

Doposud jsme pro pocet hlavnich komponent pouzivali oznaceni j = 1, ..., p*,
dale budeme pro zjednodus$eni pouzivat oznaceni j = 1, ..., p, stejné¢ jako u ptivodnich
proménnych.

2.3 Hlavni komponenty v populaci

Informace K této kapitole jsou Cerpany zejména z [1], [2], [5], [10].

Z algebraického hlediska jsou hlavni komponenty konkrétni linearni kombinace p
nahodnych veli¢in X1, Xy, ..., Xp. Z geometrického hlediska tyto linearni kombinace jsou
osy nového soufadnicového systému, jehoz dimenze je ,,rozumné* mald. Nové osy
predstavuji smérnice s maximalni variabilitou a poskytuji jednodu$si a Setrny popis
kovarian¢ni struktury. Metoda hlavnich komponent tedy vytvoii novy soufadnicovy systém
rotaci pivodniho systému a pievede do né& plvodni proménné Xi, X, ..., Xp. Rotaci
provede tim zpisobem, aby obrazy ptipadi v nové soufadné soustavé vyhovovaly uréitému
kritériu.

M¢jme nahodny vektor X = (X1, Xz, ..., Xp)T, jehoz prvky jsou nahodné veli¢iny
majici vicerozmérné normalni rozdéleni, s kovarian¢ni matici Y (viz 1.3.3) o hodnosti p,
tj. rank(})) = p. Ozname postupné klesajici charakteristicka ¢isla matice ) jako
A1 >A2> ... >4y >0 ajejich odpovidajici charakteristické vektory w1, @, ..., @y.

Uvazujme linearni kombinace:

Y= wlTX =Xy opXo+ ..+ wlep
Y, = ngX =W X1+ wpXo+ ...+ a)szp
(2.3.1)

- T, —
Yp - wp X = C()p]_X]_ + a)p2X2 + ...+ (Uprp
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Plati (viz str. 19):

Var(Y)) = o'y, o; = 4 i=1...,p (2.3.2)
Cov(Y;, Y) =o'y, @ =0 ik=1,...,p (2.3.3)
Uvedené nekorelované linearni kombinace Y1, Y, ..., Y, pfedstavuji hlavni

komponenty a jsou sefazeny podle dilezitosti, tzn. podle klesajiciho rozptylu od nejvétsiho

k nejmensimu.

Prvni hlavni komponenta je linedrni kombinace Y;, kde vektor @; je urcen
maximalizaci rozptylu komponenty Yi, tj. Var(wi'x), pies viechny vektory e, tak,
aby byla splnéna normalizaéni podminka @1 @ = 1. V piipadg, 7e @, je charakteristicky
vektor odpovidajici 41 a pfi splnéni normaliza¢ni podminky je maximalni hodnota rozptylu
Y1 rovna nejvétSimu charakteristickému ¢islu A; kovarianéni matice ). Prvni hlavni
komponenta, s nejvétsim rozptylem, tedy obsahuje nejvice informace o variabilité
puvodnich proménnych.

Druha hlavni komponenta je linearni kombinace Y;, kterd maximalizuje rozptyl
Var(m,'x) spliiujici podminku ®'®w; = 1 a navic musi byt splnén pozadavek
nekorelovanosti veli¢in Y1, Yo, tj. Cov(Yy, Yz) = 0, coZ zajistuje kolmost obou hlavnich
komponent. Druha hlavni komponenta popisuje nejvétsi Cast rozptylu neobsazeného
Vv prvni komponent¢.

j-ta hlavni komponenta je analogicky linearni kombinace Yj, ktera maximalizuje
rozptyl Var(w,-Tx) a spliuje omezujici podminky ijwj =1 a Cov(Yj, Yi) =0 pro k <.

Nejméné informace je tedy soustfedéno v posledni komponenté.

Kovarian¢ni matici ), mizeme napsat pomoci spektralniho rozkladu jako

Y = PAPT =Y_ Ljw; w], PP = PPT = Iy, (2.3.49)
kde
A0 0
Apxp) = 0 /12 . 0 (2.3.5)
0 0 .. 2

je diagonalni matice fadu p, kterd ma na hlavni diagonale vSechna sestupné uspotfaddana

charakteristicka ¢isla matice Y a P x p) = (@1, ..., @p) je ortogondlni matice, jejiz prvky
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jsou ortonormalni vlastni vektory Y, tj. k-ty sloupec matice P je vlastni vektor ey matice >,
ktery piislusi vlastnimu &islu A a pro ktery plati normalizagni podminka ey ey = 1.

Ze vztahu (1.3.5) plyne
st(Y) = st(PAPT) = st(APTP) = st(A) = Aq + ... + Jp.

Pomoci nasledujicich tfech vztahu ([1], str. 432), které plati pro kovarian¢ni matici

>, si dokdzeme platnost tvrzeni (2.3.2) a (2.3.3):

1) Pro libovolny nenulovy vektor a typu p x 1 plati

T
MaXgeo o = ;. (2.3.6)

Diikaz:
Necht' P x p) je jiz zminénad ortogonalni matice a A x p) je diagonalni matice

s vlastnimi ¢isly Ay, ..., 4p na hlavni diagonale. Dale necht’ le 2=PAYPT 3 Cox1) = PTa.

Tudiz je-li a # 0, pak také ¢ # 0 a plati

1 1 1 1
a'ya a"yzy?a a"PAZPTPAZPTa  cTAc  X)_, Ai¢icf

Tg  alPPTg T T T Te NP T
a'a a'PP'a c'c c'c =16 €
p 2 p 2
j=14 € j=1¢ 1
P 2 = Lyp 2 1
j=1 ] j:]_ ]
Potom pro volbu a = w; plati
1
¢c=PTa=Plw, =!|
0
odtud
wTw. = {1 k=
L7l k#1
a také pro tuto volbu plati
T T T
cAc A aya wYyw,
=—=]1; nebo = =wl Yw; =1
c™c¢ 1 a'la owlw, 1201 =4

Rovnost (2.3.6) je splnéna.
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Nyni uvazujme, pokud je splnéna normalizadni podminka ;' @; = 1, pak pro volbu

a = w1 plati

a'ya WiYw;

maXgzo—7 =M = — 7 = Var(Y;)

aa W10

protoze
T T T
W Yw; whw; lLww

Var(Y;) = Var(w]x) = w] Varx w; = o] Yw; = = = = .

T T T

Je tedy zfejmé, Ze rozptyl prvni hlavni komponenty je roven vlastnimu ¢islu 4;.

2) Pro libovolny nenulovy vektor a plati

. a'Ya 1
min —_— = .
a+0 aTa D

Platnost této rovnosti, bychom dokazali analogicky jako v pfedchozim piipadé.

Podobné, pii splnéni normaliza¢ni podminky prwp =1, je—lia=wy plati

T T
aya W, W,
MiNgzg—— =4, = = Var(Y, ).
a+0 aTa D wgwp ( p)
3) Pro libovolny nenulovy vektor a plati
a’ya
MaXg ) w;,...,wk W = /1k+1 k=12, .., p—1,

kde symbol L oznacuje kolmost. Analogicky pro volbu a = @ + 1, je-li splnéna podminka

wrw; = 0,i=1, ..., kak=1,...,p-1, potom

T
Wi112Wpi1 T
— g = Wy 2@y = Var(Yyq),
Wi 1 W41

T _ T _ y _
kde @iy 1 X0p11 = Ay @ppr Wit = Ay, takze Var(Yep1) = Agyr

Zbyva dokazat, ze vektory m; a wy, které jsou na sebe kolmé (tzn. w; w, = 0,i # k),
splituji pozadavek nekorelovanosti velicin, tj. Cov(Y;, Yx) = 0. Jelikoz vlastni ¢isla a vlastni
vektory matice ) spliuji vztah Yw, = A w;, podle (1.2.1), potom pro libovolné dva

vektory w; a wy plati

Cov(Y;, V) = Cov(w]x, wix) = @] Varx oy, = 0] Yoy = @] Loy =

=lw w, =0  proi#k.
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Platnost tvrzeni (2.3.2) a (2.3.3) vyjadfujici, ze hlavni komponenty jsou

nekorelované veli¢iny S rozptyly rovnymi vlastnim ¢isliim, je timto ovéfena.

Jak jiz bylo feCeno na zacatku této kapitoly, z geometrického hlediska predstavuji
hlavni komponenty osy nového soufadnicového systému. Vychdzime z populace, ve které
maji ndhodné veliCiny X1, Xy, ..., X, vicerozmérné normalni rozdé¢leni, tj. pfedpokladame,
ze nahodny vektor X = (X1, Xz, ..., Xp)T ma p-rozmérmé normalni rozdéleni Np(u, }).
Oblast, ve které je hustota ndhodného vektoru konstantni ma tvar elipsoidug, tj. mnoziny

vSech vektora X takovych, pro které plati rovnost

-y x—p=c?
kde Y je inverzni matice® ke kovarianéni matici Y. Tyto elipsoidy jsou centrované v u
sosami +c\/A;w;, kde J; jsou vlastni ¢isla matice > a w;i jsou jim ptislusejici vlastni
vektory. Bod lezici na i-t¢ ose elipsoidu bude mit soufadnice umérné vlastnimu vektoru
;i = (wi1, i, ..., wip)T Vv soufadnicovém systému, ktery ma pocatek v g a osy rovnobé&zné
s ptivodnimi osami Xi, X, ..., Xp. Polozime-li 4 = 0, posune se soufadnicovy systém
do pocatku v nule, mizeme psat

c? =xTy 1x.

Plati-li pro matici Y vztah (2.3.4), tak pro inverzni matici Y™ plati

wT

-1 _ -1pT —
Y 1=PA P = i

14 1
L —;
J=12;"
Muzeme tedy psat
1 1 1 2
2 =xTy " x = —(w{x)? + — (wIx)? + -+ —(wix)",
A Ay Ap

kde @;'X, ..., @,'X jsou hlavni komponenty. S vyuzitim (2.3.1) plati

1 1
==Y+ +—Y>

A Ap
Tato rovnice definuje elipsoidy Vv soufadnicovém systému s osami Y1, Yz, ..., Yp lezicimi
ve sméru piislusnych vektorli w1, ..., @, Pokud je A1 nejvétsi vlastni ¢islo kovariancni

(24

matice Y, hlavni osa lezi ve sméru vektoru w;. Zbyvajici osy mensiho méfitka se nachazeji

¥ Ve dvourozmérném ptipadé mluvime o elipsach.
* Inverzni matice k dané matici je matice, kterd po vynasobeni s matici piivodni d jednotkovou matici.
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ve sméru vlastnich vektorii @y, ..., wp. Hlavni komponenty Y1, Y, ..., Y, tedy tvoii osy
elipsoidu konstantni hustoty, tj. osy nového soutadnicového systému.

Elipsa konstantni hustoty pro dvourozmérny nahodny vektor X = (X, XZ)T, ktera ma
pocatek v u = 0 je znazornéna na obrazku 2.2. Mizeme vidét, ze hlavni komponenty Y;
a Y, jsme ziskali rotaci ptivodniho soufadnicového systému os. Korelacni koeficient p
je zde roven 0,75 a udava miru zplosténi elipsoidu (napt. p = 0 odpovida kruznici, naopak

p =1 pfimce).

Obrazek 2.2: Elipsa konstantni hustoty (upraveno dle [1])

Yi=onTx

Z=x"3"1x ><

© &
I
A

~J
L

2.3.1 Pocet hlavnich komponent

Jak jiz bylo feceno v kapitole 2.1, cilem metody hlavnich komponent je ,,vmé&stnat*
co nejvice informace do né€kolika malo novych proménnych. Obecné 1ze dosdhnout stavu,
ve kterém uplny systém vSech p hlavnich komponent Yy, Yy, ..., Y, dokonale (beze zbytku)
vysvétli celkovy rozptyl plvodnich proménnych. Jelikoz hleddme nizs$i rozmér dat,
uvitdme, kdyz celkové bude hlavnich komponent vyrazné¢ méné nez p. Prvni o co se tedy
budeme ve vysledcich zajimat je, nakolik je takova ,komprese® mozné a kolik budeme
potiebovat vyslednych komponent. Hlavnim zdrojem informaci o této problematice jsou

publikace [1], [2], [10], [12].
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Pro hodnoceni a uspotradani objektti by bylo zfejmé nejvyhodnéjsi mit pouze jednu
hlavni komponentu, coz Ize velmi vzacné oc¢ekavat. Z hlediska grafického zobrazeni dat by
bylo vhodné mit nejvyse tii hlavni komponenty, ale samoziejmé zalezi na poctu ptivodnich
veli¢in. Jak je uvedeno v publikaci P. Hebaka a kol. [2], zkuSenosti s pouzivanim metody
hlavnich komponent ukazuji, Ze se velmi Casto vyskytuje pfipad tfi az Ctyi hlavnich
komponent. Vice nez pét az Sest hlavnich komponent nelze povazovat za prilis Gspésné
feSeni a nebyva ani potfebné.

Pro p komponent plati:

o’ o+ . oy =Yh Var(X) =+ ... + Ay = Yb Var(Y), (2.3.7)

to znamena, ze celkovy rozptyl populace (tj. zakladniho souboru ¢i pivodnich ndhodnych

veli€in X1, Xy, ..., Xp) odpovida celkovému rozptylu hlavnich komponent.

Ze vztahu (1.3.5) plyne

SU(Y) = 57, Var(X,) = st(A) = £2_, Var(¥).

Mirou vyznamu (také oznacovanou jako podil variability) k-té hlavni komponenty

vzhledem k celkovému rozptylu vysvétlovanych veli¢in X1, Xy, ..., X, je podil

/1]{ _ Ak _ Ak _
Ao+ o +dy st st(A) k=1,2,...p. (2.3.8)

Jestlize soucet prvnich (nejvyssSich) podila variability je dostate¢né blizky jedné,
tj. vyjadfeno v procentech 100% (obvykle vsak staci 80% az 90%), potom muZeme bez
velké ztraty informace nahradit pivodnich p proménnych témito prvnimi k hlavnimi
komponentami.

Vztahy mezi pivodnimi veli¢inami a hlavnimi komponentami vyjadiuji nasledujici

korela¢ni koeficienty [1]. Uvazujme hlavni komponenty
Yl = wlTX, Y2 = C!)ZTX, vy Yp = prX
S kovarian¢ni matici ), potom

Cov(Y;,Xg) Aiwik @A

pYi.Xk = \/Var(yi)\/Var(Xk) = \/Ti\/Gkk B v Okk

jsou korela¢ni koeficienty mezi komponentami Y; a veli¢inami Xy, kde Cov(Y;, Xi) je

ik=1,2...p (2.3.9

kovariance mezi i-tou hlavni komponentou a k-tou ptivodni veli¢inou.
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V kapitole 2.2 jsme si ukazali rozklad zdrojové matice dat X na matici
komponentnich skére Y a matici komponentnich zatézi Q. Prvky t&chto nové vzniklych
matic souvisi s urCenim vyznamnosti hlavnich komponent. JelikoZz nékteré publikace
pojmy komponentni skore a komponentni zatéze (vahy) neuvadéji, povazuji za dulezité
tyto pojmy zminit a vysvétlit jejich vyznam.

Komponentni skdére predstavuje soufadnice objektl v novém prostoru
definovaném hlavnimi komponentami. Jedna se tedy o hodnoty hlavnich komponent pro
kazdy objekt, které se dale pouzivaji jako vstupni data i v dalSich analyzach (napiiklad
v analyze shlukové, diskrimina¢ni nebo mnohorozmérné regresi).

Oznacime-li jako X; vektor hodnot i-tého objektu i = 1, ..., n, potom projekce i-tého

objektu na j-tou hlavni komponentu je komponentni skore
Vj=f(x-%) i=1.,nj=1.,p (2.3.10)

Kazdy objekt ma sviij soubor komponentnich skore, pficemz pocet komponentnich
skére v tomto souboru odpovida poétu hlavnich komponent. Radky matice skore tvoii
skore pro jeden objekt a sloupce jsou tvofeny vektory skore, které jsou ortogonalni
a obsahuji skore vSech objekt pro jednu hlavni komponentu. Skére objektd na hlavnich
komponentach se pouziva k vykresleni dat do tzv. rozptylového diagramu komponentnich
skore (Scatterplot), ktery si pfiblizime v kapitole 2.4. Jedna se o jeden z nejcastéji
uzivanych grafii metody hlavnich komponent, pomoci kterého miZeme jednoduSe urcit
pocet vyznamnych komponent.

Matice komponentnich vah Q' je transforma¢ni matici, kterd pievadi pivodni
znaky zdrojové matice X na hlavni komponenty. Vztah mezi pivodnimi proménnymi
a hlavnimi komponentami vyjadiuji Komponentni vahy (zatéze).

Komponentni vahy jsou prvky vektoru komponentnich vah (sloupce matice
komponentnich vah), ktery slouzi pro lepsi srovnani vlastnich vektorti kovarian¢ni matice
Y. Zatimco prvky uvnitf kazdého vlastniho vektoru jsou vzdjemné porovnatelné, nejsou
porovnatelné prvky z rtiznych vlastnich vektord. Cim vice prvki mé vlastni vektor,
tim jsou jeho jednotlivé prvky blizsi nule. Z tohoto diivodu je pro lepsi srovnani vhodné
pouzivat vektory komponentnich vah, které ziskame vynasobenim prvku kazdého vlastniho

vektoru odmocninou piislusného vlastniho ¢isla, tj.
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Prvky vektoru komponentnich vah jsou stale vlastni vektory odpovidajici kovarian¢ni
matici, rozdil je ale v tom, Ze jsou porovnatelné, protoze ¢im véEtsi jsou, tim veétsi vyznam

ma i odpovidajici hlavni komponenta.

2.3.2 Ukéazka redukce ptivodnich proménnych

Na nasledujicim jednoduchém piikladu si nazorné ukazeme, jak postupovat pii
redukci souboru ptivodnich veli¢in, jinak feceno, jak vytvofit hlavni komponenty bez velké
ztraty informace.

Predpokladejme nahodné veliCiny X3, X», X3 a jejich kovarian¢ni matici ), ktera je

4 0 O
Z=[0 3 1].
0 1 5

symetrickd a pozitivné semidefinitni

Hned na prvni pohled miZzeme z kovarian¢ni matice poznat, ze nahodna veli¢ina X;
je jednou z hlavnich komponent, protoZze je nekorelovana s Xj, Xz, tzn. Cov(X;, Xp) =
= Cov(Xy, X3) = 0.

Nyni vypocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory matice ).

Charakteristicka rovnice ma tvar:

4—- 2 0 0
0 3—-1 1 [=0
0 1 5—-1
Dostaneme: 4-)B-A)B-1)-@4-1)=0

(4-2) (A*-81+14)=0
Vlastni &isla matice Y jsou Ay =4 +v2, 12 =4, 13 =42,

Nalezeni vlastniho vektoru piislu§ného Kk vlastnimu &islu 43 = 4 + /2 pak vede k feseni

soustavy rovnic (1.2.2), tj.

—/2 0 0 w1\ /0
0 1 —V2+1/ @3/ N0

Provedenim elementarnich fadkovych transformaci dostaneme soustavu rovnic
w
\/E 0 0 wl _ 0
-1 1 2]=10
0 w3 0
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Pro 4y = 4 + /2 ziskame vlastni vektor @, = o, 1, V2 + 1)T.

Analogicky postupujeme pii nalezeni vlastnich vektort pfislusnych Kk vlastnim
¢islim /A, a A3. Pro A, = 4 ziskame vlastni vektor w; = (1, 0, 0)T aproiz=4- V2 vektor
w3=0,-1,v2-1)".

Pro m, = (1, 0, 0)" je splnéna normaliza&ni podminka @, @, = 1. Aby byla splnéna

normaliza¢ni podminka u w1, w3, znormalizujeme tyto vlastni vektory a dostaneme:

1 V2+1
NNy Tzﬁf = (0; 0,383; 0,924)",

It SR s SR : T
—— ) =(0,-0,924,0.383)".

w1 = (0,

w3 = (0,

Shrnuti vlastnich ¢isel a vlastnich vektort:

Ji=4++2=5414, o1 = (0; 0,383; 0,924)".
A2 =4, ;= (1,0,0)".
Ja=4—+/2 =2586, w3 = (0; — 0,924; 0,383)".

Vsechny 3 vektory spliuji normaliza¢ni podminku. Dle (2.3.1) dostavame
nasledujici hlavni komponenty.
Yi=o;" x=0,383 X, + 0,924 X;
Y, = sz X=X
Y3 = 3" x=-0,924 X, + 0,383 X,
Nyni si postupné ovétime, zda jsou splnény rovnice (2.3.2, 2.3.3).
Rozptyly komponent (2.3.2):
Var(Y1) = Var(0,383X, + 0,924X3) = 5,414 = };,
Var(Y;) = Var(Xy) =4 = 4y,
Var(Ys) = Var(— 0,924 X, + 0,383 X3) = 2,586 = 1s.
Kovariance komponent (2.3.3):
COV(Y;L, Y2) = COV(O,383 Xy + 0,924 X3, X1) =0
Cov(Y2, Y3) = Cov(X1, — 0,924 X, + 0,383 X3) =0
Cov(Y, Y3) = Cov(0,383 X, + 0,924 X3,— 0,924 X, + 0,383 X3) =0
Vidime, Ze rozptyly komponent odpovidaji vlastnim c¢islim a je splnén poZadavek

nekorelovanosti velié¢in.
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Také je ziejmé, Ze je splnén vztah (2.3.7):

onton+top=4+3+5=41+A+43=5414+4+2586=12

Dle (2.3.8) zjistime, Ze prvni hlavni komponenta Y; piiblizné vysvétluje
Ml( 21+ 22+ 23) =5,414 / 12 = 0,451 => 45,1 % celkového rozptylu vysvétlovanych veli¢in
X1, X2, X3.

Dale uvazujme prvni dvé komponenty, které vysvétluji (A + A2)/(A1 + A2 + A3) =
= 0,785 => 78,5 % celkového rozptylu vysvétlovanych veli¢in. V tomto piipadé mizeme
puvodni tii veli¢iny nahradit dvéma hlavnimi komponentami Y1, Yo, které bez velké ztraty
informace z velké Casti vyCerpaji celkovou variabilitu veli¢in Xg, Xz, Xs.

Vztahy mezi pivodnimi veli¢inami Xj, X, X3 a hlavnimi komponentami Yj, Y;

vyjadiuji ptislusné kovariance a korela¢ni koeficienty (2.3.9):

- w11\/7\—1 =0
Py, x,= Von

p — W12/ A - 0,383+/5,414 _
"Xz V022 V3

p — 0)13\/)\1 - 0,924\/5,414 —
NN

0,515

0,962

— w21\/)\—2_1_\/1_1
pYZ,Xl_ m - \/Z -

- w22\/7\—2 =0
Poxe™ T

—_ (1)23\/)\—2 —_ O
pYz,X3_ \/0—33 -

Je patrné, Ze ptivodni veli€iny X», X3 jsou siln€ korelované s hlavni komponentou Y3
a mezi veli¢inou X; a hlavni komponentou Y, je pfima linearni zavislost. Zbylé korelace

muzeme zanedbat, protoze tieti komponenta Y3 neni dilezita.
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2.3.3 Standardizace dat

Nasledujici kapitola vychazi z [1], [2].

Doposud popsany postup urceni hlavnich komponent pfimo z kovarian¢ni matice je
pouzitelny pouze V Glohach, ve kterych jsou sledované ndhodné veliciny Xy, ..., Xp méfeny
ve stejnych jednotkéach, a navic rozptyly téchto veli¢in nejsou zdsadné odlisné. Pokud
nejsou ob¢ tyto podminky splnény, mizeme pouzit standardizované veli¢iny, které

ziskame normalizaci (linearni transformaci) ptivodnich veli¢in, a to nasledovné

. (X1 — 1)

Z, = W
(2.3.11)

7 = (Xp - ﬂp)

Z téchto normovanych (standardizovanych) veli¢in vypocitdme kovariancni matici )
dle (1.3.3). Jinak ma smysl provadét metodu hlavnich komponent na zakladé¢ popula¢ni

korela¢ni matice p (1.3.6).

Standardizaci pivodnich veli¢in miizeme zapsat maticove

7= (V%)_1 X - ),

kde
|’ 011 0 0 'l
; _ l 0 /0'22 0
Vipxp) = : : :
0 0 Japp

je diagonalni matice fadu p, ktera ma na hlavni diagonale smérodatné odchylky a u je
vektor stfednich hodnot (1.3.2).
Dle [1, str. 437] je ziejmé, ze

E(Z) =0,

-1

Cov(Z) = (V%>_1 > (v%) =p.

Numericky je tedy lhostejné zda hlavni komponenty ziskame z kovarian¢ni matice

normovanych veli¢in ¢i z korelaéni matice plvodnich (netransformovanych) veli¢in.
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Nicméné je nutné si uvédomit, ze vysledky ziskané z kovariancni matice ) puvodnich

(netransformovanych) veli¢in se nedaji pfevést na vysledky ziskané z korelacni matice p.

Pro i-tou hlavni komponentu ziskanou jako linearni kombinaci standardizovanych

veli¢in Z3, ..., Z, S kovarian¢ni matici Cov(Z) = p plati

-1

1
Y, =wlz=w] (V§> X—p), i=1,..p.

Kromé toho

iVar(Yi) = ivar(zi) =p

pYi'Zk = wik\/l_i l,k = 1, o P

kde dvojice (41, 1), ..., (4p, @p) jsou sestupné usporadana vlastni Cisla a jejich
odpovidajici vlastni vektory ziskané z korela¢ni matice p.

Mirou vyznamu Kk-t¢ hlavni komponenty vzhledem k celkovému rozptylu

standardizovanych veli¢in Zy, 7, ..., Zy je zde podil%" k=1,...,p.

2.4 Grafické zobrazeni hlavnich komponent

Vysledky metody hlavnich komponent lze zobrazit pomoci riznych graft. V této
casti si ukdzeme pouze nekteré typy grafli, které se pro interpretaci vysledkli pouzivaji

nejcastéji. Informace k této kapitole jsou Cerpany zejména z [1], [3].

24.1 Catteltiv indexovy graf Gpati vlastnich Cisel (Scree plot)

Jednd se o graf, ktery zobrazuje relativni velikost jednotlivych vlastnich cisel
kovarianéni matice uspofadanych sestupné, tj. 11 > 4> > ... > 4, > 0. Tento graf se ¢asto
vyuziva pro uréeni poétu k vyznamnych komponent. Upati je zlomovy bod Vv grafu,
ktery oddé€luje vyznamné komponenty od nevyznamnych. Nachazi se v misté, ve kterém

se kfivka dostava do rovnobézné urovné osy s indexy vlastnich c¢isel. Hodnota indexu
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tohoto zlomu udavé pocet vyznamnych komponent. Na obrazku 2.4 je uvedeny ptiklad,

ve kterém je z 15 hlavnich komponent nejvyznamnéjsi prvnich 5 komponent.

Obrazek 2.4: Scree plot
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2.4.2 Rozptylovy diagram komponentnich skore (Scatterplot)

Pouziva se pro grafické znazornéni komponentnich skore (2.3.10) ¢ili hodnot

obvykle pro prvni dvé hlavni komponenty u vSech objekti (pozorovani). Body v tomto
grafu jsou Yiy, Yip, 1 = 1, ..., n. Scatterplot ukazuje vztah mezi jednotlivymi objekty.

Také se uziva naptiklad k identifikaci odlehlych pozorovéni, trendt, shlukd objekth
a k vysvétleni podobnosti objekti. Pozorovani nachazejici se blizko sebe si jsou vzajemné
velmi podobna, naopak odlehld pozorovani se siln€¢ odliSuji. Pokud jsou pozorovani
umisténa zietelné v jednom shluku, jsou si vzajemné podobna a ptitom se lisi od ostatnich
pozorovani vyskytujici se mimo shluk. Vice shlukli dobfe oddélenych od sebe nam dava

najevo, ze lze nalézt vlastni model pro samotné shluky. Tento diagram pouzijeme

pro interpretaci hlavnich komponent v praktickém piikladu v kapitole 3.
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2.4.3 Dvojny graf (Biplot)

Jedna se o graficky nastroj mnohorozmérné statistické analyzy, ktery znézoriuje
hodnoty prvnich dvou hlavnich komponent a zéroveinl jejich vztah k pivodnim znakiim.
Biplot se da také interpretovat jako graf znazornujici komponentni skore a zatéze obou
hlavnich komponent. Jednotliva pozorovani jsou zobrazena pomoci bodu, Sipky (vektory)
vychazejici z pocatku reprezentuji jednotlivé ptivodni statistické znaky. Uhel mezi $ipkami
je neptimo umérny velikosti korelace mezi puvodnimi veli¢inami. Kosinus tohoto uhlu
aproximuje jejich korela¢ni koeficient. Sviraji-li ptivodni znaky thel 90°, potom kosinus
tohoto thlu odpovida korelaénimu koeficientu o velikosti 0, to znamena, ze tyto znaky jsou
nekorelované. Plati, Ze ¢im mensi je uhel mezi nimi, hodnota korela¢niho koeficientu
se blizi k 1, tj. tim siln¢&jsi je korelace. Naopak blizi-li se thel ke 180°, hodnota korelaéniho
koeficientu klesa k -1. V tom pfipad¢ se jedna o zapornou korelaci, tedy S rostouci
hodnotou jedné proménné, klesa hodnota druhé proménné. Biplot také znazornuje, jakou
meérou piispivaji jednotlivé ptivodni znaky do hlavnich komponent. Kazdy vektor ma své
soufadnice na prvni a druhé hlavni komponenté. Délka této souradnice odpovida piispévku
pivodniho znaku do hlavni komponenty (tj. je umérna komponentni vaze). Pokud se
Vv biplotu nachazi pozorovani v blizkosti urcitého statistického znaku, pak obsahuje velky
podil tohoto znaku. Stejné jako u diagramu komponentnich skore plati, Ze nachazeji-li se
jednotliva pozorovani blizko u sebe, jsou si podobna. Praktické vyuziti dvojného grafu si

ukdzeme na konkrétnim ptikladu v nasledujici kapitole.
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3  Piiklady

V této kapitole si na konkrétnich prikladech ukazeme vyuziti metody hlavnich
komponent v praxi. Kvypoétim a grafickému vyjadieni nam poslouzi predev§im
statisticky software R (www.r-project.org) [15]. Pouze pro realizaci druhého piikladu
pouzijeme navic software Mathematica. Dalsimi zdroji pro tvorbu této kapitoly, zejména
z oblasti softwaru, byly [16], [17], [20].

3.1 SloZeni pice

Prvni datovy soubor pouzity k ukdzce prace s metodou hlavnich komponent
obsahuje 48 pozorovani chemického slozeni pice od roku 2003 do roku 2010. Data jsou
prevzata od spolecnosti Agrovyzkum Rapotin s.r.o., kterd byla naméfena na tizemi Rapotin
pti sledovani vlivu riznych urovni pastevniho vyuzivani a hnojeni trvalych travnich
porostl na botanické slozeni z hlediska nutricnich hodnot. Datovy soubor tvofii
6 pozorovani slozeni pice v kazdém roce, pficemz se od sebe tato pozorovani v ramci
jednoho roku vzajemné 1isi poc¢tem pastevnich cykli za rok a hnojenim. Pocet pastevnich
cykll je rozdélen do 3 urovni (2, 3 a 4 pastevni cykly za rok), pficemz pro jednotlivé
urovné je naméfeno chemické slozeni pice ve dvou variantach, a to u pice hnojené
a nehnojené.

Ukolem je zjistit, jaky vliv ma hnojeni, rok, ve kterém bylo provedeno méfeni,
a pocet pastevnich cykla na sloZeni pice, které je definovano pomoci péti slozek v riznych
mnozstvich. Abychom mohli vliv jednotlivych faktor podrobnéji zkoumat, chceme
slozeni pice zjednodusit tim, ze pétici slozek charakterizujeme jednou ¢i dvéma veli¢inami,
tj. hlavnimi komponentami.

Na pavodni datovy soubor tvoieny slozkami pice aplikujeme metodu hlavnich
komponent. Proménnymi jsou zde mnozstvi slozek uvedenych v ptislusnych jednotkach,
tedy vldknina [g.kg™ susiny], NDF° [g.kg™ DM], ADF® [g.kg® DM], tuk [g.kg™ susiny]
a popel [g.kg? susiny]. Tento datovy soubor, pomoci vyse uvedenych postupt, nejprve
zredukujeme do prvnich dvou hlavnich komponent s nejvétsi variabilitou. Jak jiz bylo
feCeno v Kkapitole 2.3.3, hlavni komponenty mulzeme ziskat z kovarian¢ni matice
normovanych veli¢in ¢i z korelaéni matice plvodnich (netransformovanych) velicin.

V tomto piipadé budeme vychéazet z kovariancni matice normovanych veli¢in, protoze

® Neutral Detergent Fibre = neutréln& detergentni vlaknina.
® Acid Detergent Fibre = acidodetergentni vlaknina.
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budeme tyto veliCiny pozd¢ji potiebovat 1 pro grafické zndzornéni hlavnich komponent.
Normalizaci provedeme dle vztahu 2.3.11 a ziskame normované slozky pice (Pfiloha A),
které budeme povazovat za zdrojova data.

Knize uvedenym vypoltim a grafickému znazornéni pouZzijeme statisticky
software R. V prvnim kroku si vzdy nastavime pracovni adresai v daném pocitaci.

K tomu pouzijeme piikaz:
> setwd ("Cesta k dané knihowvné").

Zdrojova data jsou ulozena v tabulce vsouboru MS EXxcel normov.veliciny.csv.

Tato data nacteme pomoci ptikazu:

> H=read.csv("normov.veliciny.csv", header = FALSE, sep = ";", dec=",",

fill = TRUE).

Nasledujicim piikazem vytvofime kovarianéni matici normovanych veli¢in:

> R=var (H)
> R

V1 v2 V3 v4 V5
Vvl 1.0000000 0.8820202 0.8536411 -0.5879256 -0.4144194
V2 0.8820202 1.0000000 0.8442962 -0.6734658 -0.4333213
V3 0.8536411 0.8442962 1.0000000 -0.6594064 -0.2196677
V4 -0.5879256 -0.6734658 -0.65940064 1.0000000 0.4376037
V5 -0.4144194 -0.4333213 -0.2196677 0.4376037 1.0000000

Je patrné, Ze korelace mezi prvnimi tfemi veli¢inami, tj. mnozstvim vladkniny, NDF a ADF,
je velmi silna. Mnozstvi téchto slozek bude na sob¢ silné zaviset. Z korela¢ni matice
vyjadiime vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni vektory:

> eigen (R) Svalues

[1] 3.48848011 0.84503651 0.44370420 0.12385974 0.09891944

> eigen (R) $vectors

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] -0.4940208 0.1495464 0.4055558 -0.1329793 0.7425767
[2,] -0.5052598 0.1070360 0.1899859 0.7696960 -0.3236190
[3,] -0.4807321 0.3815879 0.0293280 -0.5941234 -0.5190804
[4,] 0.4315914 0.1212693 0.8662008 -0.0387203 -0.2173003
[5,] 0.2885854 0.8976991 -0.2196945 0.1881558 0.1648836

Dle vztahu 2.3.1 vytvoifime prvni dvé hlavni komponenty:

Y1 =-0,4940208z; — 0,5052598z, — 0,4807321z5 + 0,4315914z, + 0,2885854z5
Y, = 0,1495464z; + 0,1070360z;, + 0,3815879z3 + 0,1212693z4 + 0,897699125

35



Po dosazeni pfisluSnych hodnot normovanych veli¢in (Pfiloha A) do vytvofenych
hlavnich komponent ziskame hodnoty téchto komponent pro jednotliva pozorovani, které
pouzijeme pro dal§i analyzu. Ob& hlavni komponenty lze interpretovat jako linearni
kombinaci slozek pice. Pficemz plati, Ze pokud klesa mnozstvi vlakniny, NDF a ADF nebo
roste mnozstvi tuku a popela obsazeného v pici, roste hodnota prvni hlavni komponenty. Je
zde viditelnd zévislost prvnich tfech slozek, jak jiz vyplynulo zhodnot korelacnich
koeficienti mezi témito proménnymi. Mens$i informaci o variabilité slozek v pici nese
druha hlavni komponenta. ZvySuje-li se mnozstvi vSech slozek v pici, nejvice vSak
mnozstvi popela a ADF, roste hodnota druhé hlavni komponenty. Ze vztahu (2.3.8)
vyplyva, ze prvni hlavni komponenta Y; vysvétluje ptiblizné¢ 69,8% a druha hlavni
komponenta Y, dalsich 16,9% celkové variability pavodnich veli¢in, tj. vlakniny, NDF,
ADF, tuku a popela. V tomto ptipadé mizeme bez velké ztraty informace nahradit

puvodnich pét veli¢in dvéma hlavnimi komponentami Y; a Yo.

3.1.1 Analyza rozptylovych diagrami komponentnich skore

V této kapitole se pokusime analyzovat vliv hnojeni, roku, ve kterém bylo
provedeno méfeni, a po¢tu pastevnich cykli na slozeni pice pomoci grafického znazornéni
hodnot prvni a druhé hlavni komponenty u vsech pozorovani. PouZijeme rozptylovy
diagram komponentnich skore (Scatterplot) uvedeny v kapitole 2.4. Nejdfive nacteme
zdrojova data, ktera jsou tvofena prvni a druhou hlavni komponentou pomoci piikazu
read.csv a oznacime hlavni komponenty nasledovné:

> x=Datal[[1l]] ## 1.hlavni komponenta

> y=Datal[[2]] ## 2.hlavni komponenta
Pro vykresleni bodového grafu pouZijeme ptikaz:
> plot(x,y,xlab="PC 1",ylab="PC 2", type="n")

Diky zvolenému typu ("n") vystupniho grafu nam software R nevykresli zadna data,
ale pouze osy x a y, které predstavuji prvni a druhou hlavni komponentu. Pro zjisténi vlivu
jednotlivych proménnych na prvni hlavni komponentu zkusime jednotlivd pozorovani
v grafu barevné odlisit podle zvolenych proménnych. Postupujeme tak, ze zadame piikaz,
pomoci kterého software R vypiSe vSechna pozorovani do grafu na pozice [X, y] jako

textovy fetézec obsahujici ¢islo pozorovani a nasledné je odlisi podle zvolené proménné.
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Jako prvni barevné odliSime jednotlivd pozorovani podle roku, ve kterém byla
provedena analyza sloZeni pice. Pfipomenme, Ze vV kazdém roce bylo provedeno 6 méfeni
chemického slozeni pice, a to v priab¢hu osmi let (2003 - 2010). Zadame tedy pftikaz,
pomoci kterého barevné odlisime jednotlivé roky a vykreslime pozorovani do grafu jako
textovy fetézec obsahujici ¢islo pozorovani.

> r=rep(l:8,each=6)

> text(x,y,1:48,col=r)

Obrazek 3.1: Scatterplot — pozorovani rozliSena podle roku analyzy
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Vysledné grafické znazornéni uvedené na obrazku 3.1 se nam mulze na prvni
pohled zdat chaotické. Ale pifi podrobnéj§im zkoumani, si miZeme vSimnout,
ze pozorovani Vroce 2003, kterd jsou vykreslend ¢ernou barvou, se nachazi prevazné
vlevé Casti grafu a Cervena pozorovani pro rok 2004 jsou lehce posunutd doprava.

Tato tendence pfiblizné¢ pokracuje az do posledniho pozorovani v roce 2010. Z obrazku
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Ize, sice s vétsi obtiznosti, vycist rostouci tendenci prvni hlavni komponenty (PC 1).
Plati tedy, ze s rostoucim rokem roste i hodnota prvni komponenty, tj. klesd mnozstvi
vlakniny, NDF a ADF nebo roste mnozstvi tuku a popela obsazeného v pici. Tuto tendenci
nam ale naruSuje pozorovani v roce 2008, znacené rGzovou barvou. Je patrné, Ze tato
pozorovani jsou rozprostiend po celém grafu, to znamend, ze se od sebe vyrazné lisi.
Naopak zelend pozorovani vroce 2005, konkrétné¢ 14 a 15, jsou si z hlediska prvni
komponenty velice podobna. Pti¢emz pozorovani ¢. 14 bylo provedeno u pastevniho
porostu, ktery byl hnojeny a pocet pastevnich cyklti odpovidal ctyfem, zatimco
u pozorovani ¢. 15 hnojivo aplikovano nebylo a mé pouze 3 pastevni cykly. Mizeme tedy
konstatovat, ze v roce 2005 nema na slozeni pice vliv hnojeni ani pocet pastevnich cykla.
Pti orientaci v grafu zdola nahoru si miizeme vSimnout, ze napiiklad pozorovani v roce
2005 maji niz$i hodnoty druhé hlavni komponenty oproti pozorovanim v roce 2006.
To znamena, ze v obdobi 2005 - 2006 roste hodnota druhé hlavni komponenty (PC 2),
tj. zvySuje se mnozstvi vSech slozek v pici, nejvice v§ak mnozstvi popela a ADF. Opacnou
tendenci maji pozorovani v obdobi 2006 - 2007, ve kterém hodnota druhé hlavni
komponenty klesa. Mizeme konstatovat, Ze rok, ve kterém bylo provedeno méteni, do jisté
miry ovliviiuje druhou hlavni komponentu.

Nyni barevné odlisSime jednotlivd pozorovani podle hnojeni. Postupujeme obdobné
jako v predchozim piipadé pomoci ptikazu:
> r2 = rep(c(1,2),24)
> text(x,y,1:48,col=r2)

Graficky vystup ukazuje obrazek 3.2, ve kterém odpovidaji ¢ernym bodim
pozorovani bez aplikace hnojiva, naopak pozorovéni, v nichz bylo hnojeni aplikovano,
odpovida cervenym bodim. Pii pohledu na graf si mizeme vSimnout, Ze jsou ¢erna
1 ¢ervena pozorovani vzhledem k prvni komponent€ rozmisténa po celém jejim intervalu.
To svéd¢i o tom, Ze hnojeni nemé vliv na prvni komponentu, coZ je piekvapivy vysledek,
jelikoz by se dalo o¢ekavat, ze pravé hnojeni bude néjakym zpisobem ovliviiovat kvalitu
i slozeni pice. Podivame-li se na druhou komponentu, mizeme zpozorovat jeji rostouci
tendenci. Hnojeni tedy nema vliv na prvni komponentu, ale mize mit vliv na druhou hlavni
komponentu, a to takovy, Ze pfi aplikaci hnojiva hodnota druhé hlavni komponenty roste.
To ale neplati vzdy, tento vliv ndm vyvraci naptiklad pozorovani ¢. 23, které i pies to,
Ze u ngj nebylo hnojeni aplikovano, ma nejvétsi hodnotu druhé komponenty. Mize to byt

zpusobeno vétsim vlivem ostatnich proménnych (rok, pocet pastevnich cyklu za rok).
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Obrazek 3.2: Scatterplot — pozorovani rozliSena podle hnojeni
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Nakonec odlisime pozorovani podle poctu pastevnich cykli ptikazem:

> r3 = rep(c(1,1,2,2,3,3),8)
> text(x,y,1:48,col=r3)

Ve vysledném grafu na obrazku 3.3 jsou znazornéna pozorovani s dvéma cykly
(zelena), tfemi cykly (Cervend) a ¢tyfmi cykly za rok (¢ernd). Jiz na prvni pohled je v tomto
grafu viditelna rostouci tendence prvni komponenty, tj. Srostoucim poctem pastevnich
cykld roste i hodnota prvni komponenty. Grafické zndzornéni neni tak chaotické jako
u prvniho obrazku 3.1, ve kterém jsme odliSili pozorovani podle roku analyzy, coz muize
byt zplsobeno tim, Ze proménnd pocet pastevnich cykld ma vétsi vliv na prvni
komponentu nez proménna rok. Z toho diivodu mize byt barevné odliSeni v grafu podle
poctu cykli ptehlednéjsi nez podle roku analyzy. Pii pohledu na druhou hlavni
komponentu muzeme sledovat jeji opac¢nou tendenci, kde s rostoucim poctem pastevnich

cykld klesé hodnota druhé hlavni komponenty.
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Obrazek 3.3: Scatterplot — Pozorovani rozliSena podle poctu pastevnich cykla
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3.1.2 Biplot

V této casti graficky znazornime vztah mezi jednotlivymi slozkami pice pomoci
biplotu, ktery jsme si uvedli v kapitole 2.4. K vykresleni biplotu v softwaru R musime jako
zdrojova data pouzit normované veli¢iny (Pfiloha A), protoze ptikaz, ktery pouzijeme pro
vykresleni biplotu, neumi pivodni data automaticky znormovat. Nejprve nacteme zdrojova
data, ktera jsou ulozena v tabulce v souboru MS Excel normov.veliciny.csv, stejnym
zpiisobem, jako tomu bylo u vypoctu hlavnich komponent na zacatku piikladu.

> H=read.csv("normov.veliciny.csv", header = FALSE, sep = ";", dec=",",

fill = TRUE)
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Déle oznacime jednotlivé sloupce nazvy slozek pice:

> colnames (H)=c("Vlaknina", "NDEF", "ADEF", "Tuk", "Popel")

Nasleduje ptikaz, ktery shrnuje dalezité informace o hlavnich komponentach
> summary (princomp (H))

Importance of components:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp. 4 Comp.5
Standard deviation 1.848189 0.909632 0.659136 0.348251 0.311221
Proportion of Variance 0.697696 0.169007 0.088740 0.024771 0.019783
Cumulative Proportion 0.697696 0.866703 0.955444 0.980216 1.000000

Prvni tadek tabulky s ndzvem standard deviation nam ukazuje smérodatné
odchylky nové vzniklych veli¢in, tj. hlavnich komponent. Radek s nidzvem Proportion
of Variance vyjadfuje (po vynasobeni 100), kolik procent celkového rozptylu je
vyCerpano pomoci hlavnich komponent. V naSem ptipadé potvrzujeme, ze prvni hlavni
komponenta vysvétluje 69,8% a druhda hlavni komponenta dalsich 16,9% celkové
variability, coz da v souctu 86,7%, jak je uvedeno v poslednim fadku tabulky, ve sloupci
comp. 2. Jak jiz bylo feCeno na zaCatku tohoto piikladu, ptivodni datovy soubor tvoreny
péti slozkami pastevniho porostu miZeme bez velké ztraty informace, nahradit pouze
prvnimi dvéma hlavnimi komponentami. Biplot tedy bude velmi dobfe odrazet skute¢nou
strukturu vicerozmérného datového souboru.

Pro vykresleni biplotu pouZzijeme ptikaz:

> biplot (princomp (H) ,xlab="PC 1 (69.8%)",ylab="PC 2 (16.9%)")

Graficky vystup je zndzornén na obrazku 3.4. Pfipomenime, zZe prvni i druhou hlavni
komponentu jsme interpretovali jako danou kombinaci slozek pice, pfi¢emz pro prvni
hlavni komponentu plati, Ze pokud klesa mnoZstvi vlakniny, NDF a ADF nebo roste
mnozstvi tuku a popela obsazeného v pici, jeji hodnota roste. Pozorovani umisténa v levé
casti grafu na obrazku 3.4 odpovidaji nizkym hodnotdm prvni hlavni komponenty,
tudiz maji velké zastoupeni vlakniny, NDF a ADF a malé zastoupeni tuku a popela v pici,
naopak vysoké hodnoty hlavni komponenty nesou pozorovani napravo. Uspoiadani zdola
nahoru ukazuje rostouci hodnoty druhé komponenty, pii kterych roste mnozstvi vSech

slozek v pici, nejvice vSak mnoZstvi popela a také mnozstvi ADF.
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Obrazek 3.4: Biplot — sloZeni pice

-5 0 5 10
| | | e
g - 23 iR
24
o
(an)
42 Popel 44
N — 0
o
3 22 55119
(9)]
= JADP 8 /
©w o -
B e
8 g _%ﬁj %&%‘Z—%‘Q—M e = O
35 6 33 oo
& | 17 1659 32
311 29 7
& 13 433
Q@ 7 o 0
' 25
- 9 26
=] I T | | I T T

03 02 01 00 01 02 03 04

PC 1(69.8%)

Jak jiz bylo feceno v kapitole 2.4, vztahy mezi jednotlivymi proménnymi mizeme
interpretovat pomoci Sipek. Kosinus uhlt, které Sipky sviraji, vyjadiuje korelaci mezi
proménnymi. Pfi pohledu na sméry Sipek vidime, Ze nejmensi uhly mezi sebou maji slozky
NDF, vlaknina a ADF, tudiz tyto slozky jsou vzajemné Siln¢ korelované. Naopak uhel
mezi slozkou popel a slozkami ADF, vlaknina, NDF se pohybuje kolem
90 stupnd, to znamena, Ze jsou slabé korelované az nekorelované. Mnozstvi popela v pici
tedy nezavisi na mnozstvi ostatnich slozek. Dale ihel mezi sloZkou tuk a slozkami NDF,
vldknina a ADF je piiblizn€ roven 180 stupiiim. Kosinus tohoto uUhlu odpovida
korelacnimu koeficientu s hodnotou -1, tuk je tedy zaporn¢ korelovany S uvedenymi tfemi
sloZkami pice. Pozorovani, u nichz se v pici vyskytuje vysoky podil tuku, obsahuji malé
mnozstvi NDF, vlakniny a ADF ¢i naopak. Diky biplotu mizeme hned na prvni pohled
vidét, kterd pozorovani jsou si podobnd (¢im mensi vzdalenost je mezi nimi, tim jsou

si podobnéjsi) a dale jakd slozka pice u jednotlivych pozorovani pievazuje.
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Je ziejmé, ze shluk hodnot, vytvofeny okolo Sipek NDF, vlaknina, ADF, vykresluje
pozorovani s nejvysSim obsahem téchto slozek Vv pici. Zajimavé je sledovat, Ze naptiklad
vzajemn¢ jsou si velmi podobna. Stejné tak je tomu i u pozorovani 25 a 26 ve spodni ¢asti
grafu. Rozdilna pozice téchto dvojic je zpusobena poltem pastevnich cykld a rokem
analyzy (viz Ptiloha B). Pozorovani 23 a 24 odpovida dvéma pastevnim cyklim za rok
2006, zatimco pozorovani 25 a 26 ma Ctyfi pastevni cykly za rok 2007. Tato skute¢nost
potvrzuje ptredchozi analyzu provedenou pomoci rozptylovych diagramti komponentnich
skore, tedy, Ze s rostoucim poctem pastevnich cykli a rokem méfeni roste hodnota prvni,
v tomto piipadé i hodnota druhé hlavni komponenty. V ramci téchto dvojic se od sebe
pozorovani vzajemné li§i pouze pouzitim hnojiva. U pozorovani 23 a 25 nebylo hnojivo
aplikovano, zatimco u pozorovani 24 a 26 aplikovano bylo, coz se ale nijak vyrazné
neprojevi na poméru chemickych slozek v pici, ktery je reprezentovany prvni hlavni
komponentou. To svéd¢i o tom, ze hnojeni nezavisi na prvni komponenté. Tento vliv jsme
zjistili jiz v predchozi kapitole pfi rozboru obrazku 3.2. Déle jsme zjistili, ze hnojeni mize
mit vliv na druhou hlavni komponentu, a to takovy, Ze pfi aplikaci hnojiva hodnota druhé
hlavni komponenty roste. Z obrdzku 3.4 muzeme vidét, Zze se hnojeni odrazi v poméru
slozek druhé hlavni komponenty, konkrétné v mnozstvi popela. Pii aplikaci hnojiva tedy

z velké ¢asti roste mnozstvi popela obsazeného v pici.

3.1.3 Mnohondsobna linearni regrese

Pfipomenime, Ze cilem je zjistit, jaky ma vliv hnojeni, rok, ve kterém bylo
provedeno méteni, a pocet pastevnich cykll na sloZeni pice. Pficemz proménné hnojeni ma
2 urovné (s hnojivem/ bez hnojiva), délka sledovaného obdobi odpovida 8 rokim
(2003 - 2010) a proménna pocet pastevnich cykld za rok ma 3 urovné (2/ 3/ 4). Datovy
soubor obsahuje tedy celkem 48 moznosti. Abychom mohli vliv jednotlivych faktord
podrobnéji zkoumat, zjednodusili jsme sloZeni pice tim, Ze jsme pivodni pétici slozek

charakterizovali nize uvedenymi dvéma proménnymi, tj. hlavnimi komponentami.

Y, =-0,4940208z; - 0,5052598z;, — 0,4807321z5 + 0,4315914z, + 0,2885854z5
Y, = 0,1495464z; + 0,1070360z; + 0,3815879z5 + 0,121269324 + 0,897699175

Pro zjisténi vlivu uvedenych faktori pouzijeme V této kapitole model

mnohonasobné linearni regrese, ktery je podrobnéji popsan v publikacich [1], [8], [18].
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Tento model je velmi G¢inny pro analyzu vztahti mezi skupinou nezdvisle proménnych
a jednou zavisle proménnou.

Piedpokladejme, Ze nekorelované nahodné veli¢iny Yii, ..., Yq5, 1 = 1, ..., 48,
tj. hodnoty prvni hlavni komponenty, lze popsat linearni funkci 4 nezndmych parametrt

(regresnich koeficientll). Linearni regresni model vypada nasledovné:
Y1i = fo + faiXin + PoXip + faXiz + Ej i=1,...,48 (3.1.1)

Zde prvni hlavni komponenta Y3; vystupuje jako zavisld (vysvétlovana) proménna
a Xij, ] = 1, 2, 3 jsou nezavislé proménné, V nasem piipade rok (Xi1), pocet pastevnich cykli

za rok (Xi2) a hnojeni (Xi3) a E;j jsou nezavislé nahodné veliciny.

Pro snadné&jsi vypocet regrese v softwaru R hodnoty nezavislych proménnych
upravime. Kazdému roku piifadime hodnotu na stupnici od 0 do 7 (tj. hodnota O
odpovida pozorovani vroce 2003, hodnota 7 je pfifazena pozorovanim v roce 2010).
U proménné hnojeni pfifadime pozorovanim, ve kterych bylo hnojivo aplikovano
hodnotu 1, u ostatnich pozorovani pouzijeme hodnotu 0. Upravena tabulka pro vypocet
regrese je uvedena v Piiloze B. Takto upravena zdrojova data, ktera jsou ulozena v tabulce
regrese_hl.komp.csv, nateme V softwaru R piikazem:

> Data=read.csv("regrese hl.komp.csv", header = FALSE, sep = ";",

dec=",",fill = TRUE)

Jednotlivé proménné oznacime pomoci piikazu:

> y=Datal[[4]] ##prvni hlavni komponenta
> x1=Datal[[1l]] ##rok

> x2=Datal[[2]] ##pocet pastevnich cyklua
> x3=Datal[[3]] ##hnojeni

Na regresnim modelu nds budou nejprve zajimat jeho parametry. Regresni model
aplikujeme na naSe data takto:

> regresel=Im(y~x1+x2+x3)

> regresel

Call:
Im(formula = y ~ x1 + x2 + x3)

Coefficients:
(Intercept) x1 x2 x3
-5.3517 0.3914 1.3458 -0.1113

44



Ve vystupu regresel jsme ziskali odhady regresnich parametrt. Dalsi zdkladni informace

o modelu ziskdme pouzitim funkce summary na objekt pfedstavujici regresni model:

> summary (Ilm(y~x1+x2+x3))

Call:
Im(formula = y ~ x1 + x2 + x3)

Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-2.80759 -0.90043 0.00668 0.83255 2.65679

Coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])

(Intercept) -5.35170 0.75352 -7.102 8.10e-09 ***
x1 0.39142 0.07788 5.026 8.84e-06 **x*
X2 1.34580 0.21854 6.158 1.97e-07 **x*
x3 -0.11134 0.35687 -0.312 0.757

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 *" 0.05 *.” 0.1 Y’ 1

Residual standard error: 1.236 on 44 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5899, Adjusted R-squared: 0.5619
F-statistic: 21.09 on 3 and 44 DF, p-value: 1.279e-08

Sekce cal1 uvadi zptsob, jakym byl model vytvofen. Sekce Residuals uvadi
zékladni distribucni vlastnosti rezidui. Ty ptedstavuji rozdil mezi hodnotou, ktera byla
pro dané pozorovani vysvétlované proménné (tj. prvni hlavni komponenty) zméfena
a hodnotou, kterou odhaduje regresni model. V sekci coefficients Ve sloupCi Estimate
muzeme opét vidét odhady regresnich parametrti. Po dosazeni odhadnutych parametri

do regresniho modelu (3.1.1) dostavame
Y1i=—5,3517 + 0,3914x;; + 1,3458xi, — 0,1113x;3 + E; i=1,...,48.

Hodnoty ve vystupu summary oznacené jako Signif. codes vyjadiuji statistickou
signifikanci jednotlivych proménnych. Je-li tato hodnota u dané proménné nizsi nez 0,05,
znamena to, ze je proménna statisticky signifikantni, tj. ma vliv na vysvétlovanou
proménnou. V sekCi coefficients Ve sloupci pr(>/t|) jsou uvedeny p-hodnoty
jednotlivych regresnich parametrti. Testujeme nulovou hypotézu Ho, ktera fika, Ze regresni
parametr f;, j = 1, 2, 3 je nulovy, tzn. j-td proménna nema vliv na vysvétlovanou
proménnou. Je-li pfislusna p-hodnota mensi nez 0,05, tj. zamitame-li nulovou hypotézu
na hladin¢ vyznamnosti 0,05, fikame, ze j-ta proménna statisticky vyznamn¢ souvisi
s vysvétlovanou proménnou. Z vyse uvedené¢ho vystupu ptikazu summary vyplyva, Ze na
hlavni komponentu nejsilngji plisobi pocet pastevnich cykld, jelikoz ma nejvétsi odhad

regresniho parametru (f, = 1,3458), dale na hladiné vyznamnosti 0,05 zamitame nulovou
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hypotézu Hp: £> = 0 a signifikance této proménné je nulova. Plati tedy, Ze s rostoucim
poctem pastevnich cyklt roste i hodnota hlavni komponenty, tj. zvySuje se obsah tuku
a popela a snizuje se mnozstvi vlakniny, NDF a ADF v pici. Stejnym zptisobem ovliviiuje
hlavni komponentu rok, ve kterém byla analyza sloZeni pice provedena, tento vliv ale neni
tak silny. Tim jsme potvrdili nasi domnénku, z kapitoly o analyze rozptylovych diagramu
komponentnich skore, ze vétsi vliv, nez rok analyzy, ma na prvni hlavni komponentu
proménna pocet pastevnich cykla. Jelikoz u proménné hnojeni nulovou hypotézu Hy: f3=0
nezamitame a také plati, ze je signifikance vyssi nez 0,05, nema hnojeni zadny vliv
na prvni hlavni komponentu, coz potvrzuje vysledky ziskané v piedchozich kapitolach.
Dalsi dulezitou ¢asti vystupu summary je hodnota oznaCena jako Multiple R-squared,
ktera predstavuje takzvany koeficient determinace, ktery mize nabyvat hodnot od nuly
do jedni¢ky. V naSem ptipadé nabyva hodnoty 0,5899, to znamend, ze proménné rok,
pocet cykll a hnojeni vysvétluji 58,99% rozptylu prvni hlavni komponenty, coz je docela
hodné.

Jelikoz se neprokéazala zéavislost hnojeni na prvni hlavni komponenté, zkusime

zjednodusit model (3.1.1) tim zplisobem, Ze vypustime z regrese proménnou hnojeni:
> regrese2=Im(y~x1+x2)

Nasledné¢ porovname tyto dva modely pomoci piikazu:

> anova (regresel, regrese?)

Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x1 + x2 + x3
Model 2: y ~ x1 + x2

Res.Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 44 67.243
2 45 67.392 -1 -0.14877 0.0973 0.7565

Ve vysledné tabulce jsou tadky S uvedenymi Cisly 1 a 2, které odkazuji na dva
srovnavané modely. Je ziejmé, ze odebranim proménné hnojeni se zvysila hodnota RSS
(rezidualni soucet ¢tverct) z 67,243 na 67,392 (tj. o 0,14877, jak tabulka také ukazuje).
Narast RSS je maly, druhy model je vSak jednodussi. Nejvétsi dil variability prvni hlavni

komponenty Ize tedy vysvétlit jen pomoci roku méfeni (Xj1) a poctu pastevnich cykll (Xiz).
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Doposud jsme aplikovali model mnohondsobné linearni regrese na prvni hlavni
komponentu. Déle se pokusime studovat vztah mezi zavisle proménnou, kterou nyni bude
druha hlavni komponenta a stejnou skupinou nezavisle proménnych, kterymi tedy jsou rok
(Xir), poCet pastevnich cyklt za rok (xiz) a hnojeni (Xi3). Linearni regresni model vypada

nasledovné:
Y2i = fo + fiXis + PoXi + PaXis + Ei i=1,...,48, (3.1.2)

kde nekorelované nahodné veli¢iny Yo1, ..., Yo, i =1, ..., 48 jsou hodnoty druhé hlavni

komponenty, kterou jsme si vyjadiili na zac¢atku ptikladu ve tvaru
Y, = 0,1495464z, + 0,1070360z; + 0,3815879z5 + 0,1212693z, + 0,89769917s.

V softwaru R postupujeme analogicky, pouze misto hodnot prvni hlavni
komponenty nacteme hodnoty druhé hlavni komponenty. Nejdiive odhadneme regresni

parametry:

> regresel=Im(y~x1+x2+x3)
> regresel

Call:
Im(formula = vy ~ x1 + x2 + x3)

Coefficients:
(Intercept) x1 x2 x3
0.57978 0.06618 -0.37196 0.60894

Po dosazeni odhadnutych parametrti do regresniho modelu (3.1.2) dostavame
Y,i=0,57978 + 0,06618x;; — 0,37196x;, + 0,60894x;3 + E; i=1,...,48.

Dalsi zakladni informace o modelu ziskame pouzitim funkce summary na objekt

predstavujici regresni model:

> summary (regresel)

Call:
Im(formula =y ~ x1 + x2 + x3)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-1.6122 -0.5451 -0.1943 0.4880 2.5713

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])

(
(Intercept) 0.57978 0.50108 1.157 0.2535
x1 0.06618 0.05179 1.278 0.2080
X2 -0.37196 0.14532 -2.559 0.0140 *
%3 0.60894 0.23731 2.566 0.0138 *

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 *" 0.05 *.” 0.1 Y"1
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Residual standard error: 0.8221 on 44 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2513, Adjusted R-squared: 0.2002
F-statistic: 4.923 on 3 and 44 DF, p-value: 0.004917
Z vyse uvedeného vystupu piikazu summary vyplyvd, Zze na druhou hlavni komponentu
nejsilnéji pusobi proménna hnojeni, protoze ma nejvétsi odhad regresniho parametru
(B3 = 0,60894), dale nulovou hypotézu Hp: 3 = 0 na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitame
a signifikance je mensi nez 0,05. Plati tedy, ze hnojeny travni porost zpiisobuje nartst
hodnot druh¢ hlavni komponenty, pifi kterém roste mnozstvi vSech slozek obsazenych
V pici, nejvice vSak mnozstvi popela a také mnozstvi ADF. Druhou hlavni komponentu
také ovliviiuje pocet pastevnich cykll, tento vliv je ale opacny. JelikoZz je odhad regresniho
parametru £, roven -0,37196, plati, ze s rostoucim poctem pastevnich cykla klesa hodnota
druhé hlavni komponenty. Dale si miZzeme v§imnout, Ze u proménné rok nulovou hypotézu
nezamitame a signifikance je vyssi nez 0,05. Rok, ve kterém bylo provedeno méfeni, tedy
celkové nema zadny vliv na sloZzeni pice reprezentované druhou hlavni komponentou,
coz vyvraci nasi domnénku u analyzy grafu Scatterplot na obrazku 3.1, kde jsme
konstatovali, ze rok do jisté miry druhou komponentu ovliviwuje. Koeficient determinace,
ve vystupu funkce summary, nabyva hodnoty 0,2513, to znamena, Ze proménné rok,
pocet cykli a hnojeni vysvétluji 25,13% rozptylu druhé hlavni komponenty.

Jelikoz se neprokazala zavislost roku méteni na druhé hlavni komponenté, zkusime
zjednodusit model (3.1.2), tim zpisobem, Ze vypustime z regrese proménnou rok a tento

nové vytvoreny model porovname s ptivodnim:

> regrese2=1lm(y~x2+x3)
> anova (regresel, regrese?)

Analysis of Variance Table

Model 1: y ~ x1 + x2 + x3
Model 2: y ~ x2 + %3

Res.Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 44 29.736
2 45 30.840 -1 -1.1037 1.6331 0.208

Je ztejmé, Ze odebranim proménné rok se zvysila hodnota RSS z 29,736 na 30,840.
Tento nariist je maly, mizeme tedy nahradit pivodni model modelem jednodus$Sim.
Tim vysvétlime nejveétsi dil variability druhé hlavni komponenty jen pomoci poctu

pastevnich cyklt (Xi2) a hnojeni (Xi3).
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3.2 Uziti PCA v rozpoznani obrazu

V nasledujicim piikladu mame k dispozici obrazek 3.5. Jedna se o barevny RGB
obrazek, u né¢hoz je barva kazdého obrazového bodu (pixelu) ur¢ena kombinaci hodnot
trech zadkladnich barev, tedy cervené (Red), zelené (Green) a modré (Blue). Michanim
téchto zékladnich barev ziskdme spektrum vSech barev. Intenzita kazdé barvy se nejcastéji
udava binarné urcitym poctem bitli podle pouzité barevné hloubky. Nejcastéji se pouziva
8 bitll na kazdou zakladni barvu, pti¢emz pro 8 bitl je rozsah hodnot 0 — 255 (¢im vyssi
hodnota, tim vys$s$i intenzita zobrazované barvy). Jeden pixel tedy potiebuje pro zobrazeni
8 x 3 =24 bitd. Cim vétsi je vysledny soucet hodnot (0 — 255) pro 24 bitd, tim svétlejsi je

vysledna barva. Pro ukazku jsou v tabulce 3.1 uvedené zakladni smési barev.

Obrazek 3.5: Vstupni obrazek ¢. 1

Tabulka 3.1: Zakladni kombinace barev (upraveno dle [19])

vysledna barva

0 0 0 cerna
255 0 0
0 | 285 | 0
0 0 255 modra
255 | 255 0
255 0 255
0 255 255 azurova
255 255 255 bila
100 100 100 tmave Seda

Ukolem je zjistit, jak se pii prevodu do obrazové podoby projevi redukce datového
souboru tvofeného tfemi nahodnymi veli¢inami (Red, Green, Blue) na jedinou proménnou,
tj. prvni hlavni komponentu.

Datovy soubor =ziskdme vygenerovanim obrazovych bodi pomoci softwaru

Mathematica. Pro nazornou ukazku, uvedu pouzity postup i v tomto softwaru.
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Nejprve nacteme obrazek 3.5, se kterym budeme pracovat, pomoci ptikazu:

S |
obr=ImageData [ ]

Software nam nasledné vypiSe obrazové body znazornéné v tabulce 3.2. Jedna se o datovy
soubor, ktery obsahuje 28 203 pixelli, vnémz je hodnota barev RGB rozmisténa

v rozsahu 0 — 1. Rozmér obrazku 3.5 zjistime piikazem:

Dimensions [obr]

{119, 237, 3}

Vystup v zavorce {} udava rozmér 119 x 237 pixeld.

Tabulka 3.2: Vstupni obrazek ¢. 1 vyjadi‘eny pomoci pixeli

1 2 237
, | (0529412,0.862745, | (0509804, 0843137, (0.513725, 0.847059,
0.843137) 0.823529) 0.827451)

, | (0505882 0839216, | (0.498039, 0831373, (0.517647, 0.85098,
0.819608) 0.811765) 0.831373)

110 | (0545098, 0.858824, | (054902, 0.862745, (0.541176, 0.854902,
0.847059) 0.85098) 0.843137)

Jednotlivé obrazové body této tabulky pro nas ptedstavuji pozorovani. Proménnymi
jsou 3 zakladni barvy RGB. Abychom mohli z datového souboru v tabulce 3.2 vypocitat
hodnoty prvni hlavni komponenty, musime jej ptevést pomoci softwaru Mathematica
do pozadovaného formatu 3 x 28 203 a nasledn¢ ho exportovat do souboru MS Excel.

Pro ptevedeni do pozadovaného formatu pouZijeme piikaz:
data = Flatten[obr, 1];
Nasledné ovétime spravny rozmér dat

Dimensions[data]

{28203, 3}
a data prevedeme do souboru s ndzvem obrazekRGB.x1sx piikazem:
Export["obrazekRGB.xlsx ", data]

Timto ziskame zdrojovy soubor dat, ve kterém jsou sloupce tvoifeny proménnymi RGB

a fadky jednotlivymi pozorovanimi, tj. pixely.
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V softwaru R vypocitame prvni hlavni komponentu. Postup je analogicky jako
Vv ptfedchozim ptikladu. Pfi vypoctu nesmime zapomenout na normalizaci veli¢in RGB

V souboru obrazekRGB. x1sx. Vysledna hlavni komponenta ma nasledujici tvar:
Y =-0,5399864z; — 0,6087001z, — 0,581290623

Po dosazeni normovanych veli¢in (z;, Zp, z3) ziskame hodnoty prvni hlavni
komponenty, které ulozime do souboru MS Excel pod ndzvem pc1.x1sx.
Nyni opét pouzijeme software Mathematica, do kterého importujeme vysledné

hodnoty prvni hlavni komponenty. Pro import dat zadame piikaz:
x = Import["Cesta k datovému souboru/PCl.xlsx", "Data"];

Zdrojova data musime pro zpétny pievod do RGB obrazku standardizovat tak,
abychom ziskali rozsah hodnot pro jednotlivé barvy RGB na intervalu 0 - 255.

Pro standardizaci jednotlivych hodnot prvni hlavni komponenty aplikujeme nasledujici

postup:
z = x/ (Max[x] - Min[x]);
z = z - Min [z];

z2 = Floor[255*z];

Pro ovéteni rozméru zdrojovych dat opét pouzijeme piikaz:

Dimensions [x]

{1, 28203, 1}

Vystup udava, ze novy soubor dat, tvofeny hodnotami prvni hlavni komponenty,

ma rozmér 1 x 28 203. Pro vykresleni do obrazové podoby musime data naformatovat

do ptivodniho rozméru obrazku (119 x 237) nasledovné:

z2 = z2[[1]];
z2 = Partition([z2, 237];
Dimensions[z2]

{119, 237, 1}
Na zavér takto prevedena data vykreslime do grafické podoby pomoci piikazu:
Image[z2, "Byte"]

Timto ziskame vystup obsahujici informaci o prvni hlavni komponenté, ktery je uvedeny

na obrazku 3.6.
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Obrazek 3.6: Graficky vystup prvni hlavni komponenty

Z vysledného vystupu mlzeme vidét, ze se puvodni obrazek 3.5 pievedl
do cernobilé podoby. Zjistili jsme tedy, ze se da prvni hlavni komponenta pouzit
ke kompresi dat z podoby barevného obrazku na ¢ernobily.

Nyni pievedeme obrdzek 3.5 do standardni podoby cernobilého obrazku.
Ke zjisténi zastoupeni jednotlivych barev RGB pro standardni ptepis do stupna Sedi
muzeme pouzit napiiklad programové prostiedi Matlab, ve kterém pomoci piikazu

RGB2gray ziskame nasledujici vystup v podob¢ linearni kombinace barev RGB:
0,2989 R+ 0,587 G+ 0,114 B (3.2.1)

Po dosazeni plvodnich hodnot RGB uvedenych v tabulce 3.2 do linearni
kombinace (3.2.1) ziskame datovy soubor, ktery importujeme do softwaru Mathematica.
Postupujeme stejnym zpusobem jako pii importu prvni hlavni komponenty. Vysledkem
bude graficky vystup hodnot RGB, vypocitanych ze vztahu (3.2.1), ktery je uvedeny

na obrazku 3.7.

Obrazek 3.7: Standardni prevod do ¢ernobilé podoby

Pii porovnani obrdzkii ziskanych z prvni hlavni komponenty (3.6) a z linearni

kombinace pro standardni pievod do stupni Sedi (3.7) mtzeme konstatovat, ze vysledné
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vystupy jsou si velice podobné. V tomto piipadé tedy prvni hlavni komponenta pracuje
obdobn¢ jako algoritmus (3.2.1).

Pro dalsi analyzu pouziti prvni hlavni komponenty ke kompresi dat z podoby
barevného obrazku na ¢ernobily jsme vytvofili obrazek 3.8 obsahujici pouze zakladni

barvy, tj. ¢ervenou, zelenou a modrou.

Obrazek 3.8: Vstupni obrazek ¢. 2

Na barevny obrazek 3.8 aplikujeme cely vySe uvedeny postup, zkracené tedy
vygenerujeme hodnoty RGB a ziskdme datovy soubor se tfemi proménnymi, ze kterych

vypocitame prvni hlavni komponentu. Nové vznikld proménna ma tvar:
Y, =0,7601257z; — 0,6315112z, — 0,1529788z3

Hodnoty prvni hlavni komponenty importujeme do softwaru Mathematica, pomoci kterého

nasledné ziskame graficky vystup znazornény na obrazku 3.9.

Obrazek 3.9: Graficky vystup prvni hlavni komponenty

Vysledek potvrzuje, Ze metodu hlavnich komponent mizeme pouzit pro pievedeni dat
Z barevného obrazku na jeho cernobilou podobu. Je zajimavé, ze hlavni komponenta
aplikovana na obrazek 3.8 pfevedla zelenou a Cervenou barvu do barvy bilé a Cerné,
pii¢emz redukce hodnot RGB definujicich modrou barvu zptsobila pievod této barvy
na stredné Sedou.

Nyni pfevedeme obrazek 3.8 do cernobilé podoby standardng, tj. pomoci

algoritmu (3.2.1). Graficky vystup je znazornén na obrazku 3.10.
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Obrazek 3.10: Standardni prevod vstupniho obrazku ¢. 2 do ¢ernobilé podoby

Pii porovnani obrazki 3.9 a 3.10 mazeme vidét, ze zredukované proménné RGB do prvni
hlavni komponenty Vtomto ptipad¢ sice pfeméni barevny obraz na obraz v rtznych
stupnich Sedi, pfevod se ale velmi lisi od standardniho pfevodu do cernobilé podoby.
Prvni hlavni komponentu tedy mtizeme pouzit k prepisu barevného obrazu do ¢ernobilého,
ptevod bude ale u jednotlivych ptipadi proveden jinym zplsobem z divodu rozdilnych
vysledkd prvni hlavni komponenty. Pokud budeme mit k dispozici dva odlisné obrazky,
u nichz se vyskytuje stejna barva, bude tato barva pomoci prvni hlavni komponenty
prevedena u kazdého obrazku do jiného stupné Sedi.

Dale uvazujme, co se stane, nahradime-li ptivodni proménné RGB tvoftici barevny
obrazek 3.8 pouze jednou z téchto proménnych, napiiklad Red, a ostatni proménné
vynechame. Datovy soubor bude tedy tvofen pouze hodnotami proménné Red. Po importu

tohoto souboru a nasledném pievodu do grafické podoby ziskdme obrazek 3.11.

Obrazek 3.11: Graficky vystup proménné Red

Na obrazku si mizeme vSimnout, ze software Mathematica pievedl utvary v Cervené
barvé do barvy Cerné. Proménné Green a Blue, které byly vynechany, se v obrazku
nijak neprojevily, tudiZ oblasti vynechanych proménnych se zobrazily bile.
Stejnym  zplGsobem program postupuje, nahradime-li pivodni soubor RGB
pouze proménnou Green (resp. Blue), kdy utvary v obrazku 3.8 v zelené (resp. modré)

barve prevede do Cerné barvy a zbylé dvé barvy vynecha.
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3.3 Religiozita

K dalsimu Setfeni nas inspirovala bakaldiska prace Jany Dvordkové S nazvem
»Vic nez mrwvi: Analyza postoje verejnosti k pacientiim v permanentnim vegetativnim
stavu* [21]. Autorka se ve své praci, mimo jiné, zabyva otazkou, jak jsou lidé v CR
nabozensky ¢i duchovné zalozeni. Pro zjisténi tohoto faktu vytvotila dotaznik, obsahujici
Ctyfti otazky:

. 1: Jsem duchovné zalozZeny ¢lovek?

[@]3

. 2: Jsem véfici?

[@]3

(@14

. 3: V&fim na posmrtny Zivot?

(@8

. 4: Duse zije 1 poté, co ¢lovek zemie?

Na tyto otazky reagovalo 206 respondenti, ktefi byli ndhodné¢ vybrani na ulici,
v knihovnéach ¢i na fakultach v Olomouci. Jednotlivi ucastnici ankety odpovidali dle svého
nazoru na Skdle od -3 (zcela nesouhlasim) do 3 (zcela souhlasim). Pro vyjadieni
nabozenského zaloZeni vybraného vzorku populace pouzila autorka prace tzv. index
religiozity, ktery u kazdého respondenta vytvofila jako aritmeticky primér odpovéedi
na Ctyfi otazky.

V nasem pfipadé se nebudeme =zabyvat otazkou nébozenského zaloZeni,
ale pokusime se na soubor dat, tvofeny odpovéd'mi na vySe uvedené otazky, aplikovat
metodu hlavnich komponent. Cilem bude zjistit, jak by mohla prvni hlavni komponenta
reprezentovat danou kombinaci odpovédi kazdého respondenta a oznacime ji jako novy
index religiozity.

Nejdiive vypocitdime prvni hlavni komponentu a pomoci grafu ji porovname
Spivodnim indexem religiozity, tj. primérem. Pii vypoctu hlavni komponenty
postupujeme stejné¢ jako v predchozich pfikladech. Nejprve datovy soubor znormujeme
a takto upravena data nacteme v softwaru R, poté zadame ptikaz pro vypocet kovarian¢ni
matice normovanych veli¢in:

" n

> H=read.csv("normovane veliciny.csv", header = FALSE, sep = ",
dec=",", fill = TRUE)

> var (H)

V1 v2 V3 v4
V1l 1.0000000 0.7209401 0.5991575 0.6153421
V2 0.7209401 1.0000000 0.5827607 0.5910287
V3 0.5991575 0.5827607 1.0000000 0.8434365
V4 0.6153421 0.5910287 0.8434365 1.0000000
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Z vysledné matice mtzeme vidét, ze korelace mezi veliCinami jsou pomérné velké,
coz se projevuje na zpusobu, jakym respondenti odpovidali na jednotlivé otazky.
Nejvétsi korelace jsou mezi prvni a druhou otdzkou (0,72) a dale mezi tfeti a Ctvrtou
otazkou (0,84). Respondenti maji tendenci odpovidat na tyto dvojice otazek obdobné.
Coz mlzZe znamenat, Ze jsou si otazky v ramci téchto dvojic vyznamoveé podobné. Zbylé
korelace maji také pomérné vysokou hodnotu. U vétSiny respondentti tedy plati, ze pokud
se rozhodnou odpovidat kladné ¢i zaporné na jednu otazku, odpovi tak i na ostatni otazky.
Déle vyjadiime vlastni ¢isla a jim odpovidajici vlastni vektory pomoci ptikazii:

> eigen (var (H)) $Svalues
[1] 2.9780084 0.5872868 0.2784935 0.1562113

> eigen (var (H)) $vectors

[,1] [,2] [,3] [,4]
] -0.4908751 0.4801863 -0.7260239 -0.0367688
] -0.4831362 0.5440535 0.6858908 0.0117875
] -0.5105303 -0.5005668 0.0494245 -0.6973871
] -0.5147619 -0.4720803 -0.0004358 0.7156537

Vysledna prvni hlavni komponenta (tj. novy index religiozity) ma tvar:
Y1 =-0,4908751z; — 0,4831362z, — 0,5105303z3 — 0,5147619z2,4 (3.3.1)

Je patrné, ze vSechny otdzky maji ptiblizn€ stejnou vahu, tudiz aritmeticky prameér, v praci
Jany Dvotakové, je dobfe zvolenym indexem religiozity.
Pomoci vlastniho vektoru, uvedeného ve sloupci [,2] ve vystupu funkce

eigen (var (H)) Svectors, Vyjédfime druhou hlavni komponentu:
Y, =0,4801863z, + 0,5440535z, — 0,5005668z5 — 0,472080324.

Tato komponenta nese jemnéjSi informaci o variabilit¢ plvodnich proménnych,
kterymi jsou uvedené otazky. Je ziejmé, ze prvni dvé slozky vlastniho vektoru jsou kladné
a druhé dvé slozky zaporné. To znamend, Ze druhd hlavni komponenta rozdéluje otazky
na dvé dvojice, pfiCemz provazanost otazek v téchto dvojicich je tésna, coz dokazuji
i zminéné hodnoty korela¢nich koeficientti. Respondenti maji tendenci odpovidat podobné
vramci téchto dvojic otazek a pfitom odlisSné mezi dvojicemi otazek. Jinak feceno,
respondenti pfifazujici k prvnim dvéma otazkdm kladnou odpovéd’ (napf. ,,souhlasim®)
odpovidaji na dalsi dvé otazky zaporné (,,nesouhlasim®) a naopak.

Nyni porovname primér odpoveédi na dané otazky s hodnotami prvni hlavni
komponenty. Vytvofime graf, ve kterém budou na ose X hodnoty pivodniho a na ose y

hodnoty nového indexu religiozity, a to pomoci ptikazu uvedeného na nasledujici strané.
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> plot(x,y,type="p",xlab="Pavodni index (primér)",ylab="Novy index (PC 1)")

V grafickém vystupu tohoto ptikazu na obrazku 3.12 jsou pomoci bodli znazornény oba
indexy religiozity jednotlivych respondentd. Mulzeme si vSimnout, ze i pies to,
ze neékteti respondenti maji stejny pramér odpovédi, hodnota hlavni komponenty je u nich
razna, to dokazuje i tabulka 3.3 uvedena na str. 59. Z toho vyplyva, ze aritmeticky prameér

nedava presnou informaci o tom, jak dani respondenti odpovidali na jednotlivé otazky.

Obrazek 3.12: Srovnani indexiu religiozity
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Dale se pokusime zjistit, zda lze pomoci nového indexu religiozity jednoznacné
urcit, jak respondenti odpovidali na uvedené otazky, tj. zda existuje jednoznaény vztah
mezi prvni hlavni komponentou a odpovéd’'mi jednotlivych respondenti. Pro zjisténi tohoto

jednozna¢ného vztahu vytvoiime matici M, kterd bude obsahovat vSechny mozné
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kombinace odpovédi na uvedené otazky, pfi¢emz kazda kombinace se bude v matici
vyskytovat pravé jednou. Jelikoz mame k dispozici 4 otazky s odpovéd'mi na $kale -3 az 3,
existuje celkem 7% = 2 401 rtiznych kombinaci odpov&di. Matice bude obsahovat 4 sloupce

a 2401 tadka a ziskame ji v softwaru R postupnym definovanim jednotlivych sloupct

nasledovné:

> M=matrix (nrow=2401,ncol=4)
> w=(-3):3

> M[,1]=rep (w,each=2401/7)

> M[,2]=rep (rep(w,each=49),7)
> M[,3]=rep (rep(w,each=7),49)
> M[,4]=rep(w,2401/7)

Vyslednou matici M si mizeme predstavit jako skupinu respondentdi, v niz kazdy
odpovédél na uvedené 4 otazky jinak. Tuto matici budeme nyni povazovat za nova
zdrojovd data. V dalSim kroku do linearni kombinace (3.3.1) dosadime hodnoty
vygenerované matice M. Muzeme postupovat tak, ze nejprve oznalime vlastni vektor
odpovidajici nejvétsimu vlastnimu ¢islu

> A=eigen (R) $vectors

> a=A[,1]

> a

[1] -0.4908751 -0.4831362 -0.5105303 -0.5147619

Nasledné dle (3.3.1) vypocitdme hodnoty prvni hlavni komponenty pro nova data:
> PCl=al[l]*M[,1]+al2]*M[,2]+a[3]*M[,3]1+a[4]*M[,4]

Pro zjisténi jednozna¢ného vztahu mezi hlavni komponentou a danou kombinaci odpovédi
na 4 otazky pouzijeme ptikaz:

> length (levels (as.factor (PC1)))

[1] 2401

Vysledek tikd, ze pocet odlisnych hodnot prvni hlavni komponenty (ziskanych postupnym
dosazenim jednotlivych kombinaci odpovédi) odpovida poctu tadkid matice M.
To znamena, Ze kazdé kombinaci odpovédi piislusi jind hodnota hlavni komponenty.
Timto jsme dokazali, Ze mezi hodnotou hlavni komponenty a danou kombinaci odpovédi
respondenta existuje jednozna¢ny vztah. Prvni hlavni komponentu, tj. novy index
religiozity, mutzeme povazovat za Ciselnou charakteristiku, jejiz hodnota piesné

reprezentuje kombinaci odpovédi kazdého respondenta. V ptipadé, Ze se Vv pivodnim
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souboru dat vyskytuji respondenti se stejnou hodnotou prvni hlavni komponenty,
znamena to, ze odpoveédéli na vySe uvedené otazky shodné. Tabulka 3.3 uvadi cast
respondentll z pivodniho datového souboru, na niz je nazorn¢ vidét vztah, ktery jsme
dokazali. Mizeme si vSimnout, Ze u respondentd 16 a 17 je hodnota prvni hlavni
komponenty stejna, tudiz odpovédéli na étvetici otazek shodné, tim padem je i hodnota
pruméru z téchto odpovédi stejna. Podivame-li se na sloupec s priméry odpovédi,
pfestoze maji napiiklad respondenti 17, 26 a 28 stejnou hodnotu priméru, maji jinou
hodnotu hlavni komponenty, tudiz odpovédéli na dané otdzky jinak. Novy index
religiozity, na rozdil od aritmetického priméru, tedy podava piesnou informaci o tom,

jak ucastnici ankety reagovali na jednotlivé otazky.

Tabulka 3.3: Ukazka piuvodniho datového souboru

Respondenti Ozéz}ia Ozéz}ga Ozéz]ga Ozéz}za Primér PC1
16 1 -2 -2 -2 -1,25| 0,991756165
17 1 -2 -2 -2 -1,25| 0,991756165
26 -3 -2 0 0 -1,25| 0,937353981
27 -3 -3 -2 -2 -2,5| 2,166778873
28 -2 1 -2 -2 -1,25| 1,005557262
47 1 -2 0 2 0,25| -0,506417885
49 1 0 0 0 0,25| -0,468992976
63 3 3 3 3 3| -3,131965917
142 -1 2 0 0 0,25| -0,459792245
187 -3 -3 -3 -3 -3| 2,665829195

Pfi podrobngjsi analyze ziskanych hodnot prvni hlavni komponenty v souboru
vsech 206 respondentl jsme zjistili, ze K nejvétsi shodé doslo u 17 respondentd, u nichz je
hodnota hlavni komponenty 2,665829165. Tato hodnota fika, Ze Gcastnici ankety ptifadili
ke vSem otazkam odpovédi s Cislem -3, tj. zcela nesouhlasim. Naopak 13 respondentu,
z celého souboru, reagovalo na ¢tvetici otazek kladné ¢islem 3, tj. zcela souhlasim. Shoda
se projevila 1 u 6 respondentli odpovidajici na vSechny otdzky ¢islem 2 (souhlasim) a dale
u 5 respondentt, ktefi odpovidali pouze Cislem -2 (nesouhlasim). Dalsich 7 wcastnikt
ankety odpovédélo jednotn€ na vSechny otazky, a to bud’ ¢islem -1 (mirn€ nesouhlasim),
0 (nemam nazor) nebo 1 (mirn€ souhlasim). Z vySe uvedeného vyplyva, ze celkem
48 respondentil ke kazdé otazce ze Ctvetice vzdy priradily stejnou hodnotu ze skaly -3 az 3.
Potvrzuje se tedy, Ze jsou si uvedené otdzky vyznamoveé podobné a u vétSiny respondentil

plati, Ze pokud se rozhodnou odpovidat kladné ¢i zaporné€ na jednu otdzku, odpovi stejnym
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zpusobem i na ostatni otazky. Dalsi shody se objevuji nej¢astéji u dvou az étyt respondentt

a n¢ktefi se svymi ndzory od ostatnich zcela lisi.
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Zavér

Cilem této prace bylo seznamit se s metodou hlavnich komponent a aplikovat ji na
redlna data. Pfi psani této prace jsem se nejdiive vénovala vysvétleni dilezitych pojmu
souvisejicich s touto metodou. Poté jsem se zameéfila na teoretickou stranku metody
hlavnich komponent a nakonec jsem ziskané poznatky vyuzila pro aplikaci metody
na realné piiklady. Pro pouziti metody hlavnich komponent v praktické ¢asti prace jsme
hledali vhodné piiklady, které budou odliSné a zajimavé nejen z matematického,
ale také interpreta¢niho hlediska.

V prvnim piikladu jsme zkoumali vliv tfi faktorG na sloZzeni pice, konkrétné
vliv roku, ve kterém byla provedena analyza slozeni pice, vliv hnojeni a po¢tu pastevnich
cykli za rok. Slozeni pice bylo charakterizovano pomoci péti slozek v rtiznych
mnozstvich, tj. pomoci vlakniny [g.kg™ susiny], NDF [g.kg™ DM], ADF [g.kg® DM],
tuku [g.kg™ susiny] a popela [g.kg™” susiny]. Abychom mohli vliv jednotlivych faktort
podrobnéji zkoumat, zjednodusili jsme sloZeni pice tak, ze jsme pétici slozek nahradili
dvéma veli¢inami, tj. hlavnimi komponentami. Ob¢ hlavni komponenty jsme interpretovali
jako danou linedrni kombinaci slozek pice. Pficemz pro prvni hlavni komponentu plati,
7ze pokud klesd mnozstvi vldkniny, NDF a ADF nebo roste mnozstvi tuku a popela
obsazeného v pici, roste hodnota této komponenty. Mensi informaci o variabilité slozek
V pici nese druha hlavni komponenta, pro kterou plati, ze pokud se zvySuje mnozstvi vSech
slozek v pici, nejvice vSak mnoZstvi popela a ADF, roste hodnota druhé hlavni
komponenty. Dale jsme piiklad rozdélili na tii ¢asti, ve kterych jsme podrobné zkoumali
vliv jednotlivych faktord rliznymi zplsoby. V prvni ¢asti jsme vSechna pozorovani
vykreslili pomoci softwaru R do rozptylovych diagramii komponentnich skore
(Scatterplot) a postupné odlisili tato pozorovani podle jednotlivych faktorti. Z pozorovani
rozliSenych podle roku analyzy jsme zjistili rostouci tendenci prvni hlavni komponenty.
Pti rozliSeni pozorovani podle hnojeni jsme dosli k zavéru, Ze tento faktor nema vliv na
prvni komponentu, ale miize mit vliv na druhou hlavni komponentu, a to takovy, ze pfi
aplikaci hnojiva hodnota druhé hlavni komponenty roste. U posledniho faktoru, tj. poctu
pastevnich cykld, bylo z grafu ziejmé, ze zvySuje-li se pocet pastevnich cykld, roste také
hodnota prvni komponenty. Pii pohledu na druhou hlavni komponentu byla patrna jeji
opacna tendence.

V dalsi ¢asti piikladu jsme analyzovali vzdjemné vztahy mezi pivodnimi péti

slozkami pice pomoci dvojného grafu (Biplot). Zjistili jsme, ze slozky NDF, vladknina
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a ADF jsou vzijemné silné korelované a také, ze mnozstvi popela v pici nezavisi na
mnozstvi ostatnich slozek. Pozorovani, u nichz se v pici vyskytuje vysoky podil tuku,
obsahuji malé mnozstvi NDF, vlakniny a ADF ¢i naopak. Pomoci biplotu jsme potvrdili
zjistény vliv tfi faktord na sloZeni pice z prvni Casti piikladu, plati tedy, Ze s rostoucim
poctem pastevnich cykll a rokem méfeni roste hodnota prvni hlavni komponenty,
tj. zvySuje se obsah tuku a popela a snizuje se mnozstvi vldkniny, NDF a ADF v pici.
Daéle plati, ze hnojeni nezavisi na prvni hlavni komponentég, ale odrazi se v poméru slozek
druh¢ hlavni komponenty, konkrétné v mnozstvi popela. Pti aplikaci hnojiva tedy z velké
¢asti roste mnozstvi popela obsazeného v pici.

V posledni ¢asti piikladu jsme pro zjisténi vlivu uvedenych faktorti pouzili model
mnohonasobné linearni regrese. Model jsme aplikovali nejdiive na prvni hlavni
komponentu a vysledky ndm opét potvrdili, Ze roste-li pocet pastevnich cykll, roste
1 hodnota hlavni komponenty. Stejnym zptsobem ovliviiuje prvni hlavni komponentu rok,
ve kterém byla analyza slozeni pice provedena, tento vliv ale neni tak silny. Hnojeni na
prvni hlavni komponentu nemé zadny vliv. Pfi aplikaci modelu mnohonasobné linearni
regrese na druhou hlavni komponentu jsme zjistili, ze pice, u které bylo aplikovano
hnojivo, zpiisobuje nartist hodnot této komponenty, pii kterém roste mnozstvi vSech slozek
obsazenych v pici, nejvice vSak mnozstvi popela a také mnozstvi ADF. Druhou hlavni
komponentu také ovliviiuje pocet pastevnich cykld, tento vliv je ale opacny. S rostoucim
poctem pastevnich cykli tedy klesd hodnota druhé komponenty. Rok, ve kterém byla
provedena analyza slozeni pice, nema vliv na druhou hlavni komponentou.

Na druhém ptikladu jsme si ukézali dal§i vyuZiti metody hlavnich komponent.
Pokusili jsme se aplikovat tuto metodu na barevny RGB obrazek, u néhoz je barva kazdého
obrazového bodu urcena kombinaci hodnot tfech zakladnich barev, tedy cervené, zelené
a modré. Ukolem bylo zjistit, jak se pii pfevodu do obrazové podoby projevi redukce
datového souboru tvofeného tfemi nahodnymi veli¢inami (Red, Green, Blue) na jedinou
proménnou, tj. prvni hlavni komponentu. Pro vygenerovani obrazovych bodi barevného
obrazku a zpétny pievod vypocitanych hodnot prvni komponenty do grafické podoby jsme
pouzili software Mathematica. Vysledny graficky vystup ndm ukézal, Ze se prvni hlavni
komponenta d& pouzit ke kompresi dat z podoby barevného obrazku na cernobily.
Pfi porovnani tohoto vystupu se standardnim pfevodem do Cernobilé podoby jsme dosli
k zavéru, ze prvni hlavni komponenta pracuje oproti standardnimu pievodu odli$né,
pticemz kazdy pfevod pomoci hlavni komponenty je u jednotlivych piipadi proveden do

jinych stupnt Sedi, z divodu rozdilnych vysledki redukce dat.
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V poslednim piikladu jsme se vénovali vysledkim dotaznikového Setfeni
nabozenského ¢ duchovniho zalozeni obyvatel CR, které provedla ve své bakalatské praci
[21] Jana Dvotakova. Vysledky tohoto Setieni byly tvofeny odpovéd'mi na Ctyfi otazky
celkem 206 respondentli. V nasem piipadé jsme se nezabyvali otdzkou nabozenského
zalozeni ucastnikd ankety, cilem bylo zjistit, jak by mohla prvni hlavni komponenta
reprezentovat danou kombinaci odpovédi kazdého respondenta. Zkoumali jsme, zda lze
pomoci prvni hlavni komponenty jednozna¢né urcit, jak respondenti odpovidali
na uvedené otazky. Dosli jsme k zavéru, ze mezi hodnotou prvni hlavni komponenty
a danou kombinaci odpovédi respondenta existuje jednoznacny vztah. Prvni hlavni
komponentu tedy mizeme povazovat za Ciselnou charakteristiku, jejiz hodnota piesné
reprezentuje kombinaci odpovédi kazdého respondenta. Tento poznatek se da obecné
vyuzit u jakéhokoliv dotaznikového Setfeni. V ptipadé, ze se ve vysledcich Setfeni
vyskytuji respondenti se stejnou hodnotou prvni hlavni komponenty, znamena to,

v

ze odpovédéli na otdzky uvedené v dotazniku shodné.

Tési me, ze jsem zvolila pravé toto téma diplomové prace a prohloubila své
védomosti v oblasti mnohorozmérné statistické analyzy. Také jsem se presvédcila,
ze vyuziti metody hlavnich komponent V praxi je velmi rozmanité. Doufam, ze se mi
podarilo vytvorit uceleny pohled na tuto metodu, ktery bude pfinosny i pro dalsi zajemce

0 danou problematiku.
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Priloha A

Normované slozky pice: vlaknina (z;), NDF (z2), ADF (z3), tuk (z4), popel (zs).

Z1 Z2 Z3 Zy Zs
1 0,7211849 0,3909822 1,5246919 -1,2781912 -0,5707546
2 0,3626524 0,3470353 1,1813909 -1,4013656 0,1463860
3 0,8631040 1,2006804 0,7470752 -1,6107621 -1,3530898
4 0,9751454 1,2477173 1,2488092 -1,3890481 -0,5272915
5 1,1600137 1,1137022 1,5912232 -1,5614923 -0,2592693
6 1,1656158 1,3860813 1,5042890 -1,5614923 -0,9764099
7 0,1348348 0,1134531 -0,0764924 -0,4898749 -0,8025576
8 -0,0350946 0,1889868 -0,0782666 -0,0833993 0,3057506
9 0,5157756 0,7028447 0,4788214 -1,4383179 -1,9760604
10 1,1562790 0,5655108 0,6438188 -1,7093016 -0,0491978
11 0,6801030 0,9889572 0,5978679 -1,4875877 -1,2009690
12 1,6529960 1,4433037 1,6142873 -0,9086679 -0,5562669
13 -1,4598879 -0,0982701 -0,8039003 -0,4406051 -0,5200477
14 -1,1685802 -1,1717640 -1,4975990 -0,0341296 -0,1361239
15 -0,9220891 -1,5528657 -1,2101842 0,9635832 -0,3896585
16 -0,9202218 -0,2504819 -0,8447061 -0,2065738 0,0087530
17 0,5643269 0,2965651 0,6846246 -0,4898749 -1,0053852
18 0,4410814 -0,1154368 0,5089822 -0,6623191 -0,1506116
19 -1,4113366 -1,4727542 -0,1279432 1,0128529 1,2909134
20 -1,1704476 -0,4404606 -0,6495479 0,4339332 0,1391422
21 -0,8361907 -0,5972502 -0,4011647 1,2592018 1,1315489
22 -0,7484250 -0,2642153 0,8762345 0,4955204 0,8707705
23 -0,0967174 -0,3580602 0,4717247 -0,3790179 2,8121208
24 -0,1079216 0,0093082 0,3439848 0,8034564 2,2905640
25 -0,6683153 -1,5047988 -1,5295339 1,1606622 -0,8387768
26 -1,2864105 -1,4578764 -1,7530788 1,2345669 -0,8677522
27 -0,2750500 -0,7116952 -0,8713185 0,9882181 -0,2447816
28 -0,0561958 -0,1566370 -0,4490672 0,7172343 0,2188245
29 1,0464784 0,9466125 0,4078548 0,3353937 -1,5052105
30 1,7263831 1,6939382 1,3676783 0,0644100 -0,8749960
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Z1 Z2 Z3 Zy Zs
31 -1,1555087 -0,8902293 -1,3130857 0,1013623 -0,2013185
32 -1,0621409 -0,7849399 -1,3538916 0,9389483 0,1463860
33 -0,2087588 0,1123087 -0,7045470 0,0028227 0,0884353
34 -0,2909225 1,2510362 0,2517282 0,4708855 0,2840191
35 2,0115285 2,0052286 1,5646107 -0,7978109 -1,4110405
36 2,0992942 1,8060943 1,4368708 -0,9209854 -0,2230500
37 -1,2486899 -1,0773469 -0,7132404 -0,2435261 0,1101668
38 -1,0423469 -0,8414758 -0,7098695 -0,2804784 1,5516918
39 -0,8012712 -0,3652702 -1,1773621 0,3846634 -0,0419539
40 -0,4307876 -0,1249358 -0,7785297 0,3969809 0,5882605
41 0,3352022 -0,4260405 -0,2510703 -0,0833993 0,5592852
42 0,2913193 0,0812941 -0,1919906 0,2368541 1,7400318
43 -1,1069575 -1,5566424 -1,4363903 1,0867576 -0,2954885
44 -1,4094693 -1,8046447 -1,0015423 2,2569145 2,2543448
45 -0,4851276 -1,3678082 -0,4565187 1,5917727 0,7041620
46 0,4205404 0,0604651 -0,4123419 1,8504390 0,2260683
47 1,1432075 0,6339489 0,6180934 0,2861239 -0,3896585
48 0,9377983 0,8058452 1,1285208 0,3846634 -0,0999047
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Priloha B

Vstupni data pro vypocet regrese.

Pocet Pocet
i Rok past. Hnojeni v.. i Rok past. Hnojeni v..
x;; |cykld/rok Xi3 H x;; | cykla/rok X3 1
Xi2 Xi2

1 0 4 0 -2,003164| 25| 4 4 0 2,084645
2 0 4 1 -1,485005| 26| 4 4 1 2,497288
3 0 3 0 -2,477862| 27| 4 3 0 1,270208
4 0 3 1 -2,464176| 28| 4 3 1 0,695486
5 0 2 0 -2,649479| 29| 4 2 0 -1,480965
6 0 2 1 -2,955033| 30| 4 2 1 -2,590947
7 1 4 0 -0,530194|31| 5 4 0 1,637534
8 1 4 1 0,011716|32| 5 4 1 2,019664
9 1 3 0 -2,031135|33| 5 3 0 0,411823
10| 1 3 1 -1,918377|34| 5 3 1 -0,324196
11| 1 2 0 -2,111691|35| 5 2 0 -3,510590
12| 1 2 1 -2,874601|36| 5 2 1 -3,102250
13| 2 4 0 0,817088|37| 6 4 0 1,430785
14| 2 4 1 1,835278|38| 6 4 1 1,608105
15| 2 3 0 2,125330(39| o6 3 0 1,300306
16| 2 3 1 0,900614|40| 6 3 1 0,991304
17| 2 2 0 -1,259317|41| 6 2 0 0,295768
18| 2 2 1 -0,733577| 42| 6 2 1 0,511675
19| 3 4 0 2,312536| 43| 7 4 0 2,407649
20| 3 4 1 1,340467] 44 7 4 1 3,714230
21| 3 3 0 1,777723 45| 7 3 0 2,040431
22| 3 3 1 0,547154 |46 | 7 3 1 0,823793
23| 3 2 0 0,649876 47| 7 2 0 -1,171175
24| 3 2 1 0,891036|48 | 7 2 1 -1,275782
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