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Anotace

Bakaldska prace pojednava o zakladnich rovnicich hydrbargky. V praci je
odvozend Eulerova rovnice hydrodynamiky a Bernballiovnice. Zahrnuje rozbor protrd
skute&nych kapalin a nemalotést &nuje fecim ztratam.

V préaci je popsan kmitavy pohyb meziétva spojenymi nddobami. Tento jevigSen
pomoci Bernoulliho rovnice s nestacionarrilenem. Sotiasti prace je odvozeni rovnice pro
popis vychylky hladiny z rovnovazné polohy. Dale \&muje zjednoduSenémitesSeni této

rovnice. Na za#r je uveden ukazkovy modelovyiklad tohoto jevu.

Kli¢ova slova: Bernoulliho rovnice, nestacionarni pgmidkmitani hladin

Abstract

The bachelor thesis deals with basic equationsydfdmechanics. The derivation
process of Euler equation for hydrodynamics andn&alti equation is outlined. It also
includes the analysis of the real liquids flow adlas the friction losses.

The oscilatory motion in between two joint tanksdisscribed. The phenomenon is
solved by Bernoulli equation with an unsteady tefpart of the thesis treats the derivation
process of the equation of the equilibrum surfaeBedtion description and its simplified
resolving. A model problem of the phenomenon isfpoward.

Key words: Bernoulli equation, unsteady flow, wdearel oscilation.
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1 Uvod

Pri ¢erpani kapaliny zatveného systému (ze dvou a vice napajecich nadiozhazi
k nerovnhomdrnosti pfitoku v jednotlivych ¥tvich systému. Nerovno¥most zpisobuje
rozkmitani hladin v napajecich nadrzich, coz ma daaledek pokles tlaku napajeciho
cerpadla. Kmitani a nasledny pokles tlaku v napaje¢érpadle se objevuje néklad u
chladicich systétn elektraren, kde se&erpa chladici kapalina z vice nadrzi. Pro popis

zmitiovaného jevu jetdeZzita Bernoulliho rovnice, kterou se tato pracesiké casti zabyva.

10
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2 Daniel Bernoulli

Daniel Bernoulli se narodil v holandském Groningehuanora 1700. Pochéazel ze
slavného klanu Bernoutlj kteti se v 18. stoleti zasadili o vyznamnénpsy na poli
matematiky a fyziky. Bernoulli sam byl velice v3astt nadany. Vystudoval medicinu
v Basileji, kde mimo jiné proslul jako vynikajicdka. Zde také poznal vyjiméeé¢ nadaného
matematika Leonarda Eulera, se kterym udrZoval geigt divérné géatelstvi. Vyznamnou
¢ast Bernoulliho kariéry fedstavovalo fisobeni v petrohradské Akademiidvprav spolu
s Eulerem. Po nastoleni krutovlady carevny AnnykvZsRuska odchazi acémuje se
prednaseni matematiky, fyziky, botaniky a anatomieiaaych evropskych univerzitach.

Bernoulliho nejvyznam$)Si piinos spoiva v polozeni zaklad fyzikalniho oboru
hydrodynamika, jez shrnuje v latinsky psaném dHigrodynamica(1738). Bernoulli zde
vénuje pozornost i plyimm a prvni kinetické teorii plyin nicmére kvili skepticismu doby si
jeho teorie musela na své znovuobjeventikpb celé stoleti. |i@sto Daniel Bernoulli umira
ve znameni uznani a Gghu ownéen mnoha ocemimi nejvyznamajSich instituci své doby
v roce 1782 v Basileji6]

3 Definice pojmi

3.1 Einsteinova sum&ni konvence

Jedna se o konvenci, ktera zmazjednodusuje zapis titych matematickych operaci.
V této praci budeme uvazovat trojroamy Euklidovsky prostor. Jednotlivé osy tohoto

prostoru budeme zti@ jako x;, X,, X;. TO znamena, Ze vSechny sumiaindexy budou
nabyvat hodnot 1, 2, 3.

Napriklad rozepiSeme-li vektor:

V=V itV -4y, ok, 1)

kde i, j, kjsou jednotkové vektory v jednotlivych osach, potaa pouZiti Einsteinovy

sumani symboliky miZzeme stejny vektor zapsat

_ _ _ _ 3

V=V, € +V, € +V, =)V -6 =V -8 (2)
i=1

Skalarni nasobeni dvou vekige mozné vyjatit jako

11
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u.V:ui.el.V]_.ej:ui.vj.(q.ej) (3)
Pti zapisu se jednotkové vektorgtginou vypousti, iizeme vztah (3)iepsat do tvaru

u-v=u -v, [3] 4)

J

3.2 Idealni kapalina

Idealni kapalinou rozumime kapalinu, které:
- je dokonale nesttitelna (o = konst),

- je bez vnitniho teni; t&né napti je rovno nule (neviskozni kapalina),

- nevypduje se, nafti nasycenych par je také nuloy#}

3.3 Proudnice
Proudnice je mnoZina badcara), pro které plati, Ze v libovolném o@to mnoziny
je vektor rychlosti t&nou proudnice. # stacionarnim (ustaleném) pohybu proudnice splyva

s trajektorii. Obecna rovnice proudnice je

d d d
X _ % _ X [3] (5)
V(X X0 X0 ) Vo (X000, %5, 1) V3(X, %0, %,1)

3.4 Rovnice kontinuity
Pii proudtni kapaliny musi byt spém zakon zachovani hmotnosti. Stanovime
libovolny kontrolni objem. Podle rovnice kontinuitimotnost kapaliny vtékajici do

kontrolniho objemu musi byt rovna hmotnosti kapalimgj vytékajici.

Rovnice kontinuity pro 1D prowti v obecném tvaru
0 0
—(p:-S-v)+—(p-S)=0 6
5 (oS V)+—(0-5) 6)

Tato rovnice Ize za titych predpoklad zjednodusit. Pokud budeme uvazovat, ze
kapalina je nesttatelna a proudi ustaléndostaneme mnohem zn&si tvar rovnice

kontinuity

S-v=konst [1] (7)

12
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3.5 1D, 2D a 3D proudni
Z kinematického hlediska se praund rozctluje do ti skupin

A. Proudni tsirozmerné (3D) — veltiny, nag. rychlost je wtena polohou v prostoru
V=V (%, %, %).

B. Dvourozné#rné proudni (2D) — nebo také rovinné, naw =v(x,, X,).

C. Jednorozwrné proudni (1D) — je to proughi po Kivce, nap. v=v(x,).[2]

4 QOdvozeni rovnic

Elementarnim cilem této prace je odvozeni Bernowllrovnice, kterou budeme
nezbyt® potrebovat k popsani kmitavého pohybu ve spojenych léato Bernoulliho
rovnice vychazi z Eulerovy rovnice hydrodynamikyptp bude vhodné nejprve odvodit
ERHD.

4.1 Eulerova rovnice hydrodynamiky (ERHD)
ERHD je rovnice, ktera popisuje silovou rovnovakugroudeni. Na kapalinu fisobi

tii sily. Vektor sily tihové;, vektor sily tlakovéF ; a take vektor sily, vyjadjici setrvéne
acinky F .
Foi + Fpi =Fy (8)

Vytkneme-li si trojnasobh elementarni prvek kapaliny, budou n&j rpasobit

elementarni silydF;, dF;, dF; . Tyto sily museji byt v rovnovaze:

dF,; +dF, =dF 9)
Nyni jednotlivé elementarni sily rozepiSeme. Difeee sily hmotnostni:

dF, =a -dm=a - p-dx;. (10)
Elementarni tlakova sila:

dF, =dF,, -dF,, = p-d§ —(p+dp)-dS =dp -dS. (11)

Jelikoz vime, ze po rozepsani elementu plodBypro jednotlivé osy

13
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dS, =dx, -dx
ds, =dx -dx, (12)
dSX3 = dx - dx,

a rozepsani totalni derivace tlaku

op
dp =—-dx 13
P ox X (13)

muzeme po dosazeni do rovnice (11) psat:

dF . :—@-dx.. (14)

Elementéarni setréaou sily vypd@itame z Newtonova zakona.

dv; dv;
dF, =dm-— = p-dx 15
a 7% (13)
Nyni miZzeme napsat silovou rovnovahu pomysiného elementu:
op dv;
X, ———-dx; = p-dx, -—- 16
a-p- ox =p- ot (16)

Pro zjednodusSeni je vhodné rovnici ¥l pa x;. Timto postupem dostaneme rovnovahu
v podol& zrychleni

1 0p dv
g ——-—o =t )

p oOx dt
fre A . e
Totalni denvamaje mozZné rozepsat na parcialni derivace:

v v,

dy _ox, ' ot oy dx oy dt_ oy, Lo
dt dt ax. dt ot dt ot ax

J

Po dosazeni rovnice (20) do rovnice (19) dostanémkerovi rovnici hydrodynamiky
(ERHD) (21).

oV, 6\/i 1 0
_g-L.0P (19)
ot ax p OX

14
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Tahle rovnice plati obeémpro 3D proudni. NaSim cilem je popsat chovani kapaliny
pii kmitani hladin ve spojenych nadobach. Ve spojéwapotrubi bude prouthi kapaliny
1D, proto je vhodné si ERHD zapsat i ve tvaru fboptouctni.

ov ov 1 op
—+—-v=a-—— [1][2 20
% 3 Ll [1] [2] (20)

4.2 Bernoulliho rovnice pro idealni kapalinu

Nyni, kdyz jsme odvodili zakon pro silovou rovnowah Eulerovu rovnici
hydrodynamiky, nizeme pejit pfimo k odvozeni zakona zachovani energie. Bernaullih
rovnice, jak se tento zakon nazyva, vychaziedpokladu, Ze energie nevznikéd ani nezanika,

pouze se rni jeji druhy.

Pokud se ¢astéka tekutiny pohybuje po elementarni draze (prouyinkona
elementarni praci. $tenim tchto elementarnich praci po proudnici dostanemesi pra

(energii) celkovou.

Jest pred integraci rozepiSeme objemoveé zrychlefipuBtime, Ze méa potencial. Rozepsanim

objemového zrychleni pomoci potencialu pro 3D

oU
= 21
= o (21)
pro 1D proudni
ouU
] @

kde dl je element délky proudnice dU je element potencialu. Potencialibeme zapsat
U =g-h, kdeg je gravit@&ni zrychleni ah je poloha hladiny.

Nejprve ERHD upravime pro nasledné integrovani.rdmice (20) dosadime vztah
pro objemoveé zrychleni.

v, v, U 1 23

a a  a p o

Nasledr vynasobime ERHD skal&frelementem délky proudniad .

15
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@-dl+g-v-dlzﬂ-dl—l-@-dl (24)

ot al al o al

Vykracenim jednotlivych elemeintiélky proudnice ziskame vztah, kteryZzeme integrovat.
Q-dl+v-dv=dU _dp (25)
ot p

V naSem pipad budemeesit chovani proughi kapaliny mezi déma misty. Budeme

tedy integrovat z bodu 1 do bodu 2.

2 2 2 2

[ d+ fv-dv= [au- [ (26)
lat 1 1 1 p

2 2 2

@.d|+v_2_v_l=uz_ul_&+& (27)
pot 2 2 p P

Bernoulliho rovnice ovSem plati po celé délce praoce
2
j@-dl +V——U + p = konst, (28)
ot 2
kde prvni¢len je tzv. nestacionarni. Jeho podrgbhnpopis bude v kapitole 7. DruhRyen
vyjadiuje mernou kinetickou energii,féti je nérna potencialni energie &vrty je mgrna

tlakova energidl] [2] [4]

5 Proudéni skute¢nych kapalin
U proudtni skuténych kapalin se projevuje viit treni kapaliny a stlatelnost.
Protoze v této praci uvazujeme préntvody, u které se stlelnost projevuje nepatén

muzeme ji zcela zanedbat.

5.1 Druhy proud éni skuteénych kapalin
Proudni skuténych kapalin sedi na dw zakladni skupiny, laminarni a turbulentni.
Zménam uvnit potrubi a pechodim mezi laminarnim a turbulentnim pramdm se ¥noval

Osborne Reynolds. Dokéazal existenci obou pgaugomoci jednoduchého pokusu.

Do proudici tekutiny v kruhovém potrubfiydl velmi malou trubikou barevnou
tekutinu. Bi malych rychlostech barevna tekutinastala neporusena a rovna — viz obr. 1.

Pokud se rychlost zvysSila nad kritickou mez, drélaaevné tekutiny i@stala byt fima a

16
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za'ala se vinit viz - obr. 2. Oba druhy pramd se od sebe liSi rychlostnim profilem, a také

velikosti hydraulickych ztréat.

L.

Wi ¢

Obr. 1 — laminarni prouahi [4]

NNV

Obr. 2 — turbulentni prowdi [4]

Pomoci tohoto pokusu dif vztah, podle kterého Ize vyjagie druh proudni kapalin.

Tento vztah nese jméno po svém autorovi (Reynoll&isio):

Re= D (29)
1y

kde v, je stedni pfitezova rychlost,D je charakteristicky rozem potrubi, kterym kapalina

proudi av je kinematicka viskozita. Tu Ize sfitat podle nasledujiciho vztahu.

o=t (30)
o,

kde x je dynamicka viskozita @ je hustota.

17
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Prechod z laminarniho na turbulentni préoid je uken kritickou hodnotou
Reynoldsovaisla Re, . Jeho hodnota pro kruhové potrubi, které seyiypkv této praci, je
rovno hodnat 2 320.Toto ¢islo plati pouze tehdy, jestlize je preéuad ustalené. Pokud by
pied mistem, kde zjisijeme druh prouthi, byl nagiklad mistni odpor (ztZeni, kolena, atd.),

hodnotaRe, by byla mensi.

Pro Re<Re,  se jedna o laminarni prodm, jestlize Re>14000 jde o proudni

turbulentni. Pechodové oblasti naleZi intervile= (Re, ,14000). [1] [2] [4]

5.2 Ztraty p ¥i proudéni skuteéné kapaliny (Hydraulické ztraty)

P proudni skuteéné kapaliny potrubim dochazi ke ztratam. Ztratyjgpisobeny
vzajemnym itenim molekul, zrenou tvaru potrubi atd. Bernoulliho rovnice bude ajtms/at
dalSi¢len a toclen vyjadujici ztrdtovou energii. Nejde o ztratovou enexgpravém slova

smyslu, to by odporovalo zakonu zachovani enedgi¢o energie, ktera séepreni v teplo.

Bernoulliho rovnice pro skutaeou kapalinu:

2
J'@-dl+x—u +—p+YZ=konst (31)
7ot 2 o,

kde, je merna ztratova energie, ktera seft@ pomoci Weissbachova vztahu:

2
Y, =g, (32)

z

N

kde ¢, je celkovy sotinitel vSech ztrat v potrubi g, je stedni piifezova rychlost.

Hydraulické ztraty sedi na dw zakladni skupiny. Na ztratyenim a ztraty mistni.

Weissbachv vztah miZzeme rozepsat nasledujicimizpbem:

Y, = (ng +zgt)'

kde ¢, je sowinitel mistnich ztrat a;, je sowinitel trecich ztrat[1] [2] [4]

N |w<N

, (33)

5.2.1 Tieci ztraty v potrubi

Tyto ztraty vznikaji vzajemnou interakci mezi jetdiwvymi molekulami. Jsou fimo

umerné délce atizre velké pro jednotlivé typy progdi.

18
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k Pz=P: =P

b
ra

1
i

‘75 v 2 d v o s==
P L P2

Obr. 3 — ztratovy tlak4]

Pfi vypoctu sowinitele tecich ztrat u laminarniho protrd vychazime ze sdni
rychlosti. Tuto rychlost ziskame néasledujicim ppsta. V potrubi s kruhovym fifezem se
kapalina pohybuje v jednotlivych vrstvach valcovéliaru s osou symetrie totoZnou s osou

symetrie potrubi. Zvolime neko¥r@ maly element tohoto valce. Na tefspbi tlak p, ktery

se za drahdl zmeni na p+dp. Tyto tlaky vyvolaji tlakové sily:

r i Y,

ot

dr -

@D

dx o

L “mar . "max -

Obr. 4 — laminarni prouahi v potrubi kruhového prezu(2]

Fp1=p-7r-r2. (34)
F.,=(p+dp)-7-r?. (35)
Na plasg elementu psobi teci sila.

Fo=7-2-7-r-dl (36)
Souet vSech sil isobicich na element musi byt roven nule.

Fu—F,-F,=0 (37)

19
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p-z-r?—(p+dp)-z-r’~7-2.-7-r-dl=0 (38)

Z rovnice (38) vyjatime smykové nafti:

dp
__dp 39
T (39)

Protoze ztratovy tlak roste line&rn zavislosti na délce, plat?l—p _P.

a mizeme rovnici

(39) zapsat ve tvaru

r=-Pep, (40)

] . dv
kterou dosadime do Newtonova vztahu pro smykovéthap= y-a

dv.  p,

Hoar~ 20

r (41)

Z rovnice vyjadime znménu rychlosti a naslednintegraci ziskame rychlost:

dve P rdr (42)
2- -1
2
V__EZ rI+C. (43)
.ﬂ.

. , L . D. . .
Integra&ni konstantu C wime z okrajové podminky pro=EJe v=_0, protoze na s8hach

potrubi je rychlost kapaliny nulova.

2
.ﬂ.

Po dosazeni integiai konstanty (44) do rovnice (43) a po ugraiskame vztah pro rychlost

v nasledujicim tvaru:

_ pz . 22_ 2
YT sz f]- (45)

Z rovnice pro rychlost v jakémkoliv mésprarezu vidime, Ze je kvadraticky zavisla na

vzdalenosti od osy potrubi. V prostoru bude mihtgstni profil tvar rotéaniho paraboloidu, s
maximalni rychlosti v jeho vrcholu.
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Pro zjiS&ni stedni rychlosti je pdeba vypditat pritok v potrubi, ktery se dr

integraci rychlosti fes plochu pifezu potrubi. Tento vztah je znam jako Hagen-Pdiseui

zakon.

d d

1 2rerep,|(d)
— (v.ds= [v.-2.7.r.dr = 2| 2] _¢2|.4g 46
Q ;[V 6fv z-r-dr 6[2'/1" [(ZJ r?|.dr (46)

z-d*-p

SR 47
Q 128 -1 47

Dosazenim do rovnice kontinuity ziskdme vztah (48}, kterého naslednvyjadiime

hledanou $edni rychlost piiezu (49).

2 . 4-
Q:S.Vs :ﬂ.D_.VS :u (48)
4 128 -
2
.ﬂ.

kde | je delka na které vznikne ztratovy tlgk,, D je pimér potrubi ax je dynamicka

viskozita. Z rovnice (49) vyja@ime ztratovy tlak

..... p=———2.p (50)

kde teci sodinitel pro vyvinuty rovnomirny rychlostni profil laminarniho proedi je

A= % Potom je ztratovy tlak gen vztahem (51).
€

p= A2 p (51)

) (52)

Souinitel trecich ztrat u turbulentniho pratrd je vlivem vySSichiecich sil @tsi.
Patitaji se podob# jako u laminarniho prowdi. Rozdilem je, Ze u turbulentniho prénd

neni teci sodinitel zavisly pouze na velikosti Reynoldsoésla. Na velikosti fieciho
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souinitele maji také vliv relativni drsnostiést potrubi A =D kde k je absolutni drsnost

sttny potrubi & je pramér potrubi. Sotinitel tteni u turbulentniho progdi 1 = f(Re,A)
nelze stanovit obeé&n proto se pro jeho &eni pouzivaji experimentarodvozené vztahy a
grafy. Ztratami tenim se zabyval naéjilad Johann Nikuradse. V letech 1930-1933 pomoci
experimeni sestavil graf zavislosti sowitele ffeni na por&rné drsnosti povrchu a
Reynoldso¥ c¢isle. Nikuradse ip svém experimentu pouzival bronzové potrubi kruta
prafezu. Nejprve z&al n¥fit ztratovy sodinitel na hladkém potrubi a poté povrch potrubi
postupi zdrsioval nalepovanim fidéného pisku. Mienim ziskaval zavislostidciho

souinitele na Reynoldsa@«isle @i konstantni porrné drsnosti.

Z grafu na obr. 5 jeigjmé, Ze fi vySSich hodnotach Reynoldsovisla je zavislost
témet konstantni, tedy Ze stmitel tieni nezévisi na po¥meé deformaci. Tuto oblast
nazyvdme oblastivyvinutého turbulentniho prowddi. Laminarni prouéhi je v grafu
zobrazenaervenou pimkou. Oblasti mezi laminarnim pro&idim a vyvinutym turbulentnim

prouctnim nazyvameigchodovou oblasti.

v K
0.1 o %=15 .%:12&
0.09 © '—': =35 & % = 252 ]
0,08
3 o % =680 @ % = 501
0.07
0.06 Ae T o ol o0p S e i >
D 05 &S\‘ [ I 44H
' ‘LaminérnN e, £ Furbulentni | -t oo foort
roudeni| § proudeni p & | :
0,04 | \ oy ,. i';,}-., i
= s tate il e at Lot g P
Lo i ."i ; ’po‘rnerﬁ"
%0 ol o]
0,03 g . : = 7
s % __1..'...r-""“-
: Mrﬂ.n-m-w-g =
\ % N
0,02 sl T
0,018 \E"‘"‘*
0,016
5 10° 2 3 45 10° 2 3 45 0° 2 3 45 10°
Re

Obr. 5 — Nikuradseho diagram zavisloste f(Re,A) [5]
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Modrou barvou v grafu je znaz@mBlasiuv vztah, ktery byl odvozen pro hladké pbiru
k=0 —> A=0

03164

{Re

Jelikoz Nikuradseip svém experimentu zdteval povrch potrubi usite, drsnost sn

A pro Re <Re<8-10" (53)

potrubi byla rovnorrna. V realnych podminkach vSak drsnost neni rowmoé Vliv
skut&né drsnosti naiéci sodinitel feSilo vice autar. Jednim z nich byl i Colebrook, ktery
odvodil rovnici (54), ktera upravujegchodovou oblast v Nikuradseho diagramu.

1

A= 5 (54)
251 k
2-lo + 027 —
{ g( Re4 dﬂ
i ;

=~ A =—=konst
50 o
=

piirozena drsnost

umela drsnost
hladke potrubi

o
o

log Re

Obr. 6 — vliv druhu drsnosti na ztraighim[5]

U skute&né drsnosti nevznika Zzadné sedlo, jaké jeétwdNikuradseho diagramu, ale
sowinitel treni asymptoticky fechazi z Blasiusovy ifinky k giimce vyjadujici oblast
vyvinutého turbulentniho proedi.
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Prechodova oblast

Lam. proud. Turbulentni proudéni
v K L
0.08 \ =T
0.07 \ L 0.05
-, RN 0.04
i \ LT 003
-""-‘—»—\_-_.h
T 0.05 \ RH- 0.02
l\. Il .-H-_“""n—_
0.04 \N_ 001
N T
v 1=
0.03 \ § 0.005
‘\ R
\\Q‘*m
SN T
S \\1\_“ _"‘*—--ﬂ_h__
T~ 0.001
\\:"\\\""‘ﬂ._\
N ‘-...___‘
S o] 0.0005
| [T
g ]
T T 0.0001
B
0.01 e N
0.008 B o 0.00001
3 4 5 3 103
10 10 10 10 —== Re

Obr. 7 — Moody-Colebrodk diagram zavislostil = f(Re,A) [5]

Pri turbulentnim proughi skuténé kapaliny vznika na&tach potrubi vrstva tekutiny,
ktera grikryva nerovnosti povrchu. Tato vrstva se nazyvaiterni podvrstva. Fromm a Hopf
zjistili, Ze na tlousku laminarni podvrstvy a tedy i na ztratovy &aitel ma vliv nejen
velikost absolutni drsnosti, ale také jeji tvarzBznavame dva druhy drsnosti, tedy ostrou a

vinitou.
v
o i \
7 7
ostra drsnost vinita drsnost

Obr. 8 — druhy drsnosib]

Vzhledem k velikosti a tvaru nerovnosti povrchurpbt rozeznavame u turbulentniho

prouckni tii oblasti.
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A. Hydraulicky hladka siha
V této oblasti laminarni podvrstva zakryje nerownpsvrchu, teci sodinitel

ma stejnou velikost jakorpproudeni kapaliny hladkym potrubim.

B. Oblast gechodova
Jednotlivé vynélky drsnosti jsou #tSi, nez laminarni podvrstva, ¢ehoz
vyplyva, Ze teci sodinitel je zavisly jak na Reynoldséwislu, tak i na porrné

deformaci povrchu potrubi.

C. Oblast vyvinutého turbulentniho praurd
V této oblasti je laminarni podvrstva velmi malanazakryva nerovnosti
povrchu potrubi. To znamenda, Z&edi sodinitel je zavisly pouze na paimné
deformaci potrubi a ne na Reynoldso¥isle. V grafu tuto oblast charakterizuji

vodorovné polofimky. [1] [2] [4]

5.2.2 Ztraty mistnimi odpory

Do této kategorie ztrat pamnagiklad ztraty pi nahlé znéné praméru potrubi, zrng

velikosti nebo srru proudni, ztraty v iznych armaturach atd. Velikost mistnich ztrat se

stanovi podobn jako u ztrat vyvolanychi¢nim. Ztratovou vyskou (55), &mou ztratovou

energii (56), nebo ztratovym tlakem (57)

h =¢ -——, 55
=5 (55)
2
Yzzg'hzzgm'v_si (56)
2
V2
pz:g'p'hzzgm' '_S’ (57)

2
kde ¢, je souinitel mistnich ztrat a ostatni v&hy maji stejny vyznam jako viedchozich
rovnicich. Je &jmé, Zes,, bude u jednotlivych prukrizné. Eje v mistech, kde vznikaji

mistni ztraty, jsou ifliS slozité, a proto se sémitelé mistnich ztrat duji experimentala
Experimentald nantiené hodnoty riweme pouzit pouze Wipad, Ze byly namieny za

podobnych podminek. Pro stanoveni mistnich ztrabséivaji tizné tabulky, grafy atd2]
25



EU ABALA RSKA PRACE FSIVUT V BBN

6 Tvary Bernoulliho rovnice

Bernouliho rovnice se pouzivaripvypoctech nejiznejSich hydraulickych a
hydrodynamickych strdj Proto je obas vyhodné ji zapsat v jinych tvarech. K&fad se
uvadi ve tvaru vysek (61), nebo tie{60).

Bernoulliho rovnice ve forghenergii[ J] :

2
m-g-h+m-£+m-v—+m- @-dl+m-Yz=konst (58)
o, 2 ot

Bernoulliho rovnice ve forsamernych energii[J -kg™ ]
2
g-h+—p+"—+j@-d|+vz=konst (59)
p 2 ot

Bernoulliho rovnice v tlakové forén[ P4 :
-g-h+p+ -V—2+ -J'@-dl+p = konst (60)
P prytp S .

Bernoulliho rovnice ve vySkovém tvafm):
2

he P 2 (g1, = konst (61)
p-g 2g g at

7 Nestacionarni prouceni
Je to proudhi, které je zavislé n&ase. Nestacionarni chovani se projevujerikig
pii rozbéhu prou@ni v potrubi, nebo i kmitani v U-trubici atd. RedevSim jde o zimy

rychlosti kapaliny, které vyvolavaji zmy tlaku.
Nestacionarni prouahi IzeteSit dema zpisoby.

A. Pokud jsou zrny rychlosti, tedy i tlaku, malé, neprojevi se &tilnost kapaliny.
Takoveé proudni IzeteSit pomoci Bernoulliho rovnice s nestacionargiemem.

B. V piipadech, kdy jsou zény rychlosti, respektive tlakuiis velké, soustava sesi
jako hydraulicky (vodni) raz.

V nasledujici ¢asti budeme uvaZovat pouze prvniippd (A). Pro zjednoduSeni

budeme uvazovat nestleelnou kapalinu a dokonale tuhé potrubi. Zehto podminek bude
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rychlost zavisla pouze na jedné pramé a to n&asev=v(t). Nyni lze nestacionarrien

jednodusSe integrovat.

ov dv
—.dl=|—-dl=a-I, 62
ljat l-[dt % (62)

kde a, je zrychleni sloupce kapaliny v potrubi o délce

P
i

A

Obr. 9 — neustélené protrd nestlgitelné kapaliny v tuhém potrufa]

Bernoulliho rovnice pro nestacionarni préndnestlditelné vazké kapaliny v tuhém potrubi

mezi body 1 a 2 bude

2 2
&+g-h+v—1:an-l+v—2+&+Yz (2] (63)
p 2 2 p

7.1 Volny kmitavy pohyb ve spojenych nddobach

Cilem této prace je popsat chovani kapaliy kmitavém pohybu, mezi dwma
nadrzemi. B kmitani volnych hladin dochazi k periodickyniiepnam potencialni energie
na polohovou a naopak. Dokonala kapalina v tuhétrupbby kmitala netlumen OvSem

pohyb skuténé kapaliny je tlumen viskozitou.
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&0 #0

2

3

Obr. 10 — kmitavy pohyb ve spojenych nadr4igh
Pti popisu kmitavého pohybu ve spojenych nadobacte mejvhodsjSi vyjadit si

zavislost vychylky jedné z hladin od rovnovaznéohgi nacase. ProtoZe piez jednotlivych

hladin je mnohematsi, nez pittez potrubi, zjednoduSime ulohu tak, Ze nebudemiowea

rychlost hladinv, =v, =0.

Beronoulliho rovnici budeme psat mezi body 1 a 2.

2 2
&+V—1:&+V—2+9'AH +a,-L+Y, (64)
p 2 p 2

V ptipadt, Ze je péfez potrubi konstantni, plat, =v,, a tak nizeme kinetickécleny

odeist.
&=&+9-AH+a“-L+YZ (65)
p P

Po rozepsani jednotlivych tlak bodt 1 a 2 dostaneme rovnici.

pa+p.g.(H +21)= pa+,0‘g'(H_AH_22)+g~AH +an.L+YZ (66)
D p

Upravou rovnici znéng zjednodusime.
g'(zl+22)=an'L+Yz (67)

V rovnici (67) se vyskytuje &kolik neznamych hodnot, které jsou zavislédase nebo na
vychylce prvni hladiny. Mrnou ztratovou energii rozepiSeme pomoci Weisbachaiahu
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(32). V rem se objevu s$eédni rychlost v potrubi, kterou za pouZiti rovniatinuity (7) a

definice pro zrychleni, = O(I:I_Ztl muzeme zapsat ve tvaru (68).

s__dg S )

:Vl-—_

s S dt S

Vysledny vztah pro grnou ztratovou energii.

Vi (s) (dzY
V=6, = (sj (dtj (69)

Podle definice zrychleni tideme rozepsalen a, .
dv d’z S
"odt dt* S (70)
Zbyva uvest zavislost mez, a z,. Tuto zavislost dostaneme ze zakona zachovani hmoty

(71).

2-S5=2-5 = Zzzzi'si (71)
2

Vztahy (68), (69) a (70) dosadime do rovnice (67).

2 2 2
S, dt® S, 2 \s dt
Po gevedeni vSeclleni na jednu stranu a nepatrnych Upravach ziskamesddf&lni rovnici
2 . 2 . .
d ?iﬁ(d_ﬂ 2925 41,5]_ ¢ [1] (73)
dt? ~2.S-L dt S-L S,

7.2 ZjednoduSenéreSeni

Rovnici (73) nelzeeSit obecn. Pro dalsi vypeet zanedbame mistni ztraty a budeme
uvazovat pouze ztratyenimg, =¢,. Ve WtSing pripadi kapaliny v potrubi, spojujici &b
nadrze proudi turbulentnPro zjednoduSen@&seni budemeipdpokladat, Zze kapalina proudi

laminarre. Sowinitel ztrat tenim pro laminarni prowdi

L 64.L 64uv-L

—= = 74
D ReD v,-D? (74)

chgt:ﬂ’
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Protoze sedni piifezova rychlost ve spojovacim potrubi je zavisl&ase, paebujeme tuto
zavislost utit. Toho docilime pomoci vztahu (68), ze kteréhfadime grevracenou hodnotu

stredni rychlostiv,.

1S (75)
Vs Sl d721
dt

Rovnice popisujici vychylku nadrze 1 gmitavém pohybu bude mit vysledny tvar (76)

2
d ?i32-zu'd_zl+g'5'(51+sz),zizo (76)
d? = D®> dt L-S-S

Pokud uvazujeme kladny smysl pohybu kapaliny z bbdo bodu 2, ztratovy soémitel bude

kladny.

2
d_?+3220d_4+98(81+82)2120 (77)
d?  D? dt  L-S-S

32.v ag-s-(lersz)

Protoze— jsou konstantni, zavedeme ptelplednost zngeni
D 1SS,
32-v
2-a= D? (78)
L-S-S
Potom rovnici (77) mZzeme zapsat ve tvaru
2
L - B P [1] (80)

dt’® dt
Podle rovnice (80) mohou nastatdsituace:

A. Pokud o’ <a® hladina po vychyleni bude plynule klesat, a7 sestatee do

rovnovazneé polohy. Tomuto jevu ska aperiodicky pohyb hladiny.
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Obr. 11 — Aperiodicky pohyb hladirf§]
V tomto pgipadt Ze bytreSeni rovnice (80) bylo ve tvaru

e(—a%/ﬁ)- e(—a—\/ﬁ)-t

z=C,- t+C2- (81)
Kde C, a C, jsou integrani konstanty. Jejich tvar zalezi na¢cptenich podminkach
rovnice (80).

B. Pokudw?® > a? hladina po vychyleni bude tlumekmitat, az se ustali na rovnovazné

poloze. Jde o tzv. periodicky tlumeny pohyb hladiny

N /\
Y

¥

Obr. 12 — Periodicky tlumeny pohyb hladifiy
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V tomto gipack Ze byreSeni rovnice (80) bylo ve tvaru

z =" -(Cl-sin(ql‘az —a)z‘ -t)+C2 -cos(J‘az —a)z‘ t)) (84)

Kde C, a C, jsou ot integr&ni konstanty. Jejich tvar zalezi nacptenich

podminkéach rovnice (80). Periodu kmitu &jg@dme ze vztahu (85).

;27 (85)
4]

7.3 Konkrétni p¥ipad

Odvozené rovnice zipdchozi kapitoly aplikujeme na konkrétni modelowypad.
Zvolime konkrétni vetiny. Primér prvni nadrze D, = 025m, pramér druhé nadrze
D, = 015m, prameér spojovaciho potrubD = 003m, délka potrubiL =1m, kinematicka
viskozita pro teplotu 20°CGw = 101-10° m®-s™. Gravit&ni zrychleni pro sedni evropu

g=981m-s?. Zbylé roznéry viz obr. 13.

|

i

1

L 8D,=0,15m

$,05m

o)
Ha=—

(=

=

Ha=—

i

— 21

45

G

H={ 2m
0.05m
i

AH

—
=
=
=il
-t
o

1

L 20=0.03m A J

\\‘ 3 £
L=1m

Obr. 13 — Modelovy fiklad pohybu ve spojenych nadrzidh
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K vyieSeni rovnice (80) jeidba znat ptatetni podminky. Hladinu vychylime
z rovnovazné polohy @, = 005m a nasleda ji uvolnime. V moment odleleni méa hladina
stéle stejnou polohu a jeji rychlost je nulovaola vyplyvaji nasledujici gatesni podminky
(86) a (87):

z(t=0)=z,=01m (86)

(ij—zti(t:0)=0m's‘1 (87)

Nyni miZzeme rovnici vyesit. Konstantyx respektivew spaitame z rovnic (78) respektive

(79).

—6
o= 16'2“ _16-10110" _ 3179565 (88)
D 003
2 2
. 9’81.72'-(4)1:032_(72"3,25 +n-215j
L-S-S, L. 7025 7015

4 4

Protoze platio® > «® bude dochézet k periodickému tlumenému kmitanitoPp

feSeni zvoleného problému pouzijeme rovnici (84)dmtdy konstantC, a C, ziskame z

okrajovych podminek.iPaplikaci prvni pdatesni podminky (86) ziskame konstar@y.

z,(t=0)=e"" -(Cl -sin@‘az —~ a)z‘ -tj +C, -cos(J‘az —~ a)z‘ t)) (90)
005=¢e*° -(Cl -sin(,/‘oz2 - a)z‘ -O) +C,- 005(1/‘052 - a)z‘ OD (91)

005=1-(C,-0+C,-1) (92)
C, = 005 (93)
Déle derivujeme rovnici (84) podtasu. Po dosazeni gieini podminky (87) ziskame

hodnotu konstanty, (98).

C;—Zti(t =0)=-a-e” '(Cl 'Sin(\/‘az - 7| -t) +C, -cos( o - 07| -tj +

+e ! -(Cl- ‘az —a)z‘ -005(1/‘052 —a)z‘ -tj -C, -1/‘052 - w? -sin( ‘az - a)z‘ tD

(94)
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O=-a-e*° -(Cl -sin(ql‘az —coz‘ oO)+C2 .cos( ‘az -o° -OD+

(95)
+e! '(Cl -1/‘052 -0’ -CO{J‘O{Z -0° .O)—CZ -1/‘052 —a)z‘ -sin(ql‘az —a)z‘ OD
Vyjadtime konstantiC, .
c-c. 0017956 (96)
b 0017956 —0.7305]
C.= 005 0017956 ©7)
\/\3,224.10—4 ~0533664
C, = 0012293 (98)

Obecny tvar vysledné rovnice (99), vyiape zavislost vychylky hladiny ngase. Po dosazeni

konkrétnich hodnot ziskame rovnici (100)

7 —e | 7t :0)-%.sin(1/‘a2 — o] -tj+ 2(t =0)-cos(1/‘a2 — o] .t) (99)

o - 07
z, = %0779 .(0,012293sin(0,7303 t)+ 005- cos(0,7303 1)) (100)
Zavislosti vychylky hladiny pro modelovyiglad je zakreslena v grafu (14).

Zavislostvychylky hladiny na case - z,(t)

0,08

0,04

[ -

vyexhylka- z,|m|

cas t[s]
Obr. 14 — zavislost vychylky hladiny rasez, (t)
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8 Zavér

Bernouliho rovnice je jednou ze zakladnich rovni@dodynamiky. Jeji pouziti je
nezbytné praeseni ¥tSiny problému v hydrodynamice a vyznamnou roljdias této praci.
Zde se vyuziva k popisu zavislosti vychylky hladimagase u soustavy spojenych nadob.

Pomoci Bernoulliho rovnice s nestacionarrilenem byla odvozena pa@mé slozita
diferencianli rovnice druhéhdadu, kterou nelzereSit obect. Proto bylo uvedeno
zjednoduSenéieSeni kmitavého pohybu ve spojenych néadrzichisapeno prostym
zanedbanim mistnich ztrat gegpokladem laminarnich protm ve spojovacim potrubi. Ve
skute&nych systémech se vyskytuji mistni odpory a je vehavdipodobné, Ze kapalina bude
proudit turbulentd. Zajimavou diplomovou praci by mohlo byt srovnéypoctovych model

a nand¢ienych hodnot.
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Seznam pouzitych zkratek a symba

a -hmotnostni zrychleni fn-s7]
a, -lokélni zrychleni sloupce kapaliny v potrubi m-s7?]
C,C,,C, -integra&ni konstanta [-]
D -pramer potrubi [m]
D,, D, -praméry nadrzi [m]
E -modul pruznosti v tahu [Pa]
F . -vektor hmotnostni sily [N]
Fo - vektor tlakové sily [N]
F,, - vektor setrvéné sily [N]
g -gravita&ni zrychleni [m-s7?]

h -vyska hladiny n]
AH -rozdil mezi dny nadrzi m]
H -vétSi vyska klidové hladiny od dna nadrze n]
i -ssitaci indexy [-]
k -absolutni drsnost&t potrubi [m]
K -modul objemové pruznosti kapaliny [Pa]
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I -délka proudnice ]
L -délka spojovaciho potrubi m]
m - hmotnost ko]
N;, N, - ozn&eni nadrzi -1 [
p - tlak Pa]
P, -atmosfericky tlak Pa]
P, -ztratovy tlak Pa]
Q -pritok [m*-s]
r -polomer potrubi [m]
Re -Reynoldsoveislo [-]
Re, -Reynoldsovo kritické&islo [-]
S -obsah pitezu potrubi [m?]
S, S - prafez nadrzi mq]
t -tas d]
T -perioda kmitu £]
U -potencidl m*-s7]
v - rychlost v daném bed M-s™]
A -stedni pfifezova rychlost m-s™]



EU

ABALA RSKA PRACE

FSIVUT V BBN

2,2,

Sc

Sm

St

-objem

-ztrdtova mirna energie

-rozdil vysky hladin

-vychylka hladin od ustaleného stavu v nadrzi

-konstanta

-relativni drsnost &h potrubi

-celkovy ztratovy satinitel

-soinitel mistnich ztrat

-soWinitel ttecich ztrat

-treci sodinitel

-dynamickd viskozita

-kinematicka viskozita

-Ludolfovodislo

-tetné nagti

-hustota

-Uhlova frekvence kmitu
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