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Anotace

Bakalafskd prace pojedndvd o zdkladnich rovnicich hydromechaniky. V préci je
odvozend Eulerova rovnice hydrodynamiky a Bernoulliho rovnice. Zahrnuje rozbor proudéni
skute¢nych kapalin a nemalou ¢4st vénuje tiecim ztratdm.

V préci je popsédn kmitavy pohyb mezi dvéma spojenymi nddobami. Tento jev je feSen
pomoci Bernoulliho rovnice s nestaciondrnim ¢lenem. Soucésti priace je odvozeni rovnice pro
popis vychylky hladiny z rovnovdzné polohy. Déle se vénuje zjednoduSenému feSeni této

rovnice. Na zavér je uveden ukdzkovy modelovy ptiklad tohoto jevu.

Kli¢ov4 slova: Bernoulliho rovnice, nestaciondrni proudéni, kmitdni hladin

Abstract

The bachelor thesis deals with basic equations of hydromechanics. The derivation
process of Euler equation for hydrodynamics and Bernoulli equation is outlined. It also
includes the analysis of the real liquids flow as well as the friction losses.

The oscilatory motion in between two joint tanks is described. The phenomenon is
solved by Bernoulli equation with an unsteady term. A part of the thesis treats the derivation
process of the equation of the equilibrum surface deflection description and its simplified
resolving. A model problem of the phenomenon is put forward.

Key words: Bernoulli equation, unsteady flow, water level oscilation.
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1 Uvod

Pfi Cerpéni kapaliny z vétveného systému (ze dvou a vice napdjecich nadrzi) dochédzi
k nerovnomérnosti prutoku v jednotlivych vétvich systému. Nerovnomérnost zpisobuje
rozkmitdni hladin v napdjecich nddrzich, coz méd za disledek pokles tlaku napdjeciho
Cerpadla. Kmitdni a ndsledny pokles tlaku v napdjecim Cerpadle se objevuje naptiklad u
chladicich systému elektrdren, kde se cerpd chladici kapalina z vice nddrzi. Pro popis

z w7z

zminovaného jevu je diilezitd Bernoulliho rovnice, kterou se tato prace z velké ¢asti zabyva.

10
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2 Daniel Bernoulli

Daniel Bernoulli se narodil v holandském Groningenu 8. dnora 1700. Pochdzel ze
slavného klanu Bernoullit, ktefi se v 18. stoleti zasadili o vyznamné piinosy na poli
matematiky a fyziky. Bernoulli sdm byl velice vSestranné nadany. Vystudoval medicinu
v Basileji, kde mimo jiné proslul jako vynikajici 1ékat. Zde také poznal vyjimeéné nadaného
matematika Leonarda Eulera, se kterym udrZoval cely Zivot divérné pratelstvi. Vyznamnou
¢ast Bernoulliho kariéry ptedstavovalo plsobeni v petrohradské Akademii véd pravé spolu
s Eulerem. Po nastoleni krutovlady carevny Anny vSak z Ruska odchdzi a vénuje se
pfedndSeni matematiky, fyziky, botaniky a anatomie na rtiznych evropskych univerzitich.

Bernoulliho nejvyznamnéjsi pfinos spoc¢iva v polozeni zdkladi fyzikdlniho oboru
hydrodynamika, jeZ shrnuje v latinsky psaném dile Hydrodynamica (1738). Bernoulli zde
vénuje pozornost i plynim a prvni kinetické teorii plynd, nicméné kvili skepticismu doby si
jeho teorie musela na své znovuobjeveni pockat celé stoleti. I pfesto Daniel Bernoulli umira

ve znameni uzndni a dspéchu ovéncen mnoha ocenénimi nejvyznamnéjsich instituci své doby

v roce 1782 v Basileji. [6]

3 Definice pojmu

3.1 Einsteinova sumacni konvence

Jednd se o konvenci, kterd zna¢né€ zjednodusuje zdpis urcitych matematickych operaci.
V této prici budeme uvazovat trojrozmérny Euklidovsky prostor. Jednotlivé osy tohoto

prostoru budeme znaclit jako Xx,, x,, x;. To znamend, Ze vSechny sumacni indexy budou

nabyvat hodnot 1, 2, 3.

Napiiklad rozepiSeme-li vektor v

;zvx-;+vy-}+vz-;, (1)
kde i, }, k jsou jednotkové vektory v jednotlivych osdch, potom za pouZziti Einsteinovy

sumacni symboliky mliZeme stejny vektor zapsat

_ _ _ _ 3
v=vl‘el+v2‘e2+v3‘e3=Zvi‘ei=vi‘ei 2)
i=1

Skaldrni ndsobeni dvou vektorli je mozné vyjadfit jako

11



-

EU BAKALARSKA PRACE FSI VUT V BRNE

u-v=ui-ei-vj-ej=ui-vj-(ei-ej) 3)
Pti zépisu se jednotkové vektory vétSinou vypousti, mizeme vztah (3) pfepsat do tvaru

w-v=u, v, [3] o))

3.2 Idealni kapalina

Idedlni kapalinou rozumime kapalinu, ktera:
- je dokonale nestlacitelna (p = konst.),

- je bez vnitiniho tien{; te€né napéti je rovno nule (neviskozni kapalina),

- nevypaiuje se, napéti nasycenych par je také nulové. [1]

3.3 Proudnice

Proudnice je mnozina bodl (¢éra), pro které plati, Ze v libovolném bodé této mnoZiny
je vektor rychlosti te€nou proudnice. Pfi staciondrnim (ustdleném) pohybu proudnice splyva
s trajektorii. Obecnd rovnice proudnice je

dx, B dx, B dx,
vl(xlaxZaxg,at) VZ(XI’XZax::,at) V3(x1,x2,x3,t)

[3] o)

3.4 Rovnice kontinuity
Pii proudéni kapaliny musi byt splnén zdkon zachovdni hmotnosti. Stanovime
libovolny kontrolni objem. Podle rovnice kontinuity hmotnost kapaliny vtékajici do

kontrolniho objemu musi byt rovna hmotnosti kapaliny z n¢j vytékajici.
Rovnice kontinuity pro 1D proudéni v obecném tvaru

0 0
—_— . . —_— . = 6
Py (p S v)+at(p S) 0 (6)

Tato rovnice lze za urcitych pfedpokladii zjednodusit. Pokud budeme uvazovat, ze
kapalina je nestlacitelnd a proud{ ustdlené, dostaneme mnohem zndmé&;jsi tvar rovnice

kontinuity

S-v=konst. [I] 7

12
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3.5 1D, 2D a 3D proudéni

Z kinematického hlediska se proudéni rozdéluje do tif skupin

A. Proudéni tfirozmérné (3D) — veli€iny, napt. rychlost je ur¢ena polohou v prostoru
v=yv (xl, X5, x3).

B. Dvourozmémé proudéni (2D) — nebo také rovinné, napi. v =v (x,, x, ).

C. Jednorozmérné proudéni (1D) — je to proudéni po kiivce, napt. v=v (xl). [2]

4 QOdvozeni rovnic

Elementarnim cilem této priace je odvozeni Bernoulliho rovnice, kterou budeme
nezbytn¢ pottebovat k popsidni kmitavého pohybu ve spojenych nddobédch. Bernoulliho

rovnice vychdzi z Eulerovy rovnice hydrodynamiky, proto bude vhodné nejprve odvodit
ERHD.

4.1 Eulerova rovnice hydrodynamiky (ERHD)
ERHD je rovnice, kterd popisuje silovou rovnovahu pii proudéni. Na kapalinu pisobi

ti sily. Vektor sily tihové F,;, vektor sily tlakové F, a také vektor sily, vyjadiujici setrvacné
ucinky F ;.

F.+F =F, ®)

mi pi si

Vytkneme-li si trojndsobn¢ elementdrni prvek kapaliny, budou na n¢&j pusobit

dF

elementdrni sily dF i

mi?

dF ;. Tyto sily museji byt v rovnovéze:

dF,; +dF, =dF, €)

St

Nyni jednotlivé elementdrni sily rozepiSeme. Diferenece sily hmotnostni:

df,, =a,-dm=a,-p-dx;. (10)
Elementérni tlakova sila:

dF,,=dF, —dF,,=p-dS,—(p+dp,)-dS, =dp,-ds,. (11)

Jelikoz vime, Ze po rozepsdni elementu plochy dS, pro jednotlivé osy

13
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ds, = dx, -dx,
ds, = dx, -dx, (12)
ds, = dx, -dx,

a rozepsdni totdlni derivace tlaku

dp, =P dx. (13)
ox;

muZeme po dosazeni do rovnice (11) psit:
dF =P g (14)

Elementarni setrvac¢nou sily vypoc¢itdme z Newtonova zdkona.

dv, dv

dF, =dm-—t=p-dx, -— 15
a 7 (1>
Nyni miZeme napsat silovou rovnovahu pomyslného elementu:
op dv.
a-p-x.—-dx. =p-dx. — 16
CP ox, ' 210 dt (10)

Pro zjednoduSeni je vhodné rovnici vydé€lit pa x;. Timto postupem dostaneme rovnovahu

v podobé zrychleni

ai_l_@_p:dvi (17)
p Ox, dt
oAy, . 1
Totalni derivaci 7; je mozné rozepsat na parcidlni derivace:
Di e+ gy

dvi axj at 8Vi dxj 8Vi dt 8Vi 8Vi

— = = . +—t—=—4+ V. (18)
dt dt Ox; dr ot dit Ot Ox

Po dosazeni rovnice (20) do rovnice (19) dostaneme Eulerovi rovnici hydrodynamiky
(ERHD) (21).

Vi Vi gL P (19)
o ox; '’ p Ox

14
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Tahle rovnice plati obecné pro 3D proudéni. Nasim cilem je popsat chovani kapaliny
pii kmiténi hladin ve spojenych nddobich. Ve spojovacim potrubi bude proudéni kapaliny

1D, proto je vhodné si ERHD zapsat i ve tvaru pro 1D proudéni.

ov  0v 1 op
—+—v=a——— [I][2 20
PRy rRl kL >l [1][2] (20)

4.2 Bernoulliho rovnice pro idealni kapalinu

Nyni, kdyZ jsme odvodili zdkon pro silovou rovnovédhu, Eulerovu rovnici
hydrodynamiky, miZeme pfejit piimo k odvozeni zdkona zachovédni energie. Bernoulliho
rovnice, jak se tento zdkon nazyva, vychazi z pfedpokladu, Ze energie nevznikd ani nezanika,
pouze se méni jeji druhy.

Pokud se castecka tekutiny pohybuje po elementdrni drize (proudnici) kond
elementarni préaci. Seftenim téchto elementdrnich praci po proudnici dostaneme praci

(energii) celkovou.

Jesté pred integraci rozepiSeme objemové zrychleni. Pfipustime, Ze m4 potencidl. Rozepsanim

objemového zrychleni pomoci potencidlu pro 3D

oUu
a, =— 21
o 2D
pro 1D proudéni
ou
a=—- 22
2l (22)

kde dlje element délky proudnice a dU je element potencidlu. Potencidl mizZeme zapsat
U=g-h ,h kde g je gravitatni zrychleni a i je poloha hladiny.
Nejprve ERHD upravime pro nédsledné integrovani. Do rovnice (20) dosadime vztah

pro objemové zrychleni.

o, v, _oU 1o (23)
or ol ol p al

Nésledné vyndsobime ERHD skalarné elementem délky proudnice dl .

15
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P+ =Y g L@y (24)
ot ol ol p ol

Vykrécenim jednotlivych elementl délky proudnice ziskdme vztah, ktery mizeme integrovat.

P dlsv-dv=au - (25)
ot Yo,
V naSem piipadé budeme fesit chovani proudéni kapaliny mezi dvéma misty. Budeme

tedy integrovat z bodu 1 do bodu 2.

2 2 2 2

Y di+ v-dVZJdU—jd—p (26)
1 at 1 1 1 p
2 2 2

L S Sy Sy S 27)
s ot 2 2 o P

Bernoulliho rovnice ov§em plati po celé délce proudnice

ov v’

—-dl+—-U + p = konst , (28)

Ot 2

kde prvni C¢len je tzv. nestaciondrni. Jeho podrobnéjsi popis bude v kapitole 7. Druhy ¢len
vyjadifuje mernou kinetickou energii, tfeti je mé€rnd potencidlni energie a Ctvrty je mérna

tlakova energie. [1] [2] [4]

5 Proudéni skutecnych kapalin
U proudéni skutecnych kapalin se projevuje vnitini tfeni kapaliny a stlaitelnost.
ProtoZe v této prici uvazujeme proudéni vody, u které se stlacitelnost projevuje nepatrng,

muZeme ji zcela zanedbat.

5.1 Druhy proudéni skute¢nych kapalin
Proudéni skute¢nych kapalin se dé€li na dvé zakladni skupiny, lamindrni a turbulentni.
Zméndm uvniti potrubi a pfechodiim mezi lamindrnim a turbulentnim proudénim se vénoval

Osborne Reynolds. Dokdzal existenci obou proudéni pomoci jednoduchého pokusu.

Do proudici tekutiny v kruhovém potrubi pfivadél velmi malou trubickou barevnou
tekutinu. Pfi malych rychlostech barevnd tekutina zlistala neporusend a rovna — viz obr. 1.

Pokud se rychlost zvysila nad kritickou mez, drdha barevné tekutiny prestala byt piimé a

16
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zacala se vlnit viz - obr. 2. Oba druhy proudéni se od sebe 1iSi rychlostnim profilem, a také

velikosti hydraulickych ztrat.

L.

W ¢

Obr. 1 — laminarni proudéni [4]

NN NN

Obr. 2 — turbulentni proudéni /4]

Pomoci tohoto pokusu ur€il vztah, podle kterého 1ze vyjadfuje druh proudéni kapalin.
Tento vztah nese jméno po svém autorovi (Reynoldsovo ¢islo):

_vS'D

Re , (29
v

kde v, je stfedni prifezovd rychlost, D je charakteristicky rozmér potrubi, kterym kapalina

proudi a v je kinematickd viskozita. Tu lze spocitat podle nésledujiciho vztahu.

)7,

v="—, 30)
yo)

kde u je dynamickd viskozitaa p je hustota.

17
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Pfechod zlamindrniho na turbulentni proudéni je urcen kritickou hodnotou
Reynoldsova ¢isla Re, . Jeho hodnota pro kruhové potrubi, které se vyskytuje v této préci, je
rovno hodnoté 2 320. Toto ¢islo plati pouze tehdy, jestlize je proudéni ustdlené. Pokud by
pred mistem, kde zjiStujeme druh proudéni, byl naptiklad mistni odpor (ziZeni, kolena, atd.),

hodnota Re, by byla mensi.

Pro Re <Re, se jednd o lamindrni proudéni, jestliZe Re >14 000 jde o proudéni

turbulentni. Pfechodové oblasti nalezi interval Re = (Re o 14 OOO). [1] [2] [4]

5.2 Ztraty pri proudéni skute¢né kapaliny (Hydraulické ztraty)

Pfi proudéni skutecné kapaliny potrubim dochdzi ke ztratdm. Ztraty jsou zplsobeny
vzdjemnym tfenim molekul, zménou tvaru potrubi atd. Bernoulliho rovnice bude obsahovat
dalsi Clen a to ¢len vyjadiujici ztrdtovou energii. Nejde o ztrdtovou energii v pravém slova

smyslu, to by odporovalo zdkonu zachovéni energie. Je to energie, kterd se ptemeéni v teplo.

Bernoulliho rovnice pro skute¢nou kapalinu:

%oy v
[Zar+2-v+L+y, =konst, 31)
: Ot 2 '

Yol

kde Y, je m&mad ztratova energie, kterd se poCitd pomoci Weissbachova vztahu:

Yzzgc'VZS s (32)

kde ¢, je celkovy soucinitel vSech ztrat v potrubi a v_ je stiedni prufezova rychlost.

Hydraulické ztraty se d€li na dvé zdkladni skupiny. Na ztraty tfenim a ztraty mistni.

Weissbachiiv vztah miiZzeme rozepsat nasledujicim zpusobem:

Y, =(ng+2g,)-v—2‘, 33)

“ N

kde ¢, je soucinitel mistnich ztrdt a ¢, je soucinitel tiecich ztrat. [1] [2] [4]

5.2.1 Treci ztraty v potrubi

Tyto ztraty vznikaji vzdjemnou interakci mezi jednotlivymi molekulami. Jsou piimo

umeérné délce a riizné velké pro jednotlivé typy proudéni.

18
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pz=p:-p,

-
:c._

SIS
]
>

o = e 7 R —
P+ L P2

Obr. 3 — ztratovy tlak [4]

Pii vypoctu soucinitele tiecich ztrdt u lamindrniho proudéni vychdzime ze stfedni
rychlosti. Tuto rychlost ziskdme ndsledujicim postupem. V potrubi s kruhovym prifezem se
kapalina pohybuje v jednotlivych vrstviach valcového tvaru s osou symetrie totoZnou s osou

symetrie potrubi. Zvolime nekone¢né maly element tohoto vélce. Na ten piisobi tlak p, ktery

se za drahu dl zménina p+dp. Tyto tlaky vyvolaji tlakové sily:

r i v,
Ar 1
T+ :— dr v
dr ! - - dr
i ] \
1 r T J !
: #D
X
) 7
P+ P dx
ox
- dx -

¥ —

— L — __=fmax= — Tmax —

Obr. 4 — lamindrni proudéni v potrubi kruhového prifezu [2]
Fp1=p.7r.r2, (34)
F,=(p+dp)x-r*. 35)

Na plast’ elementu pusobi tieci sila.

F,=7-2-7-r-dl (36)
Soucet vSech sil plisobicich na element musi byt roven nule.

F,—-F,—F,=0 (37)
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pﬂ-rz_(p+dp)7z-r2_1'2ﬂ'rdl=0 (38)

Z rovnice (38) vyjadiime smykové napéti:

,__dp (39)
2-dl

PR . . 4, s .
ProtoZze ztratovy tlak roste linedrné v zdvislosti na délce, plati —l; = % a miZeme rovnici

(39) zapsat ve tvaru

p
T=—"TJ"r, 40
. (40)

v
kterou dosadime do Newtonova vztahu pro smykové napéti 7 = - a
r

dv p
— =7 41
Har T T2 “D
Z rovnice vyjadiime zménu rychlosti a ndsledné integraci ziskdme rychlost:
dv = _M (42)
2-u-l
p.-r’
p=—-== +C. (43)
4-u-l

D
Integraéni konstantu C uréime z okrajové podminky pro r = 5 je v=0, protoZe na sténidch
potrubi je rychlost kapaliny nulov4.

2
c=Lod

= 44
16 -1 @)

Po dosazeni integracni konstanty (44) do rovnice (43) a po tGpraveé ziskdme vztah pro rychlost

v nésledujicim tvaru:

__P. 22_ 2
v {[zj r} (45)

Z rovnice pro rychlost v jakémkoliv misté prifezu vidime, Ze je kvadraticky zavisla na
vzdélenosti od osy potrubi. V prostoru bude mit rychlostni profil tvar rotaéniho paraboloidu, s
maximalni rychlosti v jeho vrcholu.
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Pro zjisténi stfedni rychlosti je potfeba vypocitat pratok v potrubi, ktery se urci

integraci rychlosti pfes plochu prifezu potrubi. Tento vztah je zndm jako Hagen-Poiseuilliv

zakon.
d d
2 2. 2
Q:J.v.dS:J.v.Z.yz--r-dr:JL- 7P (ij —r?|-dr (46)
s 0 0 2-p-l 2
4
sz 47)
128 - -1

Dosazenim do rovnice kontinuity ziskdme vztah (48), ze kterého ndsledné¢ vyjadiime

hledanou stfedni rychlost prifezu (49).

2 .D*.
O0=S.v =z 2., _ZD P (48)
| 4 0 128-u-l
2
O
.#.

kde [ je délka na které vznikne ztritovy tlak p_., D je primér potrubi a 4 je dynamicka
viskozita. Z rovnice (49) vyjadiime ztratovy tlak
_32-plv, 64 L vy L
P D? v-D D 2 e D
v

kde treci soucinitel pro vyvinuty rovnomérny rychlostni profil lamindrniho proudéni je

64
A= Re' Potom je ztritovy tlak uréen vztahem (51).
e

po=Aem e p (1)

— 4 (52)

Soucinitel tfecich ztrat u turbulentniho proudéni je vlivem vysSich ttecich sil vetsi.
Pocitaji se podobné jako u lamindrniho proudéni. Rozdilem je, Ze u turbulentniho proudéni

neni tfeci soucinitel zdvisly pouze na velikosti Reynoldsova ¢isla. Na velikosti tfeciho
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soucinitele maji také vliv relativni drsnosti stén potrubi A = D’ kde k je absolutni drsnost

stény potrubi a D je pramér potrubi. Soucinitel tfeni u turbulentniho proudéni A = f (Re, A)

nelze stanovit obecné, proto se pro jeho uréeni pouZivaji experimentdln¢ odvozené vztahy a
grafy. Ztratami tfenim se zabyval napfiklad Johann Nikuradse. V letech 1930-1933 pomoci
experimentll sestavil graf zdvislosti soulinitele tfeni na pomérné drsnosti povrchu a
Reynoldsové cisle. Nikuradse pii svém experimentu pouzival bronzové potrubi kruhového
prifezu. Nejprve zacal méfit ztratovy soucinitel na hladkém potrubi a poté povrch potrubi
postupné zdrsfioval nalepovdnim tiidéného pisku. Méfenim ziskdval zdvislost tfeciho

soucinitele na Reynoldsové ¢isle pfi konstantni pomérné drsnosti.

Z grafu na obr. 5 je ziejmé, Ze pfi vySSich hodnotidch Reynoldsova ¢isla je zédvislost
témei konstantni, tedy Ze soucinitel tfeni nezdvisi na pomeérné deformaci. Tuto oblast
nazyvdme oblasti vyvinutého turbulentniho proudéni. Lamindrni proudéni je v grafu
zobrazeno Cervenou piimkou. Oblasti mezi lamindrnim proudénim a vyvinutym turbulentnim

proudénim nazyvdme prechodovou oblasti.

l |
0.1 | @ % = 15
0.09 B e =305 i
: ;
0,08 :
., o e = 60
0.07
0,06 Ae o PP rrr e
0,05 '\ﬁ}\\, 1]
! ,Laminérn\% ™. 2 Furbulentn{ opregttros s
roudeni| % b | | proudéni p <&
0,04 | \9
- 0 5 PR Gt orarhy
g o]
0,03 A T
! ! L 3 5 ”. . S, =]
t g - ‘—.ﬂf'!"—
oz by, .e il r,,w-w-r'
0,018 \
0.016
5 10° 2 3 45 10* 2 3 45 10° 2 3 45 10°
Re

Obr. 5 — Nikuradseho diagram zavislosti A = f(Re, A) [5]
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Modrou barvou v grafu je zndzornén Blasiuv vztah, ktery byl odvozen pro hladké potrubi
k=0 —> A=0

= 0511{_64 pro Re, <Re<8-10" (53)
e

A

JelikoZ Nikuradse pfi svém experimentu zdrsiioval povrch potrubi uméle, drsnost stén
potrubi byla rovnomérnd. V redlnych podminkdch vSak drsnost neni rovnomérnd. Vliv
skute¢né drsnosti na tfeci soucinitel feSilo vice autort. Jednim z nich byl 1 Colebrook, ktery
odvodil rovnici (54), kterd upravuje prechodovou oblast v Nikuradseho diagramu.

1

> (54)
2,51 k

2-1o —+0,27-—

{ g(Re- A d ﬂ

l:

pfirozena drsnost

umela drsnost

hladke potrubi

o
—

log Re
Obr. 6 — vliv druhu drsnosti na ztraty tfenim /5]

U skutecné drsnosti nevznikd zZadné sedlo, jaké je vidét v Nikuradseho diagramu, ale
souCinitel tfeni asymptoticky pfechdzi z Blasiusovy pfimky k pifimce vyjadfujici oblast

vyvinutého turbulentniho proudéni.
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Piechodova oblast

Lam. proud. 5 Turbulentni proudeéni
e 3 K =
; T
0.07 \ HE1E| — 0.05
1 \ | ST 0.04
- 006 i =
\ =] 003
1 -h-‘__h\—l-\—-\..
0.05 n oy 0.02
\l \-'..'l\.h%“ .-ﬁ-_""-"h—_
us \ N1 0.01
\\ RH-H""‘\-
0.03 \ 4-\ Hax 0.005
\ R
k“‘m
Q.\ TH
0.02 e .
- T 0.001
‘-q».ih\
| T
SO T 0.0005
\.\_‘\ hm%‘"“ﬂ-—_._l
\-.'"-I.. u 0.0001
]
0.01 e
ey
0.008 = : 0.00001
) 4 3 f
10 10 10 10° —=Re 10

Obr. 7 — Moody-Colebrookiiv diagram zavislosti 4 = f(Re, A) [5]

Pfi turbulentnim proudéni skute¢né kapaliny vznikd na sténdch potrubi vrstva tekutiny,
kterd pfikryva nerovnosti povrchu. Tato vrstva se nazyvd laminarni podvrstva. Fromm a Hopf
zjistili, Ze na tlousStku laminarni podvrstvy a tedy i na ztratovy soucinitel ma vliv nejen

velikost absolutni drsnosti, ale také jeji tvar. Rozezndvdme dva druhy drsnosti, tedy ostrou a

vlnitou.
b v
—= A | . 5
7 i b
7 7
ostra drsnost vinita drsnost

Obr. 8 — druhy drsnosti [5]

Vzhledem k velikosti a tvaru nerovnosti povrchu potrubi rozezndvame u turbulentniho

proudéni tfi oblasti.
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A. Hydraulicky hladka sténa
V této oblasti lamindrni podvrstva zakryje nerovnosti povrchu, tfeci soucinitel
ma stejnou velikost jako pfi proudéni kapaliny hladkym potrubim.
B. Oblast ptfechodova
Jednotlivé vycnélky drsnosti jsou vétSi, nez lamindrni podvrstva, z ¢ehoz
vyplyvd, Ze tfeci soucinitel je zdvisly jak na Reynoldsové Cislu, tak i na pomérné
deformaci povrchu potrubi.
C. Oblast vyvinutého turbulentniho proudéni
V této oblasti je lamindrni podvrstva velmi mald a nezakryvd nerovnosti
povrchu potrubi. To znamend, Ze tfeci soulinitel je zdvisly pouze na pomérné
deformaci potrubi a ne na Reynoldsové ¢&isle. V grafu tuto oblast charakterizuji
vodorovné poloptimky. [1] [2] [4]
5.2.2 Ztraty mistnimi odpory

Do této kategorie ztrat patii napiiklad ztrity pti ndhlé zméné priméru potrubi, zméné

velikosti nebo sméru proudéni, ztrity v rliznych armaturich atd. Velikost mistnich ztrat se

stanovi podobné jako u ztrat vyvolanych tfenim. Ztratovou vySkou (55), mérnou ztritovou

energii (56), nebo ztratovym tlakem (57)

2

y
ho=c Y 55
. =S 2g (55)

2
Yz=g-hz=gm-v—% (56)
' ' 2

VZ

p.=g ph=¢,p—=, (57)

2

kde ¢, je soucinitel mistnich ztrat a ostatni veli¢iny maji stejny vyznam jako v pfedchozich

rovnicich. Je zfejmé, Ze ¢, bude u jednotlivych prvkl rizné. Déje v mistech, kde vznikaji

mistni ztraty, jsou pfili§ sloZité, a proto se soucinitelé mistnich ztrat urCuji experimentalné.

Experimentdlné naméfené hodnoty miZeme pouZit pouze v piipad¢, Ze byly naméfeny za

podobnych podminek. Pro stanoveni mistnich ztrat se pouzivaji rizné tabulky, grafy atd. [2]
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6 Tvary Bernoulliho rovnice

Bernouliho rovnice se pouzivd pii vypoctech nejriiznéjSich hydraulickych a
hydrodynamickych stroji. Proto je obfas vyhodné ji zapsat v jinych tvarech. Napftiklad se
uvadi ve tvaru vySek (61), nebo tlaki (60).

Bernoulliho rovnice ve formé energii [J]:

2
m-g-h+m-£+m-v—+m-J‘@-dl+m-YZ:konst (58)
o, 2 ot '

Bernoulliho rovnice ve formé mémych energii [J -kg ']:
2
g-h+£+v—+j@-dl+YZ:k0nst (59)
o 2 ot '

Bernoulliho rovnice v tlakové formé [Pa] :
v? ov

p-g-h+p+p-—+p-f—-dl+pz=k0nst (60)
2 ot '

Bernoulliho rovnice ve vySkovém tvaru [m]:

2
h+L+V—+l-j@-dl+hz = konst 61)
p-g 2:8 g 0

7 Nestacionarni proudéni
Je to proudéni, které je zdvislé na Case. Nestaciondrni chovani se projevuje napiiklad
pii rozbéhu proudéni v potrubi, nebo pfi kmitdni v U-trubici atd. Pfedev§Sim jde o zmény
rychlosti kapaliny, které vyvolavaji zmény tlaku.
Nestaciondrni proudéni 1ze fesit dvéma zpiisoby.
A. Pokud jsou zmény rychlosti, tedy i tlaku, malé, neprojevi se stlacitelnost kapaliny.
Takové proudéni 1ze fesit pomoci Bernoulliho rovnice s nestaciondrnim ¢lenem.
B. V ptipadech, kdy jsou zmény rychlosti, respektive tlaku piili§ velké, soustava se fesi

jako hydraulicky (vodni) réz.

V nésledujici ¢asti budeme uvaZovat pouze prvni piipad (A). Pro zjednoduSeni

budeme uvazovat nestlacitelnou kapalinu a dokonale tuhé potrubi. Za téchto podminek bude
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rychlost zdvisld pouze na jedné proménné a to na Case v = v(t). Nyni lze nestacionarni ¢len

jednoduse integrovat.
j -dl = j -dl =a, (62)
!

kde a, je zrychleni sloupce kapaliny v potrubi o délce /.

A

-
-

Obr. 9 — neustdlené proudéni nestlacitelné kapaliny v tuhém potrubi /2]

Bernoulliho rovnice pro nestacionarni proudéni nestlacitelné vazké kapaliny v tuhém potrubi

mezi body 1 a 2 bude

2 2
Pryghsizq, 242y 2] (63)
yo) 2 2 p '

7.1 Volny kmitavy pohyb ve spojenych nadobach

Cilem této price je popsat chovani kapaliny pfi kmitavém pohybu, mezi dvéma
nadrZemi. Pti kmitdni volnych hladin dochdzi k periodickym pfeméndm potencidlni energie
na polohovou a naopak. Dokonald kapalina v tuhém potrubi by kmitala netlumen¢. OvSem

pohyb skute¢né kapaliny je tlumen viskozitou.
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&0 20

£

i

Obr. 10 — kmitavy pohyb ve spojenych nadrzich [1]

Pfi popisu kmitavého pohybu ve spojenych nddobach bude nejvhodné&jsi vyjadfit si
zévislost vychylky jedné z hladin od rovnovadZzné polohy na ¢ase. ProtoZe prifez jednotlivych
hladin je mnohem vétsi, nez prifez potrubi, zjednodusime ulohu tak, Ze nebudeme uvazovat

rychlost hladin v, =v, =0.
Beronoulliho rovnici budeme psat mezi body 1 a 2.

2 2
ﬂ+v—1=&+v—2+g-AH+an-L+Yz (64)
p 2 p 2 '

V pifipad€, Ze je prufez potrubi konstantni, plati v, =v,, a tak muUZeme kinetické cleny

odecist.
&=&+g-AH+an.L+YZ (65)
P P

Po rozepsani jednotlivych tlakli v bodé€ 1 a 2 dostaneme rovnici.

p.+p-g-(H+z) p,+p-g-(H-AH-z)

+g-AH +a,-L+Y, (66)
P P
Upravou rovnici znaéné zjednodusime.
g-(a+2)=a, L+, (67)

V rovnici (67) se vyskytuje nékolik nezndmych hodnot, které jsou zdvislé na €ase nebo na

vychylce prvni hladiny. Mérnou ztritovou energii rozepiSeme pomoci Weisbachova vztahu
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(32). V ném se objevu sttedni rychlost v potrubi, kterou za pouZiti rovnice kontinuity (7) a

. ] dz; ..
definice pro zrychleni v, = 7‘ muZeme zapsat ve tvaru (68).
t

by S da S (68)

Vysledny vztah pro mérnou ztritovou energii.

v (S)Y (dz Y
Y =¢c £ =2c. || | =L 69
= = 2 2 \S dt )

Podle definice zrychleni mizZeme rozepsat ¢len a, .

dv d*z, S
D dt21 ?1 7

Zbyva uvést zdvislost mezi z; a z,. Tuto zdvislost dostaneme ze zdkona zachovédni hmoty
(71).
S

ZI.SIZZZ.SZ = ZZZZI.S_I (71)
2

Vztahy (68), (69) a (70) dosadime do rovnice (67).

2 2 2
i =_d—§-i-Lii-[ij [ﬁ} (72)
S, dt” S, 2 \S dt
Po pfevedeni vSech ¢lent na jednu stranu a nepatrnych dpravach ziskdme diferencidlni rovnici
2 2
d?igf S, [ﬁ} L8 aS LS, [1] (73)
dt> 2-S-L \ dr S,-L 2

7.2 ZjednoduSené reSeni

Rovnici (73) nelze fesit obecné. Pro dalsi vypocet zanedbdme mistni ztraty a budeme
uvazovat pouze ztrity tfenim¢, =¢,. Ve vétSin€ piipadd kapaliny v potrubi, spojujici obé
nddrZe proudi turbulentné. Pro zjednoduSené feSeni budeme predpoklddat, Ze kapalina proudi

lamindrné. Soucinitel ztrat tfenim pro laminarni proudéni

L _64-L_64-0-L
D ReD v, D’

Se=6 =4 (74)
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ProtoZe stfedni prifezovéa rychlost ve spojovacim potrubi je z4visld na Case, potiebujeme tuto
zévislost ur€it. Toho docilime pomoci vztahu (68), ze kterého vyjddiime prevracenou hodnotu

stfedni rychlosti v_.

1 S
—=— 75
v, A "
Yt
Rovnice popisujici vychylku nadrze 1 pfi kmitavém pohybu bude mit vysledny tvar (76)
2
d’z , 32 U.ﬁ+gS(S1+S2).Z1:O 76)

dt> D’ dt L-S, -S,

Pokud uvazujeme kladny smysl pohybu kapaliny z bodu 1 do bodu 2, ztratovy soucinitel bude
kladny.

2
d§1+3220.ﬁ+g S(S1+S2).Z1=0 (77)
dt D dt L-S -S,

320 g-S-(s,+5,)

Protoze — jsou konstantni, zavedeme pro piehlednost znaceni
D [-S,-S,
32-v

2-a= e (78)

wzzg'S'(S1+S2) (79)
L-S -S,

Potom rovnici (77) miZeme zapsat ve tvaru

d’z, dz

+2-a-—L+w’7,=0 1 80
i ” i [1] (80)

Podle rovnice (80) mohou nastat dvé situace:

A. Pokud @’ <o’ hladina po vychyleni bude plynule klesat, a7 se dostane do

rovnovazné polohy. Tomuto jevu se fikd aperiodicky pohyb hladiny.
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z

Obr. 11 — Aperiodicky pohyb hladiny /1]
V tomto piipadé Ze by feSeni rovnice (80) bylo ve tvaru

(-arai-o? ) (~avai-0? )s

z,=C e t+C2'e (1)
Kde C, a C, jsou integra¢ni konstanty. Jejich tvar zaleZi na poc¢ate¢nich podminkéch
rovnice (80).

B. Pokud @’ >’ hladina po vychyleni bude tlumené kmitat, aZ se ustdli na rovnovazné

poloze. Jde o tzv. periodicky tlumeny pohyb hladiny.

VAN

¥

i
!

Obr. 12 — Periodicky tlumeny pohyb hladiny /7]
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V tomto piipadé Ze by feSeni rovnice (80) bylo ve tvaru

z,=e " -(Cl -sin(ql‘az —(02‘ -t)+ C, -cos (J‘az —(02‘ ID (84)

Kde C, a C, jsou opét integracni konstanty. Jejich tvar zdlezZi na pocatecnich

podminkdch rovnice (80). Periodu kmitu spoc¢itdime ze vztahu (85).

T = 2.7 (85)
@
7.3 Konkrétni piripad
Odvozené rovnice z piedchozi kapitoly aplikujeme na konkrétni modelovy pfipad.

Zvolime konkrétni veliCiny. Primér prvni nddrze D, =0,25m, primér druhé nadrze
D, =0,15 m, praimér spojovaciho potrubi D =0,03 m, délka potrubi L =1m, kinematicka
viskozita pro teplotu 20°C v =1,01-10° m”-s". Gravita¢ni zrychleni pro stfedni evropu

g =9,81m-s7. Zbylé rozméry viz obr. 13.

|

_ 90,=005m | = L 90,=0,15m
=
1]
Da F1
W ¢ ;
LA ! ]
-
<=
1 1 i L0
4
= 5
N_ = I:I
i = a
- = ] | HH r7d
T |
|
T 1 T
i
K7 I |
|| 20=0¢3m i

e

Obr. 13 — Modelovy piiklad pohybu ve spojenych nadrzich [1]
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K vyfeSeni rovnice (80) je tieba znat pocate¢ni podminky. Hladinu vychylime
z rovnovazné polohy o z,, = 0,05 m a nésledn¢ ji uvolnime. V moment odleh¢eni m4 hladina

stdle stejnou polohu a jeji rychlost je nulova. Z toho vyplyvaji ndsledujici pocatec¢ni podminky
(86) a (87):

zt=0)=2z,=01m (86)
ﬁ(t:O):Om-s-1 (87)
dt

Nyni miZeme rovnici vyfeSit. Konstanty o respektive @ spocitdme z rovnic (78) respektive

(79).

16-v 16-1,01-10°
a = =

=0,017956 5~ 88
D’ 003 ’ (89)
2 2 2
: ) 081.7 (203 [n (1;25 L7 (le j
o= |83 T3 . . =0,7305 5" (89)
L-S -S, 1.77-0,25 7-015
4 4

Protoze plati @” >« bude dochdzet k periodickému tlumenému kmitdni. Proto pfi

feSeni zvoleného problému pouZijeme rovnici (84). Hodnoty konstant C, a C, ziskdme z

okrajovych podminek. Pfi aplikaci prvni poc¢atecni podminky (86) ziskdme konstantu C,.

Z,=0)=e" -(Cl -sin(J‘az —~ a)z‘ -tj +C, - cos (J‘az —~ a)z‘ ID (90)
0,05=¢""" -(Cl -sin(1/|a2 —~ a)2| -OJ +C, - cos (,/‘az —~ a)2| OD 91)

0,05=1-(C,-0+C,-1) (92)
C, =0,05 (93)

Dile derivujeme rovnici (84) podle ¢asu. Po dosazeni po¢ate¢ni podminky (87) ziskdme

hodnotu konstanty C, (98).

%(t =0)=-a-e* -(Cl -sin(ql‘az - a)z‘ -tj +C, - cos (J‘az —a)z‘ -tj +
+e -(Cl : ‘az —a)z‘ -cos(ql‘az —a)z‘ -tj -C, -1/‘052 —a)z‘ -sin (,/‘az —a)z‘ ID

(94)
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O=-a-e " -(Cl -sin[ ‘az —a)2| -OJ+C2 -cos [,/|a2 —a)z‘ -OD+

95)
+e ™ -(Cl -W-COS[W-O] -C,- |052 —a)2| -sin [WOD
Vyjadifme konstantu C;.
c-c. 0,017956 06
\/ 0,017956* - 0,7305"]
¢ ~00s. 0,017956 o7
\/3,224 107 —0,533664]
C, =0,012293 (98)

Obecny tvar vysledné rovnice (99), vyjadiuje zavislost vychylky hladiny na ¢ase. Po dosazeni

konkrétnich hodnot ziskdme rovnici (100)

z=e | 7, (t= O)-%-sin[d‘az —a)2| -tj+ z,(t=0)-cos [,/|a2 —a)z‘ -tj (99)

o ~07]
z, = e 7% (0,012293-sin(0,7303 1)+ 0,05 - cos (0,7303 1)) (100)
Zavislosti vychylky hladiny pro modelovy ptiklad je zakreslena v grafu (14).

Zavislostvychylky hladiny na ¢ase - z,(t)

0,06

0,04

ID w MMMMMMMMM ......

L .

cas t[s]

vyexhylka- zq|m|

Obr. 14 — z4vislost vychylky hladiny na ¢ase z, (¢)
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8 Zavér

Bernouliho rovnice je jednou ze zdkladnich rovnic hydrodynamiky. Jeji pouZiti je
nezbytné pro feSeni vétSiny problému v hydrodynamice a vyznamnou roli hraje i v této préci.
Zde se vyuZziva k popisu zavislosti vychylky hladiny na ¢ase u soustavy spojenych nddob.

Pomoci Bernoulliho rovnice s nestaciondrnim ¢lenem byla odvozena pomérné slozitd
diferencidnli rovnice druhého ftadu, kterou nelze feSit obecné. Proto bylo uvedeno
zjednoduSené feSeni kmitavého pohybu ve spojenych ndadrzich, zplisobeno prostym
zanedbdnim mistnich ztrdt a pfedpokladem lamindrnich proudéni ve spojovacim potrubi. Ve
skute¢nych systémech se vyskytuji mistni odpory a je velmi pravdépodobné, ze kapalina bude
proudit turbulentné. Zajimavou diplomovou praci by mohlo byt srovnédni vypoc¢tovych modela

a naméfenych hodnot.
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Seznam pouzitych zkratek a symbolu

a -hmotnostni zrychleni [m-s7]

a, -lokalni zrychleni sloupce kapaliny v potrubi [m-s7]
C.C,.C, -integracni konstanta [-]
D -primér potrub{ [m]
D,, D, -priméry nadrzi [m]
E -modul pruznosti v tahu [Pa]

F,. -vektor hmotnostni sily [N]

F, - vektor tlakové sily [N]

F, - vektor setrvacné sily [N]

g -gravitacni zrychleni [m-s7]

h -vyska hladiny [m]
AH -rozdil mezi dny nadrzi [m]
H -vétsi vyska klidové hladiny od dna nadrze [m]
i, j -s¢itaci indexy [-]

k -absolutni drsnost stén potrubi [m]

K -modul objemové pruznosti kapaliny [Pa]
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[ -délka proudnice [m]
L -délka spojovaciho potrubi [m]
m - hmotnost [kg ]
N,, N, - oznaceni nadrzi [-]
p - tlak [Pa]
D, -atmosfericky tlak [ Pa]
P, -ztratovy tlak [ Pa]
0 -pritok [m®-s7']
r -polomér potrubi [m]
Re -Reynoldsovo ¢islo [-]
Re, -Reynoldsovo kritické ¢islo [-]
S -obsah priifezu potrubi [m?]
S, S, - prifez nadrzi [m*]
t - Cas [s]
T -perioda kmitu [s]
U -potencial [m?-s7]
v - rychlost v daném bodé [m-s™']
v -stfedni priifezovd rychlost [m-s™"]

38



EU BAKALARSKA PRACE FSI VUT V BRNE
1% -objem [m®]
Y, -ztrdtovd mérnd energie [J-kg']
b4 -rozdil vysky hladin [m]
2> 2y -vychylka hladin od ustdleného stavu v nddrzi [m]
a -konstanta [s7']
A -relativni drsnost stén potrubi [-]
S, -celkovy ztratovy soucinitel [-]
S, -soucinitel mistnich ztrat [-]
S, -soucinitel tfecich ztrat [-]
A -tfeci soudinitel [-]
Y7, -dynamicka viskozita [Pa-s]
) -kinematickd viskozita [m*-s7']
r -Ludolfovo &islo [-]
T -tecné napeti [ Pa]
P ~hustota [kg-m™]
w -thlova frekvence kmitu [Hz ]
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