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Uvod

V mé diplomové praci jsem se zaméfila na problém analyzy kontingencénich
tabulek s vyuzitim poznatki o kompozi¢nich datech jako pozorovanich nesou-
cich pouze relativni informaci. Vychozim bodem tvah je skutec¢nost, Ze na kon-
tingenc¢ni tabulku (resp. pfislusnou tabulku pravdépodobnosti) lze pohlizet jako
na kompozici a pro feseni souvisejicich problémit je mozno pouzit myslenky kom-
pozi¢ni analyzy postavené na Aitchisonové geometrii na simplexu.
bivariate discrete probabilities [], ktery pojednavéa o kompozi¢ni analyze obecné
kontingencni tabulky. Pro lepsi nazornost a snazsi orientaci ¢tenafe jsem se v této
praci omezila na pripad tabulky ¢tyrpolni. Tento pristup mi mimo jiné umoznil
odvozeni nékterych tvrzeni, kterda jsou v ¢lanku uvedena bez dikazu a mél by
vést k vétsi prehlednosti noveé zavadéné terminologie.

Préace je ¢lenéna do tfech hlavnich kapitol. V prvni kapitole mé ¢tenaf moz-
nost seznamit se s kompozi¢nimi daty a se souvisejicimi pojmy, se kterymi pracuji
v dalsich kapitolach. Druhé kapitola prestavuje kontingenc¢ni tabulku a nejpou-
zivanéjsi pristupy k jeji analyze. Slouzi zejména pro uvedeni do kontextu a srov-
nani s kapitolou treti, kterd se zabyva jiz zminénou kompozi¢ni analyzou kon-
tingenc¢nich tabulek. V zavérecné ctvrté kapitole jsou na didaktickém prikladu
aplikovany ziskané poznatky z kompozi¢ni analyzy na rozbor konkrétni ¢tyipolni

kontingencni tabulky.



1. Kompozi¢ni data

V této kapitole se seznamime s diilezitymi poznatky o kompozi¢nich datech,
ktera byla poprvé ucelené popsana Johnem Aitchisonem v poloviné osmdesatych
let 20. stoleti v knize [1]. Z ni jakoz i ze zdroju [5], [0] a [8] jsem také pfi tvorbé

nasledujiciho textu nejvice cerpala.

Definice 1. Rddkovy vektor x = (z1,...,xp) nazgvime D-slozkovou kompozict,
jestlize vsechny slozZky tohoto vektoru jsou kladnd redlna cisla nesouct pouze rela-

tivnt informaci.

Kompozi¢ni data jsou tedy definovana jako vicerozmérna data, u kterych ne-
zélezi na absolutni velikosti slozek, dilezité jsou pouze podily mezi slozkami vek-
toru. To znamend, ze kompozice (z1,...,2p) a (axy,...,axp), pro a > 0, ndm
sdéluji totoznou informaci.

Uvedenad vlastnost pfinasi zjednoduseni prace s kompozicemi, nebof mizeme
vSechny kompozice reprezentovat jako kladné vektory se souctem slozek rovnym
konstanté k, aniz by doslo ke ztraté informace. Hovorime pak o operaci uzavéru

kompozice.

Definice 2. Uzdver kompozice x = (x1,...,xp) na konstantu k oznacime C(x)

a definujeme vztahem

O(x) = (’;L’“;—D) |
> i1 Ti D i1 Ti

Definice 3. Vybérovym prostorem kompozicnich dat je D-sloZkovy simplez,

D
SP = {x: (x1,...,zp), x; >0, i=1,2,... D, Zl‘l:k}
i=1
Simplex je tedy mnozina vSech kompozic¢nich dat se souctem slozek rovnym k.
Casto se nase pozornost zaméiuje jen na nékteré slozky kompozice, které
jsou pro nas relevantni. Mluvime pak o tzv. podkompozici, ktera obsahuje pouze

vybrané slozky ptvodni kompozice.



Definice 4. Mé&jme kompozici x = C(zy,...,xp) v prostoru SP a mnoZinu in-

dexti R = {iy,...,i,}. R-podkompozici x reprezentuje ndsledugici vektor v S”
sub(x; R) = C(xyy, Tig, - . ., ;).

Indexy iy, ...,4, znadi, které slozky vybereme do podkompozice (ne nutné

prvnich r) a na vektor téchto slozek pak aplikujeme operaci uzavéru.

1.1. Aitchisonova geometrie na simplexu

Pokud chceme pracovat s kompozi¢nimi daty na simplexu analogicky jako
s béznymi mnohorozmérnymi pozorovanimi v realném vektorovém prostoru, mu-

sime zavést vhodnou geometrii, kterd nam toto umozni.

Definice 5. Perturbace kompozice x = C(xy,...,xp) € SP s kompozici y =
C(y1,...,yp) € SP je definovdna jako
x®y = C(z191,...,7pYp).

Vysledek perturbace, ani nasledné zavedené mocninné transformace, nezavisi
na konstantach uzavirajicich vektory x a y, protoze v obou definicich je zahrnuta
operace uzaveru.

Perturbace spliuje nasledujici vlastnosti:

1. komutativitu: x by =y & x,
2. asociativitu: (xPy)Pz=xd (y ® 2),

3. existenci neutralniho prvku: e = C(1,1,...,1),

4. existenci inverzniho prvku: x ' = C(a7', 25, ..., 25"), kdex @ x! =e.

Struktura (S, @) proto tvoii komutativni grupu. Perturbaci x s inverznim prv-

1

kem k y znac¢ime symbolem ©: xSy =x@y ; zfejmé X O X = e.

Definice 6. Mocninnd transformace kompozice x = C(xy,...,zp) € SP kon-

stantou o € R je ddna vztahem
aoOx=C(27,....29).
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Pro o, 3 € R a x,y € SP spliiuje mocninné transformace vlastnosti:
1. asociativitw: a ® (f © x) = (a - ) O x,

2. distributivitu zleva: a ® (x®y) = (¢ ©x) ® (¢ Oy),

3. distributivitu zprava: (a + ) ©x = (@ ©®x) & (8 © x),

4. existenci neutralniho prvku 1, nebot 1 ® x = x.

Vidime tedy, Ze simplex spolu s perturbaci a mocninnou transformaci tvori
vektorovy prostor (SP, @, ®).
Vektorova struktura simplexu nam umozinuje definovat pojem perturbac¢ni

zévislost a nezavislost.

Definice 7. Kompozice X1, ..., %, € SP se nazgvaji perturbacné zdvislé, jestlize

existuje alespon jedno nenulové ¢islo aq, ..., a,, € R takove, Ze plati
(01 0x1) @ @ (m O Xp) = e,
kdee=C(1,...,1).

V opac¢ném pripadé se kompozice X1, ...,X,, nazyvaji perturbacné nezavislé.
Na simplexu S” je maximalni pocet perturbacné nezavislych kompozic D — 1.
SP je tedy vektorovy prostor dimenze D — 1.

Necht eq,...,ep_; € SP jsou perturba¢né nezavislé a tvoii tedy bazi SP.
Kazdou kompozici x € SP pak mtiZzeme vyjadiit v nasledujicim tvaru pomoci

bazovych kompozic,

D-1
x:(041®e1)69-~-69(04071®81371)Z@OéiG)ei, (1)
i=1

kde a; € R, i=1,...,D — 1.

Definice 8. Koeficienty o;, i = 1,..., D —1, ze vztahu (1) nazyvame soutadnice

x vzhledem ke zvolené bdzi.



Mame-li danou bazi, jsou souradnice x urceny jednoznac¢né. Proto mizeme
reprezentovat kompozici jejimi souradnicemi vzhledem k dané bazi.

Jiz vime, 7e struktura (S”, &, ®) je vektorovym prostorem. Nyni nadefinujeme
skaldrni soucin a z néj odvozenou normu a vzdalenost. D4 se ukéazat, ze (ST, ®, ®)

je (D — 1)-dimenzionalnim prostorem Hilbertovym.

Definice 9. Skaldrni soucin kompozic x,y € SP je definovdn jako

D D
(x,5), :; (Inz; -Iny;) — I (ZlngU]) . (;lnyk>.

Ekvivalentné mtzeme psat

Yi
Z)n In 2} yy

1<j

kde g(x) = ¥z .. zp.

Takto definovany skalarni soucin splnuje vlastnosti:

1. (x,x), >0, (x,x),=0&x=e€,

2. komutativitu (x,y), = (¥, %),

3. distributivitu vzhledem k perturbaci (x @ z,y), = (x,y), + (z,¥),,
4. linearitu vzhledem k nasobeni skalarem (c-x,y), = c- (x,y), -

Definice 10. Norma kompozice x € SP je ddna

[Ixlla = 1/ (%, %),

Definice 11. Vzddlenost kompozic x,y € SP definujeme

do(X,y) = |[x © ¥lla-



Strukturu (S, @, ®) spolu se zavedenymi pojmy skalarniho soucinu, normy
a vzdalenosti nazyvame souhrnné Aitchisonovou geometrii na simplexu a hovo-
fime o Aitchisonové skalarnim souc¢inu, normé a vzdalenosti.

Vektorovy prostor se skalarnim soucinem spliiujicim vyse uvedené vlastnosti
1.-4., a tedy i struktura (S?, &, ®, (-, -),) je Hilbertovym prostorem. To znamens,

ze simplex SP je plné ekvivalentni redlnému prostoru RP~1.

1.2. Logratio transformace kompozic

Pro praktické pouziti vyjadiime kompozice pomoci koeficientti vzhledem ke ge-
nerujicimu systému (clr transformace) nebo pfimo pomoci soufadnic vzhledem
k bézi na simplexu (alr, ilr transformace) a pracujeme s nimi jako se standardnimi
vektory v realném vektorovém prostoru. Kazda ze tii zminénych transformaci ma

odlisné vlastnosti, které urcuji jejich uziti.

Clr transformace

Definice 12. Centrovanou logratio (clr) transformaci [1] kompozice x € SP

rozumime vektor

clr(x) = (m%,m%,...,m%) .

Slozky tohoto vektoru nazyvdme clr koeficienty kompozice X.
Véta 1. Nechtx,y € S a o, 3 € R, pak plati

1L cdr(aOx®BOy)=a-dr(x)+ - cdr(y),

2. (%,y), = {clr(x),cr(y)),

3 Nx[la = llelr)],  da(x,y) = d(clr(x), clr(y)).

Clr transformace tedy zachovava vzdalenosti a umoznuje nahradit perturbaci
a mocninnou transformaci operacemi s¢itani vektori a nasobeni vektoru skalarem

(je izometrii ze simplexu S” do redlného prostoru R”). Vyhodou je téZ symetrie

9



vzhledem ke slozkam, ale pouziti nastroji pro statistickou analyzu komplikuje

singularita dat (soucet koeficientt transformované kompozice je roven nule).

Alr transformace

Definice 13. Aditivni logratio (alr) transformace [1] kompozice x € S je vektor

alr(x) = (ln ﬂ,ln 2,...,ln $D_1> )

TD TD TD

Alr transformaci ziskdme soufadnice vzhledem k bazi na simplexu, nebot li-

bovolna kompozice x € S miize byt zapsana v nasledujicim tvaru,

x=(@Oe)PB(aa0e)d @ (ap-1©ep_1),

kde a; :lnf;, i=1,...,D—1, avektory e; = C(1,1,...,e,...,1), (e nai-té
pozici) tvofi bazi na simplexu S.

Alr transformace pfredstavuje zobrazeni z S” do RP~! a prevadi operace
na simplexu na obycejné s¢itani vektorti a nésobeni vektoru skaldrem (stejné
jako clr transformace). Zasadnim problémem je ovSem fakt, Ze tato transformace
neni izometrii ze simplexu s Aitchisonovou metrikou do realného prostoru s euk-
leidovskou metrikou (nezachovava vzdalenosti). Alr transformace je asymetricka
vzhledem ke slozkdm, nebot zalezi na volbé slozky ve jmenovateli (v nasem pii-

padé xp).

Ilr transformace

Vyjadrit kompozice pomoci soutadnic vzhledem k ortonormalni bazi na sim-
plexu umoznuje tzv. ilr transformace.

Mé&jme ortonorméalni bazi na simplexu {e;,...,ep_;}. Kompozici x € S? je

mozno vyjadrit nasledovné,
x=(r10e)®(x30e)d...(zp Oep_1), = (X €),.

Potom x* = (z3,3,...,2% ;) je vektor soufadnic x vzhledem k vybrané bézi.
unkci 2lr : — 4, prifazujici souradnice x X, nazyvame izometricka
Funkci ilr : SP — RPL azujici soufadnice x* k x, nazyvame izometricka

logratio (ilr) transformace (viz [0]).

10



Ilr transformace je izometrie z S do RP~! a spliiuje tedy vsechny vlastnosti

véty 1. Blize se ji budeme zabyvat i v dalsich podkapitolach.

1.3. Ternarni diagram a ortonormalni baze

Existuji riizné moznosti grafického zobrazeni kompozi¢nich dat. Dvouslozkové
kompozice zobrazime jako body v intervalu (0, k). Pro trojslozkové kompozice
pouzivame ternarni, pro ctytfslozkové potom tetrahedralni diagram. Zobrazujeme
tak vlastné vzdy reprezentace kompozic (s predepsanym souctem slozek k) na
simplexu.

Kompozice x = (21, xg, x3), zobrazend v ternarnim diagramu, je bodem uvnitf
rovnostranného trojihelniku, pficemz vzdalenosti tohoto bodu od jednotlivych
stran pfedstavuji hodnoty jednotlivych slozek. V nasledujicim obrazku je zakres-

Vv

daného trojuhelniku.

3

% )

Obréazek 1: Reprezentace trojslozkové kompozice e = C'(1,1,1).

Jak jiz bylo zminéno, S? je vektorovy prostor dimenze D — 1. Baze v S” musi
tedy obsahovat D — 1 perturba¢né nezavislych vektort, ozn. eq,...,ep_; € SP.

Pokud navic tyto vektory spliuji nasledujici podminky;,

Hele: (ei,ei>a: ]., (ei,ej>a:0, Z,j: 1,2,...,D—1, 275],

11



pak tvori ortonormalni bazi v S”.

Ptikladem ortonormdlni baze v S jsou kompozice

(o)

(o (3w )

e = exp| —,—&=,——= | | -

: P\VEVE Ve

V ternarnim diagramu by pak sméry dané témito dvéma bazovymi vektory

(vzhledem k Aitchisonové geometrii) vypadaly nasledovné:

X3

¥ ¥

Obréazek 2: Sméry dané bazovymi vektory na simplexu, zakreslené v terndrnim
diagramu.

1.4. Postupny binarni rozklad a bilance

Vytvoreni ortonormalni baze na simplexu neni tak intuitivni jako je tomu v re-
alném vektorovém prostoru (na simplexu neexistuje kanonickd béze). Abychom
ziskali ortonormalni bazi na simplexu, pouzivame rtizné postupy. V této kapitole
se zaméfime na jeden z nich, a to na postupny binarni rozklad (angl. sequential
binary partition), ktery je veden snahou o co nejlep$i ndzornost a interpretova-
telnost ziskanych vysledki.

Pti postupném binarnim rozkladu kompozi¢niho vektoru postupujeme po kro-

cich nasledujicim zptisobem. V prvnim kroku rozdélime slozky dané kompozice do

12



dvou skupin. Obé ziskané skupiny v dalsim kroku rozdélime do dvou podskupin
a tak déle, dokud se vSechny skupiny nerozdéli do prvka (neboli jednotlivych slo-
zek kompozice). Pocet kroki nutny k provedeni postupného binarniho rozkladu
kompozice x € SP je D — 1 a je pfimo spojen se ziskdnim D — 1 ortonormélnich

bazovych kompozic na SP.

krok 1 xo 3 x4 | T S
1 +1 +1 -1 -1} 2 2
2 +1 -1 0 01 1
3 0 0O +1 -1, 1 1

Tabulka 1: Schéma znézornujici postupny binarni rozklad kompozice.

Tabulka 1 zobrazuje postupny proces déleni ¢tyislozkové kompozice. V kaz-
dém kroku rozklddame skupinu z predchozi Grovné do dvou novych podskupin,
prvkim jedné z nich prifazujeme symbol +1, prvkim z druhé pak -1. Symbol 0
znamena, ze se slozka na dané urovni rozkladu netcastni.

Postupnym binarnim rozkladem ziskdame ortonormalni kompozice v tomto
tvaru,

e, = C’(exp(ail,aig, e ,CLZ‘D_l)), 1= 1, A 7D — 17

kde koeficienty a,;; nabyvaji hodnot v zavislosti na zvoleném postupu rozkladu.
Predpokladejme, Ze v i-tém kroku je skupina r + s slozek rozdélena do skupin

o r slozkach (symbol +1) a s slozkich (symbol -1). Koeficienty a;; jsou pak ve

B s - T 0
o= r(r—}—s)’a__ s(r—i—s)’ao_ ’

a pro slozky prvni skupiny, a_ pro slozky druhé skupiny, ay odpovida slozkam

tvaru

nefigurujicim v rozkladu.

Soutradnice kompozice x vzhledem k bazi, ziskané postupnym binarnim déle-

s (M)t
T, = In s
r+s ([]_zx)

13
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Souradnice ziskané timto postupem se nazyvaji bilance, vektory vysledné orto-
normalni baze nazyvame bilancni proky.

Pro postupny binarni rozklad podle tabulky 1 dostavame nésledujici bilance,

A/ L1T2 1 1 1 T3
* In * *

Ty =—7=In—, 23=-—In—,

\/51’2 \/5904

a bilanéni prvky

11 1 1
e; = Cexp <§7§7—§7—§> )

1 1
€y = C’exp <ﬁ,—ﬁ,0,0) y

1 1
— Cexp (0,0, —, ——— | .
© ¢ < \/§ \/§)

Viznam bilanci oziejmi nasledujici ivaha. Mé&jme kompozici z S, jejichz ¢
slozek (¢ < D) jsme vybrali do skupiny ). Dale predpokladejme, Ze skupina
() je rozdélena do dvou podskupin R a S obsahujicich po fadé r a s slozek,
q = r+ s. Hodnoty podili mezi slozkami skupiny @ sdéluji kompozi¢ni informaci
o podkompozici ). Podily slozek v ramci podkompozic R a S zachycuji pouze ¢ast
informace o kompozici @), schazi nam vztah mezi R a S. Pro zaplnéni informace
musime pridat podily jedné slozky z R a druhé z S. Pravé tuto dodatkovou

informaci predstavuje bilance mezi skupinami R a S.

1.5. Projekce na podkompozice

Jak bylo uvedeno v definici 4, predstavuje podkompozice vektor skladajici se
z vybranych slozek ptvodni kompozice. Postup, kterym ziskame zadanou pod-
kompozici, je jednoduchy: z kompozice v SP vybereme r slozek, které uréi novou
kompozici popsanou mnozinou indexti R vybranych slozek. Na tuto kompozici
pouZijeme operaci uzavéru. Znamena to, ze se presuneme z S” na S”, dojde ke
zmenseni dimenze z D na r. Redukujeme-li kompozici na R—podkompozici, je
nasim zameérem zbavit se nadbytec¢né informace o podilech mezi slozkami, které
nas dale nezajimaji.

14



Je-li ddna kompozice x € SP, miizeme se tazat, jak najit podkompozici
xp € SP, kterd by obsahovala pouze informaci R—podkompozice, a jejiz Ait-
chisonova vzdélenost d,(x,xg) by byla minimalni. Jednoduchym vypoétem do-

stavame

1

r T

xg = (r1,%9,...,T,0,a,...,a), a= ||9Uz ,
i=1

kde pfedpokldddme bez ijmy na obecnosti R = {1,2,...,r}.

Za povsimnuti stoji poznatek, ze
[%lla = [[sub(x; R)[a,

pficem? tyto normy jsou poc¢itany na odlignych simplexech, jmenovité S a S7.
To znamena, ze R—podkompozice v S” muze byt reprezentovana pomoci Xg,
nachézejici se stale v SP, a tedy xr je kompozice pfidruzena k R—podkompozici.

Tato dvoji reprezentace podkompozice je nazorné zobrazena na obrazku 3.

7 geometrického hlediska pfredstavuje xp ortogonalni projekci x do podpro-
storu uré¢eného podkompozici. Tato operace muze byt provedena jednoduse uzitim
odpovidajicich soufadnic. Pro nalezeni vhodnych soutadnic se uzije postupny bi-
narni rozklad R—podkompozice. Napiiklad postupny binarni rozklad z tabulky
1 obsahuje rozklad skupiny slozek R = {3,4}, ktery se provadi v kroku 3. Sou-

fadnici 3 nazyvame ptidruzenou k R—podkompozici sub(x; {3,4}).

15



G )

Obrazek 3: Piivodni kompozice x € S®, podkompozice sub(x; {1,2}) € S?, orto-
gonalni projekce xp.
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2. Kontingencni tabulky

Sledujeme-li u statistickych jednotek dva znaky, které jsou bud diskrétni a na-
byvaji konecné mnoha hodnot nebo umoznuji jednoznacné zarazeni hodnot do
kategorii, je obvyklé vysledky sledovani zaznamenat do tvaru kontingencni ta-
bulky, kdy jednotky roztiidime podle variant znakt do - ¢ t¥id, r je pocet radki

a ¢ pocet sloupct tabulky. V této kapitole jsem ¢erpala zejména z [2],[7] a [L0].

2.1. Zakladni pojmy

Mgjme néhodny vektor (X,Y), ktery ma diskrétni rozdéleni, piicemz veli¢ina

X nabyva hodnot 1,...,r a veli¢ina Y hodnot 1, ..., c. Oznacme
pz‘j:P(X:iayzj), pi.:Zsz, p.j:Zsz-
j i

Predpokladejme, Ze se uskuteénil vybér o rozsahu n z tohoto rozdéleni. Necht
ni; je pocet téch piipadi, kdy se ve vybéru vyskytla dvojice (4, j). Matici (n;;)
nazyvame kontingencni tabulka (viz tabulka 2). Podobné jako pro pravdépodob-

nosti piseme i pro empirické cetnosti
n; = E TLZ‘]‘, n.j = E TLZ‘]‘.
j i

Ztejmé plati

i J i J

Cisltim p;. a p; se fikd margindlni (fddkové a sloupcové) pravdépodobnosti a hod-
notam n; a n; margindlni cetnosti.

Jak jiz bylo feceno, ke vzniku takovéto dvourozmérné kontingenéni tabulky
dochézi, kdyz na statistickych jednotkach sledujeme dva znaky. Tyto znaky mo-
hou byt bud kvalitativni nebo kvantitativni, rozhodujici je schopnost zaradit
jejich hodnoty jednoznacné do tiid.

Castou tilohou pii rozboru dvourozmérnych kontingené¢nich tabulek je otesto-

vani nezavislosti znaki X a Y.
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Y
X1 ... ¢|>
1 N .. Mic| N1,
TN e Mo | My
> lni ... ne|n

Tabulka 2: Kontingen¢ni tabulka typu r X c.

2.2. Test nezavislosti

Usporadani cetnosti v kontingencéni tabulce miize naznacovat zavislost obou
znakil ve vybérovém souboru tim, ze predstavuje rozdilnd podminénd rozdéleni
cetnosti. Testem nezavislosti ovérujeme, zda takové usporadani nemohlo vznik-

nout pouhou nahodou.

Véta 2. Veliciny X a'Y jsou nezdvisle tehdy a jen tehdy, plati-li p;; = p;p; pro

vSechny dvojice (i, j).
Proto hypotézu nezdvislosti Hy mizeme psat ve tvaru
Hy:pij=pipj, t=1,...,m; j=1,...,c

Pro odhady marginalnich pravdépodobnosti lze odvodit vztahy (viz [2], str. 281)

~ 7 .
pi. = —, 1= 17 » Ty
n
n .
LY .
bij=—7]= 17' , C
n
Velic¢ina
r c o ming 2
2 _ (”w n ) (2)
X = 4.1 5
=1 j=1 n

mé pii platnosti nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni y? s poctem stupiiti

volnosti (r — 1)(¢ — 1).
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Hypotézu Hy o nezavislosti velicin X a Y zamitame na hladiné vyznam-
nosti v v pripadeé, Ze realizace testovaci statistiky prekroc¢i hodnotu prislusného
(1 — a)-kvantilu, tedy x* > X%y_l)(cfl)(l — a). Aby doglo ke shodé s limitnim
rozdélenim, klade se pozadavek, aby vSechny teoretické Cetnosti m—:” (nékdy se
uvadi alespont 80% vSech Cetnosti) byly vétsi nez 5. Neni-li tato podminka spl-
néna, obvykle se spoji nékteré radky nebo sloupce a pfi testu se s nimi zachazi

jako s tridou jedinou.

2.3. Test y? ve ¢tyipolnich tabulkach

Je-li r = ¢ = 2, dostavame ¢tyipolni kontingenéni tabulku

n11 Ni2| Ny,
N21 MNa2| N2 |
nyp Nal N

Véta 3. Ve ctyrpolni kontingencni tabulce plati

2
2 (n11n22 - 7112”21) 3
X =n : (3)
ninaMin2
Dukaz. Uzitim vztahu
N2
T c S ning
2 _ ("%J n )
X = ni.n.4
i=1 j=1 n




Oveérime-li, ze

2 2
<n11 n.l) (n11n22 - n12n21)

)
ni. n n3 n?
2 2
N21 MNa . (n11n22 - 7112”21)
ne. n n3 n? ’

pak jiz snadnou upravou dostaneme vztah (3).
Pti testu nezéavislosti pro ¢tyipolni tabulku vypocteme tedy x? podle vztahu (3).

Pokud vyjde x? > x%(1 — «), zamitame hypotézu o nezavislosti.
1

2.4. Miry zavislosti dvou proménnych

Statistika y? pro test nezdvislosti v dvojrozmérnych tabulkich neméii stupeii
zavislosti mezi sledovanymi znaky. V literatute (napt. [3], [7] nebo [10]) je popsana

fada riznych mér zavislosti, které umoznuji méfit intenzitu zavislosti. Uvedme

2
o
n

ktery je ve specialnim pfipadé ¢tyipolni tabulky roven

napiiklad koeficient ¢,

¢ _ |n11n22 - n12n21|

VALRNIBUD]

Koeficient ¢ je vzdy cislo kladné a roste se vzristajici zavislosti mezi X a Y. Pro
méfeni intenzity zavislosti vSak tato charakteristika neni nejvhodnéjsi, protoze se
jeji hodnoty nepohybuji v pevném intervalu.

Dale se pouziva Pearsonuv koeficient kontingence,

[ 2
C = X_7
n + x>2

jehoz hodnoty se vzristajici zavislosti rostou od nuly do jedné, pricemz hodnoty

jedna nemtize tento koeficient nikdy dosahnout.
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Cramerovo V definované

X2

V= n(m —1)’

kde m = min{r,c},
nabyva hodnot mezi 0 a 1, pfitom vyssi hodnota koeficientu odpovida tésnéjsi
zévislosti znak.

Ve vSech tiech pfipadech je x* hodnota testovaci statistiky dané vztahem (2).

Déle se zamérime na tzv. pomér sanci ve ¢tyrpolni tabulce. Ukazatel

niing2

b=

ni2M21

se nazyva pomér sanci (odds-ratio, cross-product ratio). Protoze % je odhadem

pravdépodobnosti p;;, je b vlastné odhadem teoretického poméru sanci

_ P11P22
P12P21

Snadno lze dokéazat, Ze teoreticky pomeér Sanci § mé nésledujici vlastnosti

1. je invariantni vi¢i nasobeni fadkt a sloupci tabulky pravdépodobnosti

kladnymi konstantami, pokud soucet pravdépodobnosti zistava jedna,
2. je invariantni vici transpozici tabulky,
3. 0 =1 pravé tehdy, kdyz jsou znaky nezavislé (p;; = p;p;, Vi,7).

Pomeér sanci lze snadno interpretovat, coz si ukdzeme na nazorném prikladé,

ktery byl prevzat z [9], str. 90.

Priklad VySetfuje se pribéh onemocnéni v zavislosti na tom, zda byl pacient
oc¢kovan, nebo ne. Data jsou v tabulce 3.
Sance oc¢kovanych pacientt na lehky priibéh nemoci je 20 : 4, bez ockovani je

Sance na lehky prtibéh nemoci 8 : 22. Protoze pomér Sanci

- 20:4 55

- 8:22 4
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prubéh nemoci
pacient | lehky tézky
ockovan 20 4

neockovan 8 22

Tabulka 3: Udaje o pacientech.

je vyznamné vétsi nez 1, bude zfejmé vyhodnéjsi dat se ockovat.

Zavislost znakl bude tedy tim vétsi, ¢im vice se bude [ vzdalovat od jedné.
Ptitom nesmime zapomenout, ze 0 < 3 < oo.
Nesymetrie hodnot 3 kolem bodu 1 vedla k zavedeni logaritmickée interakce d

a teoretické logaritmicke interakce 9, které se definuji jako
d=1Inb, 6=1Inp.

Nyni si ukazme, jak souvisi pojem logaritmické interakce s pojmem interakce

v logaritmicko-linearnim modelu.

2.5. Logaritmicko-linearni model pro ¢tyrpolni tabulky

Jednim z dilezitych néastroji statistického vyhodnocovani je logaritmicko-
linearni model, ktery se da zobecnit i na tabulky vysSich dimenzi. Teorie této
podkapitoly je prevzata z [2].

V nasem pripadé se omezime na ¢tyipolni kontingen¢éni tabulku. Odpovidajici

tabulku pravdépodobnosti mtizeme parametrizovat nasledujicim zptisobem,

Inpi = p+oq + B+ Mg,
Inpis = p+ oy + B2 + Ao,
Inpor = p+ ag + Br + Ao,

Inpae = p+ g + B2 + Mg,
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kde parametry ay, §; a A;; splnuji tzv. podminky identifikovatelnosti

Oél—i_a?:Oa ﬁl—i_ﬂZ:Oa
A1+ A2 =0, Ao+ A2 =0,
A+ A =0, Ag+ A =0.

Podobné jako v analyze rozptylu maji parametry «;, 3; vyznam efektii prislusného
fadku ¢i sloupce, parametry A;; maji vyznam interakci mezi znaky.

Z podminek identifikovatelnosti plyne

ay = —ay, o= —p,

/\12 = _/\117 )\21 = _)\117 >\22 = )\11-

Proto mtzeme psat

Inpi = p+oq + Bi+ A,
Inpie = p+oq — B — A,
Inpo = pp— oy + B — A,

Inpe = p— a1 — B + A1

Po tpravé dostavame logaritmickou interakci o rovnu

5§ =1n P11P22 — A\
P12P21

Proto interakce v logaritmicko-linedrnim modelu \y; je aZ na koeficient 1/4 rovna
logaritmické interakci 9.

V piipadé kontingencnich tabulek se vSak nepouzivaji symboly 1, a;, 3; a Ajj
a také se misto modelu pro Inp;; pouziva model pro Inm;;, kde m;; = np;; jsou
ocekdvané cetnosti. Protoze Inm;; = Inn + Inp;;, pfechod k m;; ovlivni pouze

parametr dosud oznacovany jako .
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V obecné dvojrozmérné kontingencni tabulce typu r X ¢ pouzivame obvykle

znadeni
lnmij :u—i-ul(i)—l—uQ(j)—l—ulg(ij), 1= 1,...,7“, ]: 17...,6,

za splnéni podminek

Z Ui = Z Uz(j) = Z U12(i5) = Zulz(ij) =0.
=1 j=1 i=1 j=1

Pritom uy(;), ua(j) nazyvame hlavni efekty, uyoij) interakce proniho rdadu.
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3. Kompozic¢ni analyza pro kontingenc¢ni tabulky

Pokud v kontingenc¢ni tabulce nahradime pozorované cetnosti teoretickymi
pravdépodobnostmi, dostaneme matici pravdépodobnosti vyjadiujici sdruzené

rozdéleni pravdépodobnosti dvou diskrétnich ndhodnych veli¢in.

X1 ... ¢c|>

L |pi1 ... pie|p1.

" \Pr1 .- Prc|Pr.
dop1 o pe|

Tabulka 4: Matice pravdépodobnosti r X c.

Prvky této matice jsou kladnéa cisla, jejich soucet je pfirozené 1, stejné jako
soucet marginalnich fadkovych a sloupcovych pravdépodobnosti. Této vlastnosti
je mozno vyuzit a interpretovat matici pravdépodobnosti jako (r - ¢)-slozkovou
kompozici a pro dalsi analyzu uplatnit poznatky o Aitchisonové geometrii na sim-
plexu.

V dalsim vychazime z teorie a znac¢eni uzitém v ¢lanku [4], ve vét§iné pfipadii

se vSak omezime pouze na pfipad matice rozméru 2 x 2 (¢tyfpolni tabulka).

3.1. Znaceni a zakladni operace

Matici dvourozmeérnych diskrétnich pravdépodobnosti budeme dale nazyvat
zkracené DDP matice nebo jen DDP.

Uvazujme matici typu r X ¢ s kladnymi prvky. Tento typ matic znac¢ime x,y, z,
jejich prvky pak napt. x;;. Kladné nasobky téchto matic jsou povazovany za ekvi-
valentni, tfida ekvivalentnich matic je reprezentovana jedinou DDP matici. Mno-
zinu DDP matic typu 2 x 2 piedstavuje ¢tyislozkovy simplex, znac¢ime S*.

Vektor pravdépodobnosti v fadku (resp. ve sloupci) je podkompozice v S?,

znacime
row;[x] = C(xi1, zi2), resp. colj[x]| = C(x1,x95), 4,5 =1,2.
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Kazdy vektor vyjmuty z ptivodni matice se stane automaticky rfadkovym vekto-
rem.
Vektor marginélnich sloupcovych pravdépodobnosti (angl. marginal row of x)
znacime
mrgr(x| = C (211 + %21, T12 + T22),
je kompozici v S%. Podobné vektor marginalnich fadkovych pravdépodobnosti

(angl. marginal column of x) je
mrge[x| = C(x11 + T12, To1 + T22).

Operator, jehoz uzitim ziskame z ptivodni matice fadkovy vektor, tj. mrge, mrgr,
row;, col;, je nasledovan argumentem v hranatych zévorkach. Kdyz bude argu-
ment uvadén v zavorkach kulatych, znamena to, ze vysledkem operace je DDP
matice v S* (viz napf. rovnice (4)).

Standardni operace na simplexu, perturbaci a mocninnou transformaci, pou-

zijeme nyni na DDP matice. Prvky perturbace

z=x®Dy, ]sou zij:ﬁ, k> 0.

Mocninna transformace redlnym c¢islem a € R,
a
ki

Pt
D e T

Jak bylo dokazéano, simplex spolu s témito operacemi tvoii vektorovy prostor.

z=a®Xx, maprvky z; =

Navic po pridani definice skalarniho sou¢inu a odpovidajici normy a vzdalenosti
dostavame strukturu Hilbertova prostoru.
V kapitole 1.1 byly zadefinovany pojmy Aitchisontiv skalarni soucin, norma

a vzdalenost. Pro DDP matice ma tento skalarni soucin odpovidajici tvar
1
(x,y), = Z (Inz;; - Iny;;) — - (Z In xij> : (Z In yij> :
.3 .3 4,3
Pro pfipomenuti uvedme téZ pojmy normy a vzdalenosti,
X[l = V(x,%),,  da(x,¥) =[x S ¥la-
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3.2. Radkové a sloupcové podprostory

Euklidovska struktura prostoru S"¢ umoznuje definovat podprostory a ortogo-
nalni projekce DDP matice. Pak i-ty fadek DDP matice x € S* je podkompozice
row;[x] € S%. Nicméné tato podkompozice miize byt reprezentovana ortogonalni
projekci x do podprostoru S* uréeného row;[x|. Takovy podprostor nazveme fad-
kovy podprostor a ozna¢ime S*(row;), jeho dimenze je rovna jedné.

Diive nez vytvorime dany podprostor a projekci, musime uvazovat ortonor-

maln{ bazi v S? (protoze row;[x] € S?), kterou tvoii kompozice

Ortonormalni baze v S*(row;) maji tvar

1 1
E, =C exp ( \g 6@) v S*(row;)
a
0 0
E; = C exp ( 1 1 ) v S%(row,),
V22

kde operator exp pouzijeme postupné na vSechny slozky kompozice.

Matice Eq, resp. E; jsou tedy baze podprostorti ur¢enych vybérem prvniho,
resp. druhého radku matice x.

Ortogondlni projekci x na podprostor S*(row;) znac¢ime row;(x).

Uvédomme si rozdil mezi znac¢enim row;[x] € S? pro fddkovy vektor a

row;(x) € S* pro matici DDP. Plati
row;(x) = (x,E;), O E;, i =1,2. (4)

Provedeme rozvoj pro vyjadieni matice projekce,
T11 X % _%
11 T12 evz e V2
X = , E,=C , E,) =1
<l’21 1’22) ' ( 1 1 > 9(Ey)
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Obdrzime

<X, El)a =1

=C

(x,E),0E; =C ( Lf% e_%(kln%)):C(V%V%ﬁ):
1

T12
\/5511%2 VT11%12 ) '

Oznacime-li g(row;[x]) jako pramér i-tého fadku, mtizeme pak psat

row; (x) = C ( g(ro:fzslzi [x]) g(rof:fi [XD> '

Analogicky dostaneme téz

o) — (05 oeoms) )

T21 X22

Pfitom row;(x) méa k piivodni matici x nejblize vzhledem k Aitchisonové vzda-
lenosti ze vSech DDP matic shodujicimi se v i-tém radku.
Déle se da dokéazat ortogonalita row; (x) a rows(x). Uzitim Aitchisonova ska-

larniho soudinu dostaneme

_ T11 VI21222 T12 VI21222
<I‘OW1 (X)’ rOW2(X)>a = In VT11T12 n V21722 In V11712 In /21722

+In VIR |y am gy VIUTE s ),

V11712 /21722 VT11T12 V/T21T22

Analogicky postup pro sloupcové vektory vede k vytvoreni dvou vzajemné
ortogonalnich podprostorii dimenze 1 urc¢enych prvnim a druhym sloupcem, které

jsou obdobné nazvany sloupcové podprostory a znaceny S*(col;),

colj(x) =C 711 g(colifx))

T21 g(COll [X])
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cola(x) = C gleokelx]) @iz

g(colz[x]) @2
Pritom fadkové a sloupcové podprostory nejsou navzajem ortogonalni, jak do-

kazuje nasledujici priklad.

Priklad Uvazujme DDP matici rozméru 2 x 2,

0.1 0.4
x*= <0.2 o.3) , mrgr[x| = (0.3,0.7), mrge[x] = (0.5,0.5).

||x||? = 1.084. Vyjadiime projekce x na prvni fddek a prvni sloupec

0.104
row;(x) = C (0.2 0.2) . |Jrow; (x)||2 = 0.961,

0.1 0.141
coly(x) =C (0.2 0.141) , ||coly(x)]|? = 0.24.
Skalarni sou¢in obou projekei je roven (row;(x),coli(x)), = 0.238, je tedy
nenulovy a projekce na radek a sloupec nejsou ortogondlni. Sviraji tihel pfiblizné

60°.

3.3. Geometrické marginalni radkové a sloupcové podpro-
story

Déle se budeme zabyvat otdzkou nalezeni ortogonéalniho dopliku ke vsem
radkovym podprostorim a ke vSem sloupcovym podprostortim.

Protoze dimenze prostoru S* je rovna 3 a dimenze fddkovych (resp. sloup-
covych) podprostori S*(row;(x)), resp. S*(col;(x)) jsou rovny jedné, je dimenze
ortogonalniho dopliiku k obou fadkovym (resp. sloupcovym) podprostortim také

rovna jedné,

dim S* — 2dim S*(row;(x)) = dim S* — 2dim $*(col;(x)) =3 — 2 = 1.
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Prostory ortogonélnich dopliikii zna¢ime S*(row™), resp. S*(col*). Béze S*(row™)

je tvaru

FUNNY
F =Cexp _‘/i _‘/i ,
Vi TV
pfidem? vektor (\% —%> tvo¥ ortonormalni bézi v RY.

Ortogonalitu ovéfime provedenim skalarniho sou¢inu (F,E;), =0, i =1, 2.

1 _ 1 1 1
E1:c<6fef), g(By) = 1, F=C<€f 6T>, g(F) = 1.

1 U . 1 1 1
(F,E;), =lnev?lnev2 +Inevilne v +1Ine Vilnl+lne ¢151n1:§—§:().

Pro (F,E,), je vypocet analogicky.
Vezmeme-li v ivahu, Ze norma matice F neni jednotkova, nebot ||F||? = 2,
(neni tedy ortonormélni bazi prostoru S*(row)), mizeme projekci x na prostor

S4(rowt) vyjadrit rozvojem

row™(x) = % o ((x,F),oF).

Vypocet probiha nasledovné. Ze zadanych prvki

11
- ) = 1 1
To1 To2 e V2 e V2

postupné obdrzime

x11

(x,F), =1In

= —1n ,
\/§ T21T22

_ iln ( T T2 Q(X) ) g(x)) 1 T11T12

L(LIH(M)) L(Lln<m>> T11212 11212
ev2\v2 21222 ev2\v2 21222 C 21222 To1T22
1 (1, (9”113”12>) 1 (1 1 (90119012)) =
_1 (14, B A T21T22 21722
e \/5(\/5 21222 e V2\v2 21222 711712

11212

N
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4/%11712 4/ T11X12

1® (x,F) ©F)=C mzee [ anwn | oV TUT12 /T

2 T a 4/T21T22 4 [ T21222 \/{L‘21[E22 \/I'Ql.l’gg
11712 11712

a tedy

1 o g(fowl[x]) g(rowl[x])
row(x) = C (g<mW2 X)) glrows [x])) ’

kde prvky piivodni matice x jsou nahrazeny geometrickymi prameéry prislusného
rfadku. Kompozici slozenou z geometrickych primért radkt nazvéme geometricky

marginalni sloupec (angl. geometric marginal column) a oznac¢me

gmrge[x] = C(g(row1[x]), g(rows[x])).

Slovo marginalni se v oznaceni daného vektoru objevuje z toho divodu, ze pokud
zaménime geometrické primeéry za aritmetické, dostaneme tradi¢ni vektor margi-

nalnich pravdépodobnosti mrge[x] (vektor fadkovych souétit). Obdobné obdrzime

col* (x) = C (9(0011 [x]) g(coly [X]))

g(coly [x]) g(colz[x])

gmrgr[x] = C(g(coly [x]), g(cola[x])),

nazyvame geometricky marginalni fadek (angl. geometric marginal row). Projekce
row' (x), col™(x) nazvéme geometrické marginalni sloupcové (fadkové) DDP ma-
tice.

Ortogonalita projekci row;(x) a row"(x) umoziiuje ortogonalni dekompozici x,
x = row " (x) ® (row;(x) ® rows(x)) =
= (xF),0F) @ (((x.E1), O E1) & ((x Fa), O Bs) ).

Néasledujicim postupem provedeme ovéreni uvedené dekompozice:

row; (x) = C ( ‘1 T12 ) , rows(x) = C (\/95211522 \/x21x22) ’

VT11T12 \/T11T12 T21 T2

T114/T21T22  T124/T21T22
row;(x) @ rows(x) = C
1( ) 2( ) ($21\/l"11$12 $22\/$11$12)’
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row(x) = C (\/I11$12 \/$11$12>

VT21%22 /T21T22

(row; (x) @ rows(x)) @ rowL(x) -0 (3711 1’12) -
T21 T22

Pro sloupcové projekce dostavame dekompozici
x = col™(x) @ (col;(x) @ coly(x)).

Podprostory S*(row') a S*(col™) jsou vzéjemné ortogonalni. Abychom toto
tvrzeni dokézali, vezméme clr transformace dvou matic DDP: matice x s identic-

kymi radky a matice y s identickymi sloupci,

&1 &2 mm
clr(x) = , clr(y) = )
) (fl &2 ¥) N2 72
Soucet slozek transformované kompozice je roven nule, proto je i skalarni soucin

obou matic nulovy,

(x,y), = (clr(x),clr(y)) = &m + Eam + &z + Eame = 0.

Dilezitou vlastnosti geometrickych marginalnich pravdépodobnosti je linea-

rita vzhledem k perturbaci. Necht x a y jsou DDP v S7¢. Pak plati

gmrgr(x & y] = gmrgr(x] ® gmrgrly], gmrge[x @ y| = gmrge[x] © gmrgely].
Tato vlastnost pritom ziejmé neplati pro klasické marginalni pravdépodobnosti
(mrgr, mrgc).
3.4. Podprostor nezavislych matic

P1i rozboru dvourozmeérnych kontingencnich tabulek je dilezité nejen identi-
fikovat vztahy mezi fadky a sloupci, ale také odhalit tu c¢ast, ktera zadné vztahy

nezahrnuje, nazvéme ji nezavislou casti.
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Z teorie pravdépodobnosti vime, ze prvky matice dvojrozmérnych diskrétnich
pravdépodobnosti nezavislych znakt vzniknou souc¢inem fadkovych a sloupcovych

marginalnich pravdépodobnosti. Situace pro nezavislou matici pak vypada takto,

P11 P12|P1.
D21 D22 |P2.
P1 P2

Dij = Di.P.j,

Na simplexu je takovato matice vysledkem perturbace dvou DDP matic, je-

jichz radky resp. sloupce jsou identické,

Pir P12\ _ (PrPapPrpP2 )\ _ (P1 P1 o P1 P2
P21 P22 DP2.P1 P2.P.2 D2. Pa. pi1p2)’

Mnozinu vSech matic vzniklych touto perturbaci (s geometrickymi marginalnimi
pravdépodobnostmi) nazvéme podprostor nezavislych matic a ozna¢me S ,, sym-
bolicky miizeme psat Si , = S*(row’) @ S*(colt).

Protoze dimenze podprostorti S*(row') a S*(col™) je rovna jedné a jsou vza-
jemné ortogonalni, jejich perturbaci vznikne podprostor dimenze 2.

Ortogonélni projekce DDP matice x na prostor S; , pak predstavuje tu cast
matice x, kterd obsahuje pravdépodobnosti dvou nezavislych ndhodnych veli¢in.

Zbyvajici ¢ast pak obsahuje interakce. Nezavislou ¢ast spocitame snadno jako

perturbaci geometrické marginalni sloupcové a radkové DDP matice,
Xing = Tow™(X) @ col™(x).

Perturbaci rozepiseme, abychom zjistili vypocetni tvar nezavislé matice:

row!(x) = C <\/£E115512 \/1U115E12> | colt(x)=C (\/9311$21 \/Jilﬂzz) 7

VT21T22 /T21T22 VT11%21 /T12T22

Xing = Tow™ (x) @ col*(x) = C (xll vV ¥12L21 $12\/$11$22) .
T214/X11T22  T22+/T12%21

Kdybychom pro vypocet pouzili aritmetické marginalni pravdépodobnosti,

vysledek by byl odlisny, x;,4 # mrge(x) @ mrgr(x), protoZe

IOWL(X) # mrge(x) = (mrge[x]’, mrge[x]'),
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colt(x) # mrgr(x) = (mrgr[x)’, mrgr[x]’)".

Rovnost X;,q = mrge(x) @ mrgr(x) nastava v pfipadé, ze matice x je tvofena
pouze nezavislou ¢asti, je to tedy matice pravdépodobnosti dvou nezavislych ve-

licin, zadné fadkové ani sloupcové efekty se neprojevi. Pak plati

mrge(x) = mrge(Xpmg) = C T114/T12T21 + T124/T11T22  T114/T12T21 T T124/T11T22 \
— ind) = —

T214/T11T22 + T224/T12T21  T214/T11T22 + T22+/T12T21

_C VIZ12(V/T1iTa + /T12%22)  /T11T12(y/Z11%21 + /T12T22) _
VZ21Z22(\/T21T11 + /T22%12)  /T21222(\/Z21%11 + /T22T12)

o (g(rowl[x]) g(row, [x])) |

g(rows[x]) g(rows[x])

Analogicky by vypocet probéhl i pro marginalni fddkovou matici mrgr(x)

a v pripadé x = x;,4 tedy plati
row’(x) = mrge(x), col™(x) = mrgr(x).

V této situaci je projekce matice x na fadek a na sloupec nulova a projekce
na nezavisly podprostor odpovida ptuvodni matici, ktera je rovna soucinu margi-

nalnich pravdépodobnosti.

3.5. Analyza dvourozmeérnych diskrétnich pravdépodobnosti

Podobné jako v teorii logaritmicko-linearnich modeld je nasim cilem rozlozit
tabulku DDP do tvaru perturbace tabulek, které je mozno interpretovat. Jednou
z typickych dil¢ich tabulek je nezavisla tabulka.

Prvnim krokem bude tedy ortogonalni rozklad DDP v S* ve tvaru
X = Xind D Xint,

kde

Xing = colt(x) @ row" (x).

Matice x;,; predstavuje tu ¢ast x, ktera neni vysvétlena pomoci x;,4, obsa-

huje tedy informaci o vazbach mezi fadky a sloupci. Nazvéme ji proto interakéni
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matici,

T11 T12 T114/T12T21 T124/T11%22
Xint:X@Xind:C oC =
Ta1 T22 T214/T11T22 T224/T12T21
1 1
12T r11x
- C V12721 VT11T22
1 1

V/T11T22 VT12T21

Déle néas bude zajimat vzdalenost x od projekce x;,4. Vyhovujici mirou vzda-

lenosti se ukazuje druhd mocnina Aitchisonovy vzdalenosti,
A (x) = [1x © Xinallz = [[xinel I = |I%[1Z — [1%imall3.

Protoze hodnota normy zavisi na rozméru x, bude vhodnéjsi pouzit k vypoctu
relativni miru zavislosti,
A?(x)

2 () _ 2
RA(x) = T2 0<Ri <1

Pro R%(x) = 1 se x sklada pouze z interakei (je interakéni matici), zatimco
R%(x) = 0 znamend, Ze je x nezdvisla matice. Je ziejmé, Ze RA (Xjn) = 1
a R%(xina) = 0. R4 tedy vydcisluje, do jaké miry se matice x 1lisi od nezavislé
matice, neboli jak dilezitou tlohu hraji efekty a interakce.

Dalsi oblasti zajmu jsou prispévky jednotlivych fadkid a sloupct. V obecném
pripadé vsak tyto nejsou ortogonalni. V kapitole 3.3 jsme uvedli dvé ortogonalni
dekompozice: pomoci projekei na fadky (vyjadiuje prispévky fadkd) a geomet-

rické marginalni sloupcové matice,
x = row ™ (x) & (row;(x) & rows(x)) (5)
a analogicky pomoci projekci na sloupce a geometrické marginalni fadkové matice,
x = col™(x) & (col; (x) & cola(x)). (6)

Nezavisly podprostor neni ortogonalni k zadné z casti téchto dekompozic.
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Uzitim dekompozic (5) a (6) pro x;,: ziskdme néasledujici rozklad

X = Xing D <T0W1 (Xint) @ 1"0W2(th)>
= Xind D <C011 (th) D C012 (Xint)) .

Ptispévek i-tého radku k druhé mocniné interakéni matice x;,,; je takto roven
|[row; (X;n¢)||? @ analogicky ||col;(xin)||? pro piispévek j-tého sloupce.

Zbyva jesté vysetrit interakce mezi fadky a sloupci. Ortogonalni dekompozice
pro tuto situaci neni mozna. Interakce mezi fadky a sloupci matice y = x;,,; 1ze
definovat vice ekvivalentnimi zptsoby.

Prvnim z moznych zptisobi je zavedeni pojmu kriZovy kontrast (angl. cross-
contrast) pro bilanci mezi prvkem na pozici (7, j) a vSemi ostatnimi prvky i-tého

fadku a j-tého sloupce, oznac¢me I..s5(7, 7). Obecné pro matici y typu r X ¢ plati

o rtce—2 Yij
[cross(,laj) - r4c— 111’1 (H )1/(7"7”3*2)7

r c
ikt Ykg Ly v

specialné pro ¢tyfpolni tabulku

2 Y11
Icross 171 = \/jln—u
1) 3 VY122
[cross(la 2) = \/gln La
3 VY
2
[CTOSS(Za ]-) = \/jln La
3 Yy

2
Loross(2,2) = \/jln =
3 v Y12Y21

Tyto bilance nejsou ortogonalni, ale plati, Ze soucet bilanci je nulovy a soucet

druhych mocnin bilanci je imérny druhé mocniné normy X;,,

Z Z Icross(iyj) - 07

i=1 j=1
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T C

SN Ui )P = T2 )

pa (r+c—1)(r+c—2)

Druhym zptisobem, jak definovat interakce fadki a sloupct je zavedeni pojmu
slozkovd interakce (angl. cell-interaction). Slozkova interakce je definovana jako
bilance mezi slozkou na pozici (4, j) a vSemi ostatnimi prvky DDP matice,

rc—1 Yij

Icell(ivj) = re In

1/(re—1) "
(Hw,m#(i,y’) ykl)

Konkrétné pro ¢tyfpolni tabulku dostavame
3 Y11
Ten(1,1) = \/jln—,
(1) 4 Yy12yaya2

3 Y12
Lou(1,2) = \/jln—,
u(1,2) 4 Yy11y21Y22
Len(2,1) = \/§ n—2L
4 Yyi1yi2y22

Len(2,2) = \/gln S —

4 Yyuyizya
Znaménko I..;(i,7), reSp. Ioss(i,j), udéva, zda se jedna o interakci konstruk-
tivni nebo destruktivni. Konstruktivni interakce znamena, ze pravdépodobnost
vyskytu kombinace dané radkové a sloupcové hodnoty v pivodni tabulce x je
vyssi nez v tabulce nezavislé x;,4, pro destruktivni interakci je naopak pravdépo-

dobnost v piivodni tabulce nizsi oproti pravdépodobnosti v tabulce nezavislé.

Stejné jako pro kiizovy kontrast plati i pro slozkovou interakci, ze soucet

druhych mocnin bilanci je tmérny druhé mocniné normy interakéni matice. Plati

DD Qe )’ = === - [imtl 2 ®)

i=1 j=1

Z uvedeného vyplyva, ze kiizovy kontrast i slozkova interakce poskytuji ekvi-

valentni informaci o interakci mezi fadkem a sloupcem.
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Rozklady druhé mocniny normy ||x;||?> ze vztahu (7) a (8) odpovidaji ne-
ortogonalnimu perturba¢nimu rozkladu interakéni matice. Pivodni DDP matici

pak miizeme rozlozit nasledujicim zptisobem,

(r+c—2)(r+c—1)

X = Xjng D (é é(a M iross(i,7)) © cij>, a = e . (9)

i=1 j=1

kde DDP matice kiizovych interakci jsou rovny

0 —-B . 0
0 —-B . 0

c;j = Cexp B A AR
0 —-B . 0

A= +c=)Yr+c—1)Y2 B=(r+c—2)(r+c—1))12

a nenulovy fadek je i-ty a sloupec j-ty; ||cij||o = 1.

Pro ¢tyrpolni tabulku mtzeme psat

2 2
3
X = Xind @ (@ (glcross(i7j)> © Cij) ) (10)
=1

=1 j

V6
V6 3 N
, B:? a napr. co = Cexp

=S

(=}
S

o

S
“[&

Uvedeny vztah (10) pro rozklad ¢tyfpolni matice x ovéfime zpétné postup-

nymi vypocty.
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Pro vypocet bilanci I...s5(7,7) vychdzime z interakéni matice, proto si pro

usnadnéni zapisu symbolicky oznac¢me jeji prvky a zopakujme si, jak vypada jeji
explicitni tvar,

1 1
. Tint1l Tint12 - VT12T21  /T11%22
Xint — C = C

Tint21 Tint22

1 1
VT11T22  /T12T21

Oznac¢ime prvni prvek perturbace @?:1 @321 (%Icross(ia j )) ©c;; jako matici I,

3 Ly T
oS Icross ]-a 1 = =L
(8 ( )> ©cu (121 I

Pro explicitni vyjadfeni matice I potfebujeme matici cy1, ktera je tvaru

V6 _ 6
3 6
ci1 = Cexp
_v6
6

a bilanci I,.05(1,1),

— S P Attt

V Lint12Tint21 3 L1221

Po provedeni mocninné transformace ziskame prvky matice I:

V63 V61, VT11%22
L, — ¢ 3 85 B g — s T11%22
11 )
T12%21
_ V6361, VF11%22 190
[p=¢ 63873 In e — 16/ 12721 21,
L1122

Iy =Ly, Ip=e =1

[cross(l, 1) - ?IHA _ \/6 \/m

Jejich usporadanim do matice I dostavame prvni prvek perturbace,

8/ T11222 16/ 12721
I C 12221 11222
16/ 12721 1
11722
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Analogicky postupujeme i pro ostani prvky perturbace, které oznac¢ime 11,
IIT a I'V. Kroky vedouci k vypoc¢tu matice II rozepiseme stejnym zptisobem jako

pro matici I, zbyvajici prvky III a IV uvedeme pouze ve vysledném tvaru.
3 (1L I )
(§ ' IC”“SS(l’?)) ven = (1121 My )~

cio = Cexp
0 —6
6

Lye(1,2) = YOy iz VG, Tt
3 VETmnTimz 3

X11T22

£

oolw
£
—

18631

I
)

£
oo|w

e

V6 1, VZ12Z21 T1oX
7 In V222 s L12 21’
L1122

VZ12721 T11T
M eem = 16/ U722 L,
T12221

1121 = 60 = 1, 1122 = 1111,

16/ £11%22 8/ X12T21

II C 12221 11722
1 16/ 11222

12721
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Pro matice III i IV tedy analogickym postupem obdrzime

16/ 11222
12721

InIr=c

8/ T12T21
T11722

IV=C

16/ 11222
12221
16/ 12721
11722

16/ 12721
11722

Na zavér provedeme perturbaci

2 /q </
<§ . Icmss(z',j)) Ocj=1elIaIIIaIV =C

4/T12T21
T11722

4/T11T22
T12T21

12221

11222

i

12221

11222

Z predchozich znalosti (kapitola 3.4) vime, Ze

T114/T12T21  T124/T11722

Xind = C )

T214/T11T22  T224/T12%21

a proto konec¢nou perturbaci ziskdme ptivodni matici x,

2 2
Xind D @@ <g ' Icross(iuj)) ®© Cij | =

=C

i=1 j=1

T11+/T11212T21T22  T12+/T11T12T21T22
T214/T11012T21T22 T2/ T11T12T21L22
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4. Priklad na ortogonalni dekompozici

Ptedchozi teoretické itvahy budeme demonstrovat na konkrétnich datech. Za-

déani nésledujiciho prikladu pfevzato z [2], str. 287.

Priklad V Anglii zkoumali, zda u zlo¢inctt hmotnost souvisi s jejich rozumovymi

schopnostmi. Ziskana data jsou v nasledujici tabulce,

Rozumové Hmotnost (Hm)
schopnosti (Rs) | Do 150 liber Nad 150 liber | Celkem
Normélni (N) 272 124 396
Snizené (S) 82 15 97
Celkem 354 139 493

Tabulka 5: Udaje o zlo¢incich.

Prvky pfislusné matice pravdépodobnosti ztotoznime s odhady p;; = RTJ,

i j=1,2.

Hm
Rs <150 > 150 | mrgc gmrgce
N 0.552  0.252 | 0.804 0.840
S 0.166 0.030 | 0.196 0.160
mrgr | 0.718 0.282 1
gmrgr | 0.776 0.224 g(x) =0.163

Tabulka 6: x — matice pravdépodobnosti, ||x||> = 4.543.

Nejprve se pokusime rozlozit vychozi matici x na nezavislou a interak¢éni ma-
tici ziskané pfistupem pres aritmetické marginalni pravdépodobnosti. Prvky ne-

zavislé matice X;,q vzniknou soucinem p; p ;, interakéni matice pak vznikne ode-

¢tenim X S X;,q. Vysledek vypoctu vidime v tabulkach 7 a 8.

Pavodni matice x vykazuje druhou mocninu normy rovnu 4.543, nezavisla
tabulka, vzniklad nasobenim fadkovych a sloupcovych marginalnich pravdépodob-

nosti, ma druhou mocninu normy rovnu 2.876 a pro interakéni matici jsme vypoci-
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tali [|xin¢||2 = 0.353. Skutecnost, ze 4.543 > 2.876+0.353, doklad4 neortogonalitu

takovéto dekompozice.

Hm
Rs | <150 > 150 | mrgc
N 0.577 0.227 | 0.804
S 0.141  0.055 | 0.196

mrgr | 0.718  0.282 1

Tabulka 7: Nezavisla tabulka (aritm.).

Hm
Rs | <150 > 150 | mrgc
N 0.252  0.292 | 0.544
S 0.310 0.146 | 0.456

mrgr | 0.562 0.438 1

Tabulka 8: Interakéni tabulka (aritm.).

V nésledujicich dvou tabulkach (tabulka 9 a tabulka 10) jsou zaneseny vy-
sledky projekce na ortogonalni doplnky radki a sloupci, jde o geometrickou mar-
ginalni sloupcovou a fadkovou matici (row*(x), col*(x)), jejichz pertrubaci, jak
vime, vznikne projekce na podprostor nezavislych matic, tedy matice x;,4. Sym-
bolickym zapisem

Xind = Tow(x) @ col " (x).

Hm
Rs < 150 > 150 | mrgc | gmrgc
N 0.420 0.420 | 0.840 | 0.840
S 0.080 0.080 | 0.160 | 0.160
mrgr | 0.500 0.500 1
gmrgr | 0.500 0.500

Tabulka 9: row"(x) — geometrickd marginalni sloupcova matice.

Vypocteme-li normu vzniklé nezavislé matice, ||x;nq||? = 4.327 a porovname-li

ji s normou matice ptivodni, ||x||? = 4.543, zjistime, Ze na piislusnou interakéni
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Hm
Rs < 150 > 150 | mrgc | gmrgc
N 0.388 0.112 | 0.500 | 0.500
S 0.388 0.112 | 0.500 | 0.500
mrgr | 0.776 0.224 1
gmrgr | 0.776 0.224

Tabulka 10: col*(x) — geometrickd marginalni fadkova matice.

matici zbyva 0.216. Z toho mizeme usoudit, zZe mezi veli¢inami reprezentujicimi
rozumové schopnosti zlocinci a jejich vahou sice vztah existuje, ale je spise slaby.

Potvrdi nam to i vypocet miry zavislosti,

R% = 0.216/4.543 = 0.047.

Hm
Rs < 150 > 150 | mrgc gmrgc
N 0.652  0.188 | 0.840 0.840
S 0.124  0.036 | 0.160 0.160
mrgr | 0.776  0.224 1
gmrgr | 0.776  0.224 9(Xing) = 0.153

Tabulka 11: x;,4 — nezavisld tabulka, ||x;.q4||? = 4.327.

Hm
Rs < 150 > 150 | mrgc gmrgc
N 0.194 0.306 | 0.500 0.500
S 0.306  0.194 | 0.500 0.500
mrgr | 0.500 0.500 1
gmrgr | 0.500  0.500 9(Xint) = 0.244

Tabulka 12: x;,,; — interakéni tabulka, ||x;,||> = 0.216.

Pro srovnani otestujme tabulku x testem nezavislosti a zjistéme hodnotu Pear-
sonova koeficientu, Cramerova V' a poméru Sanci.
Pfi testu nezavislosti vypoéteme x? podle vztahu (3), vyjde x* = 9.67. Pro-

toze x? > x2(0.95) = 3.84, zamitneme na hlading 0.05 hypotézu, Ze rozumové
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schopnosti nemaji vliv na hmotnost zloc¢inci.
Pomeér sanci je roven

b=0.401 # 1,

coz indukuje spise slabou zavislost znaku (d = —0.916).

Pro Pearsontv koeficient dostaneme
C =0.139,

a pro Cramerovo V

V = 0.140.

Hodnoty obou koeficient jsou téméf shodné a v intervalu (0, 1) lezi blizko nulové
hranice, ¢imz potvrzuji nizkou miru zavislosti veli¢in.

Druhé mocnina normy interakéni matice miize byt dale rozlozena dle vztahu (7),
resp. (8) z kapitoly 3.5. Zaneseme-li hodnoty interakci (7) na jednotku normy,

(Iross(i,5))? . (r+c—1(r+c—2)
|[Xine|2 (r+c)?

do tabulky, kde pro nas pripad

2 Y11
Liross(1,1) = \/jln— = —0.378,
( ) 3 vV Y12Y21

2 Y12
Liross(1,2) = \/jln— = 0.378,
( ) 3 Vv Y11Y22

2 Y21
Liross(2,1) = \/jln— = 0.378,
( ) 3 vV Y11Y22

2 Y22
Loross(2,2) = \/jln— = —0.378,
( ) 3 VY12Y21

mame k dispozici dalsi hodnotny néastroj k analyze zavislosti vztahi radka a
sloupcti. Zachovame-li navic znaménko ptislusné bilance I.,..s(7, ), ziskdme in-
formaci, jak velky vliv ma prislusny fadek na sloupec a zda je tato interakce

konstruktivni nebo destruktivni.
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Hm
Rs | <150 > 150
N | -0.25 0.25
S 0.25 -0.25

Tabulka 13: Interakce na jednotku normy se znaménkem prislusné bilance.

Ctyfpolni interakéni tabulka m4 na hlavni a na vedlejsi diagonale stejné prvky,
proto jsou si i vSechny kiizové kontrasty ¢tyipolni tabulky az na znaménko rovny.
Interakce na jednotku normy ndm proto neposkytuji prostor pro dalsi interpretaci
(jak je vidét téz z tabulky 13). Kladna hodnota pfislusné interakce znamena, ze
dana kombinace hodnot znakt prevazuje nad ostatnimi kombinacemi v ,kiizovém
schématu®.

Pro vysvétleni vazeb mizeme pouzit piimo interakéni tabulku, ze které je
patrné, ze normalni rozumové schopnosti se ¢astéji vyskytuji v kombinaci s vyssi
vahou nez naopak. Stejnou informaci nam z klasické analyzy poskytuje i pomeér
sanci. Protoze jeho hodnota je mensi nez jedna, je patrné vétsi ,Sance® zlocinct
s normalnimi rozumovymi schopnostmi na vyssi hmotnost nez na hmotnost nizsi.

V obecném pripadé interakce na jednotku normy predstavuji posledni ¢lanek
informace, kterou poskytuje kompozi¢ni analyza aplikovana na kontingencni ta-
bulky. Zastupuji silu interakce (konstruktivni nebo destruktivni) daného Fadku
a sloupce. Pokud je interakce kladné, pravdépodobnost vyskytu dané kombinace
hodnot dvou statistickych znakii se proti pripadu nezavislych veli¢in zvysuje,

pokud je zaporna, tak snizuje.
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ZAavér

Snahou této prace bylo predstavit ¢tenaii novy pohled na Teseni problémi
spojenych s kontingenc¢nimi tabulkami. Protoze tento novy thel pohledu vy-
chazi z teorie kompozicnich dat, jejiz principy nejsou jesté Siroce znamy, véno-
vala jsem pfislusny prostor pro seznameni ¢tenafe s touto problematikou. Ne-
opomnéla jsem uvést ani srovnani nového postupu s jiz zavedenym pristupem
k analyze kontingenc¢nich tabulek zejména pomoci testovani nezavislosti a sesta-
vovani logaritmicko-linearnich modelfi.

Doufam, ze se mi podafilo zpracovat danou tematiku srozumitelnym a pte-
hlednym zptisobem, ktery dovoli ¢tenari pochopit danou oblast bez vétsich ne-
snazi.

Nejvetsi osobni prinos této prace pro mé znamenala moznost sezndmit se
s oblasti kompozi¢nich dat, kterd mi do této doby byla neznadmym pojmem. Bylo
vzrusujici nahlédnout do tak mladého oboru statistiky, ktery v soucasné dobé

prochézi bouflivym rozvojem.
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